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INTRODUCTION

L’analyse et I'étude des systémes analogiques linéaires et invariants (SLIT) tels
que les filtres analogiques, exige souvent le passage au domaine spectral a
travers:

* la réponses fréquentielle H(f) ou H(®) (en utilisant la transformée de Fourier)
* ¢t aussi la fonction de transfert H(p) (en utilisant la Transformée de Laplace).

En effet, 1l est avantageux de décrire les systémes analogiques dans le domaine
des fréquences ce qui permet de tirer un certain nombre de conclusions
concernant leurs propriétés.

Le méme principe est alors appliquée pour I'étude et I'analyse des systémes
discrets linéaires et invanant (SDLIT). A cet effet, la transformée en z, basée
sur 'utilisation d’une fréquence complexe z, va procurer des avantages
similaires pour les systémes SDLI.

La transformation en z transforme 'espace du temps discret en un espace
de fréquences z.



INTRODUCTION

Q La transformée en z (TZ) de la réponse impulsionnelle d’un systéeme SDLI
est sa fonction de transfert en z que I’on note souvent H(z).

O Il existe une relation directe entre la TZ et la TFTD (la transformée de
Fourier a temps discret).

W La TZ permet la solution directe des équations aux différences finies de la
méme facon que la transformée de Laplace avec les équations différentielles.

W La TZ est une méthode générale pour I’é¢tude des systémes discrets.



DEFINITIONDE LATZ

On rappelle que la fonction de transfert en p d’un filtre analogique (ou SLIT)
est obtenue grace a la transformée de Laplace TL de sa réponse impulsionnelle

h(t) :
H(p)=TL[h(1)]= [ h(t)exp (- pt )dr p=0+jo

Ou D est le domaine de définition de h(t) et p I'opérateur de Laplace

Quant a un systéme discret SDLIT (ou numérique) on utilise la transformée en
z de sa réponse impulsionnelle discréte h(nT,) (Te le pas d’échantillonnage)
directement obtenue a partir de la transformée de Laplace en posant z=exp(pT,)

H(z)=T1Z[HnT,)|= 3 HnT "

z, une variable complexe, peut prendre toute valeur sur le plan complexe
appelé, en I'occurrence, plan z.

Souvent on suppose le=1, pour simplifier



DEFINITIONDE LATZ

Ainsi, pour Te supposé égal a 1, on définit la transforrmée en z bilatérale de
h(n) par: oy
H(z)= 120 = 3 hm)

Contrairement aux signaux causaux ou aux séquences discrétes causales, on
utilise la transformée en z unilatérale :

H(z)=12[h(n))= 3 h(n)="

n=()
Exemple : Calculez la TZ de la séquence discréte non causale suivante :
x(n) ={-5.2,1.3,-4.6,3}. Ou x(0) = 1;

X(z)= TZ[x(n)]: i’ x(n)z" =

ne-—_

=-5z"+2z+1+3z"' -4z +6z° +3z7*



DEFINITION DE LATZ

Exemples :
Calculez la TZ de la séquence discréte suivante ou u(n) est I'échelon unitaire:

x(n)=0.5"u(n)

X(z)= iO.S"z'" =1+0.5z" +0.5’+0.5° 2 + 0.5z +....
n=()



DEFINITIONDE LATZ

Exemples

5[1)] <> 2.\'[11]:"" =

O[n-k)e ix[n]:"" =z

L

tr. [n]

Pi[n)e D x[nlz"=z"+2""z +1+27" +......... -
Toooooooooo =
Pinez"(1+z"+27 +.....+27")
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REGION DE CONVERGENCE DE LA TZ

La région de convergence, connue sous le nom de ROC, est importante a
comprendre car elle définit la région ou la transformée z existe.

En effet, la TZ est une série de puissance généralement infinie, om faut indiquer
a région de convergence. .
X(z)= D x(n)"

Le ROC pour un x(n) donné est défini comme la plage de z pour laquelle la
transformée en z converge. Puisque la transformée z est une série de puissances,
elle converge lorsque x(n)z™ est absolument sommablc..

Autrement dit;
< 0

ilx(n):"'

RN=-a




REGION DE CONVERGENCE DE LA TZ

Propriétés du ROC:

La région de convergence a un certain nombre de propriétés qui dépendent des
caractéristiques de la séquence discréte x(n):

U Le ROC ne peut contenir aucun pole.
WS1 x(n) est une séquence de durée finie, alors le ROC est le plan z entier, sauf
éventuellement z=0 ou | z | = «. En effet, tant que chaque valeur de x(n) est

finie, la séquence sera absolument sommable.

Q) Le seul signal dont le ROC est le plan z entier est donc x(n) = ¢d(n).



REGION DE CONVERGENCE DE LA TZ

Exemples de calculs du ROC

Exponentielle

a"u[n]«—» Z.\'lnlz "=l+az '+(az ') F e = -,

o
lorsque Ia: 'l <1 c'estadire |z|>|q|
|

l -
|-az

a'u [n] «>» |:| > |a|

La condition <> |4 définit la
région de convergence R, ou
RDC de la transformée en 2,
c'est a dire le domaine du plan
Z ou cette transformée existe.
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REGION DE CONVERGENCE DE LA TZ

Exemples de calculs du ROC
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PROPRIETES DE LA TZ

o Ja Imtants 1Z[ax(n)+by(n))= aX (z)+ b¥(2)

d le retard 1Z[x(n-m)|=z"X(z)

3 la multiplication par une séquence exponentielle 1Z)a"x(n)|= X(z/ a)
Q Inversion de temps 1Z[x(-n)]= X (z "')

O dérivation dans le domaine z. A x(n)] l)‘ 4 d'X (2 )

-

Q convolution 1Z[x(n)* ¥(n))= X(z)x Y(z)

Q corrélation 1Z[x(n)® y(n)]= X(z)x¥ (")
QValeur initiale x(0)=lim_ , X(z)

Q valeur finale x()=lim, ,[z-1]X(z) »

valable pour une séquence causale



LA TRANSFORMEE EN Z INVERSE TZ"!

La transformée en z inverse permet de retrouver la séquence discréte x(n( a
partir de sa transformée en z X(z). La base de la TZ inverse est I'intégrale de
Cauchy selon laquelle :

L ¢ 4 1 , k=0
— |z =
5 5 0 , £#0

[ ¢tant un contour fermé d’intégration renfermant 'origine. Ce qui nous
permet d’écrire

v

2’”[ K anag (Z"""’"] dem s 3l

2] T\ e e

= - L - ekl =
—,,;xl"lbrj!- dz = x| k]
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LA TRANSFORMEE EN Z INVERSE TZ!

La transformée en z inverse est donc établie comme étant :

x[n]—TjIX(z)zn L5

Il s"agit d’une intégrale fermée sur un contour [' se situant dans le plan z
entiérement dans la zone de convergence. Or lorsque X(z) est une expression
rationnelle en z sclon le théoréme des résidus de Cauchy,

1
-“l"|=szIX(:)z""¢k= E P,
r /

les p, étant les résidus évalués aux poles de X'(z)z"" a l'intérieur de I'.
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LA TRANSFORMEE EN Z INVERSE TZ!

Autres méthodes :

Pour calculer la TZ inverse, souvent, des méthodes plus simples sont possibles

S1 de plus X(2) est une fonction rationnelle en 2 :

N(z)  b+bz'+bz"+. bz"
D(z) l1-az'-az"-..-a,z"

X(z)=

on peut utiliser des méthodes comme les suivantes :

Q On peut utiliser un développement en éléments simples et se ramener a des
transformées en z connues.

() Dans certains cas, une division suivant des puissances croissantes de z ' est

suffisante. -















