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Objectifs:

Présenter a I'étudiant une synthése utilitaire sur
les  différents modéles  graphiques et
analytigues des commandes avancées des
systemes nécessaires a la compréhension des
divers aspects de leurs fonctionnement, de
comprendre le formalisme des techniques
d'identification.

Connaissances préalables recommandées:

Modeles dynamigues des machines électriques.
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Chapitre 1- commande par retour d’état

1. Introduction a la représentation d’état

Lorsque |'on envisage la commande d’un systeme, la lere étape
consiste a la modéliser.

Modéliser un systeme consiste a élaborer une représentation
mathématique qui permette de décrire et prédire son comportement
dynamique et permanent lorsqu’il soumit a des influences externes
(entrées de commande, perturbation, ...)

Perturbation

Entree »  Systeme » Sortie




1.1. Les déférentes formes de modalisation
Tout systeme linéaire peut étre représente de plusieurs manieres
comme le montre le schéma suivant :

Entrée u > Systéme » Sortie y

l \ 4 l
Représentation Représentation Représentation
par équation «——»{ par fonction de <«——» par equation
différentielle transfert d’état

| |

Parmi les déférentes modélisations possibles d’'un systeme seul |a
représentation d’état permet une approche interne.
(Voir exercice 1 TD 01)




1.2.Equation d’état :
D’une maniere générale, a tout systeme linéaire continu peut lui

d’étre associe les équations matricielles suivantes :

x=Ax+ Bu
y=Cx+ Du
xo = x(tg)

__A(nxn) matrice d’état

_x(nx1) vecteur d’état

_u(nxl) vecteur d’entrée du systéme

_y(px1) vecteur de sortie du systéme

_ B(nxm) matrice de commande du systéme

_ C(pxn) matrice d’observation du systéme

_ D(pxm) matrice de transmission directe du systéme






1.3.Passage de l'espace d’état vers la fonction de transfert
Soit un systeme représenté par les équations d’état suivantes :
x = Ax + Bu
{y = Cx + Du
En appliquant la TL aux deux c6tés, on obtient
S5X(s) = AX(s) + BU(s)
{ Y(s) = Cx(s) + DU(s)

D’ ou

{X(s) = (S — A)~'BU(s)
Y(s) = [C(SI —A)™1B + D]U(s)

Ce gqui nous donne directement

Y(s)

Ues) — C(SI —A) B+ D

H(s) =

(Voir exercice 2 TD 01)



Sous Matlab le calcul s’effectuer par la fonction ss2tf comme suite
A=[3 1;0-2];B=[0,1];C<[1 1];D=0;
[N Dj=ss2tf(4,B,C,D);

H=tf(N,D);



1.4.Passage de la FT vers l'espace d’état
Soit le systeme représenté par la FT suivante :

m  b;st
H(s) = pe %Eﬂ Sﬂ p
B Y(s) B Y(s) R(s) B
HES) = 55 = 7 Ui = HiIH2()
avec H,(s) = R() _ = - et H,y(s) = Y(s) = Y™ b;s"

U(s)  sm+Xitayst R(s)
En écrivant H,(s) et H,(s) sous forme différentielle :
r*+a, r" 1 +a, "2+ -+a7r+a,=1u

b,t™ + by 7™+ e+ b7+ byr =y

En appliquant le changement de variable suivant :



X1 =T ri'1 =f' = 1‘2
IE r jfz -— i: = xg
x3 =T > {y=F=y
— 4-(n—1) ,
Xn =T i, =1 = =01, = a0 == @,y X, + U

et 'équation de sortie:  y = byXy + byXy + +++ + by X,

En fin, voila la représentation matricielle lorsque n>m ;D=0

(X1 | - 0 1 O - 0 0 Jrxa1 -0
X2 0 0 1 -- 0 0 X2 0

i3 — : : : . : : X314+10 1L
: O O o - 0 1 : :

| Xn | l—Qp—a;—az ""—an_2—an_11%Xn- -1 -

X1
Yy = [bﬂbl . bm 0 0 .. U] [ : ]
xﬂ



Sous Matlable calcul s’effectuer par la fonction tf2ss comme suite
N=[]; % numerateur de la fonction de transfert

D=[] ;% denominateur de la fonction de transfert

[Aij C’D]=#2“(MD) ;



1.5.Résolution des équations d’état :

Come une équation différentielle de degré 1, la solution d’un systeme
d’équations différentielle présenté par les équations d’état suivantes :
x=Ax+Bu tgx€eEn,uemM

est donnée par :

[ s
x(t) = e x(0) —I—J, eAt—0) pu(t)dt
0

On définie Q(t) = e“'matrice de transition du systéme
t

x(t) = Q(t)x(0) +f Q(t — t)Bu(r)dr
0

La question que se pose, comment calculer Q(t), Q(t)=?
En appliquant la TL sur I'équation d’état, on obtient

SX(s)—X(0) =AX(s) + BU(s)
Apres simple manipulation, on obtient

X(s) = (SI—A)"1X(0) + (SI — A)~BU(s)



Il apparait clairement, en confrontant cette expression a la solution

générale déterminée dans le ci-dessus, soit :
t

x(t) = e?tx(0) + f eAlt=1) Byu(1)dr
0
gue la matrice de transition et possede pour transformée de

Laplace la matrice (sI — [A])7}
L£(Q®)) = L(e™) = (ST — A~

donc

Q(t) = L7 1[(sI — A)1]

(Voir exercice 3 TD 01)



1.6. Stabilité dans l'espace d’état

On peut démontrer que la stabilité d’un systeme est assurée si les
valeurs propres de la matrice d’état sont a partie réel négatives.



2. Commandabilité, et commande par placement de poles
On dit gu’un systeme x = Ax + Bu et y = Cx + Du ou x(ty) = x,
est commandable a linstant t; >ty si quels que soient les états
Xr et x , il exixte un signal de commande u(t) transférant le systeme
de I'etat x a I'etat x; .

Etat initial ‘ Etat final

x(ty) x(to)

LU'étude de la commandabilité, ne dépend que les matrices A et B. Pour
cette raison, on dit parfois que c’est la paire (A,B) qui est commandable.



2.1. Critere de commandabilité

Le paire (A, B) est commandable si et seulement si :
rong(M.) =n telque M, = [B AB A’B A®B ..A" 'B]

M. : Matrice de commandabilité

Le paire (A,B) est completement commandable si et seulement si la matrice de

commandabilité est réguliére, ¢’est a dire det(M,) # 0.
(Voir exercice 4 TD 01)

Sous Matlab le calcul du rang se fait par la fonction rank, le calcul de la matrice M, par
ctrh et le calcul du determinant par la fonction det



2.2. Commande par placement de poles

On considére un systtme S mono variable (m = p = 1) commandable représenté par
I’équation suivante :

G x=Ax+Bu
B”[yz(?x

La stabilité et la dynamique du systéme S est fixés par les valeurs propres de A4, o(4) =
{11, 45,15 ... 4,}. On souhaite commander le systéme dans le but d’améliorer les performances par
la commande suivante :

u(t) =r(t) — Kx(t) =r(t) — kyxy — kyxy — = kpx,

ou K = |kqk; ...k, ] est appelé le gain du retour d’état.



() u(®) Systeme

Avec cette commande les équations d’état en boucle fermée s’écrivant :

x =(A-BK)x + Br

SBF {y = Cx



2.4. Mise en ceuvre pratique

On donne ci-dessous les principales étapes a suivre pour mettre en
ceuvre la techniqgue de la commande par placement de poéles :
Méthode direct

Calculer le gain K tel que

det(Al — (A= BK)) = (A= 2A)(A=2) ..(A=1)

0(A—BK) = {A, 43,23 .. 4,} (Voir exercice 5 TD 01)

Pour ce faire :

o PoserK = |kik; ... k]
¢ (alculer en fonction de K, la matrice d’état en boucle fermée A — BK.

o Calculer la matrice AI — (A — BK) et en déduire son déterminant pour obtenir le polynome
caractéristique en boucle fermée en fonction de K, Pgp(A).

o Développer le polynome caractéristique desiré Pyggirs(4) = (A —4)(A = 4;) .. (A = 4,).
o En identifiant terme a terme les deux polyndmes caractéristiques, Pgr(2) et Pysgirs(4), on
obtient un systéme d’équations dont les inconnues sont les ¢léments k;,i = 1 ...n.



Calcul de K par Matlab

M. = ctrb(A,B);
R =rong(M,);

K = place(A, B, 1); % A vecteur colonne contiennent les valeurs propres désirés.



