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 عامة ممدمة 

 

 استخدام علم أنه على ٌتفمون الأغلبٌة ولكن الكثٌر، تعرٌفه على ٌختلف العددي التحلٌل علم

 من العكس على المعمدة، الحسابٌة للمسائل تمرٌبٌة حلول للحصول على العددٌة الخوارزمٌات

 .تمرٌبٌة وغٌر تامة صحٌحة حلولا تعطى التً التحلٌلٌة الحلول

 لحل تمرٌبٌة -طرق – خوارزمٌات تصمٌم هو العددي التحلٌل علم من العام الهدف فإن لذلن

 من ألف فً المعادلات من لألف حلا تجد أن مثل حلها ٌدوٌا ٌصعب التً الصعبة المسائل

 .مثلا عمود وألف صف ألف من مربعة مصفوفة معكوس تحسب أو المجاهٌل

 فً حدثت التً الطفرة أن إلا التارٌخ فً العددي التحلٌل أصول امتداد من الرغم على

 من الكثٌر فً العلم هذا استخدام فً الأثر لها أكبر كان الماضً المرن نهاٌة فً الحاسبات

 . الأٌام نعرفها هذه التً العلوم نواحً وشتى والحٌوٌة والطبٌة والعلمٌة الهندسٌة التطبٌمات

 وبالذات العلم هذا تارٌخ على سرٌعة نظرة إلماء من تمنعنا لن الآن نعٌشها التً الطفرة هذه

 كتاب أي صفحات من تمرٌبا صفحة تخلو لا التً-  Algorithm –خوارزم  كلمة تارٌخ على

  : هو الخوارزمٌات ومفهوم   ذكرها من العددي التحلٌل فً

 .لمشكلة حلا أو لسؤال إجابة  الخطوات من محدد عدد فً  تعطى منظمة حسابٌة خطوات

وهو ممسم        والحل العددي للمعادلات التفاضلٌة المصفوفًهذا المؤلف ٌتضمن التحلٌل العددي       

 حسب الفصول التالٌة

تم التطرق ٌبعد إجراء مراجعة  عامة حول المفاهٌم الاساسٌة للمصفوفات   الفصل الاول -

 للطرق المباشرة لحل جملة معادلات خطٌة. 

غٌر المباشرة لحل جملة معادلات  و ٌتضمن هذا الفصل الطرق التكرارٌة أو  الفصل الثانً -

 خطٌة.

تم بحث مسألة الحلول العددٌة للمعادلات التفاضلٌة العادٌة باستخدام طرق   الفصل الثالث -

 التحلٌل العددي.

وٌتضمن برامج ماتلاب لحل جمل المعادلات الخطٌة من خلال الطرق المباشرة  ملحك ماتلاب -

 ر المباشرة التً تم التعرض لها إضافة الً برنامج حل المعادلات التفاضلٌة العادٌة.وغٌ
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 مراجعة حول المصفوفات

I. :ممدمة 

سنتناول فً هذا الفصل العملٌات التً ٌتم إجراؤها على المصفوفات او المحددات إضافة الى 

 تعرٌف بعض المصفوفات الخاصة.

تكرارٌة لحل جمل معادلات خطٌة كون مما ٌسهل علٌنا التعامل مع الطرق المباشرة او ال

 المصفوفات تلعب دورا رئٌسٌا فً هذ العملٌة.

II. :مفاهٌم أساسٌة 
 تعرٌف المصفوفة -1

  وبعده  Fنحو الفضاء الشعاعً   وبعده  Eمعرف من الفضاء الشعاعً   كل تطبٌك خطً 

 عمود، على النحو التالً:  سطر و   مكون من  Aٌمكن ان ٌمثل بواسطة جدول مستطٌل 

A=

[
 
 
 
 
                
   

 
                            

   

 
   

 
  

                        
                 ]

 
 
 
 

 

 .  : المصفوفة المرفمة للتطبٌك الخطً Aنسمً 

 وتكتب :

       A = (    )  :     {
       
       

 

 بالنسبة للأعمدة.  الرتبة  بالنسبة للأسطر وذو  : ٌمثل العنصر ذو الرتبة     

  : اذا كانتm=n 

A .تسمى مصفوفة مربعة 

  : اذا كانتn=1 

 

    ,شعاع  :                    سطر نحصل على
         - A = 

  : اذا كانتm=1 

*=Aنحصل على عمود شعاع :                      

   
   

 
    

+    
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 العملٌات على المصفوفات:  -2

 .التمارٌن الممترحة لهذا الفصلستمدم على شكل تمرٌن للمراجعة فً 

 بعض الخواص الأساسٌة: -3

          مصفوفة مربعة   (    ) A  لتكن

 متناظرة اذا وفمط اذا تحمك : Aالمصفوفة  - أ

                                    

 حٌث :   ورمزها  Aمنمول المصفوفة  - ب

   = (    ) 

     = Aمصفوفة متناظرة، فإن:       Aنتٌجة : اذا كانت 

               بحٌث :         ورمزها  Aالمصفوفة العكسٌة للمصفوفة  - ت

 معرفة موجبة اذا تحمك : Aتكون المصفوفة  - ث

X = (

  

  

 
  

,                          

 فً هذه الحالة موجبة لكن غٌر معرفة. Aفإن المصفوفة            اذا كانت : 

 ذات لطر مسٌطر بالنسبة للأسطر والاعمدة اذا تحمك : Aتكون المصفوفة  - ج

|    |     ∑ |    |            

 

     
   

 

 ذات لطر مسٌطر تماما . Aنمول ان  ( )اذا كانت العلالة 

 المصفوفات المثلثٌة والمطرٌة :  -4

A=[

     
     
     

]     [
     
       
         

]     [

         

       

     

] 

A مصفوفة لطرٌة : 

B مصفوفة مثلثٌة سفلٌة : 

C مصفوفة مثلثٌة علوٌة : 
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 المحددات:  -5

المحدد هو عبارة عن ثابت متغٌر فً الكثٌر من  | |أو  det Aنرمز للمحدد مصفوفة بالرمز : 

 التطبٌمات وخاصة فً حل جمل المعادلات الخطٌة.

 حٌث : (   )Aة   بعبالنسبة للمصفوفة المر

A=0
      

      
1 | |                       

ٌمكن حساب محددها عن طرٌك تكرار أول  (   )Aبالنسبة للمصفوفة المربعة الثلاثٌة 

 عمودٌن كما ٌلً :

A=*[

               

               

               

]+ 

 حٌث : 

| |        (                               ) 

  (                               ) 

 المحددات المساعدة: باستعمالحساب المحدد 

| |           (  )    |
      

      
|       (  )   |

      

      
|

      (  )    |
      

      
|  

 ٌمكن اختٌار أي سطر او عمود حسب سهولة الحساب.

 المٌم الذاتٌة والاشعة الذاتٌة: -6

 حٌث :     لتكن :  

    =*

  

 
 
  

+      (   )     (

  

 
  

+ 

       نضع :    

(       )     نجد :    (    )     

 فنحصل على جملة معادلات خطٌة متجانسة.

 اذا وفمط اذا كان :     (    )الجملة   
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   (    )    

 .هذه المعادلة تسمى : المعادلة الممٌزة 

 المعادلة تسمى المٌم الذاتٌة لـ  هجذور هذA. 

 : الاشعة التً تمثل حلول الجملة تسمى 

 وكل لٌمة ذاتٌة مرفمة بشعاع ذاتً. Aالاشعة الذاتٌة لـ 

 الشعاع الطٌفً : -

( ) حٌث :  ( ) بالرمز  Aنرمز للشعاع الطٌفً للمصفوفة      |  |        

      Aالمٌم الذاتٌة لـ       :              

 ملاحظة:

 الشعاع الطٌفً ٌلعب دورا هاما فً معرفة تمارب الطرق التكرارٌة.

 النظٌم المصفوفً : -7

 : نظٌماتسوف نذكر ثلاث 

                       (    ) 

1)        ‖ ‖      ∑ |    |  

2)        ‖ ‖      ∑ |    |  

3)        ‖ ‖  √ (   ) 
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 ل جملة معادلات خطٌةلحالطرق المباشرة الفصل الأول: 

  ممدمة

 المعادلات هذه عدد ٌكون الخطٌة وعندما المعادلات من بعدد تمثٌلها التطبٌمات ٌتم من الكثٌر

 ٌدوٌة أو تحلٌلٌة بطرق أو ٌدوٌا المعادلات هذه حل ٌمكن فإنه أربعة، أو ثلاثة من ألل صغٌرا،

 .المعادلات لعدد مساوٌا المجاهٌل عدد ٌكون أن المجاهٌل بشرط لهذه لٌم وإٌجاد

 هذه فً فإنه  تأو المئا إلى العشرات المعادلات عدد وبالتالً المجاهٌل هذه عدد ٌصل عندما أما 

لحل جملة  التكرارٌة الطرق وبالتالً الحاسب استخدام من ولابد التحلٌلً الحل ٌستحٌل الحالة

  الخطٌة هذه الطرق سنتعرض لها فً الفصل الموالً. المعادلات

 والجوامد والتركٌبات، الأبنٌة مثل الهندسٌة التطبٌمات من الكثٌر فً الخطٌة المعادلات نظم توجد 

 . الكثٌر وغٌرها ٌةائالكهرب والدوائر الكهرومغناطٌسٌة والمجالات والتدفك الحرارى، المرنة،

 المعادلات من أخرى مجموعة إلى المعطاة المعادلات مجموعة تحوٌل على تعتمد الطرق المباشرة

 سنرى. كما حلها ٌسهل التً

 العملٌات وهذه المعاملات مصفوفة على الأولٌة العملٌات بعض إجراء طرٌك عن ٌتم التحوٌل هذا

 :هً و النهائً الحل على تؤثر لن فهً ولذلن المصفوفة هذه محددة تأثٌر على أي لها لٌس

 .البعض بعضهما بٌن معادلتٌن تبدٌل - 1

 .الصفر ٌساوى لا ثابت فً معادلة ضرب - 2

 .أخرى معادلة من طرحها ثم الصفر ٌساوى لا ثابت فً معادلة ضرب - 3

 تفكٌن مصفوفة المعاملات الى جداء مصفوفتٌن مثلثٌتٌن . -4

 المعادلات. جمل لحل المباشرة الطرق هذه فً سنستخدمها كلها العملٌات وهذه

 تذكٌر:

والمصفوفة العكوس. سٌتم التطرق لهما  لحل جملة معادلات خطٌة تعرضنا سابما لطرٌمة كرامر

 فً الاعمال الموجهة أما فً هذا الفصل فسوف نتعرض للطرق التالٌة:

 طرٌمة غوص للحذف -1

 LUطرٌمة التفكٌن :  -2

 طرٌمة شولٌسكً -3

 طرٌمة غوص: (1
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بحٌث ٌتم فً كل مرة حذف  (AX = b)تعتمد طرٌمة غوص على تبدٌلات تخص الجملة الخطٌة 

الى مصفوفة علوٌة او سفلٌة  Aمتغٌر من معادلة الى ان نصل الى جملة خطٌة تتحول من خلالها 

 ثم ٌتم استنتاج الحلول بالتعوٌض.

 مثال:

 لتكن الجملة التالٌة:

(S) {

                                     ( ) 
                                     ( )
                                     ( )
                                     ( )

 

 لحذف(االمرحلة الأولى: )

 . a11( على 1: نموم بمسمة المعادلة ) a11 ≠ 0  - أ

 فنحصل على:

(1)  : x1  +     
  x2  +     

  x3  +     
  x4  =  y1 

    
 = ai,j / a11      ;       

  = y1/a11    j=1,2,3,4 

 (  نجد:4(،  و )3(،   )2من المعادلات   )  x1ثم نموم بحذف المتغٌر 

 

(S2) 

{
 
 

 
           

          
          

          
    (  )  

       
            

           
          

   (  )  

        
           

            
           

  (  )

        
            

           
          

   (  )  

 

 

 حٌث: 

                                                     
 =          /            

                           2  > i ≥  4 

                                                   
 =        /         

                                 2  > j ≥  4 

    )طر الثانً بالمسمة على شنكرر نفس العملٌة مع ال - ب
     ≠ 0( على اعتبار أن: )  

  )

 فنحصل على: 

(22)   :  x2  +     
  x3  +     

  x4   =     
      

 حٌث:      

                                                       
 =       

  /     
                                          j=3,4 

  
 =     

  /     
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 نجد :   (41)و    (31)من المعادلات  x2ثم نموم بحذف المتغٌر 

 

(S2) 

{
 
 

 
       

        
          

          
  (  )  

                
           

          
  (  )  

               
            

         
  (  )

               
           

          
  (  )  

 

 

     ≠ 0) نعتبر أن  - ج
 الشكل : تصبح من  (32)ونموم بعملٌة المسٌمة كما سبك المعادلة   ( 

(33)   :  x3  +     
  x4  =     

      

 حٌث:      

                                                       
 =       

  /     
                                          j= 4 

  
 =     

  /     
  

 من السطر الرابع فنجد :    ثم نموم بحذف المتغٌر 

(S3) 

{
 
 

 
       

        
          

          
  

                
           

          
   

                                 
         

 

                              
          

  

 

 

    )نموم بمسمة السطر الرابع على  - د
     ≠ 0) على اعتبار ان  ( 

 فنحصل على :  ( 

  
 =     

  /     
  

   
   =    1 

 AX = bنحصل على شكل مصفوفً بمصفوفة مثلثٌة ٌسهل حلها بالتراجع :   أخٌرا

[
 
 
     

 

  
    
    

     
   

    
 

   
    

 

          
 

  ]
 
 
 

*

  

  

  
  

+     

[
 
 
 
 
  

 

  
 

  
 

  
 ]
 
 
 
 

   

 المرحلة الثانٌة ) الحل بالتعوٌض(:

   =   
   

   =   
  -     

     

   =   
  -    

      -    
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L2   𝐿               

L3  6𝐿             

 

L2/                 
 و

L3  5𝐿             
 

   =   
  -    

      -    
      -     

     

 مثال:

 AX = bطرٌمة غوص للحذف :  باستعمالحل الجملة التالٌة 

[
  8
   
6   

]  [

  

  

  

]  =  [
 
 
 
] 

    =   2  ≠ 0     -الحذف- المرحلة الأولى:    

  bالشعاع  إضافةمع  Aنحافظ على شكل المصفوفة  العملٌة سوفلتسهٌل 

 -   ,المصفوفة الموسعة   

    على  الأولىنموم بمسمة السطر  -أ 

L1/     :  L1/2              [

  
 ⁄    

 ⁄

     
6     

] 

 نجد:  L3و  L2من    نحذف 

                   [

  
 ⁄    

 ⁄

       
  5       

]        

     ≠ 2- = 0)  -ب 
من    ( ثم نموم بحذف المتغٌر -2نموم بمسمة السطر الثانً على ) ( 

 نجد  :   L3السطر 

 

                   [

  
 ⁄    

 ⁄

     
        

]       

 ( نجد :-12على ) لثالسطر الثانموم بمسمة  -ج 
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[
 
 
 
   

 ⁄    
 ⁄

     

     
6⁄ ]
 
 
 
 

     

 

 

 

 المرحلة الثانٌة ) الحل بالتعوٌض ( :

[

  
 ⁄  

   
   

]  [

  

  

  

]  =  

[
 
 
 
 
 

 ⁄

 
 

6⁄ ]
 
 
 
 

 

 ومنه : 

      =   
 

 
 

      =  0 - 2   = - 
 

 
 

      = 
 

 
  - 

 

 
   - 4   = - 

 

 
 

 حلول الجملة هً : 

X = 

(

 
 
 

 
 ⁄

  
 ⁄

 
6⁄ )

 
 
 

 

 ملاحظات: 

   )العدد  (1
   )ٌسمى محور اذا كان  ( 

عمدة لكً نموم بعملٌة تبدٌل الاسطر او الا (   

 مع مراعاة ما ٌنتج عن هذا التبدٌل. غٌر معدوم رنحصل على محو
 أي الطرف الثانً اٌضا.إذا كان بتبدٌل الاسطر فٌنتج عنه تبدٌل المعادلة  -
وعند الحصول  بهذه الاعمدةإذا كان تبدٌل الاعمدة فٌنتج عنه تبدٌل المتغٌرات المرتبطة  -

 على الحل نموم بإعادتها إلى الوضعٌة الاصلٌة. 
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 إلى  الأعلىلٌة حسب الانطلاق من فٌمكن الحصول على مصفوفة مثلثٌة علوٌة او س (2

 او العكس ونحصل على نفس النتٌجة. الأسفل

 

 جوردان: -طرٌمة غوص (3

نتبع نفس الخطوات السابمة لطرٌمة غوص وعند الحصول على مصفوفة مثلثٌة نواصل العملٌة 

 (1لطرٌة ) عناصر لطرها تساوي  Aللحصول على مصفوفة 

بإتباع  Aفً اتجاه المصفوفة العكسٌة للمصفوفة  أٌضاجوردان  -نستعمل طرٌمة غوص  (4

 -   ,نفس الخطوات حٌث تكون المصفوفة الموسعة من الشكل : 

,   -                ,     - 

 (التمارٌن الممترحةلها فً  ض) سٌتم التعر

 

 ( Lower - Upper)      -كروت  -       LUٌن:  كطرٌمة التف (2

 مصفوفة لابلة للملب نموم بإٌجاد مصفوفتٌن مثلثتٌن: Aحٌث  AX = bلحل الجملة:  

L  :  مصفوفة سفلٌة 

U  :  مصفوفة علوٌة 

 A =  L x Uحٌث     

 غٌر معدومة. Aاذا وفمط اذا كانت كل المحددات الصغرى لـ  Aلـ ٌن وحٌد كنتٌجة: ٌوجد تف

 مثال:

A=[

         

         

         

]  [

     
       
         

]  x [
       

     

   

]      

 نجد : A( ومساواتها بـ L xUمن خلال عملٌة الجداء )

    =      

    =      

    =      

 (       =    )               = 
   

   
⁄  

 (       =    )               = 
   

   
⁄  
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 (       +    ) =                    =     -          

 (       +    ) =                    =     -          

 ثم:

        +        =     

 ومنه:

    = 
,           -

   
⁄  

        +        +     =     

  ومنه:

    =     -        -        

 نموم بحل الجملة على مرحلتٌن حٌث: Uو  Lبعد الحصول على 

Ax = b   :   L (U X) = b 

 ثم نموم بحل الجملة:  U X = Zنضع :  

2
     
     

 

 معلوما.  ثم نحل الجملة الثانٌة  بحٌث ٌصبح       نموم أولا بإٌجاد الشعاع 

 : تطبٌك

 حٌث:   AX = bحل الجملة  

[
   
 9  7
  8

]  {

  

  

  

}  =  {
  
   
5 

} 

 : التفكٌن الأولىالمرحلة 

A .مصفوفة لابلة للملب وكل المحددات الصغرى غٌر معدومة 

 أي :  LU  =  Aنضع :    

      

     
       
         

    X    [
       

     

   

]    =    [
   
 9  7
  8

] 

 اذن:
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     = 1    ;         = 3   ;        = 2 

 (       = 1)               = 1 

 (       + 0 x     = 1)              = 1  

 ثم : 

 (       +     = 9)                 = 6 

 (       +     = 4)                 = 2 

 (       +        = 27)               = 4 

 وأخٌرا:

 (       +        +     = 2 )              = -2 

 

 

 ومنه نجد :

   A =  LU  =  [
   
 6  
    

] [
   
   
   

] 

 المرحلة الثانٌة:

 :أي LZ = bونموم بحل الجملة :   UX = Zنضع   

    [
   
 6  
    

]  [
  

  

  

]  =  {
  
   
5 

} 

 نجد: 

-    =  14 

-    =  
(    –        )

6
⁄   = 13 

-    =  
(5  –                 )

  
⁄   = 2 

) = Z هو :         LZ = bاذن حل الجملة  
  
  
 

+ 

 Xنموم الآن بحل الجملة الثانٌة لإٌجاد 



13 
 

 : UX  =  Zأي :    

[
   
   
   

]  [

  

  

  

]  =  [
  
  
 

] 

 نجد : 

  =   2 

      =  13 –     = 13 – 8 = 5 

      = 14 – 5 – 2 = 7 

) = X هً :         AX = bاذن حل الجملة  
7
5
 
+ 

 

 

 سكً:ٌطرٌمة شول (3

 متناظرة  ومعرفة موجبة فٌمكن تفكٌكها على الشكل التالً:مربعة  مصفوفة  Aنظرٌة : اذا كانت 

 A =       مصفوفة حمٌمٌة مثلثٌة.   حٌث 

 أي:      = Aمثال:   

[

         

         

         

]  [

     
       
         

]  x [

         

       

     

]      

 أن: بالاعتبارذ الأخمع  (LU)تطبٌك نفس العمل فً تفكٌن   

 ومنه :        =                                   

     = √    

     =
   

   
⁄  

      =
   

   
⁄  

     = √     (   )
  

     = 
,            -

   
⁄  
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     = √     (   )
   (   )

  

 حل الجملة ٌكون على الشكل :

 

2 
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 تمارٌن ممترحة 

 :الأولالتمرٌن 

A= (
   
   
    

+        (
   
    

     
+  

 (   )                   ثم      B x A  ,  A x B  ,  A – B احسب :  (1

 (   )   استنتج     (2

        ‖ ‖       ‖ ‖احسب        (3

 

 :ثانًالالتمرٌن 

 حٌث : A الألطارلتكن المصفوفة ثلاثٌة 

A= (
    

     
    

+ 

 موجبة ؟  بررمعرفة   Aمتناظرة هل  Aبٌن ان  (1

 هل المصفوفة ذات لطر مسٌطر؟  برر اجابتن  (2

 .  ‖ ‖ً. استنتج  ٌفثم عٌن لٌمة الشعاع الط Aاوجد المٌم الذاتٌة للمصفوفة  (3

 

 :ثالثالالتمرٌن 

 لتكن الجملة الخطٌة التالٌة :

(I) {

        
        

          
 

     على الشكل المصفوفً :  (I) ضع الجملة  (1

 ( مستعملا طرٌمة كرامر.Iحل الجملة ) (2

 طرٌمة غوص للحذف. باستعمال (Iاوجد حل الجملة ) (3

 التمرٌن الرابع :

 اوجد حلول الجملة التالٌة مستعلا طرٌمة غوص مع تغٌٌر المحاور :
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{

   8  9  6
   8      
          

 

 : خامسالتمرٌن ال

 حٌث :     لدٌنا الجملة 

(
  8
   
6   

+   (

  

  

  

+        (
 
 
 
+ 

 جوردان. -جل الجملة مستعملا طرٌمة غوص (1

 جوردان. -طرٌك غوص باستعمال Aاوجد المصفوفة العكسٌة لـ  (2

 

 :سادسالالتمرٌن 

 حٌث :     حل الجملة الخطٌة المعرفة على شكل المصفوفً 

  (

    
    
 
 

 
 

 
 

 
 

)      (

  

  
  

  

)      (

 
 
 
 

) 

 طرٌمة غوص . باستعمال (1

 جوردان. -طرٌمة غوص باستعمال (2

 

 :سابعالالتمرٌن 

 : لتكن الجملة

{

                
                 

                 
 

 )كروت(. (LU)حل الجملة مستعملا طرٌمة التفكٌن 

 الثامن:التمرٌن 

 حل الجملة التالٌة مستعملا طرٌمة شولبسكً:

{
         5 
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 الفصل الثانً : الطرق التكرارٌة لحل جملة معادلات خطٌة

 ممدمة 

 مباشرة طرلا تعتبر السابك الفصل فً رأٌناها التً الخطٌة المعادلات من نظام يلأ الحل طرق

 أن وحٌث الخطوات، من محدد بعدد النهائً الحل إلى تصل بأنها هذه الطرق وتتمٌز الحل، لإٌجاد

 العدد. نتٌجة محددة دلة حسب ٌعمل الحاسب

 المباشرة أٌضا، غٌر بالطرق تسمى و هنا، نمدمها التً التكرارٌة الطرق فإن ذلن، من العكس على

 تخمٌنه تم الذى الحل هذا من التحسٌن الطرق هذه تحاول تكرارٌة معٌن، وبطرٌمة حل بتخمٌن تبدأ

 نولف عندها صغٌرا، الخطوات هذه فً التمدم الحل مع فً التغٌر ٌصبح حتى متتالٌة خطوات فً

 . لمجموعة المعادلات الممدم الحل هو الأخٌر الحل هذا وٌكون الخطوات

 أبطأ تكون الطرق هذه فإن ولذلن جدا، كبٌرا عددها ٌكون أن الممكن من التكرارٌة الخطوات هذه

 .المباشرة الطرق كثٌرا من

 كما. الحل محاولات به نبدأ الذى الابتدائً الحل لٌمة على تعتمد لا الطرق هذه أن بالذكر الجدٌر

 على. المحاولات تكرار مع تتباعد الحلول أن بمعنى حل، إلى تصل ألا الممكن من الطرق هذه أن

 فإن ذلن من الرغم

 :معٌنة مسائل حل عند الأفضل هً تجعلها التً التالٌة الممٌزات لها ٌكون الطرق هذه

 فإن ولذلن أصفارا، تساوى المصفوفة عناصر معظم تكون العناصر المتناثرة المصفوفات فً - 1

 فً ولتا ٌوفر مما حسابٌا معها والتعامل فمط الصفرٌة غٌر العناصر بتخزٌن الطرق  تسمح هذه

 الطرق من العكس على وذلن -خاصة إذا كان بعد المصفوفة كبٌرا-التخزٌن  مساحة وفى الحساب

 من وهنان الكثٌر. الحساب فً الصفرٌة وغٌر رٌةالصف العناصر بٌن تمٌز لا التً المباشرة

 .متناثرة مصفوفاتها تكون التً التطبٌمات

 تكون للحل محاولة كل أن بمعنى التصحٌح، ذاتٌة تكون التكرارٌة الطرٌمة أن الثانٌة المٌزة - 2

 .لها المحاولة السابمة من أصح

 العكس على الأصلٌة، المصفوفة عناصر لٌم من تغٌر لا التكرارٌة الطرق أن الثالثة المٌزة - 3

 كما الصفوف ترتٌب وفى بل الأصلٌة المصفوفة عناصر لٌم من فإنها تغٌر المباشرة الطرق من

 .السابك الفصل فً رأٌنا

 فً هذا الفصل سوف نستعرض طرٌمتٌن من الطرق التكرارٌة وهما

 طرٌمة جاكوبً -

 ساٌدل -طرٌمة غوص -

I.  ( : ًطرٌمة جاكوبJacobi  ) 

 لتكن الجملة التالٌة:
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(I) 

{
 
 

 
 

                                ( )
                                ( )
                                                                             
                                                                            

                                 ( ) 

 

 :إٌجادنعتمد طرٌمة جاكوبً على 

  ( بدلالة بالً المتغٌرات.1من المعادلة )   لٌمة 

  المتغٌرات.( بدلالة بالً 2من المعادلة )   لٌمة 

 

  لٌمة   ( من المعادلةn.بدلالة بالً المتغٌرات ) 

 فنحصل على الجملة التالٌة:

(I') 

{
 
 

 
 

                        
                        
                                                           
                                                           

                                     

 

 (      ≠ 0حٌث:   ) 

        
  

   
⁄                                 i= 1,2, … ,n 

          
     

   
⁄                                 ( j ≠ i ) 

                                                i = 1, 2, …, n 

 ٌكمن كتابتها على الشكل: ('I)الجملة 

          (   )                        k=1, …,n 

    

(

 
 

                      
                     
                                  
                                  
                       )

 
 

   ;   C= [

  

  
 
 

  

] 

 لطرها كل عناصره معدومة .  Tحٌث :   المصفوفة التكرارٌة 

 الكتابة العامة لخوارزمٌة جاكوبً:
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{
  

( )
      ∑    

 

   

  
                                    

                                                                 

 

 كالآتً : Aالمصفوفة  باستعمالٌمكن كتابتها مباشرة 

{
 
 

 
 

  
( )

 

[   ∑ .      
(   )

/ 
   
   

]

   

⁄
             

         

 

 التالٌة:لحل الجملة نموم بالخطوات 

 (.k=0من اجل ) أي ( ) ابتدائٌةلٌمة  باختٌارنموم  -1

  من خلال مركباته   ( )  ثم نموم بحساب k=1نضع  -2
( )

   
( )

     
( )

. مع الشرط  

ونعٌد الحساب بنفس الكٌفٌة لـ  k=2اذا لم ٌتحمك الشرط نموم بالتبدٌل، ثم نضع     ≠0

( )   ثم  ( )     ( ). 

 اختبار التولف: -3

 ٌمثل الحل التمرٌبً فهو ٌحمك اختبار التولف المعطى من خلال العبارة التالٌة: ( ) اذا كان 

 ‖ ( ) المٌمة            اةمعط            ˂  ‖(   )    

 (.2ونعود الى ) kللعدد  1اختٌار التولف نضٌف  ( ) اذا لم ٌحمك

 مثال: 

 لتكن الجملة التالٌة:

(I) {

 8           8 
    7            
                 

 

 اذن حسب ما سبك:

(I') {

          5        5   
      57              86  
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 : kنكتب الآن الصٌغة العامة بدلالة 

{

  
( )

       5  
(   )

     5  
(   )

  
( )

   57         
(   )

    86  
(   )

  
( )

              
(   )

        
(   )

 

 ( )      
(   )    

       =  [
      5      5

         86
             

] 

        =  [
 

  57 
     

] 

 ( K=6ٌمكنن التأكد أنه من أجل )

) =( )       نجد :
     
     
     

+ 

 علما ان الحل الصحٌح للجملة هو :

          (
 
 
 
+ 

II. ساٌدل: -طرٌمة غوص 

 هً عبارة عن تحسٌن لطرٌمة جاكوبً فعوض استعمال المركبات:

(1<i )    
(   )

       
(   )

  نستعمل المركبات:  (   ) للشعاع  
( )

       
( )

للشعاع  

 م حسابها ومنه نحصل على الخوارزمٌة التالٌة:تالتً  ( ) 

{
 

 
  

( )
 

0   ∑      
( )

     
   ∑      

(   )
  

     1
   

⁄

                                (     ) 

 

 مثال:

 سنموم بحل المثال السابك المعطى فً طرٌمة جاكوبً لملاحظة الفرق:

 المصفوفة
 التكرارٌة
 لجاكوبً
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 نحصل على الجملة التالٌة:

{
 
 

 
   

( )
       5  

(   )
     5  

(   )

  
( )

   57         
( )

    86  
(   )

  
( )

              
( )

        
( )

       

 

 ٌمكنن التأكد أن:

 ( )= (
  997
  996
     

+ 

 ثم ممارنتها بالنتائج السابمة لطرٌمة جاكوبً ونلاحظ عملٌة التسرٌع فً الوصول للحل التمرٌبً.

 

III.  :تفكٌن المصفوفةA 

للحصول على المصفوفة التكرارٌة لطرٌمة  Aٌمكن تفكٌن المصفوفة  AX =bمن خلال الجملة: 

 ساٌدل. -جاكوبً وغوص

 نضع:

          :Dمصفوفة لطرٌة      

                   :Lمصفوفة سفلٌة      

                  :Uمصفوفة علوٌة      

 نحصل على العلالة التالٌة:

A = D – L – U 

= D – (L+U) 

   المصفوفة التكرارٌة لجاكوبً:  -أ 

 تصبح من الشكل: AX=bالجملة     

,   (   )-     

 ومنه:

   (   )     

 لابلة للملب نحصل على : Dبما ان المصفوفة 
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 الطرٌمة التكرارٌة لجاكوبً :

  ( )  (     ) (   )    

 ومنه :

 ( )     (     ) (   )       

 اذن المصفوفة التكرارٌة لجاكوبً هً :

       (   ) 

ساٌدل -المصفوفة التكرارٌة لغوص -ب  

 الصٌغة التكرارٌة: 

(   )     (   )    

 اذن:

 ( )  (   )    ( )  (   )    

 ساٌدل: -اذن المصفوفة التكرارٌة لغوص

   (   )    

IV. التمارب : 

 نظرٌة 

 دل اذا تحمك احد الشروط الثلاث الآتٌة :ٌتتمارب طرٌمة جاكوبً و غوص سا

 .امسٌطر تمامذات لطر  Aالمصفوفة  (1

‖  ‖اذا كان :  (2 ‖  ‖أو  )     (. ||  ||∞ أو ||  ||1نظٌم ) ممكن  أي باستعمال(    

  : أيمً للمصفوفة والتكرارٌة اصغر تماما من واحد ٌالشعاع الط (3

  (  ) (  )         و           

 ملاحظات :

الثالث فهو كاف  كل شرط هو كاف وغٌر لازم أما الشرط (2و ) (1شروط التمارب ) (1

 ولازم.

 .Xٌوصلنا للحل الصحٌح  ( ) اختٌار للشعاع الابتدائً  أياذا كانت الطرٌمة متماربة فإن  (2

 دل تكون اسرع من جاكوبً .اٌس -ب الطرٌمتٌن فإن طرٌمة غوصرماتفً حالة  (3

 .2n  لٌمة للتخزٌن فً الذاكرة بٌنما جاكوبً تتطلب nطرٌمة غوص ساٌدل تتطلب  (4
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 مبرهنة

 ساٌدل تتمارب. -متناظرة ومعرفة موجبة فإن طرٌمة غوص Aإذا كانت المصفوفة  

 

V. : تطبٌمات 

 التطبٌك الاول

 لتكن الجملة التالٌة :

{

                      
                   5

                       
                     5

 

 

 

 تتمارب. برهن ان طرٌمة جاكوبً لهذه الجملة (1

     احسب عدد التكرارات اللازمة حتى ٌكون الخطأ المرتكب:  (2

 الحل:

 تحول الجملة الى الشكل: (1

( )      نجد:              
(   )      

{
 
 

 
   

( )
      

(   )
      

(   )
       

(   )

  
( )

       
(   )

      
(   )

          5

  
( )

       
(   )

    5  
(   )

     5     5

  
( )

     5  
(   )

      
(   )

     5  
(   )

   75

 

 حٌث:

    =  [

           
            
    
    5

    5
    

 
    5

   5
 

] ;    =  *

 
  5

   5
  75

+ 

   ‖  ‖ 
    *   5    5     5   55+    55 

 ‖  ‖أن   بما 
   55  فإن   



24 
 

 طرٌمة جاكوبً تتمارب.

 ذات لطر مسٌطر ) ٌمكنن التأكد( Aٌمكن اثبات التمارب ٌكون المصفوفة 

 سنعرض المبرهنة التالٌة: الإجابةلبل  (2

‖ ‖اذا كان   فإن المتتالٌة:   

تتمارب        (   )         (   ) 

 Xنحو الحل الصحٌح  ( ) اختبار لـ  أيمن اجل 

 ولدٌنا :

‖   ( )‖   
‖ ‖ 

   ‖ ‖
 ‖ ( )   ( )‖ 

 اذن: 

( ) نأخذ      ومنه:    

‖ ( )‖
 

  ‖ ‖    75 

 

 لدٌنا:

‖   ( )‖   
‖ ‖ 

   ‖ ‖
 ‖ ( )   ( )‖ 

                                     
‖ ‖ 

   ‖ ‖
 ‖  ( )     ( )‖ 

                                     
‖ ‖    ‖ ‖

   ‖ ‖
       

 ( N ∈k)  7   ٌمكن أخذ  7 6   نجد 

 التطبٌك الثانً 

 حٌث : AX = bلتكن الجملة الخطٌة المعرفة على الشكل المصفوفً :  

    [
    
   
   

]  {

  

  

  

} =  {
 
 
 
} 

 هل المصفوفة ذات لطر مسٌطر؟ برر. (1

 هل ٌمكن استنتاج تباعد او تمارب الطرق التكرارٌة؟ برر.
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 ً.ٌف، ثم احسب الشعاع الط   و    اوجد المصفوفة التكرارٌة  (2

 الطرٌمتٌن تتمارب؟ أي (3

 الحل:

1) A :لٌست ذات لطر مسٌطر لأن 

 غٌر محممة.      حسب الأعمدة:  -

 غٌر محممة.      حسب الأسطر:  -

 ذات لطر مسٌطر هو شرط كاف لكنه غٌر لازم. Aلا ٌمكن استنتاج التمارب او التباعد لأن شرط 

 المصفوفات التكرارٌة: (2

 حسب كل طرٌمة نجد: Aٌمكنن اٌجادها بواسطة العبارة التكرارٌة او تفكٌن المصفوفة 

    =  [
    

     
     

] ;     =  [
    
    
   

] 

(      ) det       لدٌنا: |  |              ً : ٌفالشعاع الط    

                      (     )                  (   )    أي   

(  )  ومنه :       

 det (     )      (   )    

    أو        ومنه :         

(   )  اذن :       

(  )       بما ان (  )     فإن طرٌمة جاكوبً تتمارب و    فإن طرٌمة       

 غوص ساٌدل تتباعد.

 ساٌدل تكون عند تمارب الطرٌمتٌن فمط. -هذا المثال ٌبٌن أن أفضلٌة طرٌمة غوص
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 تمارٌن ممترحة 

 :الأولالتمرٌن 

 لتكن الجملة الخطٌة المعرفة على الشكل المصفوفً :

 حٌث :     

(
   
   
   

+  (

  

  

  

+    (
 
6
9
+ 

       اكتب الجملة التكرارٌة لطرٌمة جاكوبً معٌنا  (1

 ثم استنتج تمارب او تباعد طرٌمة جاكوبً.    احسب الشعاع الطٌفً للمصفوفة  (2

      نأخذ       احسب عدد التكرارات اللازمة حتى سكون الخطأ المرتكب  (3

 

 :ثانًالالتمرٌن 

       لتكن الجملة الخطٌة المعرفة على الشكل المصفوفً 

∋     حٌث :              (
   
   
   

+            

 ساٌدل. -التً تحمك تمارب طرٌمتً جاكوبً و غوص  عٌن لٌم  -

 :لثثاالالتمرٌن 

        التالٌة: لتكن الجملة الخطٌة 

∋     حٌث :            A= (

     
 

 ⁄   

   

)        (
   

 
 

+  

 ساٌدل. -لطرٌمة غوص    عٌن المصفوفة التكرارٌة  (1

 حتى تتمارب الطرٌمة.  ثم اوجد الشرط الضروري والكافً على   (  )  احسب   (2

 :الرابعالتمرٌن 

 التالٌة: لتكن الجملة الخطٌة 
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(
6   
   
  6

+  (

  

  

  

+    (
  
 
6

+ 

( ) علما ان     ( )  ( )  ( ) احسب  (1  (     ) 

 ساٌدل. -جاكوبً ثم غوص طرٌمة  باستعمال

 .(  )حل الجملة الخطٌة مستعملا طرٌمة غوص للحذف ثم طرٌمة التفكٌن  (2

 الطرٌمتٌن اسرع فً التمارب. أياستنتج  (3
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 الطرق العددية لحل المعادلات التفاضلية العادية
I. مقذمة 

 أحذ فٙ ذغٛش عهٗ ذحرٕٖ انرٙ انًشاكم أٔ انًسائم نًُزظح انرفاضهٛح انًعادلاخ ذسرخذو

 انقًٛح يشاكم لأحذ انحم ذرطهة انًشاكم ْزِ يصم أخش يسرقم  نًرغٛش تانُسثح انراتعح انًرغٛشاخ

 .يعُٛح اترذائٛح قٛى ذحقق ذفاضهٛح نًعادنحأ٘ انحم  الاترذائٛح

 

انرفاضهٛح انعادٚح ْٙ علاقح دانٛح تٍٛ دانح يعٕٓنح تًرغٛش ٔاحذ ٔيشرقاذٓا ٔسذثرٓا  انًعادلاخ

 يٍ سذثح انًشرق الأكثش دسظح.

 ًعادنح ذفاضهٛح عادٚح يٍ انشذثح الأٔنٗ ْٕ:نيصال: انشكم انعاو 

   تذلانح                   (   )    

 :1ذعشٚف

Rيٍ  Dعهٗ  yفٙ  ّ ٚنٛثشٛرض (   ) ذكٌٕ انذانح 
2

 تحٛس: L > 0ارا ٔظذ شاتد  

                (    ) (    )   ∈    

                                          | (    )   (    )|   |     |  

 نظرٌة:

 لتكن المسألة:

               ( ) {
    (   )     ∈ ,   -

 ( )   
 

                     *(   ) ∈                      + 

 .y(x)( تمبل حلا وحٌدا  فإن المسألة ) Dعلى  yفً  حٚنٛثشٛرض مستمرة و (   ) اذا كانت 

 ( تسمى مسألة كوشً أو مسألة شروط ابتدائٌة. المسألة )

 مثال:

 لتكن المسألة التالٌة:
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              {
       

 ( )     
 

(   )*  و                        ∈                  + 

(   ) لدٌنا:                                                          

 .Dمستمرة على  Fالدالة 

 :أخرىمن جهة 

           ((    ) (    )) ∈     

            | (    )   (    )|  |       )| 

             | (     )|   |     | 

 ومنه المسألة تمبل حلا وحٌدا. ّنٛثشٛرضٚ Fإذن 

 

II. :الطرٌك العددٌة 

( وسوف نتعرض  حل ممرب للحل الصحٌح لمسألة كوشً ) إٌجادالهدف من هذه الطرق هو 

 لطرٌمتٌن هما:

 طرٌمة إٌلر ( 

 طرٌمة تاٌلور ( 

 طرٌمة إٌلر: . 

 تعتبر أبسط الطرق وتتمٌز بسهولة الاستعمال وضعف الدلة.

 خطوات الطرٌمة: ( أ

 :التمسٌمات 

 وتسمى خطوة hمجال طول كل منها  nالى  -   ,تتمثل فً تجزئة المجال 

 

  الخطوة:      
   

 
 

 :نشر تاٌلور 

 ومنه: -   ,ٌمبل الاشتماق ومستمر مرتٌن على  ( ) نفرض أن الحل الصحٌح 

                 (    )   (  )      (  )   (  ) 

𝑎  𝑥  𝑥  𝑥  𝑏  𝑥𝑛 
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 نجد: (     ) بـ    نعوض 

     ( )  (    )   (  )     (     )   (  ) 

  n-1،...، =iمن أجل   

(  )         بما ان   فإن:     

( )  (    )   (  )     (     ) 

 ونكتب اختصار الشكل الآتً:

                       (   )                               (      ) 

 .   الحل التمرٌبً عند       حٌث ٌمثل 

 معطى. أي       على اعتبار :  

     حٌث :  

         من خلاله ٌمكن حساب   

 رتبة الخطأ: ( ب

 :تعرٌف 

 حٌث :   نسمً المٌمة 

                  | (  )    الخطأ عند النمطة  |  |=|     

|  |اذا كان   .Pمن الرتبة    لـ      فإن التمرٌب العددي التً تعطى المٌمة الممربة      

 .الأولىمن خلال ما سبك نلاحظ ان طرٌمة إٌلر من الرتبة 

 ملاحظة:

  كلما كان العددP .أكبر تكون الطرٌمة أكثر دلة 

  عند نشر تاٌلور وٌسمى خطأ البتر.(  )  الخطأ ناتج عن إهمال 

 ج( مثال:

 كوشً:لتكن مسألة 

{
  ( )                          ∈ ,   -

 ( )                                              
 

 بطرٌمة إٌلر: (  ) المٌمة الممربة  إٌجاد
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 :الحل 

 معطاة بـ:  لدٌنا: الخطوة 

                   
   

 
 

   

 
     

     ومنه :      

 9            اذن :    

    نضع الحل التمرٌبً : 
 

 ( فإن: حسب العلالة )

,
 (   )      

    (       
) 

                         9
 

 الحل معلوم.    من أجل  

 (   )  
     

   (       
  ) 

 اذن :   

 (   )  
     

(   )        

   9    
       

                    لأن :     

 

 ومنه:  

 (   )  
   9    

           

   
   

     

    
   9   

              

    
   9                    

              9             
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     8 

 ثم تحسب الخطأ بٌن :  بـ   الحل الصحٌح للمسألة وتعوٌض  إٌجادٌمكنن 

 ( )     و        

 طرٌمة تاٌلور: . 

 مشتمة مستمرة ومنه حسب نشر تاٌلور نجد: (n+1)ٌمبل  y(x)(  نفرض أن حل المسألة )

 (    )   (  )     (  )  
  

 
  (  )    

  

  
 ( )(  )

 
    

(   ) 
 (   )(      ) 

 ( وحسب )          حٌث :  

  (  )   (    (  )) 

(  )  أي :                                       (     ) 

 اذن: 

 (    )   (  )

  * (     )  
 

 
  (     )    

    

  
 (   )(     )+

  (    ) 

 باستعمال البتر وبما أن:

   
   

 (    )    

 نحصل على العلالة التالٌة:

 : الحل التمرٌبً .  (   ) نضع  

 نجد:ومنه 

 (   )       * (      )  
 

 
  (      )    

    

  
 (   )(      )+ 

 نرمز للجزء بٌن عارضتٌن بالرمز:
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  (      ) 

 فنحصل على المعادلة التالٌة:

,
 (   )      

     (       
)                  

                                
 

 ملاحظة:

 د استعمال طرٌمة تاٌلور ٌجب ذكر الرتبة.عن

 نأخذ المسألة السابمة  مثال:

{
  ( )                         
 ( )                                           

 

 طرٌمة تاٌلور من الرتبة الثانٌة:

 (   )      
     (       

) 

 حٌث:

  (      )    (      )  
 

 
  (      ) 

  (      )       ( ) 

       ( )    

      ( ) 

 اذن:

  (      )           

 (   )       [         
 

 
(       )] 

      [(  
 

 
* (      )   ] 

 بالتعوٌض نجد:

 (   )    9 5       95       
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        5          9 

  67        نجد:  i=9من اجل 

 y(1)=1.367لما ان الحل الصحٌح  عٌمكنن الممارنة مع طرٌمة اٌلر 

سنجد طرٌمة تاٌلور اكثر دلة واذا رفعنا الرتبة اكثر           تكون  i=9لاحظ ان 

 .أٌضاالدلة لكن الحساب ٌتعمد  دستزٌ

 :(      )  الرتبة الثانٌة تكون 

 "yتمثل:  (      )  حٌث 
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 تمارين مقترحة

 

 التمرين الاول

 لتكن المسألة التفاضلٌة التالٌة:

{
                            

 ( )                   
 

 بطرٌمة :         و      عٌن الحل التمرٌبً 

 / أٌلر 

 / تاٌلور من الرتبة الثانٌة 

 التمرٌن الثانً

 نركٍ يسأنح كٕشٙ:         

{
  ( )    ( )

 ( )   
 

 -    ,عهٗ انًعال 

 أظذ انحم انصحٛح نٓزِ انًسأنح (1

 اكرة طشٚقح أنش انًرقذيح نٓزِ انًعادنح انرفاضهٛح (2

 اسرُرط انشكم انرانٙ: (3

      (   )             

 ٚطهة ذعُّٛٛ.  حٛس 

 : الثالث تمرينال

 نركٍ انًعادنح انرفاضهٛح يٍ انشذثح انصاَٛح حٛس: 

{
  ( )     ( )    ( )   ,   -

 ( )       ( )   
 

 اكرة ْزِ انًعادنح عهٗ شكم ظًهح يعادنرٍٛ يٍ انشذثح الأٔنٗ. (1

 طثق طشٚقح أنش عهٗ ْزِ انعًهح. (2
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 ملحق ماتلاب

 الطرق المباشرة لحل جملة معادلات خطٌة

لبل التطرق لكٌفٌة تنفٌذ هذه الطرق من خلال برنامج ماتلاب سنذكر ببعض الخطوات الاولٌة 

 الخاصة بالمصفوفات.

 بالفاصلة الأعمدة بٌن وٌفصل مسافة، أو بفاصلة الواحد الصف عناصر بٌن الماتلاب ٌفصل

 .المنموطة

>> A=[1 2 3 4] 

A = 

1 2 3 4 

 ٌفصل والتً 4 3 2 1 العناصر من مكون واحد صف أنها على A المصفوفة لماتلاب أدخلنا هنا

 استجابة كانت .)بفاصلة له والتالً عنصر كل بٌن نفصل أن من الممكن كان( مسافة  منها كل بٌن

 وأربع أعمدة. واحد صف من مصفوفة عنده سجل أنه ماتلاب

>> B=[1;2;3;4] 

B = 

1 

2 

3 

4 

 ٌعتبر ماتلاب فإن لذلن له، والتالً عنصر كل بٌن تفصل منموطة فاصلة توجد B المصفوفة فً

 صفا كان لو كما عنصر كل

 صفوف أربع من مصفوفة صورة فً B المصفوفة بكتابة ماتلاب استجاب فمد لذلن بذاته، لائما

 واحد. وعمود

>> A=[1 2 3;4 5 6;7 8 9] 

A = 

1 2 3 

4 5 6 

7 8 9 
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 منموطة، بفاصلة عمودٌن كل بٌن والفصل بمسافة، صف كل عناصر بٌن الفصل تم كٌف لاحظ

 .3x)3المربعة ) المصفوفة على فحصلنا

 منمول مصفوفة

A = 

1 2 3 

4 5 6 

7 8 9 

>> B=A' 

B = 

1 4 7 

2 5 8 

3 6 9 

 'Aورمزها   Aمنمول المصفوفة    Bتمثل المصفوفة  

 العملٌات على المصفوفات

 الجمع والطرح -

A = 

1 2 3 

4 5 6 

B = 

1 4 7 

2 5 8 

>> C=A+B 

C = 

2 6 10 

6 10 14 

 .الطرح عملٌة إجراء ٌمكن الطرٌمة بنفس
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 ضرب المصفوفات

A = 

1 2 3 4 

5 6 7 8 

B = 

1 5 

2 6 

3 7 

4 8 

>> C=A*B 

C = 

30 70 

70 174 

 المصفوفة العكسٌة

 معكوس تحسب التً البناء سابمة ( )inv الدالة ماتلاب فً ٌوجدلابلة للملب فإنه   Aإذا كانت  

 :ٌلى كما مباشرة مصفوفة أي

A = 

10 2 3 

4 20 3 

3 3 10 

>> B=inv(A) 

B = 

0.1121 -0.0065 -0.0317 

-0.0182 0.0534 -0.0106 

-0.0282 -0.0141 0.1127 

 

 طرٌمة غوص للحذف لحل جملة معادلات خطٌة
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 .المحورة مع المتغٌرات لحذف صوغخوارزم  لتنفٌذ ممترح عن عبارة التالً البرنامج

1- %program to solve a system of linear equations 

2- clear ; 

3- format short 

4- a = input([' Enter The Array of Coefficients a= ']); %e.g [1 2;3 4] 

5- b = input([' Enter The Arrays of Constants b = ' ]) ; 

6- n = size(a,1) ; 

7- A = [ a , b ] ; % indent a and b in a single matrix 

8- for k=1:n %loop on the columns 

9- [amax, im]=max(abs(A(k:n,k))); 

10- if amax==0 

11- disp('matrix is singular, no possible solution'); 

12- break; 

13- end 

14- im=im+k-1; 

15- if im~=k 

16- T = A(k,:); 

17- A(k,:) = A(im,:); 

18- A(im,:) = T; 

19- end 

20- for i=k+1:n 

21- A(i,k:n+1)=A(i,k:n+1)-(A(i,k)/A(k,k))*A(k,k:n+1); 

22- end 

23- end % end of triangularization of the matrix 

24- if A(n,n)==0 

25- disp('matrix is singular, no possible solution ann=0'); 
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26- break; 

27- end 

28- x(n)=A(n,n+1)/A(n,n); %start of backward substitution 

29- for i=n-1:-1:1 

30- x(i)=(A(i,n+1)-sum(A(i,i+1:n).*x(i+1:n)))/A(i,i); 

31- end 

32- disp(x) 

 AX=B   :مستعملا البرنامج السابك حل الجملة الخطٌة التالٌة

 

  (

      
              
 
 

 
  

      
    

 
  

)      (

  

  
  

  

)      (

 8
  
  
 

) 

 

>> GElimination 

Enter The Array Coefficients a= [1 -1 2 -1 ;2 -2 3 -3 ; 1 1 1 0 ;1 -1 

4 3 ] 

Enter The Arrays Constants b = [-8;-20;-2;4] 

x = 

-7.0000 3.0000 2.0000 2.0000 

 

    الدالة هً الطرق هذه وأول المعادلات من خطى نظام أى لحل مباشرة طرق الماتلاب ٌوفر

      linsolve(A,b) حٌث A و المعاملات مصفوفة b التحمك وٌمكن ،الشعاع المعطىهو 

 :ٌلى مباشرة كما ماتلاب فً السابك المثال على  بالتطبٌك ذلن من

 

 

>> A=[1 -1 2 -1 ;2 -2 3 -3 ; 1 1 1 0 ;1 -1 4 3 ]; 

>> b=[-8;-20;-2;4]; 
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>> X = linsolve(A,b) 

X = 

-7.0000 

3.0000 

2.0000 

2.0000 

 سفلٌة. وأخرى علوٌة مثلثة مصفوفة إلى  A  مصفوفةل التحلٌ تستخدم ()linsolve الدالة

 

 لحل جمل معادلات خطٌةالطرق التكرارٌة 

 طرٌمة جاكوبً -1

 :ٌلى كما هو جاكوبً لطرٌمة الممترح البرنامج

1- %program to solve a system of linear equations using Jacobi 

method 

2- clear ; 

3- format short 

4- a = input([' Enter The Array of Coefficients a= ']); %e.g [1 2;3 4] 

5- b = input([' Enter The Arrays of Constants b = ' ]) ;%e.g [1;2;] 

6- n = size(a,1) ;% where a is nxn and we want n only 

7- x0 = input([' Enter The Array of first trial x0 = ' ]) ;%e.g [1;2;] 

8- kmax = input([' Enter The Max number of iterations = ' ]) ;%e.g 

[10] 

9- X = x0; At = zeros(n,n); 

10- for i = 1:n 

11- for j = 1:n 

12- if j ~= i 

13- At(i,j) = -a(i,j)/a(i,i); 

14- end 
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15- end 

16- Bt(i,:) = b(i,:)/a(i,i); 

17- end 

18- for k = 1: kmax 

19- X = At*x0 + Bt; 

20- x0 = X; 

21- end 

22- disp(X); 

 مثال

     مستخدما البرنامج السابك حل الجملة الخطٌة التالٌة 

 

(

      
              
 
 

  
 

       
     

  
8

)  (

  

  
  

  

)    (

6
 5

   
 5

) 

 

>> Jacobi 

Enter The Array of Coefficients a= [10 -1 2 0;-1 11 -1 3;2 -1 10 -

1;0 3 -1 8] 

Enter The Arrays of Constants b = [6;25;-11;15] 

Enter The Array of first trial x0 = [0;0;0;0] 

Enter The Max number of iterations = 10 

1.0001 

1.9998 

-0.9998 

0.9998 

 ساٌدل -طرٌمة غوص -2

 :ساٌدل -غوصبطرٌمة الحل لٌعطً السابك جاكوبً لبرنامج تعدٌل ٌمثل التالً البرنامج
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1- % solving a system of linear equations using Gauss-Siedel 

method 

2- clear ; 

3- format short 

4- a = input([' Enter The Array of Coefficients a= ']); %e.g [1 2;3 4] 

5- b = input([' Enter The Arrays of Constants b = ' ]) ;%e.g [1;2;] 

6- n = size(a,1) ;% where a is nxn and we want n only 

7- x0 = input([' Enter The Array of first trial x0 = ' ]) ;%e.g [1;2;] 

8- kmax = input([' Enter The Max number of iterations = ' ]) ;%e.g 

[10] 

9- X = x0; At = zeros(n,n); 

10- for k = 1: kmax 

11- X(1,:) = (b(1,:)-a(1,2:n)*x0(2:n,:))/a(1,1); 

12- for i = 2:n-1 

13- tmp = b(i,:)-a(i,1:i-1)*X(1:i-1,:)-a(i,i+1:n)*x0(i+1:n,:); 

14- X(i,:) = tmp/a(i,i); 

15- end 

16- X(n,:) = (b(n,:)-a(n,1:n - 1)*X(1:n - 1,:))/a(n,n); 

17- x0 = X; 

18- disp(X'); 

19- end 

20- %disp(X); 

 مثال

 ساٌدل -سنموم بحل الجملة السابمة لكن بواسطة برنامج طرٌمة غوص

Enter The Array of Coefficients a= [10 -1 2 0;-1 11 -1 3;2 -1 10 -

1;0 3 -18] 

Enter The Arrays of Constants b = [6;25;-11;15] 



44 
 

Enter The Array of first trial x0 = [0;0;0;0] 

Enter The Max number of iterations = 10 

            K      

0.8789 -0.9873 2.3273 0.6000 1 

0.9843 1.0145- 2.0369 1.0302 2 

0.9984 -1.0025 2.0036 1.0066 3 

0.9998 -1.0003 2.0003 1.0009 4 

1.0000 -1.0000 2.0000 1.0001 5 

1.0000 -1.0000 2.0000 1.0000 6 

1.0000 -1.0000 2.0000 1.0000 7 

1.0000 -1.0000 2.0000 1.0000 8 

1.0000 -1.0000 2.0000 1.0000 9 

1.0000 -1.0000 2.0000 1.0000 10 

 

 أننا بالملاحظة والجدٌر تماما جاكوبً طرٌمة مثل محاولات 10 على هنا البرنامج نفذنا لمد

 السابمة النتائج فً موضح هو كما فمط محاولات 5 بعد الصحٌحة تماما الإجابة على حصلنا

 وطرٌمة ساٌدل  -غوص  طرٌمة بٌن السرعة الفرق فً ٌعكس وهذا علٌها، حصلنا التً

 جاكوبً.

 طرٌمة الاسترخاء -1
 طرٌمة مع لٌتلاءم ساٌدل -غوص طرٌمة برنامج على التعدٌلات ٌبٌن التالً البرنامج

 .الاسترخاء

 

1- %program to solve a system of linear equations by the SOR 

method 

2- clear ; 

3- format short 

4- a = input([' Enter The Array of Coefficients a= ']); %e.g [1 2;3 4] 

5- b = input([' Enter The Arrays of Constants b = ' ]) ;%e.g [1;2;] 

6- n = size(a,1) ;% where a is nxn and we want n only 

7- x0 = input([' Enter The Array of first trial x0 = ' ]) ;%e.g [1;2;] 

8- kmax = input([' Enter The Max number of iterations = ' ]) ;%e.g 

[10] 
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9- w = input([' Enter The Relaxation Value = ' ]) ;%e.g [10] 

10- X = x0; At = zeros(n,n); 

11- for k = 1: kmax 

12- X(1,:) = x0(1,:)+w*((b(1,:)-a(1,1:n)*x0(1:n,:)))/a(1,1); 

13- for i = 2:n-1 

14- tmp = w*(b(i,:)-a(i,1:i-1)*X(1:i - 1,:)-a(i,i:n)*x0(i:n,:)); 

15- X(i,:) = x0(i,:)+tmp/a(i,i); 

16- end 

17- X(n,:) = x0(n,:)+w*((b(n,:)-a(n,1:n)*X(1:n,:)))/a(n,n); 

18- x0 = X; 

19- disp(X'); 

20- end 

21- %disp(X'); 

 

 ماتلاب باستخدام التفاضلٌة المعادلات حل

 الأولى الدالة .الأولى الدرجة من التفاضلٌة المعادلات لحل دالتٌن ماتلاب فً ٌوجد

  )ode23)هً

 .الحل لحساب الثالثة والدرجة الثانٌة الدرجة من كٌتا و تستخدم طرٌمة رونج

 درجتٌن الحل فً ٌستخدم فإنه ذلن لٌتمو h الخطوة لممدار الآلً للحساب طرٌمة لدٌه ماتلاب 

 :هً الدالة لهذه العامة الصورة .والثالثة الثانٌة

[xout,yout]=ode23(‘fun’, span, y0) 

 

 مثال

  التفاضلٌة المعادلة حل أوجد

 

{
                          ∈ ,   -

 ( )              
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( )    :الحل التحلٌلً لهذه المعادلة هو       

  

 ⁄

                       

المرفك بالشكل الذي ٌمثل المنحنى البٌانً     )ode23البرنامج التالً  بواسطة  الدالة )  

   .تمرٌبا انطبالهما نلاحظ حٌث للحل التحلٌلً والحل التمرٌبً 

% using Runge Kutta 

clear 

f=inline('(x*y)'); 

[Xout, Yout]=ode23(f,[0 2],1); 

curve=plot(Xout,Yout,'rd');grid;hold on; grid on; 

set (curve,'LineWidth',2) 

i=linspace(0,2); % plotting real solution 

y4=exp(i.^2/2); 

plot(i,y4,'k-', 'linewidth',1.5) 

ylabel('Y', 'fontsize',14) 

xlabel('Step', 'fontsize',14) 

axis([0 2 1 9]); 

legend('Runge Kutta','Analytical solution') 
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 حلىل التمارين المقترحة 
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 الفصل الاول

 

 التمرين الأول:

 )  نذُٚا:                                                                      
   
   
    

+   

                   ( 
   
    

     
+ 

 :   A×B     ،B×A      ،A - Bحساب  .1

           ( 
     

      
    

+     

         ( 
   

     
   

+ 
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         ( 
   
   

     
+ 

 شى: 

          |
  
  

|       

      |
   
   

|   |
   

    
|   |

  
   

|      

   (   )   |
  
   

|      

 يٍ ظٓح أخشٖ: 

          (  )  (  )      

 انخاصٛح يحققح دٔيا أ٘:

   (   )            

 تصٕسج عايح:

   (         )                

 نذُٚا:  .2

   (     )              

 حسة انخاصٛح انساتقح ٔيُّ: 

(     )    

                 

       فإٌ                تًا أٌ
 

    
 

          أ٘ : 

3.        ‖ ‖     *                   + 

 6  ‖ ‖)حسة الاعًذج(   

‖ ‖     *                   + 
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 ( حسة  الاعًذج  )    5  ‖ ‖

 التمرين الثاني:

 )  نذُٚا:                                                                      
    

     
    

+   

        يرُاظشج :   Aارٌ  (1

- A : يعشفح يٕظثح ارا ذحقق 

                                  (

  

  

  

+ 

 أ٘ :

   (        ) (
    

     
    

+(

  

  

  

+    

 نذُٚا: 

(        ) (
    

     
    

+  (                         ) 

 ٔيُّ: 

      (                         ) (

  

  

  

+ 

    
               

               
  

 (  
          

 )  (  
          

 )    
    

  

(     )
  (     )

    
    

    

                     ٔيُّ :                                           

 يعشفح يٕظثح Aارٌ 

2) A  :  ٌراخ قطش يسٛطش لأ 

    حسة الاسطش:                                     
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 (   ) ، (   ) ، (   )حسة الاعًذج:      

 :Aانقٛى انزاذٛح نهًصفٕفح  (3

 انًعادنح انًًٛضج:

   (     )    

      (
      
       
      

+ 

   (     )  (   ) |
     

     
|   |

   
         

| 

 (   )((   )   )  (   ) 

 (   ),(   )     - 

(     )   ٔيُّ:          (   ) (    √ )(    √ ) 

 ارٌ:

   (     )    ,

     

  √     

  √     

        {
   
    

    √ 

√  

 ْٙ :  Aٔيُّ انقٛى انزاذٛح نهًصفٕفح 

                        √                       √   

 ٙ:ٛفانشعاع انط

 ( )     |  |           

( ) ارٌ:                                                  √  

 نذُٚا :   ‖ ‖اسرُراض 

‖ ‖  √ (   )                    (    )   

                    √ (  )               ( (  ))  ( ( ))
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                                       √( ( ))
 
     

         ٔيُّ 

‖ ‖      ( )        √               ( )      

 

 انرًشٍٚ انصانس:

     انشكم انًصفٕفٙ:       (1

(
   

    
    

+(
 
 
 
)  (

 
 
 
+ 

 طشٚقح كشايش: (2

 : Aحساب يحذد انًصفٕفح 

     |
   

    
    

|        

 ارٌ انعًهح  ذقثم حم ٔحٛذ حٛس:

  
  

    
       

  

    
      

  

    
    

    |
   
   
    

|      

    |
   

    
    

|      

    |
   

    
   

|  9      (
 
 
 
)  

(

 
 
 

  
  ⁄

  
  ⁄

 9
  ⁄

)

 
 
 

 

 طشٚقح غٕص نهحزف: تاسرعًالحم انعًهح  (3
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 -   ,انًصفٕفح انًٕسعح:   

 

 يشحهح انحزف: .1

,   -     (
            

             
           

+ 

           - أ

  
 ⁄     

( )   (

   
 ⁄           ⁄

             
           

, 

 يٍ انًعادنرٍٛ انصاَٛح ٔانصانصح: xحزف انًرغٛش  - ب

         
( )

         
( )

 

(

 
 
 

   
 ⁄           ⁄

   
 ⁄         7  ⁄

     
 ⁄       8  ⁄ )

 
 
 

 

    - خ
( )

     

  
( )

 
⁄     

( )   

(

 
 
 

   
 ⁄           ⁄

   
 ⁄         7 6⁄

     
 ⁄       8  ⁄ )

 
 
 

 

 يٍ انًعادنح انصانصح : yحزف انًرغٛش  - ز

  
( )

   
( )

    
( )   

(

 
 
 

   
 ⁄           ⁄

   
 ⁄         7 6⁄

   5        ⁄ )

 
 
 

 

 

    - ض
( )

  5  ارٌ :      
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( )

 5
⁄     

( )   

(

 
 
 

   
 ⁄           ⁄

   
 ⁄         7 6⁄

           
  ⁄

)

 
 
 

 

 :ٚضٕرعيشحهح ان .2

     
  ⁄  

 .  
 

 
  

 

 
/    

 

 
 

 

 
 

  

  
 

 .  
 

 
  

 

 
/    

 

 
 

 

  
 

  

  
 

 

 انرًشٍٚ انشاتع:

   ,   -    (
 8 9        6
 8            
           

+     انًصفٕفح انًٕسعح              

 يشحهح انحزف: (1

         - أ

  
 ⁄     

( )   (

 8
 ⁄           

 8              
              

, 

 يٍ انًعادنرٍٛ انصاَٛح ٔانصانصح: xحزف انًرغٛش  - ب

      
( )     

( )

     
( )     

( )
 

(

 
 

 8
 ⁄           

   8        5

   
 ⁄         8

)

 
 

 

    - خ
( )

ارٌ لاًٚكٍ اسرعًانّ كًحٕس ٚعة ذغٛٛش انًحٕس ايا ترثذٚم الاعًذج أ الاسطش    

َلاحع اٌ ذثذٚم انسطشٍٚ انصانس ٔ انصاَٙ ٚفٛذَا فٙ انحزف ٔيُّ َحصم عهٗ انًصفٕفح 

 انًٕسعح انرانٛح:
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( )     

( )

  
( )     

( )
 

(

 
 

 8
 ⁄           

   
 ⁄           8

   8      5)

 
 

 

    - ز
( )

  8  ارٌ :      

  
( )

 8
⁄     

( )   

(

 
 
 

 8
 ⁄           

   
 ⁄          8

          5
8⁄ )

 
 
 

 

 يشحهح انرعٕٚض : (2

    5
8⁄  

  
 

 
   8  

 

 
 

     

 
 

   

 
 

   
    

 
 

 

 
 

    

  
 ارٌ            

     
 

 
 

   

  
 

  

 
 

   

 
 

  

(

 
 
 

6 7
8⁄

   7
 6⁄

 5
8⁄ )

 
 
 

 

 

                           AX=b  التمرين السادس:

 :طرٌمة غوص 

           -   ,المصفوفة الموسعة  

    - أ

  
( )

       

  
( )

       

  
( )

       

 [

               
      7   
 
 

  
 7

   8      
          

] 
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  - ب

  
( )

  
⁄

  
( )

   
( )

    
( )

  
( )

   
( )

 7  
( )

 [

                   
          7    
 
 

 
 

         
         6   

] 

  - خ

  
( )

  
⁄

  
( )

   
( )

    
( )

 [

                   
          7    
 
 

 
 

         
            

] 

 ٔيُّ: 

                                                                

)  حهٕل انعًهح ْٙ:      

 
 
 
 

)  

   التمرين السابع:

)الجملة من الشكل:       
    
    

     
+(

  

  

  

+  (
 
 

  
+ 

 A=LU:      فكٌنطرٌمة الت

(
    
    

     
+  (

     
       
         

+(
       

     

   

+ 

 بعد الضرب والمطابمة نحصل على:

  ( 
   
    

  6 5
+            

(

 
 

 

  
 ⁄

  
 ⁄

   
 ⁄

  6 )
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(    )      2
    
    

 

(    )      (

 
 ⁄

  
  

, 

(    )ومنه:                                  

(

 
 

 
 ⁄

  
 ⁄

  )

 
 

 

  اذن حلول الجملة هً:                 

(

 
 

 
 ⁄

  
 ⁄

  )
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 الثانًالفصل 

 

 التمرين الأول:

(
   
   
   

+(

  

  

  

+  (
 
6
9
+ 

 الجملة التكرارٌة لطرٌمة جاكوبً: . 

{
 
 

 
   

(   )
  

 

 
  

( )
 

 

 
  

( )
  

  
(   )

  
 

 
  

( )
 

 

 
  

( )
  

  
(   )

  
 

 
  

( )
 

 

 
  

( )
  

   

(   )           أي:      
( )     

 حٌث:

   

(

 
 
 

 

  
 

 
 

 

 
 

 
  

 

 

 
 

 
 

 

 
    )

 
 
 

    (
 
 
 
+ 

 حٌث: (  )  الشعاع الطٌفًحساب  . 

   (  )    المٌمة الذاتٌة لـ           |  |     

(     )   تمثل حلول المعادلة الممٌزة:     لٌم     
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   (   )  
|

|
 

   
 

 
 

 

 
 

 
   

 

 

 
 

 
 

 

 
    

|

|
   

  

   (   
 

9
*  

 

 
(
 

 
  

 

9
*  

 

 
(
 

9
 

 

 
 *    

 ومنه نجد:

   (     )  (  
 

 
* (    

 

 
  

 

9
*    

   حلول المعادلة هً :  
 

 
     

 

 
     

  

 
  

(  ) اذن:                    |  |  
 

 
 

(  )  بما ان      
 

 
 فإن طرٌمة جاكوبً تتمارب.    

( ) عدد التكرارات بخطأ  .   حسب العلالة لدٌنا:         و     

‖   ( )‖  
‖  ‖

 

  ‖  ‖
‖ ( )   ( )‖       

‖( )   ‖اذن:                      
‖  ‖

   
 ‖  ‖

  ‖  ‖
      

 ‖  ‖لدٌنا:                
 

 

 
      ‖ ( )‖  ‖  ‖ 

 6 

ومنه نجد :         
.
 

 
/
   

  

 

 

            .
 

 
/
   

  8        

 على الطرفٌن نجد:    ندخل الدالة 

(   )   
 

 
    8         
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 9   بعد الحساب نستنتج أن   

 التمرين الثاني:

  ( 
   
   
   

+ 

 ذات لطر مسٌطر تماما أي: Aساٌدل اذا كانت  -تتمارب طرٌمتً جاكوبً وغوص

   | |  )حسب الاسطر والاعمدة(      

 .(    )أو       (   )التً تحمك التمارب هً :      ومنه لٌم  

 AX=b:     التمرين الرابع

(
6   
   
  6

+(

  

  

  

+  (
  
 
6

+ 

 -ذات لطر مسٌطر تماما فإن الطرٌمتٌن تتمارب ) جاكوبً وغوص Aبما ان المصفوفة  ( 

 ساٌدل(

 طرٌمة جاكوبً: ( 

 ( )  (
 
 
 
+  

{
 
 

 
   

(   )
  

 

6
  

( )
 

 

6
  

( )
  

  
(   )

  
 

 
  

( )  
   

  
(   )

  
 

6
  

( )
 

 

 
  

( )
  

   

( ) بالتعوٌض نجد:        

(

 
 
 

  
6⁄

  
 ⁄

  
9⁄ )

 
 
 

      ;       ( )  (

 
 ⁄

  
 

, 
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 ( )  

(

 
 
 

5 
 7⁄

   
  ⁄

  
 6⁄

)

 
 
 

 (
  9 6

    8 
  86 

+ 

 ساٌدل: -طرٌمة غوص ( 

{
 
 

 
   

(   )
  

 

6
  

( )
 

 

6
  

( )
  

  
(   )

  
 

 
  

(   )
  

  
(   )

  
 

6
  

(   )
 

 

 
  

(   )
  

   

 ( )  

(

 
 

 5
 8⁄

  5
 6⁄

 )

 
 

      ;       ( )  

(

 
 

 
 ⁄

  
 ⁄

 )

 
 

 

 ( )  

(

 
 

   
  6⁄

    
   ⁄

 )

 
 

 (
  995

   996
 

+ 

 طرٌمة غوص للحذف: باستعمالحل الجملة  ( 

,   -    (

6                              

     
 ⁄

  
 ⁄       

            6             6

) 

                                               نجد: 

 )  حٌث  :     xأي : الحل الصحٌح 
 

  
 

+ 

 حٌث :  A=LU   طرٌمة التفكٌن 
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(

 
 

 

6   

 
  

 
 

   
6⁄ 6

)

 
 

           

(

 
 

 

 
 

6

 

6

    
 ⁄

   )

 
 

 

 نصل الى نفس النتٌجة.

لأنها الألرب الى الحل  رعساٌدل هً الأس -من خلال الممارنة نجد ان طرٌمة غوص ( 

 الصحٌح.
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 الفصل الثالث              

 

 التمرٌن الاول

 

 انحم انصشٚح )انذقٛق( نهًسأنح ْٕ: (1

       

( ) يٍ اظم:          َعذ           

  .ْٕ انحم انٕحٛذ نهًسأنح 

 طشٚقح أنش يٍ انشكم: (2

 (   )   ( )    ( )    

  ( )    (   ( ) 

 ٔيُّ َعذ انعلاقح انركشاسٚح:

            (   )   

 يٍ خلال انعثاسج انًرحصم عهٛٓا ساتقا َعذ: (3

          (   )      (   ) (   )            

       (   )(   )(   )            (   )    

 أ٘: 

 (   )  (   )    

 لر:وا ( 

,
 (   )      

    (       
)          

                                                     
 

 اذن:                                                        

           (     ) 

                          

           (       ) 
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     9                  

 طرٌمة تاٌلور: ( 

 (   )         (      )  
  

 
  (      ) 

         (      ) 

 تحمك أن :

  (      )                  

 ومنه :

         (       )  
  

 
(                      ) 

          

        8 

 تأكد من النتائج             

 التمرٌن الثالث

 

      ارٌ          َضع:   (1

           ٔيُّ:   

        

 ٔتانرانٙ َحصم عهٗ انعًهح:

,

    

        

 ( )       ( )   

 

 ًٔٚكٍ كراتح انعًهح عهٗ انشكم انًصفٕفٙ:

,
     

 ( )  .
 
 
/
 

 حٛس: 
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  .
 
 
/       .

  
   

/ 

 ذطثق طشٚقح أنش عهٗ ْزِ انعًهح َعذ:  (2

           (     ) 

          

   ارٌ: 

     .
  

  
/    .

  
   

/ .
  

  
/ 

 َٔحصم عهٗ انخٕاسصيٛح انرانٛح:

{
            

           (     )
 

           ٔ         يع   
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