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Exercice 1.
Soient E = C([a, b],R) muni de la norme ‖.‖∞ et

U = {ϕ ∈ E/ϕ(x) 6= 0 ∀x ∈ [a, b]}.

1. Montrer que U est un ouvert de E.
2. Soit f : U × U → E l’application définie par

f(ϕ,ψ) = ϕψ − 1.

En appliquant le théorème des fonctions implicites à f, montrer que l’application

θ : U → U, ϕ 7→ 1
ϕ

est de classe C1 sur U.
Exercice 2.
Soient E = C([0, 1],R) muni de la norme ‖.‖∞ et ϕ : E → E, f 7→ sin ◦f une application.
1. Montrer que ϕ est différentiable sur E et calculer sa différentielle.
2. Montrer que ϕ ∈ C1(E).
3. On pose

F =]−∞, 0] ∪ [
π

2
,+∞[ et U = {f ∈ E/f(x) /∈ F ∀x ∈ [0, 1]}.

3.1. Montrer que U est un ensemble ouvert de E.
3.2. Montrer que ϕ : U → ϕ(U) est un difféomorphisme de classe C1.
Exercice 3.
Soient E = C([0, 1],R) et

F = C1
0 ([0, 1],R) = {f ∈ C1([0, 1],R)/ f(0) = 0}

munis respectivement des normes ‖.‖∞ et ‖f‖1 = ‖f ′‖∞, f ∈ F. Notons que (F, ‖.‖1) est un
espace de Banach.
1. Considérons l’application

ϕ : F → E, f 7→ f ′ + ff ′.

Montrer que ϕ ∈ C1(F,E) et calculer Dϕ(f) pour tout f ∈ F.
2. Montrer que ϕ est un difféomorphisme de classe C1 d’un voisinage ouvert U0F de 0F ∈ F dans
ϕ(U0F ).
Exercice 4.
Soient E = C1([0, 1],R) et F = C([0, 1],R) munis respectivement des normes ‖f‖E = ‖f‖∞ +
‖f ′‖∞, f ∈ E et ‖.‖F ‖.‖∞, et ϕ : E → F × R, f 7→ (f ′ + f3, f(0)) une application.
1. Montrer que ϕ ∈ C1(E,F × R) et calculer Dϕ(0E).
2. Montrer qu’il existe ε > 0 tel que pour tout g ∈ F, ‖g‖∞ < ε, il existe une fonction y ∈ E

solution du problème y′ + y3 = g, y(0) = 0.
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Solutions

Exercice 1.
1. Montrons que

CEU = {ϕ ∈ E/∃x ∈ [a, b] : ϕ(x) = 0}

est un fermé de E. Soit (ϕj)j∈N ⊂ CEU une suite convergente vers ϕ ∈ E. Donc,

lim
j→+∞

‖ϕj − ϕ‖∞ = lim
j→+∞

sup
x∈[a,b]

|ϕj(x)− ϕ(x)| = 0 (1)

et

∀j ∈ N,∃xj ∈ [a, b] : ϕj(xj) = 0. (2)

L’intervalle [a, b] étant compact, il existe une sous-suite (xjk
)k∈N de (xj)j∈N et x ∈ [a, b] tels que

lim
k→+∞

xjk
= x

et comme ϕ est continue,

lim
k→+∞

ϕ(xjk
) = ϕ(x). (3)

On a

|ϕ(x)| = |ϕ(x)− ϕ(xjk
) + ϕ(xjk

)− ϕjk
(xjk

) + ϕjk
(xjk

)|

≤ |ϕ(x)− ϕ(xjk
)|+ |ϕ(xjk

)− ϕjk
(xjk

)|+ |ϕjk
(xjk

)|︸ ︷︷ ︸
=0 (d’après(2))

. (4)

En utilisant (1), (3) et (4), on obtient

0 ≤ |ϕ(x)| ≤ lim
k→+∞

|ϕ(x)− ϕ(xjk
)|+ lim

k→+∞
|ϕ(xjk

)− ϕjk
(xjk

)| = 0.

Alors, ϕ(x) = 0, ϕ ∈ CEU et CEU est fermé. Donc, U est ouvert.
2. Soit ϕ0 ∈ U. On a
• E est un espace de Banach,
• U est un ouvert de E (d’après la question 1),
• (ϕ0,

1
ϕ0

) ∈ U × U et f(ϕ0,
1

ϕ0
) = 0,

• D2f(ϕ0,
1

ϕ0
) : E → E, ψ 7→ ϕ0ψ appartient à Iso(E) d’inverse

(D2f(ϕ0,
1
ϕ0

))−1 : E → E, ψ 7→ ψ

ϕ0
.

D’après le théorème des fonctions implicites, il existe un voisinage ouvert de ϕ0, Uϕ0 ⊂ U, un
voisinage ouvert de 1

ϕ0
, V 1

ϕ0

⊂ U et une application de classe C1, ρ : Uϕ0 → V 1
ϕ0

tels que

∀ϕ ∈ Uϕ0 : ρ(ϕ) =
1
ϕ
.

Comme θ = ρ sur Uϕ0 et ϕ0 est arbitraire, on déduit que θ ∈ C1(U).
Exercice 2.
1. Soit f ∈ E. En utilisant la formule de Taylor avec reste de Lagrange à la fonction sin, on
déduit que pour tout x ∈ [0, 1], il existe θx := θ(x) ∈]0, 1[ tel que

sin(f(x) + h(x))− sin(f(x)) = h(x) cos(f(x))− h2(x)
2

sin(f(x) + θ(x)h(x)).
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On choisit
∀h ∈ E, Dϕ(f)(h) = h cos ◦f

et

o(h) = −h
2

2
sin ◦(f + θh).

Comme Dϕ(f) ∈ L(E) et lim‖h‖∞→0
‖o(h)‖∞
‖h‖∞ = 0, l’application ϕ est différentiable en f ∈ E et

sa différentielle est
∀h ∈ E, Dϕ(f)(h) = h cos ◦f.

L’application ϕ est différentiable sur E puisque f est arbitraire.
2. Comme ϕ est différentiable sur E, il suffit de montrer que Dϕ : E → L(E) est continue. Soient
u, v ∈ E. On a

‖Dϕ(v)−Dϕ(u)‖L(E) = sup
‖u‖∞≤1

‖h(cos ◦v − cos ◦v)‖∞

≤ sup
‖u‖∞≤1

‖h‖∞‖ cos ◦v − cos ◦v‖∞

≤ ‖ cos ◦v − cos ◦v‖∞,

ce qui nous conduit à

‖Dϕ(v)−Dϕ(u)‖L(E) ≤ ‖v − v‖∞

puisque la fonction cos est 1-lipschitzienne. Cela signifie que Dϕ est 1-lipschitzienne, donc, elle
est continue. On conclut que ϕ ∈ C1(E).
3.
3.1. Montrons que CEU = {f ∈ E/∃x ∈ [0, 1] : f(x) ∈ F} est un ensemble fermé de E. Soit
(ϕj)j∈N ⊂ CEU une suite admettant une limite ϕ ∈ E. Donc,

lim
j→+∞

‖ϕj − ϕ‖∞ = 0 (5)

et
∀j ∈ N,∃xj ∈ [0, 1] tel que fj(xj) ∈ F.

Comme [0, 1] est compact, il existe une sous-suite (xjk
)k∈N ⊂ (xj)j∈N et x ∈ [0, 1] tels que

lim
k→+∞

xjk
= x. (6)

On a

|fjk
(xjk

)− f(x)| = |fjk
(xjk

)− f(xjk
) + f(xjk

)− f(x)|

≤ |fjk
(xjk

)− f(xjk
)|+ |f(xjk

)− f(x)|. (7)

En utilisant (5), (6), (7) et la continuité de ϕ, il vient

0 ≤ lim
k→+∞

|fjk
(xjk

)− f(x)| ≤ lim
k→+∞

|fjk
(xjk

)− f(xjk
)|+ lim

k→+∞
|f(xjk

)− f(x)| = 0.

D’où, limk→+∞ fjk
(xjk

) = f(x). Par conséquent, f(x) ∈ F puisque fjk
(xjk

) ∈ F et F est fermé.
Donc, f ∈ CEU et U est ouvert.
3.2. On a
• E est un espace de Banach,
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• U est un ensemble ouvert de E et ϕ ∈ C1(U) (d’après les questions 1, 2 et 3.1),
• ϕ est injective sur U,
• pour tout f ∈ U, l’applicationDϕ(f) : E → E, h 7→ h cos ◦f appartient à Iso(E) et (Dϕ(f))−1 :
E → E, k 7→ k

cos ◦f .

D’après le théorème d’inversion globale ϕ(U) est un ensemble ouvert de E et ϕ : U → ϕ(U) est
un difféomorphisme (de classe C1).
Exercice 3.
1. Soit f ∈ F. Nous avons

ϕ(f + h)− ϕ(f) = h′ + fh′ + hf ′ + hh′.

On choisit
∀h ∈ F, Dϕ(f)(h) = h′ + fh′ + hf ′

et
o(h) = hh′.

Remarquons que si g ∈ F,
g(x) =

∫ x

0
g′(t)dt,

ce qui nous conduit à

‖g‖∞ ≤ ‖g‖1. (8)

En utilisant (8), on peut vérifier que Dϕ(f) ∈ L(F,E) et lim‖h‖1→0
‖o(h)‖∞
‖h‖1 = 0. Donc, ϕ est

différentiable en f et
∀h ∈ F, Dϕ(f)(h) = h′ + fh′ + hf ′.

Montrons que Dϕ : F → L(F,E) est de continue. Nous avons

‖Dϕ(v)−Dϕ(u)‖L(F,E) = sup
‖u‖1≤1

‖h′ + vh′ + hv′ − h′ − uh′ − hu′‖∞

= sup
‖u‖1≤1

‖(v − u)h′ + h(v − u)′‖∞

≤ sup
‖u‖1≤1

{‖(v − u)h′‖∞ + ‖h(v − u)′‖∞}

≤ sup
‖u‖1≤1

{‖(v − u)h′‖∞ + ‖h(v − u)′‖∞}

≤ 2 sup
‖u‖1≤1

{‖(v − u)‖1‖h‖1} ≤ 2‖(v − u)‖1,

ce qui montre que Dϕ est lipschitzienne de rapport 2. D’où la continuité de Dϕ. On conclut que
ϕ ∈ C1(F,E).
2. On a
• (F, ‖.‖1) et ((E, ‖.‖∞) sont de Banach,
• ϕ ∈ C1(F,E),
• Dϕ(0F ) : F → E, h 7→ h′ appartient à Iso(F,E) d’inverse

(Dϕ(0F ))−1 : E → F, k 7→ l,

où
∀x ∈ [0, 1], l(x) =

∫ x

0
k(t)dt.
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D’après le théorème d’inversion locale, il existe un ouvert U0F de F contenant 0F tel que ϕ :
U0F → ϕ(U0F ) est un difféomorphisme de classe C1.

Exercice 4.
1. Considérons ϕ1 : E → F, f 7→ f ′ + f3 et ϕ2 : E → R, f 7→ f(0).
Soit f ∈ E. On a

ϕ1(f + h)− ϕ1(f) = h′ + 2f2h+ 2h2f + h3.

On choisit
∀h ∈ E, Dϕ1(f)(h) = h′ + 2f2h et o(f) = h3 + 2h2f.

Comme Dϕ1(f) : E → F est linéaire et continue, et lim‖f‖E→0
‖o(h)‖F

‖h‖E
= 0, l’application ϕ1

est différentiable en f et sa différentielle est Dϕ1(f) : E → F, h 7→ h′ + 2f2h. En outre, ϕ2

est différentiable, de différentielle Dϕ2(f) = ϕ2 puisque ϕ2 ∈ L(E,F ). On déduit que ϕ est
différentiable sur E et

∀f, h ∈ E, Dϕ(f)(h) = (h′ + 2f2h, h(0)).

En particulier,
∀h ∈ E, Dϕ(0E)(h) = (h′, h(0)).

Montrons que Dϕ : E → L(E,F × R) est continue. Soit (fj)j∈N ⊂ E une suite admettant une
limite f ∈ E. On a

‖Dϕ(fj)−Dϕ(f)‖L(E,F×R) = sup
‖u‖E≤1

‖(h′ + 2f2
j h, h(0))− (h′ + 2f2h, h(0))‖F×R

= 2 sup
‖u‖E≤1

‖h(f2
j − f2)‖F

≤ 2‖(fj − f)(fj + f)‖F sup
‖u‖E≤1

‖h‖F

≤ 2‖fj − f‖F ‖fj + f‖F .

Comme limj→+∞ ‖fj − f‖F = 0, la suite (‖fj + f‖F )j∈N est bornée. Donc,

0 ≤ lim
j→+∞

‖Dϕ(fj)−Dϕ(f)‖L(E,F×R) ≤ 2 lim
j→+∞

(‖fj − f‖F ‖fj + f‖F ) = 0.

ce qui montre que limj→+∞ ‖Dϕ(fj)−Dϕ(f)‖L(E,F×R) = 0 et Dϕ est continue. On conclut que
ϕ ∈ C1(E,F × R).
2. D’abord, montrons que Dϕ(0E) ∈ Iso(E,F × R). On a Dϕ(0E) ∈ L(E,F × R). En outre, si
h, k ∈ E tels que

h′ = k′, (9)

h(0) = k(0) (10)

on obtient h = k en intégrant (9) de 0 à x ∈ [0, 1] et utilisant (10). Ceci montre que Dϕ(0E) est
injective. De plus, Dϕ(0E) est surjective puisque si (g, λ) ∈ F × R, il existe h ∈ E,

∀x ∈ [0, 1], h(x) = λ+
∫ x

0
g(t)dt

telle que Dϕ(0E)(h) = (g, λ). Donc, comme l’inverse de Dϕ(0E),

(Dϕ(0E))−1 : F × R → E, (g, λ) 7→ h,
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est continue, on déduit que Dϕ(0E) ∈ Iso(E,F × R).
Maintenant, on a
• (E, ‖.‖E) et (F × R, ‖(., .)‖F×R = ‖.‖F + |.|) sont de Banach,
• ϕ ∈ C1(E,F × R),
• Dϕ(0E) ∈ Iso(E,F × R) et ϕ(0E) = 0F×R.

D’après le théorème d’inversion locale, il existe un ouvert U0E contenant 0E et un ouvert U0F×R

contenant 0F×R tels que ϕ se restreigne en une bijection de U0E dans U0F×R dont la réciproque
est de classe C1. En particulier, il existe ε > 0 tel que

g ∈ F, ‖g‖∞ < ε⇒ (g, 0) ∈ U0F×R ⇒ ∃y ∈ U0E : ϕ(y) = (g, 0).

Donc, y est une solution de y′ + y3 = g, y(0) = 0.
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