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Exercice 1.
Soient £ = C([a,b],R) muni de la norme ||.||o et

U={pecE/p(x)#0 Vx < [a,b]}.

1. Montrer que U est un ouvert de F.
2. Soit f: U x U — E l'application définie par

fle, ) = — 1.

En appliquant le théoréme des fonctions implicites & f, montrer que I'application
1
0:U—-U, p— —
¥

est de classe O sur U.

Exercice 2.

Soient £ = C([0,1],R) muni de la norme ||.||s €t ¢ : E — E, f + sinof une application.
1. Montrer que ¢ est différentiable sur E et calculer sa différentielle.

2. Montrer que ¢ € C1(E).

3. On pose

F:]—oo,O]U[g,—i—oo[ et U={fecE/f(z)dFvxelo1]).

3.1. Montrer que U est un ensemble ouvert de FE.
3.2. Montrer que ¢ : U — (U) est un difféomorphisme de classe C?.
Exercice 3.

Soient £ = C([0,1],R) et
F=Cy([0,1,R) = {f € C'([0, 1, R)/ f(0) = 0}

munis respectivement des normes |.||s €t ||fll1 = [|f]loo, f € F. Notons que (F,||.|l1) est un
espace de Banach.

1. Considérons ’application
p:F—E, fef+ff.

Montrer que ¢ € C1(F, E) et calculer Dy(f) pour tout f € F.

2. Montrer que ¢ est un difféomorphisme de classe C' d'un voisinage ouvert Uy » de Op € F' dans
(P(UOF)'

Exercice 4.

Soient E = C1([0,1],R) et F = C([0,1],R) munis respectivement des normes || f||z = ||fllco +
If'loos f € E et ||.]l7]l-]loc; et @ : E— F xR, f s (f+ 2, f(0)) une application.

1. Montrer que ¢ € CY(E, F x R) et calculer Dy(0g).

2. Montrer qu’il existe € > 0 tel que pour tout g € F, ||g|lco < €, il existe une fonction y € F
solution du probléme g’ + y3 = g, y(0) = 0.



Solutions

Exercice 1.
1. Montrons que

CpU ={p € E/3x € [a,b] : p(x) =0}

est un fermé de E. Soit (¢;)jen C CrU une suite convergente vers ¢ € E. Donc,
Tim |l = ¢llo = Tim sup p;j(z) —@(z)| =0 (1)
J—Foo I+ zela,b)
et
VjeN,Jz; € a,b]:  @j(z;) =0. (2)
L’intervalle [a, b] étant compact, il existe une sous-suite (z;, )ren de (2;);en et = € [a,b] tels que
lim zj;, =
k—+o0
et comme ¢ est continue,

Jim () = (o) (3)

’(p(l’)‘ = ]ga(x) - <p<$jk) + Sp(mjk) — Pk (x]k) + @i, ($]k>‘
< le(@) = ()] + le(@s,) — e (@)l + les(@5,)] - (4)
———
=0 (d’apres(2))

En utilisant (1), (3) et (4), on obtient

0 <o)l < lim (@) —ple)]+ m folz;,) = e ()] =0.

Alors, p(z) =0, ¢ € CgU et CgU est fermé. Donc, U est ouvert.
2. Soit pg € U. On a
e F est un espace de Banach,
e U est un ouvert de E (d’apreés la question 1),
* (9o, 57) €U x U et f(po, o) =0,
e Do f(po, %) : B — E, ¢ — o appartient a Iso(E) d’inverse
(Daf(po. — ) B B L
%0 ¥0
D’apres le théoréme des fonctions implicites, il existe un voisinage ouvert de ¢g, Uy, C U, un
voisinage ouvert de 4, V L C U et une application de classe C*, p: Uyy — V. s tels que

%o’

Voe Uy :  ply) = o

Comme 0 = p sur Uy, et ¢ est arbitraire, on déduit que § € C1(U).

Exercice 2.

1. Soit f € E. En utilisant la formule de Taylor avec reste de Lagrange a la fonction sin, on
déduit que pour tout = € [0, 1], il existe 6, := 0(z) €]0, 1] tel que

_ h*(x)

Sin(f(z) + h(x)) — sin(f(2)) = h(z) cos(f(x)) - "

sin(f(z) + 0(2)h(x)).



On choisit
Vh e E, Do(f)(h)=hcosof

et
2

o(h) = —% sino(f + 6h).

Comme Do(f) € L(E) et lim)—o ”“"(}ﬁ‘)lm = 0, 'application ¢ est différentiable en f € E et

sa différentielle est
Vh € E, Dy(f)(h) = hcosof.

L’application ¢ est différentiable sur E puisque f est arbitraire.
2. Comme ¢ est différentiable sur E, il suffit de montrer que Dy : E — L(FE) est continue. Soient
u,v € E. On a

Do (v) = Do(u)l 2y = S [[A(cos ov — cos ov)

< sup ||Allsol| cos ov — cos ov]|
luflo<1

< || cos ov — o8 0|00,

ce qui nous conduit &

[1De(v) = De(u)ll ey < llv = vl

puisque la fonction cos est 1-lipschitzienne. Cela signifie que D¢ est 1-lipschitzienne, donc, elle
est continue. On conclut que ¢ € C1(E).

3.

3.1. Montrons que CgU = {f € E/ 3z € [0,1] : f(x) € F'} est un ensemble fermé¢ de E. Soit
(¢j)jen C CrU une suite admettant une limite ¢ € E. Donc,

lim [p; — ¢lloo = 0 (5)
J—+o00
et
Vj € N,3z; € [0,1] tel que fj(z;) € F.

Comme [0, 1] est compact, il existe une sous-suite (z;, )ren C () en et @ € [0,1] tels que

li L= .

On a

i (@) = F@) = [f5: () = f(ag) + f2g,) = f()]
< () = i)l + 1f (25,) = f(2)]. (7)

En utilisant (5), (6), (7) et la continuité de ¢, il vient

0< lim |f(es) = S@) <l [filai) = fla)l + lim |f(z) = f@)] =0.

D’ot, limy— 4o fj, (zj,) = f(x). Par conséquent, f(x) € F' puisque f;, (z;,) € F et F est fermé.
Donc, f € CgU et U est ouvert.
3.2.0n a

e F est un espace de Banach,



e U est un ensemble ouvert de E et ¢ € C*(U) (d’aprés les questions 1, 2 et 3.1),

e ¢ est injective sur U,

e pour tout f € U, I'application Do(f) : E — E, h + hcosof appartient & Iso(E) et (Do (f)) ™ :
B Bk oy

D’aprés le théoréme d’inversion globale ¢(U) est un ensemble ouvert de E et ¢ : U — ¢(U) est

un difféomorphisme (de classe C1).
Exercice 3.
1. Soit f € F. Nous avons

o(f+h)—p(f)=h"+ fb' + hf' + hh'

On choisit
Yhe F, Dp(f)(h)=h + fh' +hf

et
o(h) = hh'.

Remarquons que si g € F)

ce qui nous conduit &

9lloo < llgllr- (8)

En utilisant (8), on peut vérifier que Dp(f) € L(F, E) et lim;, o HO‘(‘Z‘)‘L"x = 0. Donc, ¢ est

différentiable en f et

Vh € F, Do(f)(h)=h + fh' +hf.

Montrons que Dy : F — L(F, E) est de continue. Nous avons

[1De(v) — Dop(u)ll o(r.e) = e IR + ol + k' — B — ul! — ||
ufl1s

= sup |[|(v—wh'+h(v—u)e
Julli <1

< sup {[[(v = wh/[loo + |h(v — )| }
flull1<1

< sup {[[(v = wh'oo + [[P(v = w)'[|oc}
Jully<1

<2 sup {[[(v —w)lhl[R1} < 2[[(v = w1,
flullr <1

ce qui montre que D est lipschitzienne de rapport 2. D’ou la continuité de Dy. On conclut que
p e CYF,E).

2. On a

o (F.|.]l1) et ((E,]-]]co) sont de Banach,

e pc CYF,E),

e Dp(0p) : F — E, h— h' appartient a Iso(F,E) d’inverse

(Dp(0p)) ™ : E— F k1,

ou

vz € [0,1], l(a:):/owk:(t)dt.



D’aprés le théoréme d’inversion locale, il existe un ouvert Up, de F' contenant Op tel que ¢ :
Uor — ¢(Up,) est un difféomorphisme de classe C*.
Exercice 4.
1. Considérons @1 : E — F, f s f'4+ f3 et po: E — R, f+— f(0).
Soit f € E. On a
e1(f +h) —o1(f) =W +2f*h+ 207 f + h®.

On choisit
Vh e E, Doi(f)(h) =h' +2f*h et of) = h® + 2h?f.
Comme Dy1(f) : E — F est linéaire et continue, et lim) s, o % = 0, 'application ¢

est différentiable en f et sa différentielle est Doyi(f) : E — F, h — h' + 2f?h. En outre, @9
est différentiable, de différentielle Dpa(f) = @2 puisque po € L(E, F). On déduit que ¢ est
différentiable sur F et

Vf,h € E, Do(f)(h) = (N + 2f%h, h(0)).

En particulier,

Vh e E, De(0g)(h) = (', h(0)).

Montrons que Dy : E — L(E, F x R) est continue. Soit (f;)jen C E une suite admettant une
limite f € E. On a

IDe(f;) = De(H)llcimrxry = sup (A + 2£7h, h(0)) = (b +2f*h, h(0)) || Pxr

lullz<1

=2 sup ||h(fj2_f2)HF

lull <1

<2(f; = Hfi+ Dllre sup ||h|lF

lulle<1
<2lf; = Fllellfs + fllr
Comme limj_ || f; — fl|r =0, la suite (|| f; + f||F)jen est bornée. Donc,

0< jl'{lj{loo 1Do(f5) — Do(f)ll e, pxr) < 2jli>1—|poo(||fj — fllellf; + fllr) = 0.

ce qui montre que lim;_, oo [|Do(f5) — Do(f)|lz(m,Fxr) = 0 et Dy est continue. On conclut que
o€ CHE,F xR).

2. D’abord, montrons que Dp(0g) € Iso(E, F x R). On a Dp(0g) € L(E, F x R). En outre, si
h,k € F tels que

h(0) = k(0) (10)

on obtient h = k en intégrant (9) de 0 & = € [0, 1] et utilisant (10). Ceci montre que Dp(0fg) est
injective. De plus, Dy(0g) est surjective puisque si (g, A) € F' X R, il existe h € F,

Vo e [0,1], h(zx)=A +/ g(t)dt
0
telle que Dp(0g)(h) = (g, A). Donc, comme l'inverse de Dy (0g),

(Dp(0p)) ™ : F xR — E, (g,\) — h,



est continue, on déduit que Dp(0g) € Iso(E, F x R).

Maintenant, on a

i (E7 HHE) et (F xR, ”(’ ‘)HFX]R = H”F + H) sont de Banach,

e pc CYE,F xR),

e Dp(0g) € Iso(E, F X R) et p(0g) = Opxr-

D’apres le théoréme d’inversion locale, il existe un ouvert Up,, contenant Og et un ouvert Uy, ,
contenant Op«r tels que ¢ se restreigne en une bijection de Uy, dans Uy, , dont la réciproque

est de classe C'. En particulier, il existe € > 0 tel que

gEeF, HQHOO <e= (970) € UOF><]R =3y € UOE : go(y) = (g,O).

Donc, ¥ est une solution de ' + 3% = g, y(0) = 0.



