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  الفصل ا�ول

  التكام�ت المضاعفة
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 عملية حلو� يقدم والذي الحديثة، الرياضيات في الھامة الفروع من التحليل فرع يعتبر
 المستعملة ا*دوات أھم بين ومن التقنية التخصصات مختلف في المطروحة المسائل من لكثير

 دورا يلعب التطبيقية، و البحتة الرياضيات فروع أھم يعد الذي التكامل مفھوم التخصص ھذا في

 ميادين في المطروحة المسائل حل في ةفعال مساھمة ويساھم الرياضيات، تطوير في رئيسيا

 . إلخ....والھندسة والكيمياء والفيزياء كالطب شتى

من المعلومات حول ا بسيطا وميسرا من خ5ل ھذا القدر البسيط ليس من السھل اعطاء مفھوم  
لجوع إلى ايمكنه   مع ذلكا7كثار على الطالب  وخشية الحشو  وذلك امل الثنائي و الث5ثيالتك

] ھي المرجعو  في تلخصي  ھذا الفصل عليھا عتمدتالمراجع التي ا ]16 −،[ ]89 − ،

[ ]1113 − ،[ ]15.  

    تذكير: - 1-1

  متعددة المتغيرات الدوال -1-1-1

  الدالة لمتغيرين: 

)لمتغيرين حقيقينfنسمي دالة : )1.1.1(تعريف )yx, الع5قة التي ترفق بكل ثنائية( )yx, من

fDIRمجال التعريف  ⊃2
)وحيد نرمز اليه العدد الحقيقي ال  )yxf ,  

): عين مجموعة تعريف الدالة )1.1.1(مثال ) 229, yxyxf −−=  

اي 
( ) }{

( ) }{ 9/,

09/,

222

222

≤+∈=

≥−−∈=

yxIRyx

yxIRyxD f

      

  النھايات و ا�ستمرار:

)عندماfنھاية للدالة  l: يكون العدد الحقيقي)2.1.1(تعريف )yx,تنتھي الى( )ba, -  ليس

و نكتب   -fDشرطا من
( ) ( )

( ) lyxf
bayx

=
→

,lim
,,

اذا وفقط اذا كان 

( ) ( ) ( ) ( ) εδδε <−→<−+−∈∀>∃>∀ lyxfbyaxDyx f ,;,,0,0
22

  

)عندما f: احسب نھاية الدالة)2.1.1(مثال )yx,تنتھى الى( حيث  0,0(

( )
221

,
yx

yx
yxf

++

−
=  

): اذا كانت)1.1.1(م5حظة ) 1, lyxf )عندما→ ) ( )bayx ,, و كانت1cوفق المسار→

( ) 2, lyxf )عندما→ ) ( )bayx ,, 21بحيث2cوفق المسار→ ll فإن≠

( ) ( )
( )yxf

bayx

,lim
,, →

  غير موجودة

): احسب النھاية ان وجدت عندما)3.1.1(ثالم ) ( )0,0, →yx :الدوال التالية   
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( ) ( )yxxyyxf 2cos, −= ،( )
22

22

2

sin
,

yx

yx
yxg

+

+
=، ( )

22
,

yx

xy
yxh

+
=  

  ا�ستمرار: 

)انھا مستمرة عند f: نقول عن دالة لمتغيرين حقيقين)3.1.1(تعريف .1 )ba, اذا كانت

( ) ( )
( ) ( )bafyxf

bayx

,,lim
,,

=
→

 Dانھا مستمر ة على المنطقة fو نقول عن الدالة

) نقطة اذا كانت مستمرة عند كل )ba, منD  

: بين فيما اذا كانت الدالة التالية مستمرة)4.1.1(مثال
( ) ( ) ( )

( ) ( )







=
≠

++
=

0,0,;

0,0,,;0

2

,
yx

yxyx

xy

yxsiyxg
  

�  الجزئي: شتقاقا

)عند النقطةxبالنسبة للمتغير f: المشتق الجزئي للدالة )4.1.1(تعريف )ba, و نرمز له

( )baf x )yوذلك بتثبيت ′, )by  أي xبالنسبة للمتغير سب المشتقو نح =

( ) ( )agbaf x
′=′ و نكتب ,

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )baf
h

bafbhaf

h

aghag
ag x

hh

,
,,

limlim
00

′=
−+

=
−+

=′
→→

بنفس 

)عند النقطةyبالنسبة للمتغير fالطريقة المشتق الجزئي للدالة  )ba,

( ) ( ) ( )
h

bafhbaf
baf

h

y

,,
, lim

0

−+
=′

→
   

  للمشتقات الجزئية كما يلي:  نرمز

 
( ) fDfD

x

f
fyxf xxx ==

∂

∂
=′=′

1,،
( ) fDfD

y

f
fyxf yyy ==

∂

∂
=′=′

2,
  

 ,yxبالنسبة للمتغير : احسب المشتقات الجزئية ا*ولى و الثانية للدالتين)5.1.5(مثال

( ) ( ) ( ) xxyyxhxyyxg sin,,1ln, =−=،  

  .,yxمتغيربالنسبة لل ثم المشتقات الجزئية من الرتب الثانية و الثالثة 
  المشتقات من الرتب العليا:

 
( )

2

2

x

f
ff xxxx ∂

∂
=′′=′′

و  
( )

xy

f
ff xyyx ∂∂

∂
=′′=′′

2

......
( )

n

n
n

x x

f
f n

∂

∂
=

  

 ,yxبالنسبة للمتغير : احسب المشتقات الجزئية ا*ولى للدالة)6.1.1(مثال

( ) xvyeyxf xy sin, 3 += −
،  

  .,yxبالنسبة للمتغير الجزئية من الرتب الثانية و الثالثةثم المشتقات  
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  الدوال لث�ث متغيرات او اكثر:

)لث5ث متغيرات حقيقيةfنسمي دالة : )5.1.1(تعريف )zyx الع5قة التي ترفق بكل ,,

)ث5ثية )zyx fDIRف من مجال التعري,, ⊃3
حقيقي وحيد نرمز اليه عدد  

( )zyxf ,,.  

): عين مجموعة تعريف الدالة )7.1.1(مثال ) ( ) zxyyzzyxg sinln,, +−=  

اي 
( ) }{

( ) }{ yzIRzyx

yzIRzyxDg

>∈=

>−∈=

/,,

0/,,

3

3

  

  المشتقات الجزئية:

)عند النقطةxبالنسبة للمتغير fالمشتق الجزئي للدالة  :)6.1.1(تعريف )zyx و نرمز  ,,

)له )zyxf x ) و  ′,, ) ( ) ( )
h

zyxfzyhxf
zyxf

h

x

,,,,
,, lim

0

−+
=′

→
  

)متغير ايnو اذا كانت الدالة ذات  )
nxxxfU ,...,, فإن =21

( ) ( ) ( )i

x

nni

hi
i

f
h

xxxfxhxxf

x

U
=

−+
=

∂

∂

→

,...,,,..,,.., 211

0
lim  

و نرمز 
( )

fDf
ii x

i

x بعة للتاالمتتابع الجزئية ، المشتقات=
 

( )
fDf

k
k

xx
kk

xx ..... 1
1

=  

 ,yxبالنسبة للمتغير للدالة ا*ولى : احسب المشتقات الجزئية)8.1.1(مثال

( ) ( ) zxyyzzyxg sinln,, +−=،  

  .,yxبالنسبة للمتغير ثم المشتقات الجزئية من الرتب الثانية و الثالثة 

  :درجيةالدوال ال -  1-1-2

]: نسمي تقسيما للمجال)7.1.1(تعريف ]ba,منIRكل جملة( )
nxx من نقط 0,.....,

]المجال ]ba,بحيثbxxxa n =<<= ندعو خطوة التقسيم10....

( )
nxxS ]للمجال=0,..., ]ba, الموجبالعدد الحقيقيS:والمعرفة  بـ 

( )ii

ni

xxS Max −= +
−≤≤

1

10

  

]المجال المعرفة علىf: نسمي الدالة الحقيقية )8.1.1(تعريف ]ba,منIR دالة درجية

](سلمية)على المجال ]ba,اذا وجد تقسيم( )
nxxS ثابتة على كل fبحيث تكون=0,...,

[مجال جزئي [ nixx ii ,...,2,1,0,, 1 ، ونسمي fتقسيما موصو� بالدالةSو نسمي +=
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]ايضا ] [ ]( )( ) ( ) ( )∑
=

++ −=∈∀
n

i

iiii xfxxbasfRxxx
0

11 مجموع ريمان ,;,,

  Sالمرفق بالتقسيم

  التكامل:

]ليكن  ]baIR ,⊃ ،[ ]( )baE ]الى مجموعة الدوال الدرجة المعرفة على رمزي, ]ba,  

]ليكن :)9.1.1تعريف( ]( )baEf )التقسيم و اليكن∋, )
nxxS للمجال=0,...,

[ ]ba,بحيث
  

] [ ( ) iii cxfnixxx ==∈∀ + ;,....,2,1,0,, 1   

]على المجال fلتابعتكامل ا ]ba, الذي نرمز إليه العدد الحقيقي( )∫
b

a

dxxf :والمعرف بـ  

         ( ) [ ]( )( ) ( )∑∫
=

+
→−→−

−==
++

n

i

iii

xxxx

b

a

cxxbaSfRdxxf
iiii 0

1
00

limlim
11

,,  

]تابع مستمر على المجال f): اذا كان 1.1.1نظرية(. ]ba,  متتالية من الدوال فانه توجد

)الدرجية )
nfتقارب بانتظام نحو الدلةf على المجال[ ]ba,.  

]مستمر على المجال f): كل تابع1.1نتيجة( ]ba,.فھو قابل للمكاملة عليه  

  مثلة للتذكير بما سبق دراسته في المستوى السابق.): تكفي بعض ا�2.1م5حظة(

    :التكامل الثنائي -1-2

نسمي منطقة جزئية من المستوي  :)1.2.1(تعريف
2

IR كل جزء ،
2

IRD يعرف كما  ⊃

  يلي:

               ( ) ( ) ( ){ }xfyxfbxaIRyxD 21

2 ,,, ≤≤≤≤∈=   

]دالتين مستمرتين على  1f،2fحيث    ]ba, و تأخذان قيمھما فيIR   

: إذا كان الجزء المغلق)1.2.1(م5حظة
2

IRD يتكون من اتحاد أجزاء فرعية مغلقة ′⊃

  يدعى متراص جزئي

  كالتالي: المعرفة Dلتكن المنطقة الجزئية

   ( ) ( ) ( ){ }xfyxfbxaIRyxD 21

2 ,,,   حيث  =∋≥≥≥≥

    IRDf ]دالة محدودة، و اليكن  :→ ]dc,  إسقاط للمنطقةD على المحورoy  و

]التقسيمين التاليين للمجالين  ]ba, ،[ ]dc,  إلىm وn جزء على الترتيب أي  

  bxxxa m =≤≤≤= dyyycو  10... n =≤≤≤= ...10  
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]و المربع الجزئي ] [ ] 10,10,,, 11, −≤≤−≤≤×= ++ njmiyyxxR jjiiji  

 كما يلي:DللمنطقةDS)(نعرف التقسيم 

( ){ }njmiIRyxDS ji ≤≤≤≤∈= 0,0,,)( 2
و العددين الحقيقين 

( ) ( ){ }
jiji Ryxyxfm ,, ,/,inf ∈= ،

( ) ( ){ }
jiji RyxyxfM ,, ,/,sup ∈=  

): نسمي العددين الحقيقين التاليين 2.2.1تعريف(

( )( ) ( )( )∑
⊂

++ −−=
DR

ijjjii

ij

myyxxDSfS 11,

( )( ) ( )( )∑
⊂

++ −−=
DR

ijjjii

ij

MyyxxDSfS مجموعي داربو السفلي و العلوي  ,11

  على الترتيب.

)منثبت التقسي ijR): في الرباعي3.2.1تعريف( )DS  وijζنقطة منDRij واليكن العدد  ∩

)الحقيقي )( ) ( )( )( )∑∑
−

=

−

=
++ −−=

1

1

1

1

11,
m

i

n

j

jjiiij yyxxfDSfR ζ  الذي يسمى مجموع ريمان

ويحقق fالمرفق بالدالة المحدودة
[ ] [ ]

( )( ) ( )( ) ( )( )DSfSDSfRDSfS

dcbaDDRijij

,,,

,,/,

≤≤

×⊆∩∈∀ζ
  

DIR):ليكن 4.2.1تعريف( ⊃2
IRDfو     دالة محدودة :→

إذا كان المجموعين Dأنھا قابلة للمكاملة وفق داربو على المنطقة fنقول عن الدالة )1

 العلوي و السفلي متساويين.

 إذا كان للمجموع Dمنطقة أنھا قابلة للمكاملة وفق ريمان على الfنقول عن الدالة  )2

( )),( DSfRنھاية محدودة عندماiijj xxyy −− ++ 11  ينتھيان الي الصفر.,

يكونDعلى المنطقة او داربو قابلة للمكاملة وفق ريمان  fالدالةإذا كانت  )3

( ) ( )( )( )

( )( ) ( )( )DSfSDSfS

DSfRdxdyyxf

DRDR

ij

yy
xxD

ijij

jj

ii

,,

,,

infsup

lim
0

0

1

1

⊂⊂

→−
→−

==

=

+

+

∫∫ ζ

 

DIR): ليكن 1.2.1نظرية( ⊃2
IRDfمتراص جزئي فإن كل الدوال  و المستمرة :→

  عليه قابلة للمكاملة وفق ريمان (باتجاه ريمان).
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  الخواص الجبرية للتكامل الثنائي:

  تالية): التكامل الثنائي وفق ريمان لدالة محدودة على متراص تحقق الخواص ال1.2.1قضية(

DIRالخطية: ليكن  )1 IRDgfو2⊂ دالتين قابلتين للمكاملة وفق ريمان ,:→

βαفإنه مھما كان العددان الحقيقيانDعلى ,  

( )( ) ( ) ( )∫∫ ∫∫∫∫ +=+
D DD

dxdyyxgdxdyyxfdxdyyxgf ,,, βαβα  

21ا�ضافة: ليكن  )2

2 , DDIR 21و⊂

2
DDIR ∩=φبحيث⊂∪ 21 DD،

ℜ→∪ 21: DDfلدينا

( ) ( ) ( )∫∫ ∫∫∫∫ +=
∪ 1 221

,,,
D DDD

dxdyyxfdxdyyxfdxdyyxf
 

التزايد: إذا كان  )3

( ) ( ) ( ) ( ) ( )∫∫ ∫∫≥⇒≥∈∀
D D

dxdyyxgdxdyyxfyxgyxfDyx ,,,,,,

)و بالتالي ) ( ) ( ) 0,0,,, ≥⇒≥∈∀ ∫∫ dxdyyxfyxfDyx
D

 

:المتباينة المضاعفة )4

( ) ( )
( )

( )∫∫∫∫
∈

≤≤
D DyxD

yxfdxdyyxfdxdyyxf ,,, sup
,

 

  ئي:طرق حساب التكامل الثنا

  )Fibiniنظرية فبني(

DIR ليكن ):2.2.1نظرية( IRDfو2⊂ معرفة Dدالة مستمرة إذا كانت :→

  بالكيفية التالية

( ) ( ) ( ){ }
( ) ( ) ( ){ }ygxygdycIryx

xfyxfbxaIRyxD

21

2

21

2

,/,

,/,

≤≤≤≤∈=

≤≤≤≤∈=
  

]دالتين مستمرتين على  1f،2fحيث  ]ba, �عداد الحقيقيةو تأخذان قيمھما في مجموعة ا

IR 1  وكذلكg،2g  دالتين مستمرتين على[ ]dc, و تأخذان قيمھما فيIR  

)فإن التكامل الثنائي للدالة )yxf  ھوDعلى,

( ) ( )
( )

( )

( )
( )

( )

∫ ∫∫∫ ∫ ∫ 












=














=

d

c

yg

ygD

b

a

xf

xf

dydxyxfdxdyyxfdxdyyxf
2

1

2

1

,,,  

): برھان نظرية فبني صعب بالنسبة لھذا المستوى لكن يمكن اعطاء تفسير حدسي 1.2.1تنبيه(

  للنتيجة التالية
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]): اذا كان1.2.1نتيجة( ] [ ]dcbaD ,, فإن=×

( ) ( ) ( )∫ ∫∫∫ ∫ ∫ 









=










=

d

c

b

aD

b

a

d

c

dydxyxfdxdyyxfdxdyyxf ,,,  

)): اذا كان1.2.1تفسير للنتيجة ( ) ( ) 0,;, ≥∈∀ yxfDyx مل في ھذه الحالة التكا

الثنائي 
  

( )∫∫
D

dAyxf الى غاية المساحةDفي الحيزSللجسم Vيفسر على أنه الحجم ,

( )yxfz )كالتالي:  V، كما يمكن أن نصيغ=, )∫=
b

a

dxxAV  حيث( )xA تمثل

)و بالتاليx لMحداثية oxبالمستوي العمودي على المحورSمساحة مقطع الجسم )xA ھي

)الممثل للدالةCالمساحة المحدود بالمنحنى  )yxfz dycيعتبر ثابت وxحيث =, ≤≤ 

)أي أن     ) ( )∫=
d

c

dyyxfxA ,      

)و منه      ) ( ) ( ) xdydyxfdxxAVdAyxf

b

a

b

a

d

cD

∫ ∫ ∫∫∫ === و بنفس الطريقة  ,,

. لMحداثية oyبالمستوي العمودي على المحورSلمساحة مقطع الجسم بالنسبة y  

)): احسب التكامل الثنائي1.2.1مثال( )dxdyyx∫∫
∆

+ 22

المثلث المحدد كالتالي∆حيث 

( ){ }xyxxIRyx −≤≤−≤≤∈=∆ 11,10/, 2
  

 الحل:

( ) ( )

( ) ( )( )
3

1
113

3

2

3

1

0

32

1

1

1

0

32

1

0

1

1

2222

=−+−=

+=









+=+

∫

∫∫ ∫∫∫
−

−

−

−∆

dxxxx

dxyyxdxdyyxdxdyyx

x

x

x

x

  

حيثD):احسب مساحة الحيز2.2.1مثال(

( )








−≤≤−−≤≤−ℜ∈= 22222 ,
2

3

2

3
/, yRxyRRRyRyxD:الحل 

( ) dyRyRdxdydydxDAir

R

R

R

R

yR

yRRD

)2(

23

23

22

23

23

22

22

∫∫ ∫∫∫
−−

−

−−

بوضع ===−−
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tRy sin= 33نستنتج أن ππ ≤≤− t وبالتالي

( )
3

2
cos)1cos2(

23

3

2 R
tdttRDAire

ππ

π

=−= ∫
−

  

  تحويل المتغيرين:

  ):(قانون تحويل المتغيرين)3.2.1نظرية(

DDليكن DDTو2IRمنطقتين من′, بحيث1Cبلي من الصنفتطبيق تقا:′→

( ) ( ) ( )( )vuyvuxvuT ,,,, غير معدومة على Tإذا كانت المحددة الجاكوبية للتطبيق=

IRDfفإنه من أجل كل دالة مستمرةD المنطقة   نا قانون التحويل التاليلدي:→

 ( ) ( ) ( )( ) ( )
( )

dudv
vuD

yxD
vuyvuxfdxdyyxf

D D

∫∫ ∫∫
′

=
,

,
,,,,  

حيث  
( ) ( )

( ) u

y

v

x

v

y

u

x

v

y

u

y
v

x

u

x

vuD

yxD
vuJ

∂

∂

∂

∂
−

∂

∂

∂

∂
=

∂

∂

∂

∂
∂

∂

∂

∂

== ..
,

,
,

  

)): اذا كان2.2.1نتيجة( ) ( )θθθ sin,cos, rrrT يمثل تطبيق (تحويل متغير) من=

D′فيDفإنه من أجل كل دالةDDf لدينا قانون التحويل الى ا�حداثيات القطبية:′→

( ) ( ) θθθ drdrrrfdxdyyxf
D D

∫∫ ∫∫
′

= sin,cos,حيث
( )
( )

r
rD

yxD
=

θ,
,

  

)): احسب التكامل الثنائي3.2.1مثال( )dxdyyx
D

∫∫ −− الحيز المحدد بربع الداDحيث221

( )( )0,0,1 oS0,0و ≥≥ yxحداثيات القطبية�θθلدينا ا sin,cos ryrx ==  

)وبالتالي الحيز الجديد ھو ){ }20,10/, 2 πθθ ≤≤≤≤∈=′ rIRrDو منه

  ( ) ( ) ( )

84

1

42

11

2

0

2

0

1

0

42

2

0

1

0

3222

π
θθ

θθ

ππ

π

==−=











−=−=−−

∫∫

∫∫ ∫ ∫∫∫
′

dd
rr

ddrrrrdrdrdxdyyx
DD

  

 باستخدام ا�حداثيات القطبية أحسب التكامل الثنائي : )4.2.1(مثال
( )∫∫ −

D

dxdyyx
2

حيث 

D يمثل القرص الذي مركزه( )0,0O  و     1ونصف قطرهxy ≤≤0  
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)ا   الحل: لدين ) }{ xyyxIRyxD ≤≤≤+∈= 0,1;, 222
  

              ( ) }{ 40,10;, 2 πθθ ≤≤≤≤∈=′ rIRrD  

( ) ( ) θθθ drdrdxdyyx
DD

232
sincos −=− ∫∫∫∫

′             

( ) [ ] 




 −=−=−∫ ∫ 2

1

44

1
sin

4

1
cossin21

4

0

2

1

0

4

0

3 π
θθθθθ

π
π

ddrr

  

    تحويل المتغيرين بصورة كيفية

):اوجد قيمة التكامل   )5.2.1(مثال ) dxdyyxxy
D

+−∫∫
2

2

       
  

)  حيث  ) }{ 22 10,10;, xyxIRyxD −≤≤≤≤∈=
 : التالي لمستعم� التحوي    

( ) ( )vuyvuxyxuxyv +=−=⇒+=−= 2
3

1
,

3

1
,2

                

 
)  حل : أي  ) }{ uyuuIRvuD ≤≤−≤≤∈=′ 2,10;, 2

  

)ھو  و المحدد الجاكوبي المرفق بھذا التحويل    ) 31
3132

3131
, =

−
=vuJ  

     ( ) ∫ ∫∫∫∫∫
−′

===+−
1

0 2

222
9231312

u

uDD

dvduuvdudvuvdxdyyxxy  

  ريمان: - قانون قرين

منطقة مستوية (أو مساحة مستوية) :)5.2.1(تعريف
 

DIR ⊃2
ل أنھا موجه في ا�تجاه نقو

  يتحرك باتجاه حركة عقارب الساعة. ∂Dالموجب اذا كان المتحرك على الحافة

): ليكن 4.2.1نظرية(
2, IRDD حافته متجه با�تجاه الموجب و كان ∂⊃

( ) ( ) ( )dyyxQdxyxPyxw ,,, فعلى من الصنDشكل تفاضلي معرف =+
1

C 

ريمان -فإن قانون قرين 

( ) ( ) ( ) ( ) dxdyyx
y

P
yx

x

Q
dyyxQdxyxP

DD

∫∫∫ 








∂

∂
−

∂

∂
=+

∂

,,,,  

)): اذا كان الشكل التفاضلي3.2.1نتيجة( ) ( ) ( )dyyxQdxyxPyxw ,,, شكل =+

تفاضلي من الصنف
1

C  معرف على المغلقDفإن∫
∂

=
D

w 0
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تعطى حسب الع5قة2ℜمن Dراص):مساحة المت4.2.1نتيجة(

( )∫∫ −=
D

ydxxdyAireD
2

1
  

  ريمان لحساب التكامل المنحني للشكل التفاضلي التالي –): استخدم قانون قرين 6.2.1مثال(

dy
y

y
xdx

x

y
w

2

73

1

2
ln

2 +

+
+









+

+
)على طول الدائرة= )( )0,0,1 oS الموجه في  

  ا�تجاه الموجب

∫    الحل:   ∫∫ ∫
∂

=








+
−

+

+
=

D D D

dxdydxdy
yy

y
w 3

2

1

2

73
  

                           πθ
π

33)(3

2

0

1

0

=== ∫ ∫ rdrdDAire  

  

  :التكامل الث�ثي 3-1 -

VIR): ليكن 1.3.1تعريف و خواص( ⊃3
حجم مغلق و محدود (متراص)معرف بالعبارة

( ) ( ) ( ) ( ){ }yxgzyxgDyxIRzyxV ,,,,/,, 21

3 DIRحيث=∋∋≥≥ ⊃2
 

IRDggو →:, ]دالتين مستمرتين، والتكن  21 ] [ ] [ ]112233 ,,,,, bababa مساقط الحجم

Vعلى المحاورoxoyoz ljiPنعتبر متوازي المستطي5ت الجزئي على الترتيب.,, المعرف ,,

بـ:
 

[ ] [ ] [ ] VzzyyxxP lljjiilji ∩××= +++ 111,, ، لدينا مجموع ريمان,,,

( )( ) ( )

( )( )( )( )∑∑∑

∑
−

=

−

=

−

=
+++=

=∈∀

1

0

1

0

1

0

111,,

,,

,,

,,,,,,,,

,,,

,,,

m

i

n

j

k

l

lljjiilji

lji

lji

ljiljikjilji

zzyyxxXf

vXfXVSfRPX

  

IRVf): تكون الدالة المستمرة 2.3.1تعريف( إذا كانتVقابلة للمكاملة على الحجم :→

( )( ) ( )
lji

lji

lji

v

lji

v

vXfXVSfR
ljilji

,,

,,

,,
0

,,
0

limlim
,,,,

,, ∑
→→

موجودة و محدودة و تسمى =

و نكتبVعلى الحجم fالتكامل الث5ثي للدالة

( )( ) ( ) ( )dxdydzzyxfvXfXVSfR
V

lji

lji

lji

v

lji

v ljilji

∫∫∫∑ ==
→→

,,,, ,,

,,

,,
0

,,
0

limlim
,,,,

  ): الخواص الجبرية للتكام5ت الثنائية صحيحة من أجل التكام5ت الث5ثية.1.3.1م5حظة(
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  طرق حساب التكامل الث�ثي:

  حالة متوازي السطوح(متوازي المستطي�ت)

المحدود بالمستويات الستة Sمتوازي السطوح ليكن 

212121 ,, czcbybaxa   ضح في الشكلكما ھو مو ≥≥≥≥≥≥

                                             

  

  معرف كما يلي: مكعبSليكن :):1.3.1(مثال

                      ( ) }{ 02,20,31:,, 3 ≤≤−≤≤≤≤ℜ∈= zyxzyxS    

∫∫∫  احسب التكامل الث5ثي
S

xy
dvye   

∫            الحل:      ∫∫ ∫ ∫∫∫∫ ==
−

2

0

3

1

2

0

3

1

0

2

2 dxdyyedzdxdyyedvze xyxy

S

xy

       

( )
3

4
2

3

2

3
22 2

6
2

0

32

0

3 +−=







−=−= ∫ e

e
e

e
dyee

y
y

yy

   

  قانون فبني:

D⊃ℜ2): ليكن1.3.1نظرية(
,:ℜ→Dو التكن الدالتين المستمرتين 21 ϕϕوV

3متراص من
IRمعرف تحليليا بـ

( ) ( ) ( ) ( ){ }yxzyxDyxzyxV ,,,,/,, 21

3 ϕϕ ≤≤∈ℜ∈=  

IRVfالتكامل الث5ثي للدالة المستمرة ھو:→

( ) ( )
( )

( )

∫∫∫ ∫∫ ∫ 












=

V D

yx

yx

dxdydzzyxfdxdydzzyxf

,

,

2

1

,,,,

ϕ

ϕ
و بنفس الكيفية اذا كان
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( ) ( ) ( ) ( ){ }zxyzxDzxzyxV ,,,,/,, 21

3 φφ ≤≤∈ℜ∈=′يكون لدينا مث5 او 

( ) ( ) ( ) ( ){ }zyxzyDzyzyxV ,,,,/,, 21

3 γγ ≤≤∈ℜ∈=′′  

V⊃ℜ3): احسب حجم المنطقة2.3.1مثال(
المحددة بالمنحنيين للدالتين 

( ) 22

1 , yxyx +=ϕو( ) )(34, 22

2 yxyx +−=ϕليكن و اDاسقاطV على

أي ϕϕ,21الناتج عن تقاطع تمثليcمحدد بالمنحنىDوبالتاليoxyالمستوي

( ){ }1/, 222 ≤+∈= yxIRyxDو

( ) ( ) ( ){ }22223 34,,/,, yxzyxDyxIRzyxV +−≤≤+∈∈=
نظرية فبنيوبالتالي حسب 

( )
( )

( )[ ]

( ) πθ
π

214

14

2

0

1

0

2

22

34 22

22

=−=

+−=













=

∫ ∫

∫∫ ∫∫∫
+−

+

rdrrd

dxdyyxdxdydzVvol
D D

yx

yx

  

  

 الية:تت المعرفة بالمنحنيا Vأن المنطقة : نفرض):2.3.1(نظرية

( ) ( ) ( ) ( ) bxaxqyxpyxzyx ≤≤≤≤≤≤ ,,,, 21 ϕϕ  

,,,qpيث الدوالبح  21 ϕϕ مستمرة و كانت الدالةf مستمرة فيS  فإن  

            ( ) ( )
( )

( )

( )

( )

∫∫∫ ∫ ∫ ∫=
V

b

a

xq

xp

yx

yx

dxdydzzyxfdvzyxf

,

,

2

1

,,,,

ϕ

ϕ
       

): اوجد قيمة التكامل   ):3.3.1(مثال )dvyx
V

∫∫∫ − 22

حيث   

( ) ( ) }{ DyxxzyzyxV ∈≤≤−ℜ∈= ,;;,, 223
و  

( ) }{ 10;0;, 2 ≤≤≤≤ℜ∈= xxyyxD  

  الحل:

          

( ) ( )

( )
15

2

5

4 5

1

0

1

0 0

44

1

0 0

222

2

2

2

==









−=




























−=−

∫∫ ∫

∫ ∫ ∫∫∫∫
−

dxxdxdyyx

dxdydzyxdvyx

x

x x

yV
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   تحويل المتغيرات:

12ليكن :)2.3.1(نظرية ,UU اليين منمفتوحين غير خ
3ℜ21و اليكن: UUT تطبيق →

تقابلي من الصنف
1

C12وتحويله العكسي

1 : UUT →−
فإنه من أجل كل متراص

VU :21من أجل كل دالة مستمرة1⊂′ UUf لدينا→

( ) ( )( )
( )

( )
( )

dudvdw
wvuD

zyxD
wvuTfdxdydzzyxf

VT V
,,

,,
,,,,∫∫∫ ∫∫∫

′ ′

= o  

  :اثيات ا�سطوانيةا�حد

Mاذا عينا النقطة )على المستوMمسقط النقطة ′ )XOY قطبيا النقطةMتمثل بالث5ثية

( )zr ,,θ سطوانية�لى ية  اارتكديو ا�نتقال من ا�حداثيات ال و التي تسمى ا�حداثيات ا

ا�سطوانية بالتحويل التالي:   









=

=
=

θ

θ

cos

sin

rx

ry

zz

  

  

                

                                                    

)(ا�حداثيات ا�سطوانية) اذا كان ):1.3.1نتيجة( ) ( )zrrzrT ,sin,cos,, θθθ فإن=

( )
( )

r
zrD

zyxD
=

,,

,,

θو بالتالي( ) ( )
( )

dzrdrdzrfdxdydzzyxf
VT V

θθ∫∫∫ ∫∫∫
′ ′

= ,,,,   
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∫∫∫): احسب التكامل الث5ثي4.3.1مثال( +
V

dxdydzyx
22

على ا�سطوانة

( ){ }0,0,/,, 2223 >≤≤≤+ℜ∈= hhzRyxzyxVو

( ){ }0,0,20,0/,, 3 >≤≤≤≤≤≤ℜ∈=′ hhzRrzrV πθθ  

3

0

2

0 0

222

3

2
hRdrddzrdxdydzyx

R h

V

π
θ

π

=























=+ ∫ ∫ ∫∫∫∫  

∫∫∫احسب التكامل الث5ثي :):5.3.1(مثال
V

dvx
2

على ا�سطوانة

( ) ( ){ }1,1/,,
222223 ≤≤+≤+ℜ∈= zyxyxzyxVو

( ){ }1,20,10/,, 43 ≤≤≤≤≤≤ℜ∈=′ zrrzrV πθθ  

):        حلال )drrrrdrddzrdvx

rV

∫∫ ∫ ∫∫∫∫ −=









=

1

0

73

2

0

1

0

1

222

4

cos πθθ
π

  

       
884

1

0

84 π
π =








−=

rr
  

  

  ا�حداثيات الكروية:

)في الفضاء Mالنقطة نيتعييتم  )OZOYOX )بالث5ثية المرتبة,, )θϕ,,r  و التي نسميھا

)قيس الزاويةϕوOعن المبدأMو بعدھ rا�حداثيات الكروية حيث )OMOZ قيس θو,

  و يتم التحويل من ا�حداثيات الديكارتية الى الكروية وفق الع5قات التالية         الزاوية القطبية
  

  

)إذا تحقق تقابليل و يكون ھذا التحوي )πθπϕ 20,0,0 ≤≤≤≤>r.  













ϕθ

ϕθ

ϕ

sinsin

sincos

cos

r

r

r
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(ا�حداثيات الكروية) اذا كان ):2.3.1نتيجة(

( ) ( )ϕϕθϕθθϕ cos,sinsin,cossin,, rrrrT ≥≥∋+حيث = IRRRr ,0

 ،πϕ πθ، و 0≥≥ 20 ≤≤  

فإن
( )
( )

ϕ
θϕ

sin
,,

,, 2
r

rD

zyxD
و بالتالي=

( ) ( )
( )

ϕθϕθϕ ddrdrrfdxdydzzyxf
VT V

sin,,,,
2

∫∫∫ ∫∫∫
′ ′

=
  

)): احسب حجم الكرة ذات المركز6.3.1مثال( )0,0,0oو نصف القطرRأي

( ){ }22223 /,, RzyxIRzyxV و بالتالي=∋++≥

( ){ }πθπϕθϕ 20,0,0/,, 3 ≤≤≤≤≤≤∈=′ RrIRrVو منه

( ) 34))sin(( 32

0

2

0 0

RdrddrdvVvol

R

V

πϕθθ
π π

=== ∫ ∫ ∫∫∫∫.  

∫∫∫: احسب التكامل):7.3.1(مثال
V

dvx
2

  يمثل المجسم المحصور بين الكرتين Vحيث  

        4222 =++ zyx  9222و =++ zyx  

)الحل: لدينا  ){ }94/,, 2223 ≤++≤∈= zyxIRzyxV ،  

)وبالتالي  ){ }πθπϕθϕ 20,0,32/,, 3 ≤≤≤≤≤≤∈=′ rIRrV  :و منه  
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( ) θϕθϕθϕϕθ
π ππ π

ddddrdrdvx
V

cossin23
5

1
sincos 3

2

0 0

55

2

0 0

3

2

3242

∫ ∫∫ ∫ ∫∫∫∫ −==  

( ) .
15

844

15

844
coscoscos1

5

211
2

0 0

2

2

0

22

∫ ∫ ∫ ==−−=
π π π π

θθθθϕϕ doscdd  

  تغيير المتغيرات بصورة كيفية

 :):8.3.1(مثال
Ωمنطقة من الفضاءxyz :معرفة كما يلي  

   ( ) }{ 10,20,21;,, ≤≤≤≤≤≤=Ω zxyxzyx  

)فأوجد التكامل    )∫∫∫
Ω

+ dxdydzxyzyx 32

  

  يستحسن ان نستعمل التحويل التالي:Ω من خ5ل عبارة الدالة المكاملة  وحدود المنطقة  الحل:

  
w

z
v

u
yuxzwxyvxu

3
,,3,, ===⇒===

   

     :بھذا التحويل تعرف كما يلي Ω صورة المنطقة Gو منه 

( ) }{ 30,20,21;,, 3 ≤≤≤≤≤≤∈= wvuIRwvuG   والمحدد الجاكوتي

     ھو المرفق
( ) uuuvwvuJ 31

3100

01

001

,, 2 =−=
  

) إذن  ) ( )( ) dudvdwuvwuvdxdydzxyzyx ∫ ∫ ∫∫∫∫ 






















+=+

Ω

2

1

2

0

3

0

2 313  

  .2ln2
3

2
2

3
2

1

2

1

2

0

+=






 +=
















 += ∫∫ ∫ du
u

dudv
u

v
v  
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  لفصل ا�ولسلسلة تمارين ل -1-4

  التمرين ا�ول:
  أوجد الدوال ا*صلية للدوال التالية: 

( ) ( ) 1212
−

+= xxxf،( ) xxxxg 2sincos −= ،

( ) ( )( ) 1
lnlnln

−= xxxxh    

  :ثانيالتمرين ال
  احسب التكام�ت التالية:   

∫
2

1

2 ln xdxx
      ،∫

−

3

0
2

2

4 x

dxx
      ،( )

dx
x

x
∫ +

+1

0

2
1

13
        ،∫ +

1

0

21
dx

x

arctgx
  

  :ثالثالتمرين ال
  باستخدام التكام�ت غير المحدودة  أوجد الدوال ا*صلية 

 xdxx sincos2014

∫   ،   ∫ xdxe
x cos،∫ x

dx

sin ،     ∫ −+ xx
ee

dx

2  

    :رابعالتمرين ال
)                                                                                                2) و1احسب التكاملين الثنائيين التاليين في        

)لتكن  )1 ) }{ 21,20/, 2 <<<<∈= yetxIRyxD، 

( )∫∫
++

D

yx
dxdyeyx            

)التكن  و )2 ) }{ 1,10/,, 2 ≤+≤≤∈=′ yxxIRyxD ،

( )∫∫
′

−
D

dxdyx
2

1
     

  :خامسالتمرين ال

)لتكن    ) }{ 1,1/, 2 <<∈= yetxIRyxD  

∫∫احسب التكامل الثنائي:            +
D

dxdyyx
                          

  :سادسالتمرين ال

)لتكن    ) }{ 1,,0,0/,, 2 <+>>∈= yxetyxIRyxD  :احسب التكامل  

       1    ( ∫∫ +
D

dxdy
yx

xy
22    
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)  لتكن 2      

( ) }{ 0;.0,0/,, 22222 >>−+<−+∈= yetyyxxyxIRyxD          

)احسب التكامل   )∫∫ +
D

dxdyyx
2

     

  :سابعالتمرين ال

∫∫احسب التكامل  
1D

x
dxdyye

يمثل النصف العلوي للقرص  1Dحيث 

( )( )5,0,0oD   أي( ) }{ 5/,, 22

1 ≤+×∈= + yxIRIRyxD  

                                                    

  :ثامنالتمرين ال

)) لتكن1    ) }{ INnnyxIRyxD ∈≤+∈= .,./,, 2222
   

)احسب التكامل         )1′ .......∫∫
−−

D

yx
dxdye

22

  ،nبد;لة  

  n→∞+جد نھايته لما             

:كما يلي Dنعيد تعريف)  2 

( ) }{ nynnxnIRyxD ≤≤−≤≤−∈= ,/,, 2
    

)بين انه يمكن كتابة التكامل       على الشكل1′(

2

2











∫
−

−
n

n

t
dte

   

dteاستنتج قيمة التكامل      
t

∫
+∞

∞−

− 2

  

  :تاسعالتمرين ال 

):   كما يلي Dنعرف  ) }{ 541/,, * +−≤≤×∈= xyxIRIRyxD    

∫∫ جد قيمة التكامل الثنائي            
D

ydxdyx
2

                         

  

لتكن    :عاشرال التمرين 

( ) }{ .1,,1,0,0,0/,,, 23 ≤+−≤≥≥≥∈= yxetyzzyxIRzyxV

∫∫∫احسب التكامل:         
V

zdxdydz
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  :شرع الحادي التمرين 

:كما يليV نعرف الحجم  

( ) }{ 23 10,..,11/,,, xzyIRzyxV −≤≤≤≤−∈=    

∫∫∫اوجد قيمة التكامل       
V

x
dxdydzey

2

  

  :عاشر ثانيالتمرين ال

)لتكن    ) }{ .,.10/,, 2223
zyxetzIRyxV <+<<∈=         

∫∫∫احسب التكامل     
V

xyzdxdydz
     

  :عاشر ثالثالتمرين ال

)ات المركز المبدأحجم الكرة ذVليكن )0,0o1و نصف القطر=R ما عدا النقطة

( )1,0,0N ،احسب التكامل( )∫∫∫
−++V zyx

dxdydz

222 1
  

    :عشر التمرين الرابع   

)لتكن   ) }{ zyxوzIRzyxV ≤+≤∈= 223 .,1/,,  

∫∫∫ب التكامل الث�ثي       احسل اJحداثيات ا;سطوانية استخدام 
V

zdxdydzx
2
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  الفصل الثاني

  التكامل المعمم(الموسع)
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 )متراص(تكامل الدوال المستمرة على مجال مغلق و محدود دراسة تم  في المستويات السابقة

]أي مثل ]ba,  حيثba,في ھذا المقياس فسندرس التكام5ت على  عددان حقيقيان، أما

]مجا�ت غير متراصة أي المجا�ت من الشكل [+∞,a ،] [+∞,a ،] ]b,∞− ،] [b,∞− ،

] [+∞∞− , ،[ [ba,،] ]ba,،] [ba,  ت السابقة بالتكامل�و يسمى أي تكامل على المجا
 ة جع المعتمداشارة المرع من يسمي ھذا التكامل بالمعتل لMالمعمم أو الموسع وھناك من المراج

]في ھذا الفصل ]4،[ ]1314 −،[ ]16   

  ت السابقةالمجا� يمكن تقسيم ھذا الفصل وفق

  التكامل على مجال غير محدود -2-1

]حالة المجال [+∞,a  

]تابعا معرفا على المجال  f): ليكن1.1.2تعريف( [+∞= ,aI و قابل للمكاملة على كل

]مجال محدود ومغلق ]xaI ,⊃ ،0>xي الدالة و بالتالFحيث( ) ( )dttfxF

x

a

∫=

  Iمعرفة على

)نقول أن التكامل x→∞+عندماlتقبل نھاية محدودةFذا كانتإ - )dttf
a

∫
+∞

متقارب 

  lنحو

� تقبل نھاية محدودةFوإذا كانت  -lعندما+∞→x نقول عن التكامل( )dttf
a

∫
+∞

  متباعد.أنه 

)التكاملين ℜ∈λ*: ليكن )1.1.2(م5حظة )dttf
a

∫
+∞

،( )dttf
a

∫
+∞

λ بيعة.من نفس ط  

∫: أدرس طبيعة التكامل)1.1.2(مثال
+∞

a

k
tdt ،حيث  )k>0،a>0(  

الحل: نعلم بأن الدالة
k

tt ] معرفة ومستمرة على كل مجال →1 ]xaI   و بالتالي ⊂,

 k≠1في حالة  )1

( ) [ ]kk

x

a

k xa
k

tdtxF −− −
−

== ∫
11

1

1
  و بالتالي

)فإن k>1إذا كان ) +∞=
+∞→

xF
x
lim 1أي متباعدة و إذا كان>kفإن

( ) ( )1
1

lim −= −

+∞→

kaxF
k

x

  أي متقاربة
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  تكامل الدوال (التوابع)الموجبة:

]دالة موجبة على المجال f): اذا كانت 1.1.2نظرية( [+∞= ,aI لة على و قابلة للمكام

]المجال ] Ixa )فإن التكامل,⊃ )dttf
a

∫
+∞

)إذا وفقط  إذا كان  ايكون متقارب )dttf

x

a

 امحدود ∫

  من ا*على.

)فإن الدالة f≤0بما أن  البرھان:  ) ( )∫=
x

dttfxF
0

متزايدة وبالتالي فإن نھايتھا لما  

+∞→xمحدودة إذا وفقط إذا كانتF محدودة من ا*على أي           

[ [ ( ) MxFaxM ≤+∞∈∀>∃ :,,0 )، ومنه        )∫
+∞

+∞<
a

dttf                   

)أما إذا كانت ) +∞=
+∞→

xF
x
lim يكون التكامل متباعد أي( )∫

+∞

+∞=
a

dttf.  

at): إذا كان من أجل كل 2.1.2نظرية( ≥ ،( ) ( )tgtf   لدينا . 0≥≥

)إذا كان التكامل  - )dttg
a

∫
+∞

)متقاربا فان التكامل  )dttf
a

∫
+∞

 متقارب 

)و إذا كان التكامل  - )dttf
a

∫
+∞

)متباعدا فان التكامل  )dttg
a

∫
+∞

 متباعد. 

] ستمرتين علىم موجبتان و ,fgالبرھان:  الدالتان [+∞= ,aI  و تحققان

( ) ( )tgtfIt ≤≤∈∀ ]، كذلك قابلتين  للمكاملة على كل مجال,0 ]xaI ,⊃،ax >  

)نعرف الدالتين  ) ( )dttfxF

x

a

∫= ،( ) ( )dttfxG

x

a

 واضح أن =∫

] [ ( ) ( ) 0',, ≥−∈∀ tFGxat ومنه الدالةFG )متزايدة و بالتالي− ) ( )xGxF ≤  

)إذا كانت  )xG تنتھي إلى نھايةl عندما+∞→x فإن( ) ( ) lxGxF ومنه نستنتج  ≥≥

  محدودة و بالتالي فھي نھاية منتھية. Fأن الدالة

]دالة معرفة و موجبة على المجال f): لتكن1.1.2نتيجة( [+∞= ,aI  و قابلة للمكاملة على

]المجال ] Ixa IRr، إذا وجد ,⊃ )بحيث  ∋ ) lxfx
r

x

=
+∞→

lim  
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)فان التكامل  r<1إذا كان  - )dttf
a

∫
+∞

 يكون متقاربا، 

)فان التكامل  r≥1و إذا كان  - )dttf
a

∫
+∞

 يكون متباعدا. 

)دالة لمتغير حقيقي حيث  f): لتكن2.1.2مثال( )
( )x

ex
xf

+
=

1

1
فة و  ، المعر

]المستمرة على ]و القابلة للمكاملة على المتراص  1,∞+] [ [ ]x,1,1  r<1من أجل ∞+⊂

)لدينا  ) 0
1

21

limlim =
+

=
−

+∞→+∞→
x

r

x

r

x e

x
xfx )التكامل1.2وبالتالي حسب النتيجة (

( )dxxf∫
+∞

1

  متقارب. 

]دالتين موجبتين معرفتين و مستمرتين على  f ،g): لتكن2.1.2نتيجة( [+∞= ,aI  و

]قابلتين للمكاملة على  [ [ ]xaa ,, ⊃+∞  

)) اذا كان 1 - ) ( ) lxgxf
x

=
+∞→

lim ،∞≠l ،0≠l  فإن التكاملين( )dttf
a

∫
+∞

 ،( )dttg
a

∫
+∞

 من نفس الطبيعة 

)فان تقارب l=0) اذا كان 2 - )dttg
a

∫
+∞

)يؤدي الى تقارب  )dttf
a

∫
+∞

 

)فان تباعد l=∞) اذا كان 3 - )dttf
a

∫
+∞

)يؤدي الى تباعد  )dttg
a

∫
+∞

. 

قق النتيجة السابقة على الدوال التالية:): ح3.1.2مثال(
 

( )
1−

=
x

x

e

e
xh ،

  
                   

              ( ) x
exxT

2=       ،
  

( )
x

e
xk

x

 x→∞+عندما  =

من أن كل تأكد ل متقارب الى مجموع تكاملين يجب ال): اذا اردنا أن نقسم تكام2.1.2م5حظة(

  منھما متقارب.
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dt):  لدينا التكامل 4.1.2مثال(
t

x

∫
+∞

−1

2
متقارب  �ن  2

1

2
2 −t

2يكافئ في جوار أ�نھاية 

1

t
 

∫∫∫))، لكن � يمكن كتابة1.1.2(انظر مثال(
+∞+∞+∞

+
−

−
=

−
xxx

t

dt

t

dt
dt

t 111

2
�ن ك5ھما  2

  متباعد.

[حالة المجال ]b,∞−:  

[تابع معرف على  fليكن    ]b,∞− و قابل للمكاملة على ( ) [ ]bxbx ,,<   

)اذا كان  ) ( )dttfxF

b

x

)فإن  x→∞−عندما  lيقبل نھاية محدودة  =∫ )dttf

b

∫
∞−

baفي حالة  ،lنحو  متقارب )و اذا كان  = )dttf
a

∫
+∞

 ،( )dttf

a

∫
∞−

متقاربين فإن التكامل 

( )dttf∫
+∞

∞−
  الناتج عن مجموعھما متقارب. 

dtالتكامل: )5.1.2مثال(
t

t
∫

+∞

∞− +1

cos
2

2

موجود (متقارب) �ن 
1

1

1

cos
,

22

2

+
≤

+
ℜ∈∀

xx

x
x 

∫∫و
+∞+∞

∞− +
=

+
0

2

2

2

2

1

cos
2

1

cos
dt

t

t
dt

t

t
∫التكاملو بما أن تكامل دالة زوجية  

+∞

+
0

2 1t

dt
و   متقارب

dtتكامل  ي البالتال
t

t
∫

+∞

∞− +1

cos
2

2

  متقارب 

  التكامل على مجال محدود غير متراص: -2-2

]تابعا معرفا على المجال  f): ليكن1.2.2نظرية(   [ babaJ <= و قابل للمكاملة ,,

]على كل مجال محدود ومغلق(متراص) ]xaJ ,⊃ ،axb حيثFو الدالة  <<

( ) ( )dttfxF

x

a

  Jمعرفة على=∫

)اذا كان  - )xF يقبل نھاية محدودة'l عندماbx )نقول أن  → )dttf

b

a

موجود وھو  ∫

 l'متقارب نحو



26 

 

)اذا كان  - )xF  يقبل نھاية منتھية عندما �bx )نقول أن  → )dttf

b

a

 متباعد∫

∫dtttطبيعة التكامل): ادرس 1.2.2مثال(
−

0

1

2 ln  

]الحل: ليكن  ] [ [0,1,1 −⊂− x  و بالتالي∫∫
−−−

−







=

xxx

dttt
t

dttt
1

2

1

3

1

2

3

1
ln

3
ln  

                                                 
  

 
9

1

9
ln

3

33

+−=
x

x
x

      

واضح أن 
9

1

9

1

9
ln

3

33

0
lim =








+−

→

x
x

x

x

  ومنه نستنتج أن متقارب. 

  ة: تكامل التوابع الموجب

]تابعا موجبا معرفا على المجال  f):  ليكن2.2.2نظرية(  [ babaJ <= و قابل ,,

]للمكاملة على كل متراص  ]xaJ ,⊃ ،axb )، يكون التكامل<< )dttf

b

a

  متقاربا اذا و ∫

]أي محدودا من ا�على. إذا كانفقط  [ ( ) MdttfbaxM

x

a

≤→∈∀>∃ ∫,,0  

)فإن الدالة f≤0بما أن  البرھان:  ) ( )∫=
x

dttfxF
0

متزايدة وبالتالي النھاية لما  

bx )أي محدودة من ا*على Fمحدودة إذا وفقط إذا كانت→ )∫ +∞<
b

a

dttf  أما إذا

)كانت ) +∞=
→

xF
bx

lim يكون التكامل متباعد أي( )∫ +∞=
b

a

dttf.  

]):  اذا كان 3.2.2نظرية( [ ( ) ( )tgtfbat ≤≤∈∀ 0,,  

)و اذا كان  )dttg

x

a

bxمتقاربا عندما  ∫ )يكون → )dttf

x

a

bxمتقاربا عندما∫ →  

)أما اذا كان )dttf

x

a

bx متباعدا عندما ∫ )يكون → )dttg

x

a

bxمتباعدا عندما∫ →.  
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]تابعا معرفا و موجبا على المجال f): لتكن1.2.2نتيجة( [baJ و قابلة للمكاملة على  =,

]المجال ] Jxa IRr، إذا وجد ,⊃ )بحيث  ∋ ) ( ) 'lim lxfxb
r

bx

=−
→

  

)منتھي فان التكامل  l'، وr>1إذا كان  - )dttf

b

a

 يكون متقاربا، ∫

)فان التكامل  l='0و إذا كان و )dttf
a

∫
+∞

  ا.يكون متباعد 

]):  كل النظريات  المدرجة على المجال1.2.2م5حظة( [ba, صحيحة على المجال] ]ba,  و

)بحيث ) 2.2.2كذلك  النتيجة ( ) ( ) ''lim lxfax
r

ax

=−
→

.  

)):  ادرس تقارب التكامل2.2.2مثال( )∫ +
1

0

1 tetdt  

�حظ  أن التابع ( ) ( )t
ettf += [معرف ، موجب و مستمر على  11 و قابل  1,0[

]للمكاملة على المتراص ] ] ]1,01, ⊂x   نوھو غير محدودS( ) +∞=
→>

tf
t

lim
0

، لكن 

( ) 2121

0

lim =
→>

tft
t

121أي   <=r ) و الم5حظة 1.2.2و بالتالي حسب النتيجة (

  طى متقارب.) التكامل المع1.2.2(

  ):  لدراسة التكامل المعمم غالبا ما نستعمل المقارنة مع تكامل من النمط التالي:2.2.2م5حظة(

1( ∫
+∞

a

rtdt ( )0>a1 الذي ھو متقارب اذا كان<r 1و متباعد اذا كان≥r 

2(  ∫
+∞

−

0

dte tα
 α≥0و متباعد اذا كان α<0 ذي ھو متقارب اذا كانال 

3( ( )∫ −
b

a

r
atdt 1 الذي ھو متقارب اذا كان<r 1و متباعد اذا كان≥r 

4( ( )∫ −
b

a

dtatln .الذي ھو متقارب 
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  معيار كوشي): 4.2.2نظرية(

)يكون التكامل  )1 )dttf
a

∫
+∞

متقارب اذا و فقط اذا تحقق  

( ) εε <⇒>∀>∃>∀ ∫ dttfAxxAA

x

x

2

1

21,:0,,0
 

)يكون التكامل  )2 )dttf

b

a

متقارب اذا و فقط اذا تحقق  ∫

[ [ [ [ ( ) εε <⇒∈∀∈∃>∀ ∫ dttfbxxxbax

x

x

2

1

,,;,,0 0210 

  bتنتھي إلى xوجود النھاية عندما البرھان: يكفي تطبيق

  التكامل المتقارب مطلقا: -2-3

)ندرس التكامل المعمم   )dttf

b

a

=∞−=∞+بحيث يمكن ( ∫ ba ) عندما � يكون للتابع,

fاشارة ثابتة في مجال المكاملة  

�حظ التكامل1.3.2مثال( :(( ) dtttk
a

∫
+∞

cos حيث( )tk  يمكن دراسة طبيعته �تابع موجب، 

)مباشرة �ن التابع  ) ttk cos ليست لديه اشارة ثابتة في المجال[ [+∞,a.  

)): نقول عن التكامل1.3.2تعريف( )dttf
a

∫
+∞

)أنه متقاربا مطلقا اذا كان التكامل  )dttf
a

∫
+∞

 

  متقاربا.

)):  اذا كان التكامل1.3.2نظرية( )dttf
a

∫
+∞

)متقارب فإن التكامل  )dttf
a

∫
+∞

  متقارب. 

]على المجال و مستمرا  معرفا تابعا  fالبرھان: لدينا  [,,+∞= aI و قابل للمكاملة على كل

]متراص  ]0, xaI ⊃ ،ax )و بما أن ،0< )dttf
a

∫
+∞

  متقارب  حسب معيار كوشي

    [ [ ( ) εε <→+∞∈∀>∃>∀ ∫
2

1

,,,/,0 02100

x

x

dttfxxxaxx   و بما أن  
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( ) ( ) ( ) ε<⇒≤ ∫∫∫
2

1

2

1

2

1

x

x

x

x

x

x

dttfdttfdttf التكامل و منه( )dttf
a

∫
+∞

حسب  متقارب 

  معيار كوشي.

)، من مجال المكاملة  x): اذا كان من اجل كل 1.3.2نتيجة( ) ( )xgxf و كان تكامل   ≥

  متقارب. fن تكامل التابعإمتقاربا ف gالموجب التابع

dt): التكامل2.3.2مثال(
t

t
∫

+∞

1

2

sin
]موجود (متقارب) �ن  [

22

1sin
,,1

xx

x
x ≤+∞∈∀  

dtالتكامل لكن
t

t
∫

+∞

0

2

sin
2تباعد) *نغير موجود (م

sin

x

x
يكافئ

x

1
[على  [+∞,0.  

  التكامل المتقارب شرطيا:  -2-4

)): نقول عن التكامل1.4.2تعريف( )dttf
a

∫
+∞

أنه متقارب شرطيا اذا كان متقاربا دون أن  

  يتقارب مطلقا.

0xx(xبحيث من أجل كل 0x): اذا وجد 1.4.2نظرية( متناقص نحو الصفر  k)  التابع<

( ) 0lim =
+∞→

xk
x

)فإن التكامل   ) dtttk
a

∫
+∞

cos  0متقارب (يمكنxa <.(  

  البرھان: نستعمل معيار كوشي

xxالتابع ):1.4.2مثال( و بالتالي التكامل  x→∞+متناقص نحو الصفر عندما →1

∫
+∞

1

sin
dx

x

x
  مطلقا فھو متقارب شرطي. متقارب موجود(متقارب) لكن غير 

  تحويل المتغير او المكاملة بالتجزئة:بالتكامل المعمم باستعمال المكاملة  -2-5

  :لمتغيرحويل ات -2-5-1

  التاليةعلى صيغة  1الواردة في مقياس التحليلبالنتيجة  نذكر 

]تابع مستمر على المتراصf):  ليكن1.5.2نتيجة( ]baI تابع قابل للشقاق gو اليكن =,

]مع ل5ستمرار على ]βα ,=J  بحيث( ) IJg )، بوضع ⊃ )tgu =
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( )( ) ( )
( )

( )

( )duufdttgtgf

g

g

∫∫ =′
β

α

β

α

o و اذا كانg  اميومورفيزم قابل ل5شتقاق مع

)فان IنحوJا�ستمرار (متزايد تماما) من )( ) ( ) ( )duufdttgtgf

b

a

∫∫ =′
β

α

o.  

تابع مستمر على المجال غير fم5ت المعممة، ليكنيمكن تطبيق ھذه النتيجة على التكا 

]المتراص [baI اميومورفيزم قابل ل5شتقاق مع ا�ستمرار  g) وb=∞+(يمكن′=,

](نفرض انه متزايد تماما) من [βα ,=′JنحوI′ فانه من اجل كل متراص[ ] Jt ′⊂,αو

[ ] Ixa )حيث ,⊃′ )tgx )لدينا = ) ( )( ) ( )
( )

∫∫
−

′=
xgx

a

dttgtgfduuf

1

α

oكذلك لما ،

bx )فان→ ) β→−
xg

1
  

لقيمة و العكس مطلقا فا*خر كذلك ونحو نفس ا ااو متقارب اايضا اذا كان احد التكاملين متقارب
  صحيح

∫):  ادرس تقارب التكامل 1.5.2مثال(
1

0

1
cos dx

x
    

txالحل: نضع [و بما ان =1 ]1,0∈xفإن[ [+∞∈ ,1t و بالتالي

∫∫
+∞

=
1

2

1

0

cos1
cos dt

t

t
dx

x
22كذلك لدينا 

1cos

tt

t
∫و بالتالي التكامل ≥

+∞

1

2

cos
dt

t

t
 

∫متقارب مطلقا ومنه التكامل
1

0

1
cos dx

x
  .متقارب مطلقا فھو متقارب

  :المكاملة بالتجزئة -2-5-2

gfليكن  تابعين من الصنف,
1

C على المجال غير المتراص[ [baI ) b=∞+(يمكن=,

]نون المكاملة بالتجزئة على كلنطبق قا ]xaI أي ⊂,

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )∫∫ ′−−=′
x

a

x

a

dttgtfagafxgxfdttgtf  

bxحدھما نھاية عندما *كل طرف من ھذه المساواة يمثل تابع اذا كان  يكون لTخر نفس →

bxحدھما نھاية عندما اذا لم تكن * أمامتقارب   المعطى النھاية و التكامل  فا*خر كذلك →

  و التكامل متباعد. ليست له نھاية
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∫):  ادرس تقارب التكامل 2.5.2مثال(
+∞

1

2
dx

x

Actgx
  

باستعمال المكاملة بالتجزئة نحصل على

( )

.2ln
2

1

41
ln

4

1

1

2

1

2

11

2

+=
+

+=

+
+−=

∞+

+∞+∞+∞

∫∫

ππ

x

x

xx

dx

x

Actgx
dx

x

Actgx

  

  التكامل المعمم المتعلق بوسيط -2-6

]يعطى المجال   [ba, )bمنتھي أو غير منتھي) و المجال( )ℜ⊂II محدود أو غير محدود

]و الدالة [ CIbaf ] على المستمرة :,×→ [ Iba ثابتة من x، نفرض من أجل كل,×

Iالتطبيق( )xtft ]ارب على المجاليقبل تكامل معمم متق→, [ba,  وھو

( ) ( )∫=
b

a

dtxtfxF   .fله كل خواص التابعF، التابع,

  ا�ستمرار:-2-6-1

]دالة مستمرة علىf): لتكن1.6.2نظرية( [ Iba والتي لھا  g. نفرض وجود دالة موجبة,×

]تكامل معمم متقارب على [ba,  بحيث[ [ ( ) ( )tgxtfIxbat ≤∈∀∈∀ فإن الدالة,,;,

F:و المعرفة بـ
 

( ) ( )dtxtfxF

b

a

∫=   .Iمستمرة على المجال,

متقارب وحسب معيار كوشي   gالبرھان: بما أن التكامل المعمم للدالة
 

  

   [ [bab ,,0 ∈′∃>∀εبحيثIy )لدينا ∀∋ ) ( ) ε<≤∫ ∫
′ ′

dttgdtxtf

b

b

b

b

,  

Ixلتكن  IJ، و اليكن 0∋ Jxمتراص بحيث⊃ من المتباينة السابقة نستنتج أنه 0∋
  

( ) ( ) ( ) ( ) ε2,,, 00 +−≤−∈∀ ∫
′

dtxtfxtfxFxFJx

b

a

  

]مستمرة على المتراص fو بما أن الدالة  ] Jba و بالتالي ,′×

( ) ( ) ( )abxtfxtfxx −′≤−⇒<−>∃ εηη 00 ,,;0  

)نستنتج أنه و منه  ) ( ) εηηε 3;0,0 00 ≤−⇒<−>∃>∀ xFxFxx   

  .0xمستمرة عند  Fأي أن الدالة
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مستمرة على fمتراص و كانت Iشروط النظرية السابقة إذا كان): أضافة الى 1.6.2(نتيجة

]المتراص ] Iba   .Iمستمرة على المتراصFفإن الدالة ,×

  :ا�شتقاق تحت التكامل -2-6-2

]دالة مستمرة على الشريطf): لتكن 2.6.2نظرية( [ Iba   نفرض أنه ,×

]مستمر علىxتقبل مشتقة جزئية أولى بالنسبة للمتغير fالدالة )1 [ Iba ×, 

]توجد دالة )2 [ +ℜ→bag ]تكاملھا المعمم على :, [ba,  متقارب  و 

  [ [ ( ) ( )tg
x

xtf
Ixbat ≤

∂

∂
∈∀∈∀

,
;,,  

)الدالة Iمن  xمن أجل كل  )3 )xtft ]تقبل تكامل معمم متقارب على →, [ba,  

ا يعبر عنه بـ:و مشتقھ Iقابلة ل5شتقاق مع ا�ستمرار على Fفإن الدالة     
 

  

               ( ) ( )
∫ ∂

∂
=′

b

a

dt
x

xtf
xF

,
   

IJ  و اليكن Iمن  نقطة0xالبرھان: لتكن  ] بحيث⊃ ] 0,, 00 >+−= ααα xxJ  

]حسب نظرية التزايدات المنتھية من أجل كل  [bat >>αو ∋, h0  توجد  

( ) [ ]1,0, ∈htθ بحيث  
( ) ( ) ( )( )hhtxt

x

f

h

xtfhxtf
,,

,,
0 θ+

∂

∂
=

−+
     

[  من جھة أخرى [bab ,,0 ∈′∃>∀ε بحيث  ( )∫
′

≤
b

b

dttg ε   و منه نستنتج أن  

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )dtxt
x

f
hhtxt

x

f
xt

x

f

h

xFhxF
b

a

b

a

∫∫
′

∂

∂
−+

∂

∂
+≤

∂

∂
−

−+
000

00 ,,,2, θε

]مستمرة علىfو بما أن المشتق الجزئي للدالة [ Iba فھو مستمر بانتظام على المتراص ,×

[ ] Jba )بحيثη<0و بالتالي يوجد ,′× ) [ ] Jbaxt ×′∈∀ ,,  

     ( )( ) ( )
ab

xt
x

f
hhtxt

x

f
h

−′
≤

∂

∂
−+

∂

∂
⇒<

ε
θη ,,,      

    و منه
( ) ( ) ( ) ε3, ≤

∂

∂
−

−+
∫
b

a

xt
x

f

h

xFhxF
قابلة ل5شتقاق  F أي أن الدالة 

    ومشتقھا يمكن الحصول علية با�شتقاق داخل رمز المكاملة.
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) ) دراسة الدالة1أمثلة:  ) ( )1

1

0

1 ≥= ∫
−−

xdtetxF
tx

   

�حظ أن الدالة    ( ) tx etxtf −−→ ]معرفة و مستمرة على :,1 ] [ [+∞× ,11,0       

]و مستمرة على معرفة  Fإذن الدالة  [+∞,1.   

)   دراسة الدالة)  2 ) ( )dtxtxF ∫
−

+−=
π

π

2
cos21ln   

) الدالة  ) ( )2cos21ln,: xtxxtf ]معرفة و مستمرة على →−+ ] ] [1,1, −×− ππ  

[مستمرة على  Fإذن الدالة  [ علىf، كذلك الجزئية للدالة −1,1] [ ] [1,1, −×− ππ  

 ( )
2

2

cos21

cos
2cos21ln

xtx

tx
xtx

x +−

−
=+−

∂

∂
  

)قابلة ل5شتقاق وFالدالة  ومنه ) dt
xtx

tx
xF ∫

− +−

−
=′

π

π
2cos21

cos
2  

  :ا� كثر استعما� اولر دوال -2-6-3

 و المعرفة كما يلي: ةالدالة قام )1
( ) ∫

+∞
−−=Γ

0

1
dtetx

tx

  

  الخواص التالية: لھا

• ( ) ∫
+∞

−−=Γ′
0

1
logtdtetx

tx

 

• ( ) ( )xxxx Γ=+Γ>∀ 1,0 

• ( ) !1,0 nnn =+Γ>∀ 

 الدالة بيتا و المعرفة بـ: )2
( ) ( )∫

+∞
−− −=

0

11 1, dtttyx
yxβ

 

  الخواص التالية: لھا

• ( ) ( )xyyx ,, ββ = 

• ( ) ( ) ( )
( )yx

yx
yx

+Γ

ΓΓ
=,β 

• ( ) ( ) ∫
+∞

− ==Γ⇒=
0

2

2121,21 ππβ dte
t

.  
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  لفصل الثانيسلسلة تمارين ل -2-7

  �ول:االتمرين 
 ف احسب التكام�ت المعممة التالية: باستعمال التعري 

           ∫
− −

0

1 1 x

x

e

e
              ،( )∫ +

1

0

2
1

ln

x

xdx
         ،∫

+∞

e
xx

dx

ln  ،  

    ( )∫
+∞

2 lnlnln
e

xxx

dx
        ،              ∫

+∞

∞− +116

7

x

dxx
،( )∫

+∞

∞− +−
232 22xx

dx
  

   :ثانيالتمرين ال
  ادرس طبيعة التكام�ت الموسعة التالية:         

∫
+∞

∞− +

+
dx

x

x

1

1
2،( )∫ −

−1

0
1

21
dx

xx

x
،∫

1

0
sin

1
dx

x  

∫ثم احسب
−+∞→

a

aa
limو∫

−

→

a

aa

1

0
lim 2،1للتكاملين  

  

  :لثالثالتمرين ا
 ما ھي طبيعة التكام�ت التالية:   

       ∫
+∞

1

sin

dx
x

e x

    ،x

dx

x
e

x

∫
+∞

−







 −
1

1 1
cos

         

          ، ∫
+∞

0
shx

xdx
  ،∫

−1

0

cos

shx

xdxchx
  

  :الرابع التمرين
  بين ان التكام�ت التالية متقاربة و أنھا تساوي الصفر:  

      ∫
+∞

∞− +
dx

x

x

1

sin
2       ،

( )
dx

x

xx
∫

+∞

∞− +

+

1

1ln
4

2

        ،∫
+∞

+
0

21

ln
dx

x

x
  

  :خامسالتمرين ال

dxبين أن )1
x

x
∫

+∞

1

cos
متقارب (يمكن استعمال المكاملة بالتجزئة والتكامل المتقارب 

 مطلقا)
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dxبين أن )2
x

x
∫

+∞

1

2cos
 متقارب

)نضع )3 ) ( )
x

x
xf

x

x

x

x
xg

cos
,

coscos 2

=+= 

f تكافئ gبين أن  )4 )التكاملين  لكن  )dxxf∫
+∞

1

)و   )dxxg∫
+∞

1

ليس لھما نفس  

 الطبيعة.
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  الفصل الثالث

  الس�سل
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و وظيفي في كثير من الجوانب سوى س5سل قسم من ا�قسام المھمة في التحليل الرياضي وھال
بحة أم كخطوات عملية تطبق في كثير من ا�ختصاصات التقنية من ھندسة أو الرياضيات في ال

. فتقارب السلسلة معناه أن المسألة المدروسة  سوي عن طريق ، فيزياءبيولوجيا إحصاء،
ا�ضطراب او العينات أن لديھا حظ وافر من صدقية الحل. حقيقتا لم يعد من السھل تدريس 

ا الجانب المھم من الرياضيات أ� وھو الرجوع الى ھذ ضيات فقط دونكثيرا من فروع الريا
يمكن الرجوع إلى   ، لمزيدا من التفصيلالس5سل وخاصة منھا الس5سل الصحيحة أو فوري

] ھي على التوالي:ولة في ھذا الفصل اجع المستعمالمر ]910 −،[ ]1314−،[ ]1617 −  

  الس�سل العددية -3-1

  مفاھيم عامة -3-1-1

)): لتكن 1.1.1.3تعريف(. )
1≥nnUعداد�ھي KحيثKمتتالية عددية في مجموعة ا

، نسمي سلسلة عددية ذات الحد  Cاو مجموعة ا�عداد المركبة IR مجموعة ا�عداد الحقيقية

)متتالية المجاميع nUالعام  )
1≥nnS:ذات الحدود المتعاقبة المعطاة كالتالي                                                                                    

nn UUUS

UUUS

UUS

US

......

..................................

21

3213

212

11

++=

++=

+=

=

           

)ا كانت للمتتاليةاذ )
1≥nnS نھاية عندما+∞→n  ذات الحد العام نقول عن السلسلةnU  انھا

21..........و نكتب Sمتقاربة نحو العدد الحقيقي +++= nUUUS  او∑
+∞

=

=
1n

nUS  

)و اذا كانت المتتالية )
1≥nnS تقبل نھاية محدودة او ليست لھا نھاية عندما �+∞→n  نقول

  ليست متقاربة او متباعدة. انھا nUذات الحد العامعن السلسلة 

 كما يلي: nUذات الحد العامالسلسلة  : يمكن كتابة)1.1.3(م5حظة

nkUUUS
kn

n

k

n

n

n

n ≥+== ∑∑∑
+∞

+==

+∞

=

,
111

nnاو  RSS   الباقيnRو يسمى =+

  : ادرس تقارب الس5سل العددية التالية)1.1.1.3(مثال
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)لتكن  )1 )∑
+∞

= +1 1

1

n nn
)بوضع   )1

1

+
=

nn
Un  فإنه يمكن كتابته على الشكل

1

11

+
−=

nn
U n ئي و اليكن المجموع الجزnS من الرتبةn    حيث

1

1
1

1

11
....

3

1

2

1

2

1
1

....21

+
−=









+
−++







 −+






 −=

++=

nnn

UUUS nn

  

1�حظ ان lim =
+∞→

n

n

S .أي تقبل نھاية محدودة وبالتالي السلسلة متقاربة  

∑نعتبر السلسلة )2
+∞

=








 +
1

1
1ln

n n
حيث    nةمن الرتب nSو اليكن المجموع الجزئي  

( )

( ) ( )1ln
1

1.......
2

1
111ln

1
1ln....

3

1
1ln

2

1
1ln11ln

+=






 +






 ++=








 +++






 ++






 +++=

n
n

n
Sn

 

)وبالتالي ) +∞=+=
+∞→+∞→

1lnlimlim nS
n

n

n
  ومنه السلسلة متباعدة. 

)لتكن السلسلة )3 )∑
+∞

=

−
0

1
n

n

�حظ ان المجموع الجزئي nS من الرتبةn1ھو=nS

)زوجيnعندما يكون )INkkn ∈= فردي وبالتاليnعندما يكون nS=0و 2,

nSنھاية له عندما�+∞→n .و منه السلسلة متباعد 

  :الشرط ال�زم لتقارب سلسلة

∑: اذا كانت )1.1.3(مبرھنة
+∞

=1n

nU متقاربة فإن حدھا العام ينتھي الى الصفر عندما

+∞→n  

على الترتيب ن5حظ أن n،1−nالمجموعين الجزئيين من الرتبة  nS ،1−nSالبرھان: ليكن

nnn USS =− و بما أن السلسلة المعطاة متقاربة و بالتالي 1−

SSS n

n

n

n

== −
+∞→+∞→

1limlim ومنه نستنتج أن  

01limlimlim =−=−= −
+∞→+∞→+∞→

SSSSU n

n

n

n

n

n
  م.-ھـ-و 
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1limبما أن )1.1.3(حل مثال )1انظر ):2.1.3(مثال =
+∞→

n

n

S  فالسلسلة متقاربة و بالتالي

)) فإن1.1.3(حسب المبرھنة )
0

1

1
limlim =

+
=

+∞→+∞→ nn
U

n

n

n
  

0lim): اذا كانت1.1.1.3ة(م5حظ =
+∞→

n

n

U يستلزم تقارب السلسلة �∑
+∞

=1n

nU  

) السلسلة ذات الحد العام1.1.1.3(حل مثال انظر): 2.1.1.3مثال(






 +
n

1
1ln  واضح أن

0
1

1lnlim =






 +
+∞→ nn

  لكن السلسلة متباعدة. 

0limكس النقيض(): لدينا ا�ستلزام الع1.1.3نتيجة(
1

≠←
+∞→

+∞

=
∑ n

nn

n UU.(متباعدة  

∑): نعتبر السلسلة العددية3.1.3مثال(
+∞

= +1 1

2

n n

n
02�حظ أن 

1

2
lim ≠=

++∞→ n

n

n
و بالتالي 

  السلسلة المعطاة متباعدة.

∑خواص: لتكن السلسلتين
+∞

=1n

nU ،∑
+∞

=1n

nV  

)نعرف السلسلة العددية  )1 )∑
+∞

=

+
1n

nn VUبانھا مجموع السلسلتين∑
+∞

=1n

nU، ∑
+∞

=1n

nV 

)السلسلة IK∈∀λكذلك )2 )∑
+∞

=1n

nUλ بأنھا السلسلة ذات الحدود  ناتجة عن  تعرف

∑جداء حدود السلسلة
+∞

=1n

nU بالعددλ 

∑): اذا كانتا السلسلتين1.1.3(نظرية
+∞

=1n

nU ،∑
+∞

=1n

nV 1متقاربتين نحو العددينS ،2S  على

)الترتيب فإن السلسلتين )∑
+∞

=

+
1n

nn VU ،( )∑
+∞

=1n

nUλ تتقاربان على الترتيب نحو العددين

21 SS + ،1Sλ.  

  الس�سل ذات الحدود الموجبة - 3-1-2

  الس�سل ا�ساسية

  السلسلة الھندسية:  )1
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):  نسمي سلسلة ھندسية السلسلة ذات الحد العام1.2.1.3تعريف(
n

n aqU حيث =

IRaq   .Ν∈nو ,∋

عدا الحد  q=0فإن حدود السلسلة معدومة كذلك إذا كان a=0:  اذا كان)1.1.2.3م5حظة(

00ا�ول عندما ≠= aU 0فيما يلي من الفصل نعتبر, ≠qa  

10limدراسة التقارب: نعلم بأنه إذا كان ≥⇐≠
+∞→

qU n

n

∑و بالتالي
+∞

=0n

nU متباعدة و إذا

حيث   nمن الرتبة nSالمجموع الجزئي لدينا  q>1كان

q

q
aaqaqaS

n
n

n −
−

=++=
1

1
  و بما أن أي أن السلسلة متقاربة. ....

∑: السلسلة)1.1.2.3(مثال
+∞

=0 2

1

n
n 121سلسلة ھندسية اسداسھا <=q فھي متقاربة  كذلك

)السلسلة )∑
+∞

= −0 3

1

n

n سلسلة ھندسية واساسھا يحقق
 

131 <=q.فھي متقاربة  

 سلسلة ريمان )2

∑نسمي سلسلة ريمان السلسلة من الشكل ): 2.2.1.3(تعريف
+∞

=1

1

n nα حيثIR∈α.  

∑ريمان مبرھنة: تكون سلسلة
+∞

=1

1

n nα1إذا وفقط إذا كان>α  

00البرھان: إذا كان
1

lim ≤⇐≠
+∞→

αα
nn

∑و بالتالي السلسلة 
+∞

=1

1

n nα متباعدة  

يمكن كتابة السلسلة بالشكل التالي α<0أما إذا كان 

( ) ( ) .........
2

1

2

1

2

1
1

....
8

1
...

8

1

4

1

4

1

4

1

4

1

2

1

2

1
1

.....
15

1
...

8

1

7

1

6

1

5

1

4

1

3

1

2

1
1

13121
++++≤

+




 +++




 ++++




 ++≤

+




 +++




 ++++




 ++

−−− ααα

αααααααα

αααααααα

  

سلة الحادة من ا�على تمثل سلسلة ھندسية اساسھا�حظ أن السل
121 −α

و التي تكون متقاربة  

12101اذا و فقط اذا كان  1 <⇔>− −αα 1أي>α  .و ھـ م  
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تسمى سلسلة ريمان α=1في حالة ):  2.2.1.3م5حظة(
 

∑
+∞

=1

1

n n
ھي و لسلة التوافقيةبالس 

  متباعدة.

  مقاييس التقارب للس�سل ذات الحدود الموجبة:

∑نعتبر السلسلة العددية 
+∞

=1n

nU ذات الحدود الموجب واليكنnS ،1−nS  المجموعين الجزئيين

01على الترتيب وبالتالي  n،1−nمن الرتبة  >=− − nnn USS  ومنه لكي تكون

المتتالية
 
( )

1≥nnSمتقاربة يجب أن تكون محدودة من ا*على وھو شرط تقارب السلسلة المعطاة  

∑نلسلسلتي: نعتبر ا)1.2.1.3(نظرية
+∞

=1n

nU ،∑
+∞

=1n

nVد موجبة بحيثكل منھما ذات حدو  

                nn VUINn ≤∈∀ *,  

∑إذا كانت السلسلة )1
+∞

=1n

nV متقاربة تكون∑
+∞

=1n

nU متقاربة 

∑و إذا كانت السلسلة )2
+∞

=1n

nU متباعدة تكون∑
+∞

=1n

nV .متباعدة 

  ): ادرس طبيعة كل من السلسلتين العدديتين2.2.1.3(مثال

∑
+∞

=
+

+

0
22

2

2

cos3

n
n

n
   ،∑

+∞

=

−

1

sin2

n n

n
      

4cos3الحل:  بما أن 2 ≤+ n ،INn
n

nn
∈∀⇐≤

+
+ 222

2

2

1

2

cos3
  و بما أن 

n41  فھي متقاربة و بالتالي حسب  41يمثل حد عام في سلسلة ھندسية اساسھا

  متقاربة.) 1لة السلس) و منه 1.2.1.3(النظرية 

كذلك واضح أن 
nn

n 1sin2
≥

−
و نعلم أن 

n

1
يمثل حد عام لسلسلة توافقيه فھي متباعدة  

  متباعدة. )2السلسلة ) و منه 1.2.3(و بالتالي حسب النظرية 

∑: ليكن )2.2.1.3(النظرية 
+∞

=1n

nU ،∑
+∞

=1n

nV لحدود موجبة لدينا سلسلتين  

bبحيث ,baإذا وجد عددان حقيقيان موجبان )1
V

U
a

n

n  ن السلسلتينإف ≥≥
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    ∑
+∞

=1n

nU ،∑
+∞

=1n

nV من نفس الطبيعة  

nnإذا كان  )2 VU  متكافئان فالسلسلتان من نفس الطبيعة. ,

): السلسلتان)3.2.1.3(مثال )( )∑
+∞

= ++1 21

2

n nn

n
 ،( )( )∑

+∞

= ++1 212

3

n nn

n
من نفس  

1(متباعدتان) �نالطبيعة 
4

1
≤≤

n

n

V

U
يمث5ن الحدين العامين للسلسلتين  nVو nUحيث 

∑على الترتيب. كذلك
+∞

=1
2

1

n n
∑و  

+∞

=








 +
1

2

1
1ln

n n
من نفس الطبيعة (متقاربتان) *نھما  

متكافئتان أي 
( )

1
1

11ln
2

2

limlim =
+

=
+∞→+∞→ n

n

V

U

nn

n

n
.  

): اذا كان2.2.1.3م5حظة(
n

n

n

n

V

V

U

U
INn 11*; ++ ∑يمكن مقارنة السلسلتين ∀∋≥

+∞

=1n

nU ،

∑
+∞

=1n

nV 1.2.3(النظريةحسب.(  

∑ر): لتكن السلسلةمقياس النسبة(مقياس دالنب
+∞

=1n

nUةات الحدود الموجبة و التكن النسبذ 

+
+ ∈=∈∀ IRkk

U

U
INn

n

n ,*; 1

  و كان

1( 1<k تكون السلسلة∑
+∞

=1n

nU  ،2متقاربة(
 

1>k تكون السلسلة∑
+∞

=1n

nU  ،متباعدة

) أما إن كان3
 

1=kالسلسلة∑
+∞

=1n

nU.متباعدة �� متقاربة و  

+نحسب nكذلك اذا كانت النسبة تتعلق بالعدد 
+

+∞→

∈= IRll
U

U

n

n

n

;1

lim :و بالتالي  

) 3تكون السلسلة متباعدة،  l<1) و اذا كان 2تكون السلسلة متقاربة،  l>1اذا كان  )1

 السلسلة � متقاربة و� متباعدة. l=1اما ان كان 

): ادرس طبيعة السلسلة التالية:4.2.1.3مثال(
 

( )∑
+∞

= +×××1 12....53

!

n n

n
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أي nالحل: �حظ ان النسبة تتعلق بالعدد 

( )
( ) ( )

( )
32

1

!

12...53

3212...53

!1
*; 1

+

+
=

+×××

×
+×+×××

+
=∈∀ +

n

n

n

n

nn

n

U

U
INn

n

n

و بالتالي 

2

1

32

1
limlim

1 =
+

+
=

+∞→

+

+∞→ n

n

U

U

nn

n

n
  لة متقاربة.ومنه السلس 

  مقياس كوشي:

∑نعتبر السلسلة العددية
+∞

=1n

nU ذات الحدود الموجبة و اليكن الجذر النونيn
nU  اذا  

kUnبحيث kوجد عدد حقيقي موجب 
n   و كان  =

1(1<k 1) و اذا كان 2، تكون السلسلة متقاربة>k،تكون السلسلة متباعدة  

  السلسلة � متقاربة و � متباعدة k=1) أما إن كان 3 

lUnكذلك لما
n

n

=
+∞→

lim  ،1 1) و كان<l  ،1) و اذا كان2تكون السلسلة متقاربة>l 

  السلسلة � متقاربة و �  l=1) أما إن كان3السلسلة متباعدة، تكون 

  متباعدة.

تقارب السلسلة ذات الحد العام a): ناقش حسب قيم العدد الحقيقي5.2.1.3مثال(
2

1

n

n
n

a
U

−








 واضح أن =+

( ) ( ) an

n

n n

n

enana
−−

+∞→

−

+∞→

=+=+ 11 limlim
2

  

100اذا كان  <⇔<−⇔> −a
eaa  تكون السلسلة متقاربة و اذا كان

10 >⇔< −a
ea  10فالسلسلة متباعدة، أما ان كان اذا كان =⇔= −a

ea  السلسلة
� متقاربة و� متباعدة  

)في عبارة الحد العام نجد a=0نعوض ) 11
2

== −n

nU  01وlim ≠=
+∞→

n

n

U أي أن

  لسلسلة متباعدة. ا

)) تكون السلسلة العددية ): (سلسلة برتر1.2.1.3خاصية( )βα
nn

Tn n
ln

1
,2 و تكون  ≤=

,1) متقاربة عندما 1 >∀ αβ  ،21) متباعدة عندما, <∀ αβ  

1,1اذا كان  )2 => αβ  1,1متقاربة و متباعدة اذا كان =≤ αβ 
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تكون السلسلة  IR+دالة مستمرة ومتناقصة نحو الصفر على f): اذا كانت 3.2.3نظرية(

( )∑
≥1n

nf و التكامل( )∫
n

dttf
0

  من نفس الطبيعة. 

  :الس�سل ذات الحدود الكيفية -3-1-3

  التقارب المطلق:

∑نرفق بالسلسلة الكيفية): 1.3.1.3تعريف(
≥0n

nUالسلسلة ذات الحدود الموجبة∑
≥0n

nU عندما

∑تكون ھذه السلسلة متقاربة نقول عن السلسلة
≥0n

nU انھا متقاربة مطلقا  

  ): كل سلسلة متقاربة مطلقا فھي متقاربة1.3.3نظرية(

IRxسلسلة): ادرس تقارب ال1.3.1.3مثال(
n

e

n

inx

∈∑
≥

,
1

2  

22�حظ ان   

1

nn

einx

فھي متقاربة و α=2و الذي يمثل حد عام في سلسلة ريمان و=

∑بالتالي 
≥1

2
n

inx

n

e
  متقاربة مطلقا وحسب النظرية فھي متقاربة. 

  ): عكس النظرية السابقة غير صحيح1.3.1.3م5حظة(

): السلسلة2.3.1.3مثال(
( )

∑
≥

−

1

1

n

n

n
  متقاربة وليست متقاربة مطلقا.

): كل النظريات و مقاييس للتقارب المنصوص عليھا في الس5سل ذات 2.3.1.3م5حظة(

  الحدود الموجبة تطبق على الس5سل المتقاربة مطلقا.

طبيعتھا نستخدم  ): اذا كانت السلسلة الكيفية ليست متقاربة مطلقا لتحديد3.3.1.3م5حظة(

  مقياس ابيل

  ل)(مقياس اب :)2.3.3نظرية(

∑اذا كانت السلسلة الكيفية
≥0n

nUليست متقاربة مطلقا وكانت حدودھا من الشكل

........1100 ++++ nnβαβαβα :تكون السلسلة متقاربة اذا تحقق ما يلي  

1( ( )nα0صة نحو الصفر (ايمتتالية اعداد حقيقية موجبة و متناق↓
+∞→
n

n

α( 

2( kkmnmn
n

mp

p ≤>∃>Ν∈∀ ∑
=

β:0;,, 
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∑): ادرس طبيعة(تقارب) السلسلة3.3.3مثال(
≥1n

in

n

e
α

θ

,0حيث >∈ αθ IR  

∑السلسلةα<1) اذا كان1الحل: 
≥1n

in

n

e
α

θ

  متقاربة مطلقا فھي متقاربة 

∑السلسلةα≥1نه اذا كان) واضح ا2    
≥1n

in

n

e
α

θ

  ليست متقاربة مطلقا

Zkkا) اذا كان  ∈≠ ,2 πθ  لدراسة تقارب السلسلة∑
≥1n

in

n

e
α

θ

ل نستخدم نظرية اب

nnبوضع 

in

n

e
βλα

θ

αλحيث  =.
n

n

1
=  ،

θβ in

n e=  

 �ααحظ  او�  أن  λλ
nn

nn

11
11

=<= )اي  ++ )nλ  0متناقصة وlim =
+∞→

n

n

λ  

الشرط للمتتالية الثانية   و  

( )

θ

θ
θ

i

nin

k

ik

e

e
e

−
−

=
+

=
∑

1

1 1

0

�ن Zkk ∈≠ ,2 πθ  

     

( ) ( ) ( )

22

2121

2

21

θθ

θθ

θ

θ

ii

nini

i

ni

ee

ee

e

e
−

+−++

−

−
=       

، cثابت            
( ) ( )

c
n

e

e
i

ni

=≤
+

=
+

2sin

1

2sin2

21sin2
2

21

θθ

θ
θ

θ

  

∑السلسلة α≥1ل و في حالةومنه حسب نظرية اب    
≥1n

in

n

e
α

θ

  متقاربة

Zkkوα≥1ب) اما اذا كان ∈= ,2 πθ فالسلسلة∑∑
+∞

=≥

=
11

1

nn

in

nn

e
αα

θ

  متباعدة. 

): من أجل أي تبديل (تجميع) لعناصر السلسلة المتقاربة مطلقا تبقى متقاربة 1.3.1.3خاصية(

ت الحدود الموجبة، و بالتالي مجموع السلسلة المتقاربة مطلقا مطلقا و بصورة خاصة السلسلة ذا
  ھو مجموع تبديلي و تجمعي.

): 1.3.1.3مثال مضاد(
 

( ) ( )
2ln....

1
....

4

1

3

1

2

1
1

1
1

1

1

=
−

++−+−=
− +∞+

=

+

∑
nn

n

n

n

  

....لكن    
12

1

10

1

5

1

8

1

6

1

3

1

4

1

2

1
1 −







 −+−
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2

2ln
 =







 +−+−+− ....
6

1

5

1

4

1

3

1

2

1
1

2

1
=  

  اي المجموع غير تجميعي.  

): حاصل جمع، باقي طرح او حاصل ضرب سلسلتين متقاربتين                                        3.3.1.3نظرية(

  سلسلة متقاربة.

  جداء سلسلتين متقاربتين مطلقا:

∑): لتكن السلسلتين 2.3.1.3تعريف(
≥0n

nx ،∑
≥0n

nyو المتقاربتين مطلقا فيC من خ5لھما

∑نعرف السلسلة
≥0n

nz :كما يلي
 

011110 ..... yxyxyxyxz nnnnn +++= وھو حد عام −−

  للسلسلة المتقاربة مطلقا

)السلسلة  C): لتكن في2.3.1.3مثال( ) ...
!

...
!2!1

1

2

++++=
n

xxx
xF

n

  

)بين أن )1 )xFا سلسلة متقاربة مطلق 

)أثبت أنه )2 ) ( ) ( ) ( )yFxFyxFCyx =+∈∀ ;, 2
  وھي سلسلة متقاربة مطلقا.

) حسب مقياس دالنبير1الحل: 
( )

( ) ( )
0

1

!
.

!1 limlimlim
1

1 =
+

=
+

=
+∞→

+

+∞→

+

+∞→ n

x

x

n

n

x

xf

xf

n
n

n

nn

n

n

 

)ومنه السلسلة )xFمتقاربة مطلقا  

)) جداء السلسلتين2 )xF،( )yF  يعرف سلسلة الجداء

( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )yxf

n

yx

yxC
nkn

y

k

xn

nkn

y

k

x

n

x
y

n

x

n

y
x

n

y

n

n

knk
n

k

k

n

n

k

knkn

k

knk

nnnn

+=
+

=

=
−

×=
−

×

=×+×
−

++
−

×+×

−

==

−

=

−

−−

∑∑∑

!

!

1

!!

!

!

1

!!

1
!!1

....
!1!

1

000

11

  

  ر.لنبو ھو حد عام في سلسلة متقاربة مطلقا حسب مقياس دا

  :الس�سل المتناوبة -3-1-4

∑) : تكون السلسلة1.4.1.3تعريف(
≥0n

nx عداد الحقيTقية متناوبة اذا كانل  

 ( ) n

n

n xxn
1

1;
+−=Ν∈∀   او( ) n

n

n xxn 1; −=Ν∈∀  
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): السلسلة1.4.1.3مثال(
( )

∑
∞+

=

−

1

1

n

n

n
�حظ أنه بوضع

( )
n

x

n

n

1−
فإن=

n
xn

1
ومنه =

( ) n

n

n xx   و بالتالي السلسلة المعطاة متناوبة. =−1

∑)ّ: لتكن 1.4.1.3نظرية لبنز(
≥0n

nU  سلسلة متناوبة وليست متقاربة مطلقا و تحقق
  

0lim =
+∞→

n

n

U   ،nn UUn ≤Ν∈∀   فإن السلسلة متقاربة. ,1+

) أن1.4.1.3): واضح من المثال(2.4.1.3مثال(
( )

∑
∞+

=

−

1

1

n

n

n
لسلة متناوبة ليست متقاربة س 

مطلقا وحدودھا تحقق 
nn

n
1

1

1
*, ≤

+
Ν∈∀ ،0

1
lim =

+∞→ nn
فھي متقاربة حسب 

  لبنز

∑): اذا كانت 1.4.1.3نتيجة(
≥0n

nU سلسلة متناوبة وتحقق شرطي نظرية لبنز وكانS ھو

−≥+1فإنnمجموعھا الجزئي من الرتبةnSالقيمة المقربة لمجموعھا و  nn USS  

∑): شرط التناقص للسلسلة1.4.1.3م5حظة(
≥0n

nUزما، قد تكون ال�سلسلة المتناوبة ليس 

∑متقاربة و السلسلة
≥0n

nUليست متناقصة مثل السلسلة
( )

( )∑
≥ −+

−

2 1

1

n

n

n

n
  

  متقاربة: نصف السلسلة  -3-1-5

∑): تكون السلسلة الكيفية1.5.1.3تعريف(
≥0n

nU نصف متقاربة اذا كانت متقاربة وليست

  متقاربة مطلقا

 ): مما سبق نستنتج ان الس5سل المتقاربة حسب ابيل او لبنز ھي س5سل نصف1.5.1.3نتيجة(

  متقاربة.

) أن1.4.1.3): واضح من المثال(1.5.1.3مثال(
( )

∑
∞+

=

−

1

1

n

n

n
سلسلة متناوبة ليست متقاربة  

  ) و بالتالي فھي نصف متقاربة.2.4.1.3وھي متقاربة حسب لبنز كما ھو في المثال( مطلقا
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  س�سل الدوال -متتاليات الدوال -2.3

  متتاليات الدوال: -1.2.3

)لتكن )IRIH ))مجموعة الدوال المعرفة على(, )IRII   IRو تأخذ قيمھا في⊃

)في المجموعةΝ): متتالية الدوال ھي التطبيق من 1.1.2.3تعريف( )IRIH الذي يرفق  ,

)و نرمز اليھا nhعدد طبيعي الدالةnبكل  )
0≥nnh.  

)): لتكن متتالية الدوال1.1.2.3مثال( )
1≥nngالمعرفة كالتالي  

     
[ ] IRng

nnxx

→
→

π,0:

sin
)و حدودھا   ) xxg sin1 =،  

        ( ) 22sin2 xxg = ،...،( ) nnxxgn sin=.  

لمتتالية الدوال  Iمن xمن أن كل نقطة): ينبغي ان نميز بين التقارب 1.1.2.3م5حظة(

)العددية ذات الحد العام )xhn و التقارب على المجالI
 

)لمتتالية الدوال )nh.  

  قارب متتاليات الدوالت

  التقارب البسيط:

)لتكن )nh متتالية الدوال من المجموعة( )IRIH ,  

)): نقول عن متتالية الدوال2.1.2.3تعريف( )nhدالة انھا تتقارب ببساطة نحو الh من

( )IRIH )المتتالية العددية Iمن xاذا كان من اجل كل , )( )xhn تتقارب نحو
  

( )xh  اي

)انه ) ( )xhxhIx n

n

=∈∀
+∞→

lim, او بعبارة اخرى

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) εε

εε

<−→>

∃∈∀>∀⇔=
+∞→

xhxhxNn

xNIxxhxh

n

n

n

,

,,;,0lim
   

)): نعتبر متتالية الدوال2.1.2.3مثال( )
1≥nf المعرفة بعبارة حدھا العام كما يلي  

                  ( ) nx

n exfIRx −
+ =∈∀ ,  

)الحل: لدينا  ) 10 =nf و بالتالي( ) 10lim =
+∞→

n

n

f  

)كذلك   ) 0, limlim ==∈∀ −

+∞→+∞→
+

nx

n

n

n

exfIRx و منه نستنتج أن متتالة الدوال 

( )
1≥nf تتقارب ببساطة نحو الدالةf و المعرفة كما يلي( ) { 0;,1

0,0

≠= xsi

x،sixf
f  

  التقارب المنتظم:

)): نقول عن متتالية الدوال2.1.2.3تعريف( )nh انھا تتقارب بانتظام نحو الدالةh من

( )IRIH )اذا كان الحد ا�على لـ Iعلى المجال , ) ( )xhxhn لى الصفر عندما ينتھي ا−
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+∞→n من اجل كلxمنI،أي( ) ( ) 0sup,lim =−∈∀
+∞→

xhxhIx n

n

)):لتكن متتالية الدوال3.1.2.3مثال( )nfذات الحد العام( ) nnxxfn sin=،1≥n   

تتقارب ببساطة نحو الدالة المعدومة و بالتالي

[ ] ( ) ( ) 01sinsupsup,,0 →
+∞→

==−∈∀
n

n nnnxxfxfx π  و منه نستنتج أن

)متتالية الدوال  )nf تتقارب بانتظام نحو الدالة المعدومة على[ ]π,0.  

)): نعتبر متتالية الدوال4.1.2.3مثال( )
0≥nngبحيث[ ] ( ) ( )n

n xxxgx −=∈∀ 1,1,0  

)قاربات لمتتالية الدوالادرس الت )
0≥nngعلى المجال[ ]1,0  

)الحل: واضح أن ) ( ) 010 == nn gg و بالتالي( ) ( ) 010 limlim ==
+∞→+∞→

n

n

n

n

gg  

[و إذا كان  [ ( ) ( ) 01,101,0 limlim =−=<<⇔∈
+∞→+∞→

n

n

n

n

xxxgxx  

)ومنه متتالية الدوال )
0≥nng تتقارب ببساطة نحو الدالة المعدومة  

أي ngالتقارب المنتظم: لدراسته نستعمل المشتقة لتحديد القيمة العظمى للدالة

] [ ( ) ( ) ( )[ ]nxxxgx
n

n +−−=′∈∀ −
111,1,0

1
)ومنه ) 110 +=⇔=′ nxxg

وبالتالي

[ ] ( ) ( ) ( ) ( )ngxgxgxgx
n

n

n

n

n

1supsup,1,0 limlimlim
+∞→+∞→+∞→

==−∈∀                                       

00
1

1
1

1

1
lim =×=









+
−

+
=

+∞→

e
nn

n

n

)منهو  )
0≥nngمتقاربة بانتظام على[ ]1,0.  

): التعاريف السابقة تدل على أن التقارب المنتظم لمتتالية الدوال يستلزم 2.1.2.3م5حظة(

)التقارب البسيط و ذلك �ن ) ( ) ( ) ( )xfxfxfxfIx nn −≤−∈∀ sup,  

  عكس ھذه الم5حظة غير صحيح

)): متتالية الدوال5.1.2.3مثال( )
0≥nnkحيث[ ] ( ) n

n xxkx =∈∀ تتقارب ببساطة نحو 1,0,

الدالة    
10

1

<≤
=

x

x لما( ) {0

1=xkلكن[ ] ( ) 1sup,1,0 lim =∀
+∞→

xkx n

n

و بالتالي     

( )
0≥nnkقاربة بانتظام علىليست مت[ ]1,0.  

  متتالية الدوال و ا�ستمرار:

): النھاية المنتھية لمتتالية الدوال المستمرة و المتقاربة بانتظام على المجال1.1.2.3نظرية(

[ ]ba, مستمرة على[ ]ba,   
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)البرھان: لتكن متتالية الدوال )nf  نفرض انھا مستمرة على[ ]ba, لنبين أنھا اذا كانت ،

]مستمرة على  fن، فاfمتقاربة بانتظام نحو الدالة ]ba,  

ليكن
( ) [ ] ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )000

0

2

0 ,,,

xfxfxfxfxfxf

xfxfbaxx

nnnn −+−+−

≤−∈
     

)من التقارب المطلق للمتتالية )nf    
نستنتج انه،

( ) ( ) ( )
( ) ( ){ )1...(..........3

)2(..........300
,0

ε
εεε <−

<−⇒∃>∀ xfxf

xfxf

n

n
N و بما أن ،nf0مستمرة عندx

)يمكن ان نجد )0, xεαبحيث
  

( ) ( ) )3........(300 εα <−→<− xfxfxx nn

)) نجد 3) و (2)، (1من( ) ( ) εααε <−→<−>∃>∀ 00,0,0 xfxfxx ايf

]مستمرة على ]ba,.  

)) متتالية الدوال4.1.2.3): من المثال(6.1.2.3مثال( )ngمستمرة و متقاربة بانتظام على

[ ]مستمرة علىgنحسب النظرية السابقة نستنتج أ 1,0[ ]1,0.  

):اذا كانت متتالية الدوال المستمرة تتقارب نحو دالة ليست مستمرة فإنھا 3.1.2.3م5حظة(

  ليست متقاربة بانتظام 

  ).5.1.2.3): انظر المثال(7.1.2.3مثال(

  مكاملة متتالية الدوال:

)): اذا كانت متتالة الدوال المستمرة 2.1.2.3نظرية( )nf تتقارب بانتظام على المجال[ ]ba, 

)فإن  fنحو الدالة ) ( )∫∫
+∞→+∞→

=
b

a

n

n

b

a

n

n

dxxfdxxf limlim  

)او نكتب    ) ( )∫∫ =
+∞→

b

a

b

a

n

n

dxxfdxxflim  

) 1.1.2.3نھاية منتظمة لمتتالية الدوال المستمرة فھي مستمرة حسب النظرية( fالبرھان: لتكن

)و بالتالي قابلة للمكاملة ، اضافة لذلك يوجد )εNيتعلق بالمتغير �x     بحيث
  

[ ] ( ) ( ) ( ) εε <−⇒>∈∀ xfxfNnbax n,,لدينا

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )∫∫∫ ∫ −≤−=−
b

a

n

b

a

n

b

a

b

a

n dxxfxfdxxfxfdxxfdxxf   

( )abdx

b

a

−=< ∫ εε  و منه نستنتج( ) ( )∫ ∫⇒
b

a

a

a

n dxxfdxxf   
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)تمرة): نعتبر متتالية الدوال المس8.1.2.3مثال( )nh بحيث
  

[ ] ( ) ( )xnxxhx
n

n −=∈∀ )بين ان -1,1,0 )nh،تتقارب ببساطة  

ھل 
( )nh

]تتقارب بانتظام على  )ان كانت كذلك احسب -؟ 1,0[ )dxxhn

n
∫

+∞→

1

0

lim  

)) لدينا1الحل:  ) ( ) 010 == nn hh كذلك

] [ ( ) 00,1,0  →⇒ →∈∀
+∞→+∞→ nnn

n
xhnxxو منه

( )nh
تتقارب ببسطة 

  hنحو الدالة المعدومة

�حظ أنه )3] ] ( ) ( ) nn
nxxxnxhx −−=′∈∀ − 1,1,0 12

و بالتالي 

( ) 10 −=⇒=′ nnxxhو منه

[ ]
( ) ( ) 010sup 1

1,0
limlim ≠=−=− −

+∞→∈+∞→

ennhxh n

n

n
xn

اي ان 
( )nh

ليست 

]متقاربة بانتظام على ]1,0
  

)ومنه ) ( )∫∫ =≠
+∞→

1

0

1

0

0lim dxxhdxxhn

n
  

  :ا�شتقاق و متتالية الدوال

)تبر): نع3.1.2.3نظرية( )nf  ستمرار�متتالية الدوال المستمرة و القابلة ل5شتقاق مع ا

]على المجال ]ba, ،1و كان( ( )nf تتقارب ببساطة نحو الدالةf   

)) متتالية الدوال المشتقة2    )nf [علىgتتقارب بانتظام نحو الدالة′ [ba,  

)فان )nfتتقارب  بانتظام نحو الدالةf القابلة ل5شتقاق على] [ba,و

] [ ( ) ( )xgxfbax =′∈∀ )او بعبارة اخرى,, ) ( )xfxf n

n

n

n

′=
′

+∞→+∞→
limlim  

): لتكن متتالية الدوال)10.1.2.3مثال( )nfبحيث[ ]
nxx

n IRf
1

2

1,1:
+→

→−   

)واضح أن ) xxfn

n

=
+∞→

lim لكن] [ ( )
nx

x
xfx n

1
,1,1

2 +
=′−∈∀   

( )nf [تتقارب على′ )حيثgنحو الدالة −1,1] ) xxxg غير معرفة عند الصفر فھي  =

)اي fتختلف مشتق الدالة  ) ( )xfxg )و بالتالي≠′ )nf.ليست متقاربة بانتظام  
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  س�سل الدوال - 2-2 -3

[لتكن متتالية الدوال ذات الحد العام [ IRbafn )يمكن:,→ )+∞=−∞= ba ,  

   و التكن السلسلة   

                    
  

( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )xfxfxfxS

xfxfxS

xfxS

nn +++=

−−−−−−−−−−−−−−−−−

−−−−−−−−−−−−−−

+=

=

.....10

101

00

   

[منxمجموعة ا�عدادDنسمي  [ba,  بحيث تكون السلسلة العددية( )∑
+∞

=0n

n xf  متقاربة

)و نكتب  Fوھي مجال تعريف دالة المجموع  ) ( )∑
+∞

=

=→∈∀
0

:,
n

n xfxFxFDx ،

)أو نكتب ) ( )xFxSn   .n→∞+لما →

  تقارب س�سل الدوال:

  التقارب البسيط:

∑): نقول سلسلة الدوال1.2.2.3ريف(تع
+∞

=0n

nfأنھا تتقارب ببساطة نحو دالة مجموعھاF  على

[مجالال [βα ,⊃Dإذا كانت السلسلة العددية( )∑
+∞

=0n

n xfمتقاربة من أجل كلx من] [βα , 

)أي أن )xSnتتقارب نحو( )xF  

]): في المجال1.2.2.3مثال( ]1,0
  

∑سلسلة الدوال
+∞

=0n

nfبحيث

[ ] ( ) 1;1,0, +−=∈∀∈∀ nn

n xxxfxINn   

�حظ أن السلسلتين( )0
0

∑
+∞

=n

nf،( )1
0

∑
+∞

=n

nf متقاربتين

] [ ( )
( )

1,1,0
1

21

1 <=
−

−
=∈∀

+

++

+
x

xx

xx

xf

xf
x

nn

nn

n

n

  أي متقاربة مطلقا فھي متقاربة   

∑ومنه سلسلة الدوال
+∞

=0n

nf تتقارب ببساطة على المجال[ ]1,0
 . 
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  التقارب المنتظم:

∑):نقول عن سلسلة الدوال2.2.2.3تعريف(
+∞

=0n

nf أنھا تتقارب بانتظام نحو دالة مجموعھاF

[على المجال [βα ,⊃Dيعني

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ε

εεεε

<+++

⇔<→≥>∀∃>∀

+ xfxfxf

xRNmnN

nmm

n

...

;,0

1

   

∑): ادرس التقارب المنتظم لسلسلة الدوال2.2.2.3مثال(
+∞

=0n

ng حيث

[ ] ( ) ( )
1

1
;1,0

+
−

=∈∀
n

x
xgx

nn

n  وھذا يمثل حد عام لسلسلة عددية متناوبة متقاربة حسب

)لبنز، من جھة اخرى إذا كان  )xRn باقي ھذه السلسلة لدينا 

[ ] ( )
+∞→

+

→
+

≤
+

≤∈∀
n

n

n
nn

x
xRx 0

2

1

2
;1,0

1

∑ومنه نستنتج أن 
+∞

=0n

ng تتقارب بانتظام

]على المجال ]1,0.  

  ):التقارب النظيمي( شرط كافي للتقارب المنتظم

∑): نقول عن سلسلة الدوال3.2.2.3تعريف(
+∞

=0n

nf أنھا تتقارب نظيميا على المجال] [βα ,

∑عندما توجد سلسلة عددية ذات حدود موجبة متقاربة 
+∞

=0n

nV بحيث

] [ ( ) nn Vxfx ≤∈∀ ,, βα  

متقاربة نظيميا على nfعام)(نظرية ديني): إذا كانت سلسلة الدوال ذات الحد ال1.2.2.3نظرية(

] [βα   فإنھا تتقارب بانتظام عليه.,

∑): إذا كانت سلسلة الدوال المحدودة2.2.2.3نظرية(
+∞

=0n

nf طلقا علىممتقاربةI  فإنھا تقبل

)سلسلة حادة من ا�على تحقق ) nnn VxfVIx ≤>∃∈∀   أي أنھا متقاربة نظيميا.,0;

المعرفة كالتالي: nf): لتكن الدالة العددية3.2.2.3مثال(
 

2sin;*,

:
nnxxIRxINn

IRIRf
→∈∀∈∀

→  

)اضح أنهو ) 21,, nxfIRxINn n وأن ∀∋∀∋=
21 n  يمثل حد عام لسلسلة عددية

) السلسلة المعطاة متقاربة نظيميا و منه فھي متقاربة 2.2.2.3متقاربة و بالتالي حسب النظرية(

  .IRبانتظام على
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  س�سل الدوال و ا�ستمرار:

)): في الفضاء النظيمي المعرف على3.2.2.3نظرية( )IRII إذا كانت سلسلة الدوال⊃

∑
+∞

=0n

nfمستمرة و محدودة علىIفإنھا تتقارب بانتظام نحو دالة مجموعھاFالمستمرة على

I.  

∑): نعتبر سلسلة الدوال4.2.2.3مثال(
≥1n

ng بحيث[ ] ( )
33

2

,1,0
xn

nx
xgx n +

=∈∀   

  لھذه السلسلة مستمرةGبين أن دالة المجموع

)لدينا x=0) إذا كان 1الحل:  ) 00 =ng و بالتالي( )0
1

∑
≥n

ngمتقاربة  

[) إذا كان2 ] ( )
23

2 1
,1,0

nn

nx
xgx n ≤≤∈∀،2

1

n
ثل حد عام لسلسلة متقاربة و يم

]بالتالي سلسلة الدوال متقاربة نظيميا على ]و منه السلسلة متقاربة بانتظام على1,0[ و  1,0[

]مستمرة علىngبما أن الدوال مستمرة G) دالة المجموع3.2.2.3حسب النظرية(1,0[

]على ]1,0.  

  تكامل س�سل الدوال: 

∑): إذا كانت4.2.2.3نظرية(
≥0n

ng علىسلسة دوال مستمرة ومتقاربة بانتظام

[ ]ba,⊃ℜنحو دالة مجموعھاGالمستمرة على[ ]ba,فإنه توجد سلسلة دوال∑
≥0n

nk

]معرفة على ]ba,:كالتالي[ ] ( ) ( )∫=∈∀Ν∈∀
x

a

nn dttgxkbaxn تتقارب ,,;

]بانتظام على ]ba,نحو الدالة( ) ( )dttGxK

x

a

  و لدينا كذلك =∫

( ) ( ) ( )∑∫ ∫ ∑∑
≥ ≥≥









==

1 11n

x

a

x

a n

n

n

nn dttgxkdttg(تكامل السلسلة=سلسلة التكام5ت)  

)): استخدم تكامل الس5سل لحساب المجموع5.2.2.3مثال( ) ( )∑
≥

+−
0

131
n

n
n  

)الحل: نعرف سلسلة الدوال بسلسلة صورھا )∑
≥

−
0

31
n

nn
xعلى المجال[ قاربة وھي مت1,0[

بانتظام عليه وبالتالي حسب النظرية لدينا من جھة 
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( ) ( ) ( )
∑ ∫ ∑∫∑

∞+

= ≥

∞+

= +

−
=−=−

0

1

0 0

3

1

0 0

3

13

1
11

n n

n

nn

n

nn

n
dxxdxxمن جھة اخرى( )∑

≥

−
0

31
n

nn
x

يمثل نشر معمم في جوار الصفر للدالة
311 xx و منه  →+

( )
2

3

3

2
2ln

1
1

1

0

3

1

0 0

3
arctg

x

dx
dxx

n

nn +=
+

=− ∫∫∑
+∞

=
  وھي قيمة المجموع. 

   س�سل الدوال و ا�شتقاق:

[نعتبر في المجال [baI ∑سلسلة الدوال=,
≥0n

nf و القابلة ل5شتقاق مع

)ا�ستمرار(محدودة) أي من الصنف )IRIC ,1
∑، وبفرض أن

≥0

'
n

nf  متقاربة بانتظام

السلسلةIمن 0xفإنه حسب متتالية الدوال و ا�شتقاق و من أجل كلIعلىGنحو الدالة

∑
≥0n

nh:و المعرفة بـ
 

( ) ( )dttfxhIxn
x

x∫=∈∀Ν∈∀
0

';,  

)نحو الدالةIمتقاربة بانتظام (نظيميا) على ) ( )dttGxH
x

x∫=
0          

IRI(Iمن المجالnf):  لتكن الدوال5.2.2.3نظرية( IRE(E) في⊃ ) او(=

CE ))عناصر سلسلة الدوال من الصنف= )IRIC ,1
  ، و لدينا

1( ∑
≥0

'
n

nf سلسلة متقاربة بانتظام (نظيميا) علىIنحو الدالةG 

)بحيثIمن0xتوجد على ا�قل  )2 )∑
≥0

0

n

n xfتتقارب ببساطة نحو العددµ  

∑فإن سلسلة الدوال
≥0n

nfتتقارب بانتظام (نظيميا) علىIنحو الدالة

( )∫+→
x

x
dttGx

0

µو المساواة صحيحة ،
  

( ) ( )







= ∑∑

≥≥ 00

'
n

n

n

n xf
dx

d
xf  

∑: نعتبر سلسلة الدوال)6.2.2.3مثال(
≥0n

nf المعرفة بعبارة الحد العام للسلسة العددية
   

( ) ( ) inxn

n exnxfIRxINn 1,, +=∈∀∈∀  

  ادرس تقارب ھذه السلسلة. 

)) إذا كان 1الحل:  ) 01 lim ≠⇒≥
+∞→

xfx n

n

∑و منه السلسلة 
≥0n

nfمتباعدة  
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حسب دالنبيرx>1) إذا كان2 
( )

( )
11

lim <+

+∞→ xf

xf

n

n

n

[فھي متقاربة على [ D⊃− كذلك1,1

] [
] [

( ) ( )
+∞→−∈

→+=⊆−
n

n

n
aax

anxfDaa 01sup,,
,

و بالتالي نستنتج أن سلسلة  

  .Dالدوال متقاربة بانتظام على

∑عتبر سلسلة الدوالن
≥0n

nk حيث( ) ( ) 1+
=

nix

n xexk واضح أن

( ) ( ) ( )xfeixxkDx n

ix

n +=∈∀ ∑دالة المجموع للسلسلةKو التكن ,'1
≥0n

nk 

)،x=0، من أجلDعلى )0
0

∑
≥n

nkتتقارب ببساطة نحو( )0K  

∑دالة المجموع للسلسةFكذلك لتكن
≥0n

nfحسب النظرية( ) ( ) ( )xFxxK α='  حيث

)فقط، مما سبق نستنتج أن xتتعلق بـ αالدالة )
ix

ix

xe

xe
xK

−
=

1
و بالتالي 

( ) ( )
( )2
1

1
'

ix

ix

xe

eix
xK

−

+
)نأخذ = ) ( ) ix

eixx += 1α ومنه نستنتج أن

( ) ( )2
11 ix

xexF ∑وھي صورة دالة المجموع لسلسلة الدوال=−
≥0n

nf.  
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  الس�سل الصحيحة(لمتغير حقيقي): -3-3

x): نسمي سلسلة صحيحة لمتغير حقيقي 1.3.3تعريف( السلسلة التي حدھا العام   

( ) ( )n

nn xxaxUn 0, −=Ν∈∀،0x قيمة ثابتة وتكتب بالعبارة   

                

( ) ( ) ( ) ..........
2

02010

0

0 ++−+−+=−∑
≥

xxaxxaaxxa
n

n

n  

)و اليكن  )xSnمجموعھا الجزئي من الرتبةn  و بالتالي السلسلة الصحيحة تمثل كثير

  .xحدود معمم للمتغير

∑) السلسلة الھندسية 1.3.3مثال(
≥0n

n
xساس�ھي سلسلة صحيحة مجموعھا xذات ا

)الجزئي  )xSn حيث( )
x

x
xxxxS

n
n

n −

−
=++++= −

1

1
...1 12

  

)ة  و الذي له النھاية المحدود ) ( )
x

xSxS
n

n −
=→

+∞→ 1

1
  x>1من أجل 

و منه  xفي حالة التقارب ھي دالة للمتغير ھذا المثال يوضح أن دالة المجموع لھذه السلسلة
سلسلة متقاربة ثم التي من أجلھا تكون ال xنستنتج أن المطلوب ھو تحديد مجموعة قيم 

  ندرس خواص دالة المجموع.

  مجال تقارب الس�سل الصحيحة:

∑لتبسيط الدراسة ندرس الس5سل الصحيحة من الشكل
≥0n

n

nxa و سلسلة القيم المطلقة

∑
≥0n

n

nxa  

∑)(نظرية ابيل): إذا كانت السلسلة الصحيحة1.3.3نظرية(
≥0n

n

nxa 0متقاربة من أجلx 

0xxيحقق xفھي متقاربة مطلقا من أجل كل ≤  

∑بحيث تكون0xلعدد الحقيقيالبرھان: ليكن ا
≥0

0

n

n

nxaمتقاربة فإن
+∞→

→
n

n

n xa و بالتالي 00

kxak n

n <>∃ بحيثx، و اليكن0:0
00

00
x

x
k

x

x
xaxaxx

n

n

n

n <≤⇒< 

1لكن
0

<
x

x
∑ومنه السلسلة  

≥0n

n

nxa   
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0xxمحدودة من ا�على بسلسلة متقاربة فھي متقاربة و بالتالي متقاربة مطلقا من أجل <

.  

∑بحيثrمجموعة ا�عداد الحقيقية الموجبةEلتكن
≥0n

n

nra تكون متقاربة مما سبق ، إذا

Erكان ]فإن0∋ ] Er   حالتينغير خالية نميز Eأي 0,0⊃

∑تكون السلسلة Rتقبل عنصر حاد من ا�علىEالمجموعة )1
≥0n

n

nxa

   

متقاربة مطلقا 

Rxإذا كان Rxو تكون متباعدة إذا كان > نصف قطر التقارب كما  R، نسمي<

[يسمى [RR,− 0مجال التقارب عندما=R0السلسلة متقاربة من أجل=x 

∑عنصر حاد من ا�على فأن السلسلةEإذا كانت المجموعة )2
≥0n

n

nxa متقاربة مطلقا من

IRxأجل كل   مجال تقاربھا غير محدود. و ∋

  الطريقة العملية =يجاد نصف قطر التقارب

بتطبيق مقياسي دالنبير أو كوشي على الس5سل المتقاربة مطلقا أي 

( )
( )

xlx
a

a

xU

xU

n

n

nn

n

n

== +

+∞→

+

+∞→

11

limlim حيث
n

n

n a

a
l

1

lim
+

+∞→

و حسب شرط  =

∑دالنبير  السلسلة
≥0n

n

nxaمتقاربة إذا كانlxxl 11 <⇒<   

lxو متباعدة إذا كان  lRومنه نضع <1 =⇒=∞+(في حالة=1 Rl 0(  

)يوبنفس الطريقة في حالة استخدام مقياس كوش ) xlxUn
n

n

=
+∞→

limوlR 1=  

Rx):  في حالة1.3.3م5حظة(   أي عند حدود مجال التقارب تدرس كل حالة بمفردھا=

): حدد نصف قطر التقارب و طبيعة كل سلسلة من الس5سل التالية عند حدود 2.3.3مثال(

  مجال تقاربھا إن أمكن:

      ∑
≥1n

n

n

x
     ،∑

≥0 !n

n

n

x
  ،∑

≥1

2

n

nn
xn  

  ) حسب مقياس دالنبير1الحل:  

x
n

n
x

x

n

n

x

n
n

n

n

×=
+

=×
+ +∞→

+

+∞→

1
11 limlim

1

11أي   =⇒= Rl  

  ل تقاربھاطبيعة السلسلة على اطراف مجا

)، السلسلة x=−1من أجل )∑
≥

−
1

1
n

n
nمتقاربة حسب لبنز ھي سلسلة توافقية  
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∑، السلسلة  x=1من أجل
≥1

1
n

nھي سلسلة متباعدة  

  ) بنفس الطريقة السلسلة الثانية حسب مقياس النسبة2 

( )
x

n
x

x

n

n

x

n
n

n

n

×=
+

=×
+ +∞→

+

+∞→

0
1

1!

!1 limlim
1

=⇒=∞+أي   Rl 0  

 لتعيين نصف قطر التقارب للسلسة الثالثة نستعمل مقياس كوشي )3

    xxnxn
n

n
nn

n

×+∞==
+∞→+∞→

22

limlim  أي
 

0=⇒+∞= Rl.  

  ربالعمليات الجبرية و نصف قطر التقا

∑): لتكن 2.3.3نظرية(
≥0n

n

n xa ،∑
≥0n

n

nxb سلسلتين للمتغير الحقيقيx 12و اليكن , RR

)نصفي قطريھما على الترتيب فإن )21,inf RRR يمثل نصف قطر التقارب للسلسلتين ≤

( )∑
≥

+
0n

n

nn xba µλ،∑ ∑
≥ =

− 








0 0n

n
n

k

knk xba

   

  ;, Rxx <∀ .  

  التقارب المنتظم و ا�ستمرار

  دراسة التقارب على مجال مفتوح

∑): السلسلة الصحيحة3.3.3نظرية(
≥0n

n

n xaذات نصف قطر التقاربR تتقارب بانتظام

  مجال تقاربھا).RD(RDظيميا) على كل مجال مفتوح محتوى في(ن

ذات نصف قطر  xللسلسلة الصحيحة للمتغير الحقيقيF): دالة المجموع4.3.3نظرية(

[مستمرة على المجال المفتوحRالتقارب [RR,−  

)): نعتبر السلسلة الصحيحة التالية:  3.3.3مثال( )∑
≥ −2 1n

n

nn

x
بين أنھا متقاربة بانتظام على 

] [RR,−رة عليهو أن دالة مجموعھا مستم  

[الحل: السلسلة المعطاة متقاربة بانتظام على و دالة مجموعھا−1,1]

( ) ( ) xxxx +−−→ 1ln1 .مستمرة عليه  

  التقارب عند اطراف المجال

∑السلسلة الصحيحة
≥0n

n

n xa ذات نصف قطر التقاربRمتقاربة بانتظام على المجال المفتوح

] [RR,−و السلسلة∑
≥0n

n

n xa المتناوبة متقاربة حسب لبنز نت أجل كلxمن[ ]RR,−  و
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]بالتالي ] 1

1

1

1

0

,, +
+

+

+
≥

≤≤−∈∀ ∑ n

n

n

n

k

k

k RaxaxaRRxحسب لبنز∑
≥0n

n

n Ra

  متقاربة.

و بالتالي السلسلتينR=1) 3.3.3): من المثال(4.3.3مثال(
( )
( )∑

≥ −

−

2 1

1

n

n

nn
 ،

( )
( )∑

≥ −2 1

1

n

n

nn
 

)متقاربتين أي السلسلة )∑
≥ −2 1n

n

nn

x
  متقاربة عند اطراف المجال.

  تكامل سلسلة صحيحة (لمتغير حقيقي) -3-3-2

∑لتكن  ):5.3.3(يةنظر
≥0n

n

nxaسلسلة صحيحة للمتغير الحقيقيx و نصف القطر

( )0>RRفإنه

∑∑ ∫∫ ∑
≥

+

≥≥

+==







<<ℜ∈∀

0

1

0 00 0

1;0,
n

n

n

n

x

n

n

x

n

n

n nxadttadttaRxx  

∑): للسلسلة الصحيحة6.3.3نظرية(
≥0n

n

n xaالناتجة عن مكاملتھا نفس  و السلسلة الصحيحة

)نصف قطر التقارب )0>RR.  

[): بين أنه5.3.3مثال( ] ( ) ( )∑
+∞

=

−−=+−∈∀
1

1
11ln,1,1

n

n
n

n

x
xx  

الحل:
 

( )∑
+∞

=

−
0

1
n

nn
x1سلسلة صحيحة ونصف قطر تقاربھا=R  ودالة مجموعھا على

[المجال ھي−1,1]
1

1

+
→

x
x  بالمكاملة نجد

( ) ( )∑∫
+∞

=

+

+
−=+=

+ 0

1

0
1

11ln
1 n

n
n

x

n

x
x

t

dt
  

وباستبدال  
 

n1بـ−n  يكون لدينا] [ ( ) ( )∑
+∞

=

−−=+−∈∀
1

1
11ln,1,1

n

n
n

n

x
xx  

السلسلة x=1من جھة اخرى لما
( )

∑
∞+

=

−

1

1

n

n

n
  متقاربة حسب لبنز و بالتالي

      .] ] ( ) ( )∑
≥

−−=+−∈∀
1

1
11ln,1,1

n

nn
nxxx  
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سلسلة الصحيحة و السلسلة الصحيحة الناتجة عن مكاملتھا نفس مجال ): لل2.3.3م5حظة(

  التقارب، لكن قد تكونا من طبيعتين مختلفتين عند أطرافه.

∑): السلسلتين6.3.3مثال(
≥

−

1

1

n

n
nx،∑

≥1

2

n

n
nx لھما نفس مجال التقارب] لكن  −1,1]

�حظ أن x=1من أجل∑
≥1

1
n

n، متباعدة∑
≥1

21
n

n.متقاربة  

  اشتقاق سلسلة صحيحة (لمتغير حقيقي) -3-3-3

∑:  لتكن)2.3.3تعريف(
≥0n

n

nxa سلسلة صحيحة للمتغير الحقيقيxنسمي ،

∑
≥

−

1

1

n

n

nxnaالسلسلة المشتقة ا*ولى وإذا وجد عدد طبيعي( )pp نسمي السلسلة≤1

( ) ( )∑
≥

−+−−
pn

pn

n xapnnn pn(باستبدال 1...1 نتحصل على السلسلةnبـ−

( )
∑

≥

+

0 !

!

n

n

n xa
n

pn
  للسلسلة المعطاة.p) بالسلسلة المشتقة من الرتبة

  ): للسلسلة الصحيحة والسلسلة الصحيحة المشتقة عنھا نفس نصف 7.3.3نظرية(

)ب قطر التقار )0>RR.  

∑دالة المجموعة للسلسلةF): اذا كانت8.3.3نظرية(
≥0n

n

nxaللمتغير الحقيقيx  و نصف

)قطر التقارب )0>RRو كانتpFدالة المجموع للسلسلة المشتقة من الرتبة

( )*Ν∈pp فإنه] [ ( ) ( )( )xFxFRRxp
p

p =−∈∀Ν∈∀ )حيث ,*,; )p
F

   Fللدالةpتمثل الدالة المشتقة من الرتبة

[وكذلك     [ ( ) 









=−∈∀Ν∈∀ ∑∑

≥≥ pn

n

np

p

pn

n

np

p

xa
dx

d
xa

dx

d
RRxp ;,*,  

)): نعتبر السلسلة الصحيحة التالية 7.3.3مثال( )∑
≥ −2 1n

n

nn

x
  

 ) جد السلسلتين المشتقتين ا�ولى والثانية2، عين نصف قطر التقارب )1

  ) استنتج دالة المجموع للسلسلة المعطاة4) جد دالة المجموع للسلسلة المشتقة الثانية، 3

) حسب مقياس النسبة  1الحل: 
( )
( )

1
1

1
limlim

1

=
−

+
==

+∞→++∞→ nn

nn

a

a
R

nn

n

n
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[السلسلة الصحيحة متقاربة بانتظام على كل مجال مغلق محتوى في )2 و بالتالي  −1,1]

)) لدينا8.3.3حسب النظرية( ) ( )∑∑
≥

−

≥ −
=

′










− 2

1

2 11 n

n

n

n

n

x

nn

x
 

[لة الناتجة أيضا متقاربة بانتظام على كل مجال مغلق محتوى فيالسلس   و −1,1]

)بالتالي ) ∑∑
≥

−

≥

−

=
′










− 2

2

2

1

1 n

n

n

n

x
n

x
تكون السلسلة nبـn−2و باستبدال 

∑∑
≥≥

− =
02

2

n

n

n

n
xx ،3نعلم بأن دالة المجموع للسلسلة (∑

≥0n

n
xھي الدالة

x
x

−
→

1

1

)) بالمكاملة مرتين للدالة المحصل عليھا نستنتج الدالة4،  ) ( ) xxxx +−−→ 1ln1 

  و التي تمثل دالة المجموع للسلسلة المعطاة.

  ى سلسلة صحيحةلا النشر -3-3-4

  الدوال القابلة للنشر:

)): نقول عن الدالة3.3.3تعريف( ) fIRIRf أنھا قابلة للنشر إلى سلسلة  :→

∑صحيحة في جوار الصفر(المبدأ) إذا وفقط إذا وجدت سلسلة صحيحة
≥0n

n

nxa  ذات

)نصف قطر )0≥RR و جوارU  للصفر بحيث
  

  

                   .( ) ∑
≥

=∈∀
0

,
n

n

nxaxfUx  

): 8.3.3مثال(
( )xx

IRIRf
−→

→
11

  ى سلسلة    دالة قابلة للنشر في جوار الصفر ال:

)صحيحة و                ) ∑
≥

=−<∈∀
0

11;1,
n

nxxxIRx  

IRIRf): إذا كانت9.3.3نظرية( )جواره فإن فيقابلة للنشر :→ )( )0UCf
و ∋∞

السلسلة ھي

( )( ) n

n

n

x
n

f
∑

≥0 !

0
  

IRIRf): تعطى10.3.3نظرية( )بحيث:→ )( ) IRaaUCf ∈∈ ∞ ,

( )( ) +
∞ ∈∈ IRaaUCf )نسمي السلسلة الصحيحة , )∑

≥

−
0n

n

n axαحيث

( )( ) !naf
n

n =α نشر تايلور للدلةf في جوار النقطةa0، في حالة=a نسمي
( )( ) n

n

n

x
n

f
∑

≥0 !

0
  fسلسلة ماكلوران للدلة 
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IRIRf): إذا كانت11.3.3نظرية( (جوار0ر إلى سلسلة صحيحة في جوارقابلة للنش:→

a.فإن ھذا النشر وحيد (  

  النشر باستعمال شكل ماكلوران: 

IRIRfلتكن [من الصنف :→ [( ) +
∞ ∈− IRaaaC قابلة الى النشر الى سلسلة ,,

)ماكلوران بباقي(ٌ  ) 0≠xRn(  

  نج�قرا- باستعمال متباينة تليلور

)لدينا باقي �قرانج  ) ( ) ( )
( )( ) k

n

k

k

n x
n

f
xfxRVxn ∑

=

−=∈∀Ν∈∀
0 !

0
  و ,*0;

)بالتالي     )
[ ]

( )( ) ( ) ( )
∞∈

≤⇒≤ tf
n

x
xRtf

n

x
xR

n

n

n

n

xt

n

n
!

sup
! ,0

  

يجب أن يوجد عدد  0حيحة في جوارقابلة للنشر الى سلسلة صfحسب التعريف لكي تكون

0>α  بحيث] [ ( ) ( ) 00, lim =⇒⊂−∈∀
+∞→

xRVx n

n

αα  

[بحيثM<0ھذا الشرط يحقق وجود [ ( ) Mtft
n ≤−∈∀ ;,αα   

[وبالتالي [ ( )
!

,,
n

MxRx
n

n

α
αα ، العدد∀∋−≥

!n
M

nα
يمثل حد عام في سلسلة  

)متقاربة حسب دالنبير ومنه  ) 0lim =
+∞→

xRn

n

.  

  باستعمال شكل تليلور بباقي تكاملي

)لدينا  ) ( )
( )( ) ( )

( )
( )( )dttf

n

tx
x

k

f
xfVxn n

x n

k
n

k

k

∫∑ −

−
+=∈∀Ν∈∀

−−

= 0

11

0 !1!

0
;0*,  

 أي 
( ) ( )

( )
( )( )∫ −

−
=

−x

n

n

n dttf
n

tx
xR

0

1

!1
  

بحيث   α<0يجب أن يوجد 0قابلة للنشر الى سلسلة صحيحة في جوار fو لكي تكون

] [ ( ) ( )
( )

( )( ) 0
!1

,,
0

1

limlim =
−

−
=−∈∀ ∫

−

+∞→+∞→

x

n

n

n

n

n

dttf
n

tx
xRx αα  

  ت: تطبيقا

1( ( ) x
exf  نعلم بأنه =

( )( ) RxReexfIRxINn Rxn <>≤=∈∀∈∀  و بالتالي,;,0,
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  ( ) ( )
( )

x

n

x

x n

n e
n

x
dxe

n

tx
xR

!!1
0

1

<
−

−
= ∫

−

�حظ أن 
x

n

e
n

x

!
يمثل حد عام في 

سلسلة عددية ذات حدود موجبة وھي متقاربة حسب مقياس دالبير و بالتالي

( ) 0lim =
+∞→

xRn

n
على شكل سلسلة صحيحة في جوار fأي أنه يمكن نشر الدالة  

)  R=∞+الصفر تسمى سلسلة ماكلوران ونكتب   (
 

∑
+∞=

=

=
n

n

n
x

n

x
e

0 !
  

2( 
 

( ) xxg cos=كذلك يمكن التحقق من أنه
( ) ( ) ( ) 1cos2coscos;, ≤⇒+=∈∀∈∀ xnxxINnIRx nn π  

)و بالتالي )
!n

R
xR

n

n   أي محدود بحد عام لسلسلة متقاربة، و منه  ≥

  ( ) 0lim =
+∞→

xRn

n
)) R=∞+و بالتالي  ( )

( )∑
+∞=

=

−=
n

n

n
n

n

x
x

0

2

!2
1cos  

بنفس الطريقة يمكن نشر الدالة 
 

( ) xxh sin=إلى سلسلة ماكلوان أي  

     )+∞=R (( )
( )∑

+∞=

=

+

+
−=++−=

n

n

n
n

n

xxx
xx

0

1253

!12
1....

!5!3
sin  

الدوال الزائدية: الدالتين  )3
  

( ) shxxch )من الصنف, )*IRC
∞

)و )IRC
∞

على  

  الترتيب وبالتالي النشر غير المنتھي لمكلوران لكل منھما ھو على الترتيب

      )+∞=R (( )∑
+∞=

=

=
n

n

n

n

x
chx

0

2

!2
)    ،+∞=R( ( )∑

+∞=

=

+

+
=

n

n

n

n

x
shx

0

12

!12
   

) الدوال من الشكل:  )4 ) ( ) Qxxk ∈+= αα
)من الصنف kالدالة 1; )IC

∞
 حيث 

 

] ] ( )( ) ( )( ) ( )( ) nn
xnxkIx

−++−−−=+∞−=∈∀ ααααα 11...21,,1

  ھي kان المرفقة بالدالةو بالتالي سلسلة ماكلور  

 )1=R (

( ) ( ) ( )( ) ( ) n

n

x
n

n
xxk

−

≥
∑

+−−−
+=+= αα αααα

1 !

1....21
11  

): نشر ماكلوران للدالة 9.3.3مثال(
3 1 xx   ھو →+
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( ) ( )
∑
+∞

=

−+−−
+=+−+−=+

1

313
2

3

!

131....3231
1.....

27

5

93
11

n

n
x

n

n
x

xx
x

  صحيحة سلسلةطرق اخرى للنشر على شكل  -3-3-5

  مكاملة نشر معلوم:     

  ا*مثلةبتطبيق النظريات حول الس5سل و التكامل لدينا 

[) R=1نعلم بأنه ( [ ∑
+∞=

=

=
−

−∈∀
n

n

n
x

x
x

01

1
  بالمكاملة طرفا الى طرف نجد 1,1;

        )1=R ([ [ ( ) ∑
+∞=

=

−=−−∈∀
n

n

n

n

x
xx

1

1ln;1,1) و باستبدالx− بـ (x 

[)R=1نتحصل على النشر ( ] ( ) ( )
∑

+∞=

=

−−
=+−∈∀

n

n

nn

n

x
xx

1

1
1

1ln;1,1  

كذلك باستبدال (
2

x− بـ (x ) 1نجد=R(] [ ( )∑
+∞=

=

−=
+

−∈∀
n

n

nn
x

x
x

0

2

2
1

1

1
;1,1  

[)R=1بالمكاملة طرفا الى طرف نجد ( [ ( )∑
+∞=

=

+

+
−=−∈∀

n

n

n
n

n

x
Arctgxx

0

12

12
1;1,1  

كذلك باستبدال (
2

x بـ (x ) 1نجد=R(] [ ∑
+∞=

=

=
−

−∈∀
n

n

n
x

x
x

0

2

21

1
;1,1  

[)R=1بالمكاملة طرفا الى طرف نجد ( [ ∑
+∞=

=

+

+
=−∈∀

n

n

n

n

x
Argthxx

0

12

12
;1,1  

 اشتقاق نشر معلوم: 

  بيق النظريات على النشر و ا�شتقاق لدينابتط

))R=1): جد دالة المجموع للسلسلة (3.3.9مثال( )∑
+∞=

=

+
n

n

n
xnn

1

1 ،  

))R=1على الشكل(السلسلة المعطاة  �حظ يمكن كتابة )∑
+∞=

=

−+
n

n

n
xnnx

1

11  

  نجد nبـ  n−1وباستبدال

 )1=R(( ) ( )∑∑
+∞

=

−
+∞=

=

− −=+
2

2

1

1 11
n

n
n

n

n
xnnxxnnx حظ أن السلسلة�  كذلك 
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)1=R(( )∑
+∞=

=

−−
n

n

n
xnn

2

∑تمثل السلسلة المشتقة الثانية للسلسلة21
+∞=

=

n

n

n
x

0

و التي دالة 

مجموعھا
x

x
−

→
1

1
المجموع للسلسلة المعطاة يكفي أن نشتق الدالة  ، اذن 7يجاد دالة 

[السابقة مرتين في المجال   حصل على الدالةتفنxثم نضرب في −1,1]

   ( )3
1

2

x

x
x

−
  وھـو المطلوب.  →
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  س�سل فوري -3-4

  تذكير: -3-4-1

معرفة و مستمرة على المجال xدالة عددية لمتغير حقيقي f): 1.4.3تعريف(

[ ] 0,, >−= aaaJ تكون الدالةfزوجية على J إذا وفقط إذا تحقق  

                       ( ) ( )∫ ∫
−

=
a

a

a

dxxfdxxf
0

2  

∫ ): واضح أن1.4.3مثال( ∫∫
− −

+=
π

π

π

π 0

0

coscoscos xdxxdxxdx
               

        ( ) ( ) ∫ ∫∫ =+−−=
π π

π 0 0

0

cos2coscos xdxxdxxdx  

 ):2.4.3تعريف(
f دالة عددية لمتغير حقيقيx معرفة و مستمرة على المجال

[ ] 0,, >−= aaaJ تكون الدالةfفردية علىJ إذا وفقط إذا تحقق( )∫
−

=
a

a

dxxf 0  

�حظ أن2.4.3مثال( :( ∫ ∫∫
− −

+=
π

π

π

π 0

0

sinsinsin xdxxdxxdx
        

                       ( ) ∫∫ =+=
π

π 0

0

0sinsin xdxdxx  

 ):3.4.3تعريف(
f دالة عددية لمتغير حقيقيx معرفة و مستمرة على المجال[ ],,baI = 

  إذا وفقط إذا تحقق Tودورھا Iدورية علىfتكون الدالة

     ( ) ( )∫ ∫
+

+

=
b

a

Tb

Ta

dxxfdxxf  و( ) ( )∫ ∫
−

=
2

2 0

T

T

T

dxxfdxxf  

�حظ أن الدالة 3.4.3مثال( :(xx sin→  دالة دورية و دورھاπ2 و بالتالي       

      ∫ ∫
−

−
==−=

π

π

π
π

π

2

0

0sincossin xdxxxdx  

  الس�سل الدورية

  ية (مثلثية) السلسلة ذات الحدود الحقيقية من الشكل): نسمي سلسلة دور4.4.3تعريف(



68 

 

  ( )∑
+∞

=

++
1

0 sincos
n

nn ntbntaa ωω  حيث+∈ *IRω ،( ) ( )
nn ba متتاليتين   ,

)وحدھا العام ،عدديتين ) Ν∈+= nntbntaxU nnn ,sincos ωω  ھو دالة للمتغير

nTnمستمرة، قابلة ل5شتقاق و دورية و دورھا  xالحقيقي ωπ2= في حالة تقارب ھذه  .

  .ωπ2=Tالسلسلة فإن دالة مجموعھا ھي دالة دورية و دورھا 

)) لدينا المتباينة التالية 4.4.3ف(): من التعري1.4.3م5حظة( ) nnn baxU +<   

  باستخدام صيغة أولر أي,sincosالبرھان: يكفي أن نكتب

     1
2

cos
2

cos ≤
+

≤⇒
+

=
−− nxinxinxixin ee

nx
ee

nx

ωωωω

ωω  

1كذلك  
2

sin
2

sin ≤
+

≤⇒
−

=
−− nxinxinxinxi ee

nx
i

ee
nx

ωωωω

ωω  

)ومنه نستنتج أن  ) nnn baxU +<.  

]دالة عددية معرفة كما يليf): لتكن3.4.3مثال( ]
x

ex

IRf
→

و  :1,0→
1

0 1 −−= ea،  

 
( )

22

1

41

12

πn

e
an +

−
=

−

 ،( ) ( )( ) ( )
22

1

22

1

41

14

41

2112

π
π

π
π

n

en
b

n

ne
xf nn +

−
=⇐

+
+−

<
−−

   

  سلسلة فوري -3-4-2

,*دالة حقيقية دورية و دورھاf): لتكن4.4.3تعريف(
2

IRT ∈= ω
ω
π

، قابلة لمكاملة 

  السلسلة الدورية fنسمي سلسلة فوري المرفقة بالدالة Tطوله الدورIعلى مجال

 ( )∑
+∞

=

++
1

0 sincos
n

nn nxbnxaa ωω حيث*INn∈،nn baa تسمى  0,,

  معام5ت فوري

  حساب معام5ت فوري:

]نفرض أن السلسلة قابلة للمكاملة حدا بحد على المجال   ] *,2,0 IR∈ωωπ :و بالتالي  

  ( ) [ ]∫ ∫ ∑ ∫
∞+

=

++=
ωπ ωπ ωπ

ωω
2

0

2

0 1

2

0

0 sincos
n

nn dxxnbxnadxadxxfو بما أن  
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    [ ] 0
cossin

sincos

2

0

2

0

=





−=+∫

ωπωπ

ω
ω

ω
ω

ωω
n

xn
b

n

xn
adxxnxna nnn  

)ومنه      )∫=
ωπ

π
ω 2

0

0
2

dxxfaكذلك النسبة لحساب  ،na،nb  

نحسب التكاملين   
  

( )∫
ωπ

ω
2

0

cos xdxpxf    و( )∫
ωπ

ω
2

0

sin xdxpxf  

)ا  لدين ) [ ] xdxpxnbxnaxdxpxf
n

nn ωωωω
ωπωπ

cossincoscos
0

2

0

2

0

∑ ∫∫
+∞

=

، إذا =+

  كان 

    
( ) ( )[ ]∫∫ −++=≠

ωπωπ

ωωωω
2

0

2

0

coscos
2

1
coscos, dxxpnxpnxdxpxnnp

  

( )
( )

( )
( )

0
sinsin

2

1
2

0
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−

−
+

+

+
=

ωπ

ω
ω

ω
ω
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xpn

pn

xpn
  

pnو إذا كان   فإن   =
  

( )∫∫ =+=
ωπωπ

ω
π

ωω
2

0

2

0

2 cos1
2

1
cos dxxnxdxn  

pnكذلك إذا كان فإن ≠

( ) ( )[ ] 0sinsin
2

1
cossin

2

0

2

0

=−++= ∫∫
ωπωπ

ωωωω dxxpnxpnxdxpxn  

pnو إذا كان  0فإن   =
2

sin
cossin

2

0

22

0

=
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ωπωπ

ω
ω

ωω
n

xn
xdxpxn

  
  

)مما سبق نستنتج أن  )
naxdxpxf

ω
π

ω
ωπ

=∫
2

0

cos و منه

( )∫=
ωπ

ω
π
ω 2

0

cos xdxpxfan  

  بنفس الطريقة يمكن تبسيط التكامل 
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  ( ) [ ] xdxpxnbxnaxdxpxf
n

nn ωωωω
ωπωπ

sinsincossin
0

2

0

2

0

∑ ∫∫
+∞

=

و بطريقة =+

pnمماثلة وفي حالة )نجد  = )
nbxdxpxf

ω
π

ω
ωπ
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2

0

sin ومنه

( )∫=
ωπ

ω
π
ω

2

0

sin xdxpxfbn)لتكن4.4.3مثال :(fدالة حقيقية دورية و دورھاπ2 ،

]قابلة لمكاملة على المجال ]π,0  

حيث
 

( ) xxf   احسب معام5ت فوري ثم استنتج سلسلة فوري الموفقة بھذه الدالة - ، =2

)باستعمال النتائج السابقة فإن    ) [ ] 22
11

2

1 2

0

2

00

0 π
πππ

π
ππ

==== ∫∫ xxdxdxxfa  
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          [ ] ( )[ ] { 12,4
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]كذلك       ] 
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sin
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= knn
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ومنه سلسلة المرفقة بھذه الدالة ھي 
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2
sin
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cos11
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]ل محدوددالة معرفة على مجاf): اذا كانت2.4.3م5حظة( ]ba, لكي تكون قابلة للنشر الى .

  سلسلة فوري من الضروري تمديدھا الى دالة دورية.

abTالدالة ذات الدورgو التكن إذن ]على المجال fو المطابقة للدالة =− ]ba, أي   

( ) ( )
( ) ( ) ] [{ baxxfxg

xgTxg

,, ∈=
)تحقق النشر الى سلسلة فوري ذات الحد العامgو التالي+= )xUn  من أجل
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 حيث nTالدور
( ) x

T
nbx

T
naxU nnn

ππ 2
sin

2
cos +=

بوضع،  
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2
ومن أجل =

 

] [bax     لدينا     ∋,
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++==
1
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nn nxbnxaaxfxg ωω
  

فإنه يمكن صياغة Tطوله الدورIدالة معرفة على مجالf): اذا كانت3.4.3حظة(م5

      ي على الشكل التالي:معام5ت فور
( ) nxdxxf

T
b

I

n ωsin
2
∫=   ،

( ) dxnxxf
T

a
I

n ∫= ωcos
2

  ،( )dxxf
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a
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∫=
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0  .  

  حا�ت خاصة

,*دالة حقيقية دورية و دورھاfلتكن
2

IRT ∈= ω
ω
π

طوله Iلمكاملة على مجالل، قابلة 

]و اليكن Tالدور ]2,2 TT−   

  :الدوال الفردية

 بالتالي وIدالة فردية علىfالدالة
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IIRفھي زوجية على IRزوجية علىcos كذلك بما أن الدالة   و بالتالي الدالة ⊂

( ) xxfx cos→ فردية علىI و منه( ) 0cos
2

2

2

== ∫
−

T

T

n nxdxxf
T

a ω    

)لكن       ) ( )∫∫ ==
−

2

0

2

2

sin
4
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TT

T

n nxdxxf
T

nxdxxf
T

b ωω  

)أي أن سلسلة فوري المرفقة بالدالة الفردية ھي ) ∑
+∞

=

=
1

sin
n

n nxbxf ω  

  معرفة كما يلي: π2و دورھا يةدالة دورfلتكن ):5.4.3مثال(

                                  ( ) [ ]ππ ,, −∈= xxxf  
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سلسلة فوري  فردية و قابلة للمكاملة على المجال المعطى و بالتالي f: واضح أن الدالةالحل

)ھي  fالمرفقة بالدالة ) ∑
+∞

=

=
1

sin
n

n nxbxf     حيث∫=
π

π
0

sin
2

ntdttbn  
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( )

n
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n
nt

n

t
n 1

00

12
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2
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ππ
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)و منه           ) ( )
∑

∞+

=

+−
=

1

1
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1

2
n

n

nx
n

xf.  

  :يةلزوجالدوال ا

 بالتالي وIية علىدالة زوجfالدالة
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                ( ) ( ) ( )∫∫ ∫ =
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21
TT T

dxxf
T

dxxfdxxf
T  

IIRفھي زوجية على IRجية علىزوcosكذلك بما أن الدالة   و بالتالي الدالة ⊂

( ) xxfx cos→ ية علىزوجI  

)     و منه   ) ( )∫∫ ==
−

2

0

2

2

cos
4

cos
2

TT

T

n nxdxxf
T

nxdxxf
T

a ωω    

IIRية علىفھي فرد IRية علىفرد sinبما أن الدالة لكن و   و بالتالي الدالة ⊂

( ) xxfx sin→ ية علىفردI  و بالتالي( ) 0sin
2

2

2

== ∫
−

T

T

n nxdxxf
T

b ω  

) سلسلة فوري المرفقة بالدالة الفردية ھي ومنه ) ∑
+∞

=

+=
1

0 cos
n

n nxaaxf ω  

  :معرفة كما يلي π2دالة دورية و دورھاf): لتكن6.4.3مثال(

                                  ( ) [ ]ππ ,, −∈= xxxf  
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زوجية و قابلة للمكاملة على المجال المعطى و بالتالي سلسلة فوري  fالحل: واضح أن الدالة

)ھي  fالمرفقة بالدالة ) ∑
+∞

=

+=
1

0 cos
n

n nxaaxf    حيث

π
ππ

ππ

π

=== ∫∫
− 0

0

21
tdtdtta  

=∫و                                                                 
π

π
0

cos
2

ntdttan  

                                            ∫+




=
ππ

ππ
00

sin
2

sin
2

ntdt
n

nt
n

t
  

)أي                                                            )[ ]11
2

2
−−= n

nπ  

)و منه                 ) ( )[ ]
∑

∞+

=

−−
+=

1
2

cos
112

n

n

nx
n

xf
π

π  

فردي أي  nواذا كان 
 

12 += kn     فإن( ) ( )
( )∑

+∞

= +

+
+=

0
2

12

12cos4

k k

xk
xf

π
π.  

  نشر دالة على شكل سلسلة فوري: -3-4-3

  الدالة الدورية: 

,*دورية و دورھا  fنعلم بأنه من أجل كل دالة
2

IRT ∈= ω
ω
π

، قابلة لمكاملة على 

)يمكن أن نرفق السلسلة  Tرطوله الدوIمجال )∑
+∞

=

++
1

0 sincos
n

nn nxbnxaa ωω و التي

تسمى سلسلة فوري، و السؤال الذي يمكن أن نطرحه ھل إذا كانت لدينا سلسلة فوري متقاربة 

  ، لMجابة لدينا النظرية التالية fفھي تتقارب نحو الدالة

,*دالة دورية و دورھا  fإذا كانت): 1.4.3نظرية(
2

IRT ∈= ω
ω
π

، مستمرة و قابلة 

بحيث للدالة Tا عند عدد منتھي من النقط في مجال طوله الدورمع ا�ستمرار ماعد ل5شتقاق

f أو للدالة المشتقة ا*ولىf تقبل نھاية من اليمين و نھاية من اليسار عند ھذه النقط ، فإن  ′

)و دالة مجموعھاIRتتقارب على  fسلسلة فوري المرفقة بالدالة ) ( )[ ]00
2

1
−++ xfxf  
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)لدينا  fوفي كل نقط استمرار الدالة ) ( )∑
+∞

=

+=
0

sincos
n

nn nxbnxaxf ωω .  

)( f) الدالة5.4.3(المثالمن لدينا  ):7.4.3(مثال ) xxf ، وھي π2و دورھا ية) دور=

]فردية على المجال  ]ππ )ومرفقة بسلسلة فوري −, ) ( )
∑

∞+

=

+−
=

1

1

sin
1

2
n

n

nx
n

xf  

�حظ من أجل
 

π=xالسلسلة تحقق المجموع ( ) ( )[ ] 000
2

1
=−++ ππ ff  

) نتحصل على المجموع 2π=xأما من أجل  ) [ ]....715131122 −+−=πf  

71513114....أي                                                   −+−=π .  

 الدوال الكيفية:

]ى المجالدالة معرفة ومحدودة عل fلتكن ]ba,لكي نتمكن من نشر الدالة ،f الى سلسلة

      .فوري يجب تمديدھا الى دالة دورية

abTدورھا دورية  gلتكن دالة ]من  xبحيث من أجل كل =− ]ba, فإن

( ) ( )xfxg =   

)و ) ( )xgTxg النشر الى سلسلة  وتحقق شروط النظرية السابقة و بالتالي فھي تقبل ، الدالة +=

)فوري ذات الحد العام )xUn من أجل الدورnT :و المعرف بـ                                                         

                ( ) ( ) ( )xTnbxTnaxU nnn ππ 2sin2cos +=    

Tπωومنه بعد وضع [و من أجل =2 [bax   فإن ∋,

          ( ) ( ) ( )∑
+∞

=

++==
1

0 sincos
n

nn xnbxnaaxfxg ωω  

كالتالي                                        فإنه يمكن صياغة معام5ت فوريTطوله الدورIمجالال اذا كان و كما أسلفنا سابقا

   
( ) nxdxxf

T
b

I

n ωsin
2
∫=   ،( ) dxnxxf

T
a

I

n ∫= ωcos
2

  ،( )dxxf
T

a
I

∫=
1

0

  المعرفة بـ:fالدالةsin): انشر على شكل سلسلة 8.4.3مثال(

          ( ) 1=xf على المجال[ ]1,0  

دالة دورية و دورھاgالحل: لتكن
 

lT )معرفة كما يلي: =2 ) { 10,1

01,1

<<

<<−−
=

x

x
xg ،الدالةg 

)و  sinعلى شكل سلسلة  قابلة للنشر ) xnxg
n

ω∑
+∞

=

=
1

sin حيث 
lT

ππ
ω ==

2
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) و      )
1

0

1

0

1

1
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2

sin
2
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l

xn

n
dx

l

xn

l
xdxnxgbn

π
π

π
ω −=== ∫∫

−
  ومنه 

pnإذا كان - 02 فإن=2 =pb  

12و إذا كان - += pnفإن ( )12

4
2 +
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b p π
 

و بالتالي من أجل
 

10 << xفإن ( )
( )

( ) x
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p
p

xf
p

π
π ∑
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=

+
+

=
0

12sin
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  ة فوريالشكل المركب لسلسل -3-4-4

,*دورية و دورھا دالةfلتكن
2

IRT ∈= ω
ω
π

قابلة للنشر إلى سلسلة فوري 

( )∑
+∞

=

++
1

0 sincos
n

nn nxbnxaa ωω بتطبيق قوانين اولر على الحد العام( )xUn  يمكن

  كتابة

  ( )
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n

xinxin
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+
=
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xinnnxinnn e
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iba ωω −+
+

−
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نضع
2

nn
n

iba
c

+
مما سبق نستنتج أن =
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n dxexf
T
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)و بالتالي  ) xin
n

xin

nn ececxU
ωω    و بما أن   =+−

)و منه  ) ( )∑
+∞

=

−
−++=

1

0

n

xin

n

xin

n ececaxf
ωω

  

00و إذا ما وضعنا ca )يكون لدينا  = ) ∑
+∞

−∞=

=
n

xin

necxf
ω

  

IRIRf لة عددية معرفة كما يليداf): لتكن9.4.3مثال(   بحيث π2دورية ودورھا:→

      ( ) x
exf [على المجال = ]ππ ,−  

  احسب معام5ت فوري ثم ادرس التقارب (البسيط والمنتظم) لسلسلة فوري.
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الحل:  لدينا               
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نعلم بأن سلسلة فوري المرفقة بھذه الدالة ھي
( ) ( )
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inx

n

n
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n

shin
∑

∞+

−∞= +

+−
212

11

π
π

و التي تتقارب نحو  

( )xf إذا كان] [ππ ,−∈xو تتقارب نحو ،( ) ( )( ) πππ chff =+ −+   π=xلما 2

xمن الم5حظ أن نھاية 
e عندماπ→xتختلف عنπch ومنه دالة المجموع لھذه السلسلة ،

[غير مستمرة على ]ππ   وبالتالي ھذا التقارب غير منتظم. −,

  برسفيل -بيسل دستور -3-4-5

gf نعرف الجداء السلمي للدالتين )المعرفتين على  , )IIRI ثنائي الخطي بأنه الشكل ال⊃

)المرفق ) ( ) ( )∫→
I

dxxgxf
T

gf
1

)، وبالتالي من الجداء السلمي, )ff نبرھن مساواة  ,
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−∞=

=
I n

ncdxxf
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)و منه نستنتج )∫ ∑
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1
  

,*دالة دورية و دورھاfتناكإذا  ):2.4.3نظرية(
2

IRT ∈= ω
ω
π

لمكاملة لقابلة و ، 

)فإنTطوله الدورIعلى مجال )∫ ∑∑
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)، حيثπ2و دورھا يةدورالدالة fلتكن): 10.4.3مثال( ) 1=xf على المجال] [π,0 و

( ) 0=πf .  

  معام5ت فوري ثم استنتج سلسلة فوري ) عين1

) استنتج قيم المجاميع    2
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)و بالتالي  )
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  سلسلة تمارين حول الفصل الثالث -3-5

  :ولالتمرين ا�
 بين أن الس�سل التالية متقاربة ثم احسب مجموع كل منھا:    

           ( )∑
+∞

= −2 1
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n nn
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= +−2 11
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n nnn
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= ++0
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  :ثانيالتمرين ال

  Ν∈n* بين  فيما إذا كانت الس�سل التالية و المعرفة بحدھا العام متقاربة أم متباعدة:  
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   :ثالثالتمرين ال
  ادرس طبيعة الس�سل التالية:
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  :رابعالتمرين ال
   حدد طبيعة الس�سل التالية و المعرفة بحدھا العام:  
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  nfتقاربات سلسلة الدوال ذات الحد العام  aأدرس حسب قيم العدد الحقيقي     
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∑أدرس التقارب البسيط ثم النظيمي لسلسلة الدوال  :سادسالتمرين ال
+∞

=1n

nf و المعرفة بالحد

)العام للسلسلة العددية  )xfn  حيث( ) ( ) 1222cos;
−

+=∈∀ xnxxfIRx n

π
  

∑أدرس التقاربات سلسلة الدوال     :سابعالتمرين ال
+∞

=0n

nf  و المعرفة بالحد العامnf  حيث

( ) ( ) ( )11; 2 +−=∈∀ −
nexfIRx

nxn

n ثم بين أن دالة مجموعھا من الصنف( )FDC
1

.  

  

عين نصف قطر التقارب الس�سل ذات الحد العام ثم حدد طبيعتھا عند  :ثامنالتمرين ال
  ا*طراف:
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  حدد نصف قطر التقارب ثم عين دالة المجموع لكل من الس�سل التالية:   :تاسعالتمرين ال
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  )  أنشر كل من الدوال التالية الى سلسلة صحيحة في جوار المبدأ:1  :عاشرالتمرين ال
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12

1
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=
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x t

∫
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1
  

Rx)  حدد نصف قطر التقارب وطبيعة السلسلة من أجل2    والمعرفة بحدھا العام    =±

  ( ) ( )
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1 ≥
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n  عين دالة مجموعھا( )xF  مستنتجا قيمة
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  :حادي عشرالتمرين ال

]ة على معرف π2دالة دورية دورھا  fلتكن   ]ππ ) كما يلي: −, ) 2
xxf =  
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بين أن  )1
3

2

0

π
=a وانه
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الى سلسلة فوري و ماھو مجموع سلسلة فوري على المجال fاستنتج نشر الدالة )2
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  و المعرفة كما يلي: π2ذات الدور fالدورية ةنعتبر الدال     :عشر ثالثالتمرين ال

    ( ) xxf −= π      ،[ ]ππ ,−∈∀x ،  
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