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Exercices
Exercice 1.

Considérons E = C([0,1],R) muni de la norme |jul|; = /1 |u(t)|dt et
0
@:E%E,f%f/lf(x)dm.
1. Vérifier que ¢ est bi%n définie.
2. Montrer que ¢ est différentiable sur E et déterminer Dy(f) pour tout f € E.
3. Calculer DF(f) pour tout k > 2 et tout f € E.
4. Ecrire la formule de Taylor-Young pour ¢ au voisinage de f € FE a I'ordre n € N*.
Exercice 2.
Considérons E = C1([0,1],R) et F = C([0, 1], R) munis respectivement des normes
lulls = oo + 1l et ullr = ullo et &5 B — F, f1— 2f — 12,
Montrer que ¢ € C1(E, F).
Exercice 3.
Soient E un espace de Banach et ¢ : L(E) — L(E) Papplication définie par ¢(u) = u o u.
1. Montrer que ¢ € C*(L(E)).
2. On désigne par I 'application identité de E. Peut-on appliquer le théoréme d’inversion locale
a  au voisinage de Ig?
Exercice 4.

Soient E un espace de Banach, v € L(E) et
p:L(E) — L(E), u — vou.

1. Montrer que ¢ € C®(L(E)) et déterminer D*p(u) pour toute u € L(E) et tout k € N*.
2. Ecrire la formule de Taylor-Young pour ¢ au voisinage de u € £(E) a l'ordre n € N*.
3. On suppose que v € Iso(L(E)). Montrer que ¢ est un C*°—difféomorphisme.



Solutions

Exercice 1.

1
1. Soit f € E. Comme ¢(f) : x — f(x) / f(t)dt est continue sur le compact [0, 1], 'application
N
constante

© est bien définie.
2. Soit f € E.On a

o(f+h)— —h/f dt+f/ dt+h/ h(t)dt.
1 1
On choisit Do(f)(h) = / f(t)dt + f/ h(t)dt Yh € E et o(h) = h/ h(t)dt.
0
L’application Dp(f) est linéaire et ||[Do(f)(h)|1 < 2||f]l1]|h]|1 Yh € E. D’ou, Do(f) € L(E).
D’autre part, [o(k)[1 < [[A]l3, et donc, 0 < limyp,,—o loth)lx -~ < limyp),—o [[R]l1 = 0, d’ot,

[[2{l2
limy )1, —o0 lo ”(}?”)1“1 0. On déduit que @ est différentiable sur F et

/f dt+f/ t)dt Vf,h € E.
3.0na Do(f+h)(k) — Do(f)(k) = h/ k(t)dt + k/ h(t)dt. On choisit

0 0
1 1
V(h,k) € E x E, D*o(f)(h, k) = h/ k(t)dt + k/ h(t)dt et o(h)(k) = 0p.
0 0

On voit que D%p(f) est une application bilinéaire et ||[D2p(f)(h,k)||1 < 2||h||1||k|1 V(h, k) €

E x E, donc, D?p(f) € L2(E). D’autre part, limy 1, —o % = 0. D’ou, lapplication ¢ est

deux fois différentiable sur E et
1 1
D2o(f)(h, k) = h/ k(t)dt + k/ h(t)dt Nf, h,k € E.
0 0

Comme I'application D?p : E — Lo(E), f — D?p(f) est constante (car D?p(f) = D?*p(g) Vf,g €
E), il vient DF@(f) = Oz, (k) pour tout k > 3 et tout f € E.
4. Pour n =1,

o(f+h)= f/f dt+h/f dt+f/ t)dt + o(||h]|)-
Sin > 2,

o(f +h) = f/f dt+h/f dt+f/ dt+h/ h(e)dt + o(|h]™).

Exercice 2.
On a ¢(f+h)—é(f) = 21’ —2fh—h%. On choisit Dp(f)(h) = 2(h' — fh) Vh € E et o(h) = —h?.
Comme D@(f) : E — F est linéaire et [|Do(f)(h)||r < 4max(L, || fllso)||hllz Yh € E, il vient

D¢(f) € L(E, F). D'autre part, 0 < [lo(h)|lr = || = F*[lc < [|Bl5, < ([lloc + [P ]l0)? = |21 Z
d’ott, limyjp,)| ,—o0 ”0”(:”)£F = 0. Donc, ¢ est différentiable sur E et Do(f)(h) = 2(h'—fh) Vf,h € E.



Montrons que D¢ : E — L(E, F) est continue. Soient f,g € E. On a

1Dé(g) = Do(f)llcery = sup [[De(g)(h) — Do(f)(h)lr

IRl e<1

= sup || =2(g = f)hlle
Ihllz<1

< 2 sup [|g— flloollPlloo
Inll <1

< 2 sup |lg— fllelhlEe
lrll <1
< 2llg— flle.

Cela signifie que D¢ est 2-lipschitzienne, et donc, elle est continue. On conclut que ¢ € C1(E, F).
Exercice 3.
1. Soit u € L(E). On a ¢(u+ h) — p(u) =uoh+ howu-+ hoh. On choisit

Dy(u)(h) =uoh+houVh € L(E) et o(h)=hoh.
On observe que Dy(u) : L(E) — L(E) est une application linéaire et
Vh € L(E), [|Dp(u)(h)]lzp) < 2lullzmllbllece),
donc, Dp(u) est continue. D’autre part,

< loM)ll ) _ 1A% gy
= Abllee T IRllcE

= ||Allz(my — 0 lorsque ||Al| gy — O.

Do, Dp(u) € L(L(E)).
Montrons que Dy : L(E) — L(L(E)) est continue. Soient u,v € L(E). On a

[De(v) = Do(u)llzeey = sup  ||Dp(v)(h) — Do(u)(h)|l z(p)
Pl oz <1
= sup |[(v—u)oh+ho(v—u)lm
IRl oz <1
< sup {2[hllgmllv —ullgmy )
12l 22y <1

< 2lv —ullgpy)-

D’oil, Dy est 2-lipschitzienne, et donc, elle est continue. On conclut que ¢ € C1(L(E)).

2. On a L(E) est un espace de Banach (car E est de Banach), ¢ € C'(L(E)) et Do(Ig) :
L(E) — L(E), h — 2h. L’application Dp(Ig) € Iso(L(E)) dinverse (Dyp(Ig))~t: L(E) —
L(E), k — % Donc, le théoréme d’inversion locale est applicable qu’il existe des voisinages
ouverts Uy, et Vi, de Ig dans L(E) tel que ¢ : Uy, — Vi, est un C'-difféomorphisme.
Exercice 4.

1. Comme ¢ est linéaire et

Vue L(E) : (el < lvllewllulles),

application ¢ € L(L(E)). Do, ¢ € C®(L(E)), Do(u) = ¢, DFp(u) = Oz, (c(p) Yu €
L(E), Vk > 2.
2. Soient u € L(E) et n € N*. On a

p(u+th)=voutwvoh+o(|hlzpg) VheL(E).
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3. Nous avons :
e L(E) est un espace de Banach.
e p € C®(L(E)) (’apres la question 1).

e o est injective : soient u1,us € L(E) telles que v o u3 = v o uy. Comme v~ 1

existe, il vient
u1 = ug, d’olt 'injectivité de ¢.

e Pour toute application u € L(E), Dyp(u) : L(E) — L(E), h — voh appartient a Iso(L(E))
d’inverse (Dp(u))~!: L(E) — L(E), k— v 1 ok.

D’aprés le théoréme d’inversion globale, on déduit que ¢(L(E)) est un ouvert et ¢ : L(E) —
©(L(E)) est un C*°—difféomorphisme. Comme ¢ est surjective car si w € L(F), il existe u =
v low € L(E) telle que p(u) = w, il vient (L(E)) = L(E).



