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INTRODUCTION GENERALE

Généralité sur la MMC :

La mécanique des milieux continus (MMC) comprend toutes les disciplines scientifiques qui
décrivent le comportement global des gaz, liquides et solides sous 1’effet des perturbations
externes. Elle concerne en général 1’é¢tude dynamique ou statique des corps rigides ou
déformables. La théorie de 1’élasticité, I’étude des fluides visqueux ou parfaits, la résistance
des matériaux, la thermodynamique ce sont des exemples.

Les objectifs de la MMC sont :

v La schématisation du phénoméne étudié (mouvement, déformation, comportement
d’un matériau ou un corps, etc...) par la formulation mathématique des équations qui
les décrivent.

v' L’étude du modéle choisit par la solution des équations ou systéme d’équations, en
général différentielles.

v Le retour au systéme réel et la compréhension de la signification physique de la
solution dérivée.

La MMC fait intervenir plusieurs disciplines telle que: la conservation de la masse, la
conservation de la quantit¢ de mouvement, la notion de contrainte, la conservation de
I’énergie.

Nous savons bien que la matiere est constituée d’une structure discontinue a 1’échelle
moléculaire, mais en nous plagcant a I’échelle macroscopique nous considérons la matiére
comme étant continue, cette hypothese simplificatrice permet d’éviter les détails de la théorie
fine. Cependant dans un milieu continu, on adopte une analyse macroscopique: il s’agit donc
d’ignorer tous les détails concernant la structure atomique, en remplagant le milieu
microscopique discontinu par un autre milieu fictif continu. Le modéle ainsi obtenu est un
modele qui traduise les différentes quantités telles que les déformations, déplacements et
contraintes, comme des fonctions dépendantes du temps ou autre systeme de coordonnées.



Nous appellerons milieu continus solides tout domaine de 1’espace occupé par un solide réel
ou les propriétés physiques attachées aux distribution de la matiére (masse volumique, chaleur
spécifique, conductivité...etc) sont des fonctions continues et différentiable des trois
coordonnées du point courant. La mécanique des solides parfait étudie le mouvement des
corps solides et de leurs assemblages, elle appelle solide parfait ou tout simplement solide tout
ensemble de particules matérielles demeurent a distances mutuelles rigoureusement
constantes.
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On note que sous I’action d’une sollicitation donné, un solide devient le siége d’un champs de
contraintes et d’un champs de déformations parfaitement déterminer, ce qui implique entre
ces deux champs, I’existence d’une relation qui régisse le comportement du solide et qu’on
appel la loi du comportement ou loi rhéologique. Elle dépend essentiellement du matériau du
solide considéré qui peut étre élastique, élasto-plastique, plastique ou autre.

Si le matériau est élastique, alors sous I’action des charges, d’une intensité inférieur a la limite
d’écoulement, la déformation qui suit quasi-instantanément 1’application de la charge, de plus
le phénoméne est réversible, c'est-a-dire que si 1’on annule progressivement la charge le
matériau reprend sa forme initiale, la théorie ainsi obtenue est appelée théorie d’élasticité.

L’¢lasticité est la propriété physique d’un corps qui reprendra sa forme finale aprés
suppression de la sollicitation. Le corps est parfaitement élastique s’il recouvre complétement
sa forme originale apres suppression de la charge, il est partiellement élastique si la
déformation produite par les forces externes ne disparait pas complétement aprés qu’on a
enleve la charge.

La théorie d’¢élasticité repose donc sur la détermination d’un état de contrainte ou un état de
déformation a I’intérieur d’un solide soumis a des forces de volumes ou/et a des forces de
surface. La détermination de cet état revenait généralement a la recherche de certaines



fonctions représentant les composants de déplacements. Les fonctions devaient satisfaire
certaines conditions aux limites de ce méme solide.

Durant ces derniéres années la théorie d’¢élasticité a trouvée des applications diverses dans les
solutions des problémes de I’ingénieur. Il y’a divers cas ou la théorie élémentaire de
résistance de matériaux échoue a donner des informations satisfaisantes concernant la
distribution des contraintes dans le solide étudié. Par exemple, la résistance des matériaux est
incapable de donner des précisions concernant 1’état des contraintes au voisinage du point
d’application des charges, et aux appuis des poutres. Elle échoue également a donner des
informations sur 1’état des contraintes d’un élément de structure ayant des dimensions du
méme ordre de grandeur.

Homogénéité, isotropie, et linéarité de solide élastique

Si la densité du solide est constante et les coefficients élastique, qui caractérisent le
comportement physique, sont aussi constants, on dit alors que le solide est élastique et
homogeéne. Le solide est isotrope si les coefficients d’¢lasticité caractérisant les propriétés
physiques ne dépendent pas de I’orientation du systeme de coordonnées du point considérée.

On définit aussi deux types de linéarité, 1’'une concerne le caractere de déformation et 1’autre
concerne la nature physique du matériau. Donc il y’a linéarité géométrique et linéarité

physique.
Hypothese de la théorie d’élasticité

a) Continuité : le matériau doit étre continu, n’ayant ni fissure ni cavité. Cette hypothése
permet d’isoler une partie infinitésimale et d’exprimer son comportement dans un
systeme de coordonnées de référence a 1’aide des fonctions mathématiques continues.

b) Comportement élastique : si il y’a proportionnalité entre forces et déplacements, le
comportement est dit élastique linéaire (linéarité physique ou mateériel).

c) Petites déformations : on suppose que lors de sa déformation le corps s’écarte de sa
position initiale. Cette déformation est suffisamment petite pour négligé les termes du

seconde ordre, et les relations géométrique sont alors linéaires (linéarité géométrique).

d) Action statique des charges : les charges sont appliquées progressivement de maniére
a éviter les instabilités locales.

e) Corps homogeéne et isotrope



Calcul vectoriel

Il s’agit ici de réviser certaines notions quand aux calculs avec des vecteurs et des champs de
vecteurs. On commence par deux définitions :

Scalaire : Un scalaire est une grandeur physique completement définie par un chiffre.
Ex : masse, température, énergie, etc.

Vecteur : Un vecteur est une grandeur physique caractérisée par un module et une orientation.
Ex : force, vitesse, champ électrique, etc.

Opérations sur les vecteurs :

Un vecteur V est représenté dans un repére orthonormé (O,ey, e,, e3) par 3 composantes :

V=, V,,V3)
4
V= V1€1 + Vzez + V3e3 €s
_____________ Vi
V; : scalaires Vs ’
g; : vecteurs unitaires V,
- - O ’/ e%
Particuliérement : g
V1 L
e = 161 + Oez + 083 = (1,0,0) ---------------------- ¥
e, = 031 + 132 + 093 = (0,1,0) e
ez = 0@1 + 062 + 163 = (0,0,1)
Module :
/ es 1
VI= [VE+VE+VE el =1 3 v
Vecteur unitaire : U
€2

C’estun vecteur V tel que : |[V| =1

Normalisation d’un vecteur :

Vv €1

U=—
14

U : vecteur unitaire de méme direction que V
On dit que U est une normalisation de V

Reqles de calcul :

Soit A, B, C trois vecteurs tel que :

A= (al;a2:a3) ; B= (b1,b2,b3) ; C = (C1,C2; c3)



1) A+B:(a1+b1,a2+b2,a3+b3)

2) A=B=a =by,a,=Db,, a3 =b;

3) A+(B+C)=A+B)+C

4) A+B=B+A

5) (m+n)A=mA +naA m,n scalaires
6) m(nd) =(mn)A

7) m(A+ B) =mA+mB

Produit scalaire :

S=AB A
S = |A| |B]| cos8 0<O6<m
S = a1b1 + azbz + a3b3 0
Propriétés du produit scalaire
A.B=B.A
A (B+C)=AB+A.C
m(A.B) = (mA).B = A(m.B) = (A.B)m
€1.61 = €e3.ep = e3.e3 = 1

. 1 i=j
e1.e; =ep.e3=e3.e; =0 Ou bien: e.¢ = 0 i#j
A.A = |Al?

A#0etB #0, A.B= 0= Aet B sontorthogonaux

Produit vectoriel :

C=ANAB
C : est un vecteur perpendiculaire au plan (A, B)
C = |A| |B]| sin@

C = e1(azb3 — azb,) + e;(azby — a;b3) + e3(a;b; — ayby)
Propriétés du produit vectoriel

ANB=—-BAA
ANB+C)=AAB+AAC
m(AAB) = (mA)AB=AA(mB)
31/\81282/\32:93/\63:0

egNey; =e3 ,epoNe3=e ,e3Ne=e
A+0etB#0, ANB=0=>A//B

Produit mixte :

Le produit mixte des 3 vecteurs, et est le scalaire :
A.(BAC) =B.(CAA)



Matrices

Une matrice m x n est une représentation de nombres sous forme d'un tableau de m lignes et n

colonnes.
an  aa

A= |(axn ax

Chaque élément est désigné par deux indices i, j qui correspondent a sa position dans le tableau.

Si m = n, la matrice est dite carrée et si m = n = 1, elle se réduit a un scalaire. Les matrices sont tres
utiles pour résoudre simultanément les systemes d’équations :

anxyt+apxX+--+aipXny= l’)]

a1 X1+ axpXo+ -+ dopXy = bg

qui peuvent toujours se mettre sous forme matricielle comme suit :

an diz - Aip X1 by
a axp - do| X2 | _ ) b2
anl1 Ap2 -+ Qpp Xn by,
ou sous forme compacte :
AX=B

A: estla matrice carrée d’ordre n contenant les coefficients du systéme linéaire

X : estle vecteur des variables inconnues

B : est le vecteur des variables connues

donc on transforme le vecteur X, en un vecteur B al’aide de A, d’ou1 la définition suivante :

Une matrice M est une application linéaire qui associe a tout vecteur V une image V'

M

|4 V=MV

Une matrice est dite matrice identité si elle associe a tout vecteur V le vecteur lui-méme (elle ne
fait aucune transformation du vecteur), elle est notée I :

V=1IVv=V

Determinant

Le déterminant d'une matrice carrée est un nombre tel que :

siA=aj;estdordrel (1x1):
det(A) = a;;



siA=[a;j] estd’ordre2 (2x2) :

an  a
ay  aze

det(A) = = aj1dp2 — a1412

si A=[a;j] estd’'ordre 3 (3x3):

ayl a2 a3

dazz  ap3 daz; aps ay  azp
det(A) = |a»1 az» ax3|=an —ap + a3
azz ass asy ass asy dasz
asy dasy dss
si A=[a;j] estd’'ordre n (nx n):
ay - Qin azp -+ Q2p azy - A2p-1
det(A): e e l=ap | e e _...+...ia1n
ap1 **° Qpn Ap2 *** QApn ap1 **° Apn-1

En élasticité, on se limite aux matrices d’ordre 3, (n = 3).

Opérations matricielles

A et B sont deux matrices de composantes a;; et b;; et m est un scalaire.

1. Egalité
Deux matrices du méme ordre sont égales si et seulement si toutes leurs composantes sont
égales une a une:
A=B: a; i= b; i
2. Transposée
B=AT: bij=aj;
3. Multiplication par un scalaire
B=mA : bjj = maj;

4. Multiplication matricielle
C=AB : ¢jj =Zaikbkj
k

5. Inversion matricielle
A Vinversede A: AA =1

Remarques
1. AB#BA
2. det(AB) =det(A) det(B)
3. (AB)T =BT AT
4. det(mA) # mdet(A)



Matrice de rotation

Un point P de coordonnées (x, y) exprimées dans un repere XY s’exprime par les coordonnées
(x, y) lorsque le repeére subi une rotation d’angle 6 et devient X'Y".

Les nouvelles coordonnées s’expriment en fonctions des anciennes coordonnées comme suit :

x' = xcosf + ysinf
y' = ycosf — xsinf

-

ou encore, en plus compacte : V' = AV

soit sous forme matricielle :
cos(@) sin(0)

—sin(@) cos(6)

b

A est la matrice de rotation de repere, elle contient les cosinus directeurs des nouveaux axes par
rapport aux anciens axes. Si on note les vecteurs unitaires des axes originaux e; et ez, ceux des
nouveaux axes e; et e, alors:

/
ai]- = ei . ej
Y
A
Y’
P
y
y X Y
©
¢/
0
> X

Somme de deux rotations

Lorsque le repére X'Y’ subit lui aussi une rotation d’angle ¢, les coordonnées (x', y') deviennent
(x",y") tel que :
x// x/
{y”}: {y}

B est la matrice de la seconde rotation.

cos(¢p) sin(¢h)
—sin(¢) cos(¢p)

V// — BV/

En fonction des coordonnées origines (x, y) :

x//
{V}:

cos(6) sin(0)
—sin(@) cos(0)

cos(¢p) sin(¢ph)
—sin(¢) cos(¢p)

H




soit :
V' =BAV

Le produit matricielle donne :
x//
{V}:

Inverse d’une rotation

cos(@+¢) sin(@+¢)
—sin(@+¢) cos@+¢)

H

Si le repere (X'Y’) subit une rotation d’angle —6, on retrouve le repere initial (XY), d’ol :
N ME ol
y y y

v=cv' ; c=A"

cos(—=0) sin(-0)
—sin(—0) cos(—0)

cos(@) —sin(0)
sin(6) cos(0)

Linverse d'une matrice de rotation est égale a sa transposée.

Rotation 3D

La rotation 2D fait changer les coordonnées x et y, la coordonnées z reste telle qu’elle (z' = z). On
dit que la rotation 2D se fait par rapport a I'axe Z et on écrit le changement de coordonnées en
incluant z comme suit :

x' cos(@) sin(@) 0] (x

y ¥=|-sin@ cos®) O0|{y

7 0 0 1 z
V =A,V

De méme on écrit les matrices de rotations d’angles 0, et 6, par rapport aux axes X et Y comme

suit :
[1 0 0

A,= |0 cos(fy) sin(fy)
[0 —sin(@,) cos(0y)]

cos(@y) 0 sin(@,)]
A= 0 10
| —sin(0,) 0 cos(6,)]

Remarque
Une rotation Ay par rapport a X suivie d’une rotation Ay, par rapporta Y est différente de la rota-
tion Ay, suivie de la rotation Ay :

AyAy; # AcAy



Transformation linéaire

Une transformation linéaire est une transformation dans laquelle chaque nouvelle variable est une
combinaison linéaire d’anciennes variable. En 2D :

xX'=ax+by ; ¥y =cx+dy

avec a, b, c et d sont des constantes.

Du point de vue vectorielle :

x\ _[a Db]x
Yo le dlly
ol
V' =MV

M est la matrice de la transformation
Si x' est perpendiculaire 2 y' et x'* + y'* = x2 + y? alors la matrice M est une matrice orthogonale.

La longueur d’'un vecteur ne change pas avec la rotation d’axes et on dit que la rotation est une
transformation orthogonale

Définition
Une transformation orthogonale est une transformation linéaire qui préserve les longueurs. La
matrice M d'une transformation orthogonale est une matrice orthogonale eton a:

M '=Mm"

Lorsque les longueurs ne changent pas, on a:
P+yr=x+y”
= (ax+Dby)* + (cx+dy)?

=@ +A)x*+ b+ dz)y2 +2(ab+cd)xy

d’ou
a+c=1
b’ +d*=1
ab+cd=0

ou bien, en utilisant la matrice de transformation M :

a blla c] [a*+c* ab+cd] [1 O
c d||b d| |ab+cd b*+d?| |0 1
soit :
MMT =1
ou

M'=M"!



Valeurs et vecteurs propres

Dans une transformation linéaire, un vecteru V d’origine (0,0) et d’extrémité (x, y) se transforme
en vecteur V' d’origine (0,0) et d’extrémité (x’, y'), il subit alors une rotation et un allongement (ou
rétrécissement).

La transformation engendre un changement de direction et un changement de module des vec-
teurs.

Si on veut s'intéresser aux vecteurs qui ne subissent pas de rotation avec la transformation alors
on cherche V' qui restent paralleles a V :

VIIV o V=AV

A est une constante scalaire.

En utilisant la transformation :
MV =AV

ce qui donne
(M-ADV =0

qui possede une solution non triviale (V # 0) si le déterminant: det(M —AI) =0

Les racines de cette équation sont appelées valeurs propres de la matrice M et les vecteurs corres-
pondant sont appelés vecteurs propres.

Exemple

On consideére la transformation :
x'=5x-2y _ x| _[5 -2
y =-2x+2y ' Y/ o|-2 2

Les valeurs propres sont solution de

H

‘5—/1 -2

L 2_A‘:o P 6-ME2-1)-4=0

ce qui donne deuxracines: A=1et 1 =6

Les vecteurs qui ne subissent pas de rotation s’obtiennent par résolution du systeme pour chacune
des valeurs de A

pour A=1:

{ iz;?;::% donnela droite: 2x-y=0
pour A=6:

{ :;Cx_ _Ziyzzoo donnela droite: x+2y=0

Les deux droites définissent les directions propres, on dit aussi ‘directions principales’



Les vecteurs paralleles a la droite 2x — y = 0, ne subissent aucune transformation et les vecteurs
paralleles a la droite x + 2y = 0, s’allongent de 6 fois leurs longueurs initiales.

Tous les autres vecteurs subissent une rotation et un changement de longueur en méme temps.

Les vecteur unitaires définis le long des deux droites sont les vecteurs propres normalisés. Ils défi-
nissent une base puisque les deux droites sont perpendiculaires. ces vecteurs sont :

;1
e,=—=<1 2>

V5

;1
e,=—<-2 1>

V5
Exemple
Le vecteur V = {1} devient :
. [5 =211 _ 3
v=1% 0ol

il était de longueur v/2 et incliné de 45° par rapport 'axe X et devient de longueur 3 et parallele &
I'axe X.

1
Levecteur V = { 2} parallele a la droite 2x — y = 0 devient :

v=15 F6

il ne subit aucun changement

-2
Levecteur V = { 1 } parallele a la droite x +2y = 0 devient :

, _[5 =2][-2| _[-12| __[-2
vl e
il ne subit qu'un allongement de 6.

Diagonalisation d’'une matrice

On s’intéresse dans la diagonalisation d'une matrice a la description de la transformation linéaire
qu’elle représente dans un nouveau repere déduit par rotation du repere initial pour confondre
avec les direction principales.

Dans le repére initial (XY) muni de vecteurs unitaires (e, e»), la transformation d'un vecteur V a
I'aide de la matrice de transformation M donne :

V' =MV



Avec une rotation d’axes de matrice A, les vecteurs V et V' s’expriment par :

U=AvV ; U =Av

soit par rotation inverse :
v=A"u ; Vv=ATU

La transformation de V en V' a1’aide de M s’écrit :

AT =mATo)

d’ot1 la transformation de U en U’ :
U=AMA"U ; U =DU

Si la rotation fait coincider les nouveaux axes avec les directions principales, alors la matrice D
est diagonale. La matrice de rotation contient les deux nouveaux vecteurs unitaires calculés en
normalisant les directions principales.

Exemple

Dans I'exemple précédent les directions principales sont données par les deux droites y —2x =0
et 2y — x = 0. Les vecteurs unitaires dans ces deux directions sont : €| = % <1l 2>ete,= % <

-2 1>

La matrice de rotation est: A= =

V5

1 2
-2 1
Langle de rotation est : 6 = arccos(e - €}) = 63.435°

La matrice diagonale s’obtient par :

D=AMA" =

11 2][5 -2]1[1 -2] 1[5 0] _[1 O
ﬁ[—z 1 [—2 2]%[2 1| 510 30]_[0 6
Avec larotation d’axe, la transformation M est décrite d'une maniere plus simple. Dans le nouveau
repére, on peut écrire :
xX'=x
{ y'=6y

Tenseurs

Les tenseurs sont la généralisation des scalaires, des vecteurs et des matrices. Un tenseur est un
mot générique d’entités mathématiques qui désigne une quantité physique. La description d'un
tenseur dépend du repere de référence utilisé. Dans ce cours, on s'intéresse aux tenseurs carté-
siens, le systeme de référence est donc un repere orthonormé (OXY Z) qui peut subir une rotation
de matrice A et changer en un repere (OX'Y'Z’).



Ordre Entité Dimension Nbr. Composantes Notation

0 scalaire 2D 20=1 a
3D 30=1

1 vecteur 2D 2l=2 a;
3D 31=3

2 matrice 2D 22=4 aij
3D 32=9

n 2D 21 Ajjk-
3D 3"

Définition

Un tenseur cartésien T d’ordre n est une fonction qui associe a un repére (2D/3D) un groupe de
(2"/3™) composantes réelles T; jk-- qui se transforment selon la relation suivante :

3
!
T} = Y. @iamjanic-- Tijk- 1)
=1

i,j

lorsque le repére subi une rotation de matrice A. Les a;; désignent les cosinus directeurs des nou-
veaux axes du repeére (OX'Y'Z") par rapport au repére initial (OXY Z). Tj ji... sont les composantes
du tenseur exprimées par rapport au repere initial et Tl/mn sont les nouvelles valeurs des compo-
santes du méme tenseur exprimées dans le nouveau repere.

Tenseur d’ordre 1

Un tenseur d’ordre 1 (vecteur) est un ensemble de trois composantes (repere 3D) V; définies dans
un repére (OXY Z) et deviennent Vl’ lorsque le repere subi une rotation de matrice A.

3
V=) ayVi 2)
i=1

Exemple

Une poutre inclinée de 30° par rapport a '’horizontal, chargée a son extrémité par une force F
verciale de 500K N.

La force est une quantité physique représentée par un tenseur d’ordre 1 dans un repere 2D. Son
expression par rapport au repere (OXY) est :

Fi=0
F =
{ F, = =500 }

La matrice de rotation du repere (OXY) au repere (OX'Y’) lié a la poutre est :

V3/2 1/2
-1/2 V32

_ | a11 = cos(30) ayp =sin(30) |

A= . =
as; = —sin(30) asy = cos(30)




FIGURE 1 — Exemple de rotation de repére

Lexpression de la force dans le nouveau repere (OX'Y’) devient :

F| = a1;F; = a1 F) + a;oF> = —250K N

FZ, = aiFi=anFr+apk = —250\/§KN

2
2

2
X
Sous forme matricielle :

] cos(30) sin(30) { 0 }_{ -250

- ~500 —250v/3

~ | =sin(30) cos(30) }KN

Tenseur d’ordre 2

Un tenseur d’ordre 2 (matrice) est un ensemble de neuf (09) composantes (repere 3D) V;; définies
dans un repére (OXY Z) et deviennent V]é ; lorsque le repére subi une rotation de matrice A.

3
Vi =Y aiajVij 3)
ij=1

Exemple
Si dans I'exemple précédent le vecteur force est lié au vecteur déplacement de I’extrémité libre :
F=KU
avec K est une matrice 2 x 2 ou tenseur d’ordre 2, alors dans le nouveau repére (OX'Y’) nous avons:
F'=AFetU' = AU

ce qui donne par inversion :
F=A"Fetu=A"U

En remplacant dans I'expression F = KU, on exprime la nouvelle relation entre la force et le dépla-
cement :
ATF' = k(AU



soit :
F' =K'U avec K’ = AKAT

Posons V = KAT, ses composantes s’écrivent :

2 2
— T _
Vig= X Kij(ajq)" = L. aq;Kij
J= J=

La multiplication a gauche par A donne les composantes de K dans le nouveau repére :

2 2 2 2
/ e . . e . . . — . . 'y
Kpq = Z apiVig = Z Api Z aqjKij = Z apiaqjKij
i=1 i=1  j=1 ij=1

Propriétés des tenseurs
a) Symétrie

Un tenseur d’ordre n > 2 est dit symétrique par rapport a une paire d’indices si ses composantes
restent inchangées sous 'effet d'une permutation de ces indices :

Vijk.. = Vjik... : symétrie par rapporta i j, et
Vijk... = Vikj... : symétrie par rapporta jk
b) Antisymétrie

Un tenseur d’ordre n > 2 est dit antisymétrique par rapport a une paire d’indices si ses compo-
santes changent de signe sous l'effet d'une permutation de ces indices :

Vijk-. = —Vjik... - antisymétrie par rapporta i j, et

Vijk.. = = Vjkj.. : antisymétrie par rapporta jk

c) Isotropie

Un tenseur est dit isotrope si ses composantes restent inchangées sous 'effet d'une rotation de
repere. Exemple : le tenseur identité I : I' = AIAT = 1

Notation indicielle

Pour une écriture compacte et allégée des expressions mathématiques, on utilise la notation indi-
cielle. L'espace tridimensionnel est rapporté a un repére orthonormé (OX; X, X3) dont les vecteurs
unitaires sont notés : ey, e, et es. Un point M est localisé par les coordonnées x;, x» et x3 et noté
M(x;),'indice i prend les valeurs 1 a 3 (ou 1 a 2 si 'espace est 2D).

Les tenseurs que nous rencontrerons dans ce cours seront notés comme suit :



Tenseur d’'ordre 0 Scalaire a,b,«a 1 composante

Tenseur d'ordre 1 Vecteur a;, v;, V; 3 composantes
Tenseur d’'ordre 2 Matrice a;;, vij, Tij 9 composantes
Tenseur d’ordre 3 aijk» Vijk Tijk 27 composantes
Tenseur d’ordre 4 aijkl Vijki, Dijki 81 composantes
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FIGURE 2 — Notations utilisées pour I'espace 3D

Convention de somme

Si on consideére la somme :
S=a1x1+axxy+---+apxy.

son écriture compacte usuelle est :

n n n
S=Za,-xi ou:S= Zajxj oubien:S= Z AmXm
i=1 j=1 m=1

Les indices i, j et m sont appelés indices muets dans le sens ou la valeur de S ne dépend pas de
I'indice utilisé dans I'expression de la somme.
On peut simplifier d’avantage 1'écriture de cette somme on adoptant la convention de somme
d’Einstien suivante :
Lorsqu'un indice est répété (apparait 2 fois) dans un méme terme, ¢ca implique une somme sur l'in-
dice répété
Lécriture précédente se simplifie donc en :

S=ajx; (4)

Remarque

Les expressions telles que a;b; x; ot I'indice apparait plus de deux fois sont exclues de la conven-
tion, le signe }_ doit étre gardé pour désigner une somme des termes, sinon I'ecriture est interpré-
tée comme un seul terme.

En élasticité sauf indication ou précision, la somme s’applique de 1 a 3.



Exemples :

aib; = a1 b1+ ax by + azbs (produit scalaire)
Cij =C11+ Co2 + C33 (trace de la matrice)
Double somme

Lorsqu’un terme contient deux indices, chacun apparait deux fois, une double somme sur les deux
indices est interprétée.

Exemple :
ajjxixj = (ajnx;x1)+(a;2x;x2) + (aj3x;X3)
= (anx1x1 + az1x2x1 + as1 x3x1)
+  (a12X1X2 + Gp2 X2 X3 + A32 X3 X))
+ (d]gX]Xg + dp3X2X3 + a33X3X3)
Indice libre

Un indice est dit indice libre s’il est répété de part et d’autre du signe égal (=) d'une équation.
L'écriture :

Ci=Ai+B; 5)
est interprétée comme suit : le vecteur C est la somme des vecteurs A et B.
L'écriture :

Yi=A;jX; (6)
comporte un indice libre i qui désigne 3 équations et un indice muet j qui désigne une somme.
Explicitement :

N=a1,jXj=anx: +dizX + aizxs
Y2 =02,jXj = a1 X1 + A2 X2 + A23X3

Y3=4a3,jXj = az1 X1+ azaXz + azz X3

Lécriture :
Vij =UirUjk 7

comporte 2 indices libres i et j et un indice muet k. C’est un ensemble de 9 équations qui donnent
I'expression du tenseur V en fonctionde U : (V = uu’.

Symbol de Kronecker

Le symbole delta de Kronecker est défini comme suit :

1 sii=j
5ij={ . 8)
0 sii#]



Il est équivalent a la matrice identité :

1 0 0
I=10 1 0
0 0 1

Les propriétés du symbole  que nous allons rencontrer dans ce cours sont :

symétrie:6;; =6 j;

isotropie : 6 = ax;ja;j6ij =0;j

trace: 8;; =811+ 022 + 033 =3

produit avec un vecteur: §;;V; = V;;6;;V; = V;
particulierement:e; =4;;e;

Ll

o

produit scalaire des vecteurs unitaires : e;-e; = 6;;
6. trace d’'une matrice: 6;;A;; = A;; = Ajj

Symbole de Permutation

Le symbole de permutation & est défini comme suit :

1 siijkapparaissent dans!'ordre 12312 ...
é"ijk =4 —1 siijkapparaissent dans!’ordre 32132 ... 9)

0 siijkapparaissent dans un autre ordre

Dans le cas ol les indices i, j et k prennent en rotation circulaire les valeurs 1,2 et 3, on peut
mettre :

1
Eijk= E(i—j)(j—k)(k—i) (10)
ona:
E123=E231=E312=1

et:
E132 = E321 = E132 =1

mais dés que I'un des indices est répété & prend la valeur nulle :
Enz2=8E122=E233---=0
Toute interchange dans les indices entraine I'inversion de signe du symbole :
Eijk = —Ekji = Ekij = —Cikj
Les produits vectoriels des vecteurs unitaires s’écrivent comme suit :
ei/\ej:é"ijkek (11)

D’une maniere générale le produit vectoriel de deux vecteurs U et V s’écrit :

UV

(uiej)n(vjej)

u,-vj(e,-/\ej)

gijkuivjek (12)



Identité &-6

Le produit de deux symboles de permutation peut étre écrit en fonction des symboles de Kronecker
par I'identité suivante :

EijkBirs=0jrOks—0jsOkr (13)
EijmErim=0ik0j1— 0610k (14)
Une des applications de cette identité est la démonstration la relation suivante concernant le triple

produit vectoriel.
Ur(VAW)=U - W)V -U-V)W

U, V et W étant trois vecteurs (ou tenseurs d’ordre 1).

En effet, 'equation 12 permet d’écrire :

UNVAW) = u,-e,-/\(vjej/\wkek)
= ujeinvjwi&ire))
= Ejruivjwi(e;ney)
= EikSimUivjwienm

mais &;;,, = —&;m; et 'identité §-& donne :

~Eimi€ik1 =0mjbik —Omibij

Le triple produit vectoriel devient donc :

UNVAW) = 8mjbik—Omidij)uivjwien

et compte tenu de :
6mj Vji=Um
OikWik = w;
Smk Wk = W
6ij llj =V;
on peut écrire :

UNVAW) = ujwivmen,—Uiviwmen
au-mv-u-vyw
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