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Preface

Dans ce cours, nous proposons quelques notions be base sur les équa-
tions intégrales linéaires de Fredholm de second espéce avec leurs differ-
entes méthodes de résolution. Une partie de ce cours est aussi destinée a
étudier quelques types d’équations intégrales singuliéres. Nous terminons
cette brochure par la construction de la fonction de Green pour quelques
problémes aux limites.
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Rappels d’analyse fonctionnelle

1.1 Espace de Banach

Définition: Une norme sur un espace vectoriel réel X est une fonction

X —>R:u— |ul

telle que :
1) st ueX\{0}, [Jul| > 0;
2) si ueX et si aeR, ||aul| = |af [Jul| ;

3) si u,veX, |Ju+v|| < ||lu|l + [|v] (inégalité de Minkowski).

Un espace normé (réel) est un espace vectoriel (réel) muni d’une norme.

Définition: Un espace normé X est complet si toute suite de Cauchy
dans X converge. Un espace de Banach est un espace normé complet.

Proposition: Dans un espace de Banach, toute série normalement con-
vergente converge.

Définition: Un espace normé est séparable s’il contient une partie dense
et dénombrable.

1.2  Espace de Hilbert

Définition: Un produit scalaire sur un espace vectoriel réel X est une
fonction

X xX —>R:(u,v) = (u\v)

telle que

(£1) si ueX\{0}, (u\u) > 0;

(L£2) si u,v,weX et si a, BeR, (au + fv\w) = a(u\w) + S(v\w);

(L£3) siu,v,eX; (u\v) = (v\u).

Nous posons ||u|| = v/(u\u). Un espace préhilbertien (réel) est un espace
vectoriel (réel) muni d’un produit scolaire.

Proposition: Soit X un espace préhilbertien. Si u,veX alors :

a) |Ju+ v||> + [Ju — v]|*= 2||ul|? + 2||v||? (identité du parallélogramme) ;
b) (u\v) = }|ju+ v[]> = %||u — v||*(identité de polarisation) ;

¢) (u\v) = 0= |lu+ o[> = [Jul|?> + [[v]|* (identité de Pythagore).
Proposition: Soit X un espace préhilbertien. Si u,veX alors

a) |(u\v)] < ||w||||v]|(inégalité de Cauchy-Schwarz),

b) |lu+v| < |lu|l + ||v|| (inégalité de Minkowski).
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viii 1. Rappels d’analyse fonctionnelle

Définition: Une famille (e;)jeJ dans un espace préhilbertien X est or-

thonormée si .
(ej\ek) =1, j=k,
=0, J#k
Définition: Un espace de Hilbert est un espace préhilbertien complet.

1.3 Opérateurs Compacts

Définitions. Propriétés

Soient F et F' deux espaces de Banach.

Définition: On dit qu'un opérateur TeL(FE, F') est compact si T(Bg)
est relativement

compact pour la topologie forte. On désigne par u(E, F') Pensemble des
opérateurs

compacts et on pose u(E) = u(F, E).

Théoréme: L’ensemble p(F, F') est un sous-espace vectoriel fermé de
L(E,F) (pour

la normel[|| 2 g, g )-

Définition: On dit qu’un opérateur TeL(E, F) est de rang fini si dimR(T") <
00.
Corollaire: Soit (7},) une suite d’opérateurs continus de rangs finis de
E dans F' et

soit TeL(E, I) tels que ||T5, — T'||z(g,7) — 0. Alors T'ep(E, F).

Théoréme (Riesz): Soit £ un e.v.n.(espace vectoriel normé) tel que
Bp soit compact. Alors E est de dimension finie.

Théoréme (Alternative de Fredholm): Soit Tep(E). Alors

a) N(I —T) est de dimension finie,

b) R(I — T) est fermé, et plus précisément R(I —T) = N(I — T*)*

ONI-T)={0}=RI-T)=E

d) dimN(I — T) = dimN(I — T*).

Spectre d’un opérateur compact

Définition: Soit TeL(E, F). L’ensemble résolvant est

p(T) = {AeR; (T — M) est bijectif de E sur E}.

Le spectre o(T) est le complémentaire de ’ensemble résolvant, o(T) =
R\A(T).

On dit que A est valeur propre et on note A eV P(T) si N(T — M) # 0;

N(T — M) est l'espace propre associé a A.

Remarque: 1) si Aep(T) alors (T — M)~ 1eL(E).

2) Il est clair que VP(T') C o(T). 1l peut exister A tel que N(T' — \I) =
{0} et R(T — \I) £ E.
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Définition: On dit qu’un opérateur TeL(H) est autoadjoint si T* =T,
c’est-a-dire

(Tu,v) = (u, Tv) Vu, veH.

Corollaire: Soit TeL(H) un opérateur autoadjoint tel que o(T") = {0}.
Alors T' = 0.

Opérateurs de Hilbert-Schmidt

Soit H un espace de Hilbert séparable. On dit que T est un opérateur
de Hilbert- Schmidt s’il existe une base (e,) de H telle que ||T||ps =
S [Te,|* < oo.

Théoréme: Soient H = L2(Q) et K(z,t)eL?(QxQ). Alors Vopérateur

f— (kN /k:z:t

est un opérateur de Hilbert-Schmidt.

Réciproquement tout opérateur de Hilbert-Schmidt sur L?(Q2) se représente
de maniére

unique & laide d’une fonction K (z,t)eL?(Qx().

Lemme: Soit k& une fonction de L? (Ja, b[ x ]a, b[),alors I'opérateur T tel
que

b
Tf(x):/ k(@.t) f () dt, zela,b] (1.1)

est bien défini, en tant qu’opérateur T' deL? (Ja, b[) dans lui méme.
preuve: Uopérateur T' est évidament linéaire, il suffit de prouver sa con-
tinuté, en effet I'inigalité de Couchy Schwarz

/ab TF (@) dt < (/ablf(S)lzd8> (/ab/ab|k<m7s>|2dsdx>

est puisque keL? (Ja, b] x ]a, b]) alors il existe MeR, tel que f; f: |k (z, 5)* dsdax =
M2

1
done [T uy = (J1TF OF at)* < (J21f (o) ds) = a1
et on conclut que(1.1)est bien défini un opérateur continue.
proposition: Soit T opératuer linéaire borné d’un espace de Banach
X (e,v,n,complet) dans X avec ||T|| < 1 et I Popérateur identique dans
X, alors (I —T') admet un opérateur inverse borné donne par la série de
Neumann

(I-T)" ZT" de plus H(I )" ’

‘ 1
P =1

preve: poson
n

Z avec ||T] <1



X 1. Rappels d’analyse fonctionnelle

et montrons que
lim S, =S=(1-T)"

n—-+00
n n n+1
dot (I-T)S, =(I-T)Y TF=>TF-Y"TF=1-T""!
k=0 k=0 k=0
= liril I-T)5, = lirf (I —T™*") =1, puisque || T|| < 1
donc (I -T)S=1 (1.2)

d’autre par

SI-T)= lim S,(I-T)= lim (I-T"t) =1 (1.3)

n—-+oo n—-+oo
d’aprés(1.2) et (1.3)ona S =1 —T)""
aussi puisque ||T]| < 1
—+o0
DT

n=0

—+o0
_ 1
-7 =Isi = <IN = =
H 1—17)

n=0

Théoréme: Soit T un opérateur linéaire borné d’un espace de Banach X
danx lui méme avec ||T|| < 1 et I Vopérateur identique dans X, VgeX
I’approximation successive donne par la suite de fonctions

f(]EX,V’rL > 1afn = Tf'nfl +g
converge vers une unique solution f vérifier
f-Tf=yg (1.4)

preve: Construisons (f,,) par la méthode itérative de Picard i-e(c’est-a-dire),
en considerant la somme fini

n
fn = ZTkg
k=0
donc
Tfo+g = T(I°g+T'g+..+T"g)+yg

= T(g+Tg+..+T"g)+g

= Tg+T%g+..+T " g+g
= T +Tg+T%g+ .. +T" g
= farr e fop1 =Tfu+yg

d’autre par puisque |T| < 1 donc (I —T) admet inverse(I — T) ™" (voir
proposition) et comme X espace de Banache et T {f,,} C X alors

f=lim fop= lim (Tfu+g)=Tf+g=f=0-1)"g
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la suite (f,) ansi construisent implique I’existence et 'unicitéde la solu-

tion de l'équation fonctionnelle linéaire(1.4).
Théoréme: Si on prend G (compact) C X C R™ et

1Tl = Mas /G e (2, 1) dt < 1

alors I’équationintégrale de second espéce

f(x)—A/X/f(m)f(t)dt:g(w)

admet une unique solution (geC (X)).
remarque: pour beaucou plus sur I'analyse fonctionnelle voir ( Analyse
fonctionnelle.H Brezis ou Analyse fonctionnelle élémentaire. M Willem).
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Equations Intégrales

2.1 Généralité sur les équations intégrales

Introduction

définition: une équation intégrale est une équation ou I'inconnu est une
fonction qui apparait sous le signe intégrale
exemple: Soit le probléme de trouver une fonction f qui vérifie
pour tout x € R

b
g(z) = / k(. t) f (t)dt (2.1)
b
f (@) = g(0)+ / (.1) (1) dt (2.2)

b
f (@) = / (e, 0) [f (6)) dt (2.3)

les fonctions g et k sont suposé connus, les équations(2.1),(2.2),(2.3)sont
les équations intégrales

Equation intégrale linéaire

définition: une équation intégrale est dite linéaire si la fonction inconnu
sr figure d’une maniére linéaire.

par exemple les équations (2.1)et(2.2)sont linéaires par contre 1’éqution
(2.3) ne lest pas.

Remarque:Dans ce cours nous intéressons seulement les équations in-
tégrales linéaires de Fredholm de seond espéce.

Classification des équations intégrales
Equations intégrales de Fredholm

définition: 1) On appelle équation intégrale de Fredholm de deuxieme
espéce une équation de la forme

b
f@) =g@+x [ ko (2.4)

si g(x) = 0 léquation (2.4) s’appelle équation intégrale homogeéne, si
g (z) # 0 Péquation (2.4) s’appelle équation intégrale non homogene.
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xiv 2. Equations Intégrales

2) On appelle équation intégrale de Fredholm de premiere espéce une
équation de la forme

ﬂm:A/k@ﬁfwﬁ (2.5)

ou f est la fonction inconnu et g,k sont deux fonctions connus, k(z,t)
s’appelle le noyau de I’équation intégrale et A est une paramétre numérique.

Exemple: Vérifier que f (z) = /2 est une solution de 1’équation inté-
grale de Fredholm

ﬂ@-A%@@f@m:¢a+x@ﬁ—ﬂ

15
telle que
k(z,t) {“%@7 [
T,t) =
’ z(2—t
1), r<t<1

solution: on a f (x) = y/x et I'équation intégrale de Fredholm

1

1 x
f(r)*/o k(x,t)f(t)dt:f(fc)*/o k(x,t>f<t>dt+/ E(o.t) f(t)dt

(2.6)
a la second intégrale de(2.6)

/Ik(x,t)f(t)dt:/wmx/fdt
0 0

2

* z [* 2 5 s
0 0

de méme maniere pour ¢t € [z,1] la substitution de k(z,t) par 1(224) ala

troisieme intégrale de(2.6) donne

t(2—x)
pour ¢ € [0, z] en remplace k(z,t) par ==

on obtient

1 1 9 _ 9
[rwnswa=s [ B0 T 2010

en subistituant les résultats (2.7)et (2.8) a (2.6) on obtient

(2.8)

f(x)—/olk(m7t)f(t)dt=\/§+;(4333—7).

Equation intégrale de Volterra

Définition: 1) on appelle équation intégrale de Volterra de dexiéme espéce
une équation de la forme

F@) =g @+ [ o s (2.9)
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2) on appelle équation intégrale de Volterra de premiére espéce une équa-
tion de la forme

g(@) = A/mk(a:,t)f(t) dt (2.10)

Remarques: 1) I'équation intégrale de Volterra est un cas particulier
de I’éqution intégrale de Fredholm, il seffit de prendre le noyau k (z,t) =0
pour x < T,

2) si g (x) # 0 les équations (2.9) et(2.10) sont dites nons homogenes,

3) si g (z) = 0 les équations (2.9) et(2.10) sont dites homogene.

exemple: Montrer que f () = (1 — x) e~2% est une solution de I’éqution
intégrale de Volterra suivante:

T = /Ox exp (z+1) f(t)dt (2.11)

solution: on a f (z) = (1 — z) e~2%, en substituant & (2.11) on obtien
/ exp(x+t) f(t)dt = ex/ (1—t)e tdt
0 0
=" [—(1—t)67t]§—ez [—eft]g =zx—14+e"+1-e"=u.

Equation intégrale singuliere

Définition: on appelle équation intégrale singuliere, ’équation si 'une ou
les deux de bornes de l'intégrale sont infinies ou si le noyau de 1’équation
intégrale est indéfinie dans un nombre finie de points dans l'intérvalle
d’intégration

Exemple: les équations intégrales

+oo
f<x>=g<x>+A/ K (e.t) (1) dt

“+oo
f(z):/ K (o.t) f (t)dt

— 00

f(w):/;(x_lt)af(t)dt, 0<axl

sont des équations singulieres.
Lien entre équation intregrale de et équation différentielle
La résolution de I’éqution différentilles linéaire

d”y dn—ly
dx™ i (@) dxn!

+..ta,(@)y=G(z) (2.12)
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aceofficients continus a; (z),i = 1, ...,n avec les conditions initiales
y(0) = o,y (0) = 1,0, 5" (0) = e (2.13)

peut etre rameéne & la resolution d’une éqution intégrale de Volterra de
seconde éspece. Illustrons notre afirmation sur ’exemple de 1’équation dif-
férentielle de seconde ordre

exemple: soit le probléme & valeur initial suivant:

V' 4 a @)y + az (2)y = 6 (2)
{ y(0) =0, v (0) =5 (214)

poson y” (z) = f (x) alors
V@ -y O= [ fdcrdy@=s+ [ 0w @

dexiéme intégration donne

y($)5$+a+/0z/0wf(t)dtdt

le développement limité de Taylor au voisinage de zéro avec reste inté-
grale de y est

y(m)y<o>+xy'<o>+/0z<xt)y“(t)dt

d’ou y(m)za—i—,@’x—i—/om (x—1t) f(t)dt (2.16)

en substituant les résultats (2.15)et (2.16) a (2.14) on obtient

f(z)+ar (z) [B—I—/Ozf(t)dt}—kag(x) {Oz—&-ﬁx—l—/oz(x—t)f(t)dt] = ¢(x)

f(x) = ¢ (x)=[Par () + ( + Br) ay (w)]—/: [ax (z) + az () (x — )] £ () dt

poson g (z) = ¢ (x) — [Bay (z) + (o + Bz) az (z)]
et k(z,t) = —[a1 (2) + az (x) (x — )]

donc on a ’équation intégrale formelle de Volterra

f@ =g+ [ kb fad
exemple: soit ’équation différentielle

y'+y=0 (%) et y(0)=0,4'(0)=1
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poson y” (z) = f (x) par intégration on obtien

y’(x)—y'w):/oxf(t)dt

en intégron 2°¢ fois nous obtenons

v@ -y =a/ O+ [ [ 1o
d’ou
y (z) —z+/()m(z—t)f(t)dt
en substituant & (*) en trouve
f@)=-a- [ @-nroaw
qu’est une équation intégrale de Volterra de second espéce.

Reduction du probléme aux limite & une I’équation intregrale de Fridholm

En considére ’équation différentielle de seconde ordre avec condition aux
limites

'+ P @)y +Q )y =¢(v) (1)
et (@)
T =a, y(la)=a ,
ol «, B sont des constantes données
{rc =0, y(b)=5

poson y” (z) = f (z) par intégration on a

y @) =@+ [ “rwa @)

on intégrons I’équation intégrale précédante de a & x on obtien

y(x):y(a)+(x_a)y/(w/w/“’f(t)dtdt

:a+(m—a)y’(a)—i—/z/xf(t)dtdt 2)

pour z = b l’équation (2) s’écrit

b b
ﬁ:y(b)=a+(b—a)y’(a)+//f(t)dtdt

d’ou

o b b
vw=1—2- [ [roar @
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en substituant (3) a (2) et (1’) en trouve

y(z) = a+(z — a) l [ _a/a/af t) dtdt
Y (x) = (z—a) l — b—a/a/af t) dtdt

puis en renplace (17) et (2”) a (1) on obtien
fz) = ¢(w)—P(a¢){(m—a [ba b—a//f t) didt

—Q(fﬂ){aJr(w—a [ — —a/Q/af t) dtdt

Cas particuliére

//f B dtdt (2))
/f Hdt (17)

[
[ [ e )

poura=0etb=1, 0<z<lona

2)ey@) =a+azy( //f t) didt

d’aprés la formule

/ dt.../ [ () dt=2er fo (="~ F(t)dt
0 0
n fois

y(m)=a+xy'<o>+/ox<m—t>f<t>dt

I'inconnue y’ (0) peut détérminée par
1
v O = s-a- [ a-nrma
0

= pa- [ a-ns@a- [ a-nrwe
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" [P(z) +tQ(z)](1-z) si0<t<z

k(z,t) = {[P(x)erQ(g;)](lt) siz<t<l1

Rmarque: Il est simple de vérifier que k(x,t) = k(t,x), on appelle le
noyau k (x,t) symetrique.
exemple: soit ’équation différentielle

y'(x) +y(x) == (9)

avec 0 <z < et y(O):O,y(g):w
0

0ol

x

onay’(z)=f(z) =y (z) -y (0)= [ f(t)dt

la deuxiéme intégration donne

y(%)—y(o)=wy’(0)+/0x/oxf(t)dtdt

c-od y () =y (0) + / “wonrmd ()

pour x = 7 on a

1(5) = =g

N y'(O)zQ—i—ﬂ_/Og (g—t)f(t)dt (62)

N
/
ol

I
~
~—
~
—
[
~—
QU
~

en substituant (d2) & (1) on obetien

y(@) =2 2+72r/0g (g—t)f(t)dt —l—/or(x—t)f(t)dt
:21:7% Ox(g:p>f(t)dt2: f (gft>f(t)dt
en fin
f(x):—x—l—% Oz(g—x)f(t)dtﬁ—irx (g—t)f(t)dt

qui est équation intégrale de Fredholm de la forme

f@=s@+2 [Tr@osoa
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t(3-=z), si 0<t<wz

x(g—t), sio z<t< 3

ou g (x) = —z,et k(x,t) = {
Remarque: par fois en resous quelques équations intégrales en les raménes
a des équations différentielles avec condition initiales

exemple: soit I’équation intégrale

fx) = m—}—/mewtf(t)dt:>f(m)—x+ew/0$etf(t)dt

0

= ¢ (xe—” + /Oz e ' (1) dt) ="y (z)

ony(z) =xze *+ /m e tf(t)dt

0
douy' (z)=(1—-z)e ™ —e " f(x)
=(l-z)e"—e""y(@)=y +y=>1-z)e ™ (V) avecy(0)=0
léquation () est une équation différentielle linéaire de premiére ordre en

résoudre par la méthode de variation de constantes, soit ’équation () sans
second menbre

x x —x

vY+y=0=y(x)=ce ™, doncy =ce® —ce

en substituant cette résultat a ’équation () nous obtenons

de’—ce " tee " =(l-z)e " =d=1-r=c(r)=2- 5 +c

x? 22
donc y (z) = (x -3 + c) e~ puisque y (0) =0 = y (z) = (x _ ) o
en fin la solution de ’équation intégrale donnée est

72

@) =y@)e =z- .

Remarque: Dans tous ce qui suit de ce chapitre les fonctions existantes a
les équations intégrales sont lebesgues intégrales ot lebesgues carrés inté-
grales i-e

b
/ g ()] dz < +o00
b b
le noyau k (z,t) eL? si / / |k (,1)]? dadt < +o0

b b
/ |k (2, t)|° dz < 400, Ve [a,b] ; / |k (z,t)|* dt < +o0, Vae [a, b]

Remarque: Dans tous ce qui suit de ce chapitre notre étude s’in sacré sur
les équations intégrales linéaires de Fredholm de second espeéce.
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2.2 Méthode de résolution des équations intégrales
de second espéce

2.2.1 Solution par les noyaux itérés(méthode de Picard)
Principe de la méthode

Construison une suite (f,) qui correspandent a du série infini Y U, ou
n>1

chaque U,, définie par U,, = f,— fn—1 (n > 1) cette série converge uniforme-

N
ment vers U telle que la N°"® somme parcielle est > (fn — fu_1) = fn—Jo
n=1
et de plus (f,) converge uniformement vers U + fy.
proposition: soit geC ([a,b]) et k, %EC ([a, b] x [a,b]), alors I’équation
intégrale de Fredholm de second espéce

b
f(x)=g(m)+/ (e.1) (1) dt

admet unique solution qui converge vers la limite de la suite itérative suiv-
ante

fn(x):g(x)+/ k(@,8) far (£) dt, velab]  (2.17)

preve: Vze [a, b] 1a fonction k (x,t) f,—1 (t) est continue, donc la suite(2.17)
est bien définie, soit M, (constantes) t-q VneN,Vze[a,b] on a |U, (z)| =
[fn (@) = froa ()] < My, et [k (2,0)] < L, |g(2)] < M; (fo(z) =g(2)),
M >0,L>0et M, >0.

Alors

fi@) = fo@l = | [ k(.0 fo®d] < [k @0llg©ld < LM (b a)

on en deduit par recurence pour n > 1
Vaela,b], |fn () — foo1 (@) < ML™ (b—a)" = M,
donc la série géométrique convergente

“+o0 +oo
S M, =My [L(b-a)" = m pour L(b—a) < 1

n=1 n=1

d’ou la série

Z (fn - fn—l)

n>1

est uniformement convergente sur [a, b] vers la fonction U : [a,b] — R.
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Montrons que (f,) converge uniformement vers f = U + fo

Ve, AN,Vn;n =2 N — |f (z) — fn (z)] <&,
d’ou
Vn;n = N,Va,te[a,b] — |k (z,¢) f () — k (x,t) fr (z)] < Le
donc la suite (f; k(z,t) fu (t) dt) converge versf: k(z,t) f(t)dt
d’oul 'existance d’une solution de I’équation intégrale

unicité: supposon que ’équation intégrale admet deux solutions fi, f2
alors

{f1 (@) =g (@) + X[} k(x,t) fr (£)dt
F2(@) = g(@) + A [) k(2,t) f2 (t) dt

en appliquent 'inégalité de SChwarz on obtien

b
(@) fa (1) = A / k(e t) (fo () — f1 (1)) dt

2 @) — fa (2)2 < AP / e (2. 1) dt/ (o (8) — 1 (1)) dt

et on intégre par rapport x

/|f2 h |dx<|A|//|kmt|dtdw/|f2 () dt

ce qui donne

-~ B?) /|f2 )2 dt <0

on prend en conte que |A| B < 1 on conclu que ff |fo () — f1 (@)[*dz =0

et par suite f1 = fo p.p
puisque les solutions sont continues.

Résolvente de l’équation intégrale de Fredholm

soit I’équation intégrale de Fredholm

b
f@) =g+ [ blat) @0 (2.18)
on peut écrire
+oo
f(@)=g(z)+Y N'hn (o) (2.19)

avec hy, (z) definis par

b
:/ k(x,t)g(t)dt
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b b
hg(m):/ k(2. 8) (t)dt:/ ks (2,1) g (1) dt
a a

b b
hg(a:):/ k(x,t)hg(t)dt:/ ks (z,t) g (t)dt

et ainssi le suit, ou

b
ko (x,t) = / k(x,8) ky (s,t)dt, tel que ky (x,t) =k (z,1)

b
ks (z,t) = / k(x,s)ky(s,t)dt

b
et en general k, (z,t) = / k(x,8)kn_1(s,t)dt, pourn >2 (2.20)
a

les fonctions définis par (2.20) s’appelle noyaux itérés, la résolvente de
I'éqution intégrale (2.18) est définis par

“+o0
R(z,t,A) =Y A"k (2,1) (2.21)
n=1

ela second menbre de(2.21) est la série de Neumann du noyau k (z,t) sec-

onverge pour |[A| < & avec B = \/f; fab |k (2, s)|” dadt sous les conditions
précédantes la solution de(2.18) s’exprime par

b
fx)=g(x)+ )\/ R(z,t,\)g(t)dt (2.22)
Exemple: construison la résolvente du noyau suivente
k(x,t) = xe', a=-1, b=1
pui & l'aide de cette résolvente trouver la solution de ’équation intégrale
1
f () :e_m—&—)\/ ze f (t) dt

-1

solution: 1) calculons R (x,t, \)

on ak(x,t) = ky (z,t) = xe’

1 1
ko (z,t) = / k(x,s) ki (s,t) ds:/ zefselds =

-1 -1

1
xet/ sefds = xe'[(s—1) es]l_1 = 2¢ Ige!
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! 1
ks (z,t) = / ze2e Lselds = 2671x6t/ seSds = (2671)2 zel

-1 -1

1
ka (z,t) = / xe’ (26_1)2 setds = (26_1)3xet

-1

donc k, (z,t) = (2671)"_1 ze

et la résolvente est

+oo
R (z,t,\) xetZ)\"_l (2671)71_1 pour 2N\ et <1 & |\ < g
n=1

zet zett!

1—2Xe1  e—2)

2) la solution de I’équation intégrale donnée est

Tt
xe
= e T4+ “tdt
/(@) ¢t /_16—2Ae
_ ey Azxe /1 Q= e + 2\ze
- e—2\ /), e—2\

Remarque: L’incovénient se cette méthode est que méme pour [A| B > 1
il peut que I’équation intégrale de Fredholmde de second espéce avec des
solutions.

exemple: soit I’équation intégrale

z 1

f(x):§—§+/0 (z+t)f(t)d, A=1

la fonction f (x) = z est une solution de cette équation, par contre

B = /Ol/ol(m—f—t)Qdmdt:;/ol [(xﬂﬂ;dt:/ol (a+0° ]
112 {(1+t)47t4};:%[247171]:%>1.

Méthode des approximations successives

Soit I’équation intégrale de Fredholm de second espéce(2.18)

b
f<x>:g<w>+A/ k(o,0) f(£) dt

telle que
9€eC a,b] et keC ([a,b] X [a, b))
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le princioe de cette méthode est remplacé 'inconnu f sous 'intégrale par
n’importe quel sélective fonction numeérique foeC' [a,b], substituant la(i-e
fo) & f(x) du second menbre de(2.18) on obtien

b
f1<x>=g<m>+A/  (2.1) fo (£) dt

f1(x) c’est la premiére approximation de la solution f (z), la fonction
f1 (z) est aussi deC [a, b].
En continuant la processus nous aboutisons a la suite fo (z), f1 (z),...fn (2)
ou )
Fa@) =g @)+ A [ K@) fu (@) (223)
a
sous les hypotheses des fonctions g et k la suite(f,) quand n — 400 con-
verge vers f (z) solution de I’éqution(2.18)
Remarque: en generale la convergence de la suite( f,,) ne de pend pas du
chois fo (x) = g (x), mais pour fy(x) = ¢g () on obtient une série s’appelle
série de Neumann et f,(z) est la somme partielle d’ordre n, cette chois

peut avoir une convergence rapide vers la solution de 1’éqution(2.18).
exemple: Soit I’équation intégrale de Fredholm de secondespéce suivante

f(a:):1—|—/0 xf (t)dt

pour

1
fo(x):g(x)=1:>f1(x):1+/o zdt =14z

f2 (z)

1 1
1+/0 xfl(t)dt:1+x/0 (1+t)dt

1
= 1 1+ =
—|—x< +2)

de méme maniér

f3(m):1+a:<1+;+i>
folz) = 1+x(1+2+i+ +2n11)
1+x(11_@£n>
teon
f) = tim g =142 (5)
Y
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2.2.2 Méthode de substitutions successives

Soit 1’équation intégrale de Fredholm(2.18), construison la suite{f, (x)}
moyennent la formmule de réccurnce(2.23) i-e

b

fu () = g (2) + A / E(,1) foon (1) dt

a

pour cette méthode, on remplace successivement la fonction f(x) sous
I'intégrale de(2.23) par sa valeur donné par 1’équation(2.18) on obtien

b
f@) = g(a:)H/k(x,t)

b

— g(x)+)\/bk(:c,t)g(t)dt+)\2/bk(x,t)/bk(t,tl)f(tl)dtldt

aussi ici encore substituant f (¢1) par sa valeur donnée par(2.18) en trouve
b
f@) = g@+r [ k@og@at

22 /bk(x,t) /bk(t,tl) [g(tl)+A/bk(t1,t2)f(t2)dt2] dty dt

b b b
g(x)Jr/\/ k(x,t)g(t)dt+)\2/ k(z,t)/ k(t,t1) g (t1)dtdt
b ‘ b b ‘ ‘
+/\3/ k(m,t)/ k(t,tl)/ E(ty,te) f (t2) dtodtydt
en continus & cette maniér nous obtenons
b b b
fx) = g(a:)Jr/\/ k(z,t)g(t)dt+)\2/ k(z,t)/ k(t,t1) g (t1)dt dt + ...
b ‘ b b ‘ ‘
+)\n/ ]{)((L',t)/ k(t,tl)/ k(tnfg,tnfl)g(tnfl)dtnfldtnfgdt+Rn (fE) (*)

b b b
ou R, (z) :/\"+1/ k:(;c,t)/ k(t,tl).../ k(tn 1) f (bn) dindbn1...dt

cela ameéne & 'examinen de la série suivente, sous les hypothése k (x,t) #
0,keC (R) ou R = {(z,t),a < x,t <b},g(x) #0,9eC ([a,b]), A constante.
Donc IM > 0 tq |k (z,t)] < M dans le pavé R et AN > 0 tq |g (x)] < N.
le terme générale de la série

b b b
sn(x)lef k(m,t)/ k(t,tl).../  (tns b 1) g (tn1) dtn_1dtn_o..dt
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elle vérifier
|Sn ()] < [A"[NM™ (b —a)"
A" M™ (b —a)" est une terme générale d’'une série qui converhe pour
A MB-—0a)<le A< m, aussi feC ([a,b]),3U >0 tq |f (z)| < U

dot [R, (z)] < [N"PHUM™ ! (b—a)"*! comme [A|M (b—a)<1= lim R, (z)=0

n—-+oo

donc f (x) qui est satifer la série (*) est une solution de ’équation intégrale(2.18)
Theoréme: a) Soit I’équation intégrale(2.18)
b) k (z,t) fonction reelle continue sur [a,b] X [a,b] et
g (z)fonction reelle continue sur [a, b]
¢) 3\ constante, |\ < m, donc ’équation(2.18) admet
une solution continue sur[a, b] donner par la convergence de la série(*).
exemple: Résoudre ’équation intégrale de Fredholm par la méthode de
substitution seccessive

1
f(x):1+/0 a"™ f (t) dt

la premiére substitution

1 1
1+/ ™ [1+/ t”t}”f(tl)dtl} dt
0 0

1 1 1
+/ :c”tm/ t" 7 f (t1) dt1dt
0 0
la 2% substitution est

n 1 1 1
X
T + "t t"ty 1+/ t1ts f (to) dto | dtidt
e I [aren [ | [ e o) dn an
" " 1 N 1 1 1
1 T " tm t"y" t1t5 f (t2) dtadt dt
+m+1+m+1/0$ —|—x/0 /0 1/0 117 f (t2) dizdhy

n n 1 1 1
X X
= 1+ + —|—xn/ tm/ tntm/ tPtS f (to) dtodt dt
m+1 (m+1)(m+n+1) 0 0 Yo 113'f (to) dizdty

la 3% substitution est

f(x)

1+ " tm+l
T

m+1

1+

n n
€T

X
fa) = M i T D mtnsn

1 1 1 1
:z:"/ tm/ t"t’lﬂ/ e {1+/ t;tgnf(tg)dt3:| dtodtydt
0

=1 t™m t" " t1th dtodt, dt
+m—l—lJr(m—&—l)(m—&—n—i—l +:c/ / / 2T
1

1
+a" tm e e / 0 f (t3) disdbodt dt
0
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f) = 1+2 )m+n+1)

1
/ tm+”[ t’”+”< tmdtg) dtl} dt +
/ tm / e / L / O f (t3) dizdtadt,dt

:Cn xn xn

fz) = 1+m—|—1+ Mt (mtnt +(m+1)(m+n+1)2

1)
1 1
+z" / tm/ ”t;"/ t?t;"/ 0 f (t5) disdbodt dt
0 0

la k™€ substitution est

.,L,TL

m—+1

1 1
flz) = 1+ + + e ———————
m+n+1  (m+n+1) (m+n+1)

1 1 1
+x”/ t’"*”/ t§”+”.../ wf (t) dtgdt—1...dtydt
0 0 0

soit S () le terme générale de la série d’ordre k

" 1 1 1
Sk (z) =1+ + + R ——
m+1 m+n+1l  (m+n+1) (m+n+1)
I (x) lim Sp(2) = 14— x — 1
k——+oo m—|—1 1—m
2" (m+n+1) .
= 1 —_— 1 = U.

+(m—|—1) mtn)’ auss%iIEooRk (x)=0

2.2.8 Méthode de determinant de Fredholm

La solution de I’équation intégrale de Fredholm de second espéce(2.18) est
donnée par I’équation fonctionnelle

b
f<x>=g<x>+A/ R(x.t,\) g (t) dt

ou la résolvante de Fredholm est dfinie par I'égalité

D (z,t, )

e (2.24)

R(x,t,\) =
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sous les conditions D (A) # 0, ici D (z,t,\),D ()\) sont des séries de

puissnces del,

“+o0 n
Dzt \) =k (z,t)+ ) ( nl) By, (z,t) A" (2.25)
n=1
+oo n
-1
/\)=1+Z( ) (2.26)
n=1
avec les coefficients ainsi définis
k(x7t1) k(x7tn)
B, (z,1) / / tl’ k(t,t) it tn dty...dt,
tnvt) k(tn;tl) k<tn7tn)
(2.27)
N b| k(x,t) k(x,t
ou By (z,t) =k (z,t), By (z,t) = [, i ((t1 t>) i ((tl tll)) dty et
- kE(z,t) E(z,t1) k(z,t2)
=[] k@t k(t,t)  k(t,t2) |didty
k(ta,t) k(te,t1) k(ta,t2)
, , k(ti,t)  k(ti,ta) E(ti,tn)
C, :/ / kilte,ta) ki (t, to) h(ta;tn) dty..dt, (2.28)
S (b)) R (tst) k(b tn)
ou CO =1 Cl f k tl tl dtlet 02 f f tl’tl k(t17t2) dtldtg
’ ’ k(ta,t1) kK (t2,t2)

les fonctions D (A) et D (z,t,A\) sont respectivement le determinant de
Fredholm et le mineur du determinant de Fredholm. Si le noyau & (z,t) est

borné ou si I'intégrale
bopb
/ / k% (x,t) dedt < 400

les séries (2.27),(2.28) convergentes quelque soit A et sont donc des fonc-
tions analytiques entiéres de A. La résolvante R (x,t,\) = Dgc(’i’))‘)
fonction analytique de A sauf les A qui sont zéros de D (A), ces derniers
sont les poles de la résolvante R (x,t,A).

exemple: A l'aide de determinant de Fredholm trouver la résolvante du

noyau

est une

k(z,t) = xsint = By (z,t), 0<z,t<

o3

Solution: calculons les coeffitions

By (z,t) :/0’2’

NE

rsint xsint

z
frsint ¢ sint, dt; = xsmt/o tisintidt;—x smt/o

tl sin tldtl =0
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z ,z| zsint wsint; xsint
Bs (z,t) = / / tisint tysint; tysinty |dtidts
o Jo

tosint tosinty tosints

ti1sint  tysint;
tosint tosinty
xrsint xsint;
ti1sint ¢y sint;

rsint xsint;
tosint tosinty

dtidts

— tl sin tQ

/g /g xsinty
0o Jo

+t9sinty

5 r3
= —/ / tysints (xsint X tosint; — xsinty X tosint) dtdts
o Jo

3 (3
= —X sint/ / (tltg sin tQ sin tg — tltg sin t2 sin tQ) dtldtz =0
0 0

on conclus que Vn > 1, B, (z,t) = 0.
Aussi Cp = 1,0 = fog tisint;dt; =1 et
= .z | tysint; tysint
Cay = f02 f02 t; sinti t; sintz
d'ott D (z,t,A) = k(z,t) = zsint et D(A\) =1— X = R(z,t,\) = Lt
la solution de I’éqution intégrale de Fredholm corréspendante s’exprime
par la formule

dt1dto = 0, donc Vn > 2,C), =0,

™

2

f(x)=g(x)+ % ; xsintg (t) dt

Conclusion: le calcule des coefficient B,, (z,t) et C, des séries (2.25),(2.26)par
les formules (2.27),(2.28) n’est possible que dans des cas trés rares,mais ces
formule entrainent les relations de réccurence suivantes

b
Vn > 1, B, (x,t) = Cpk (z,t) — n/ k(x,8) Bn_1(s,t)ds (2.29)

b
Cp= / By,_1 (s, s)ds sachant que Cy = 1 et By (z,t) = k (,1)

preve: on a I’équation

b

Rzt ) =k (2,8) + )\/ k(2,5) R (5,4, ) ds (2.30)
D(z,t,\) b D (s,t,\)
c-ad Do) k(x,t) +)\/a k(z,s) st

e Dt \) = DOk (@t + /\/bk (2.5)D (s, \)ds  (2.31)



substituant (2.25),(2.26) a

+oo (7 )n
k(o) + > ~—
d’ou
“+o0 1\ \n
Z( 1,,)” Bn(xvt) =

“+o0 n
(=" A"
; n!

)\/abk(
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(2.31) on obtien

Cnk (z,t) +

(s,6)+ >

+c>o(

n=1

n!

XXX1

) (x,t) +

n

iBn (s,t) /\"] ds

(2.32)

) )\n+1 b
stds—&—z / k(z,s) B, (s,t)ds

a la second série de second membre de(2.32) en permiten par n-lon a

Z (z,t) =
c-a~d
+oo na\n

-1
Z #Bn (33, t) =
ot n.

n

@Z )\

donc 'égalité de reccurence( .

—+oo

n!

n!
n=1

—)\/abk(

)\n

Ok (z,t) +

(s,t) ds+z

n=2

)n 1)\n
(n—1)!

b
/ k(z,s)Bn_1(s,t) \"ds

Crnk (z,t) + /\/bk (x,8) k(s,t)ds

n 1\n
Stds—i—z )\ /k(m,s)Bn,1(s,t)ds

(z,t) nz ) a8 / k(x,s) By_1(s,t)ds

9) c-a-d(c’est-a-dire)

b
Vn 21, B, (x,t) = Chk (z,t) — n/ k(x,8) Bn_1(s,t)ds.

exemple: Résoudre par méthode de tereminant de Fredholm(relation de
reccurence(2.29) Iéquation intégrale suivante:

f(z) =

T
-+ A
6+

/1(2x—t)f(t)dt
0

solution: on a k (z,t) =2z —t = By (z,t) et Cy =1
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1 1 1
Clz/ (2s—s)ds=/sds:f
0 0 2

2.29) on a

d’ou

pour n =1 est d’aprés

—~

1 1
By (z,t) = 5(2x—t)—/ (2z — ) (2s —t)ds
0
t 2t 2
= x7572m+2xt+§f§f2xtfx7t+§
1
2 1
Cy = 25 — 25+ = | ds = =
2 /0 (s s+3> S 3
1 ! 2
By (z,t) = =2z—-t)—2 [ (2z—3s)|2st—s—t+=]ds
3 0 3
1 ! 2 ! 2
= f(2x—t)—4m/ 2st —s —t+ = ds+2/ 252t — 2 — ts + = | ds
3 0 3 0 3
20t 8z 4t 2 2
= o qmt+2rtdat— — 4= S 44 =0
3 3 xt + 2x + 4dx 3 + 373 +3

1
C’3:/ B (s,8)ds=0=VYn>3,C, =0
0
aussi

Bs (z,t) = 0x (23:—15)—3/1 (22 — s) Bz (s,t)ds
0

1
= 0><(21:—t)—3/ (22 —s) x 0ds =0
0

donc Vn > 2, B, (z,t) = 0, d’ou la résolvante

k(z,t) = ABy (z,t) 2z —t—A(2ut—2—t+ %)

R(z,t,\) = =
( ) 1—)\014—)\7202 1—%+%2
122 — 6t — 2\ (6wt — 3z — 3t + 2)
A —3X+6
la solution de I’équation intégrale donnée a ’aide la résolvante calculée est
1
x 120 — 6t — 2A (62t — 3z —3t+2) ¢
T) = = +)\/ X —dt
/@) 6 0 A2 —3\+6 6
x A ! At
= 55— 2t — t* dtf—/ 6zt — 3at — 3t% + 2t) dt
6 A2—3A+6U0( ) 3Jo ( )
oz ) (x_l_)\x>_)\233—33;)\+6w—>\2x—2)\+6/\x
6 A2-3A+6 3.6/ A2 =3\ +6
6 + 3 x — 2\

A2 —3\+6
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2.2.4  Equation intégrale o noyau dégénéré(séparable)

Définition: le noyau k (x,t) d’une équation intégrale de Fredholm de sec-
ond espéce est dit dégénéré s’il est somme d’un nombre fini de produits des
fonctions de x seul par des fonctions de ¢ seul i-e il est de la forme

k(z,t) = z”: ay, () by, (t) (2.33)
k=1

les fonctions ay () et by (t) (K = 1,...,n) seront suposés continus dans
le carré fondamental a < x,t < b et linéairements independantes, donc
I’équation intégrale a noyau dégénéré s’écrit

b n
fa) =g+ [ [Z ai () by <t>] f(t)dt (2.34)
a k=1

n b
F@) =g@) 42w @) [ b0 f @) (2.35)
k=1 a

b
poson ¢ = / bi (t) f(t)dt (k=1,..,n) (2.36)
d’on l’équation intégrale(2.35) s’écrit
f@) =g@+A>_ crar (z) (2.37)
k=1

avec ¢ des constantes inconnus (puisque f (x) est inconnus), ansi la résolu-
tion d’une équation intégrale a noyau dégénérése rameéne a la récherche les
¢ (k=1,..,n) aprés avoir porté(2.37)dans(2.34) et effectué des calcules
simples on obtien

n

Z{%—Kmﬁ)

m=1

g(t)+ A Zn: Crag (t)] dt} am () =0
k=1

les fonctions a,, (z) (m =1,...,n) etant linéairement independant, il en

résulte que
b
Cm 7/ b, (t)
a

n b b
ouc, —A)Y c ag () by, (W) dt = | by, (8) g () dt
]; k /a k /a 9

g(t) + XY crax (t)] dt =0
k=1

en fin poson les notations

b b
Qo = / 0k ()b (1) dt,  gi = / bon () g (£) dt
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nous obtenons
n
Cm — A § CkQkm = Gm (m: ]_,...,TL)
k=1

ou sous forme dévelopée

(1=2Xan)a —AaiaCs —Xajzcs ... —A@inCn =n
—)\aglcl (1 — )\@22) Co —)\a2303 —)\agncn = g2
—Aapici —Aap2Ca —Aapscs .. (L=DXapn)cn =gn

(2.38)

pour trouver les ¢, nous avons donc un systéme de n équations linéairement
independantes (I -AA)c =g, A = (a;;) (1 <i,j <n),c=(c1,¢2,...,¢n) €t
9= (91,92, .., gn) le systéme matricielle equivalent), dont le detereminant
est

(1 — )\CLH) —)\algcg —)\aln
AN = —Aaz1 (1 —Aag) ...  —Aaz, (2.39)
—Aan1 —Aan2 ce (L= Xapn)

si A (M) # 0 le systéme(2.38) admet une seule solution ¢y, ¢, ..., ¢, obtennue
moyenent les formules de Cramar

(]. — )\au) —)\alk,l g1 —)\a1k+1 —)\aln
—)\agl —)\agk,l g2 —)\agk+1 —)\agn
1
“TAW
—\ap1 co =Aank-1 Gn  —Ankt1 - (1= Aapn)
(2.40)

d’ott la solution de I’éqution intégrale(2.34) défini par la fonction
f@)=g(@)+ A cra (@)
k=1

avec ¢ (k=1,...,n) donnée par(2.40).
exemple: Résoudre ’éqution intégrale par la méthode de noyau dégénéré

fz)= costr)\/ sin (x —t) f (¢t) dt
0
solution: il est clair que

k(z,t) =sin(z —t) =sinx cost — cosx sint
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i-e k (z,t) séparable, donc

f(z) = cosx—&—)\sinx/ﬂcostf (t)dt — )\cosx/ﬂsintf (t)ydt (2.41)
0 0

poson

clz/ﬂcostf(t)dt,et czz/ﬂsintf(t)dt (2.42)
0 0

substituant(2.42) a (2.41) on obtien
f(z) =cosz + Acysinx — Acacosx (2.43)
aussi substituant(2.43) au systéme(2.42)

c = fow cost (cost + Acy sint — Aeg cost) dt
cy = foﬂ sint (cost + Acy sint — Acg cost) dt

{ a (1= foﬂ costsintdt) + Acs foﬂ cos? tdt = foﬂ costcostdt
—\c1 fow sin? tdt + co (1 + A fow costsin tdt) = f: sin t cos tdt

aprés certain calcule on a le systéme

a+Zie=3% 1 Ar Ao
t A(N) = 2 1=1
{—g)\cl—FCg:O ¢ (%) *% + 4
donc
s AT 7T
7 % L3
0 1 o . —2r 0 A2
C1 = = et co = =
AN a2 7 AN 4+ N7?
en fin substituant ¢; et ¢y 4(2.43) en trouve la solution
27\ A7?
f(x) = cosz+ il T cosz

— SNy - ———5—
44 N2 4+ \72
4dcosx + 2wAsinx

4+ N2

2.2.5 Alternative de Fredholm
Valeurs propres et Fonctions propres

Soit I’équation intégrale de Fredholm de second espéce homogéne i-e

b
) — /\/ k(2,t) f () dt = 0 (2.44)
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admet toujour la solution f (z) = 0 (solution triviale), une valeur A tel
que cette équation admette des solutions non nulles f(z) # 0 s’appelle
valeur propre du noyau k (x,t) ou de 1’équation(2.44) et chaque solution
non nulle de I’équation(2.44) est une fonction propre correspondante au
valeur propre, pour A = 0(2.44) sntrain f (z) = 0.

Si k (x,t) est continu dans le carré R (a < z,t < b) ou s'il est carré som-
mable dans R (a et b étant finis), il correspond a chaque valeur propre A un
nombre fini de fonction propre linéairement independantes, le nombre de
ces fonctions s’appelle multiplicité de valeur propre, si les valeurs propres
sont distincts peut étre de multiplicité différentes.

Dans le cas de I’équation intégrale de noyau dénégéré

b n
f@)-x [ [Z ax <x>bk<t>] F(t)dt =0 (2.45)
@ |k=1

les valeurs propres sont racines de I’équation algebrique

A (X)) =0de dégrés p<n (2.46)
A (X) determinant de systéme
(1 — )\au) C1 —)\a1202 —)\(11363 —)\alncn =0
—)\aglcl (]. — )\agg) Co —)\(J,23Cg —)\a2ncn =0
—)\anlcl —)\anQCQ —)\angcg (1 — )\ann) Cp, =0
(2.47)

si Péquation(2.46) posséde p racine (1 < p < n) I’équation(2.45) a p valeurs
propres A, (m =1,..,p) corespond une solution non triviale

cgl) cél) ol S A
cf) 652) B O WS
cﬁ”) cgp) P S Ap

du systéme(2.47). Les solutions non nulles de(2.45) associées a ces solutions
(i-e fonctions propres) sont de la forme

fi(z) = Zc,(cl)ak(x), fa(z) = Zc,(f)ak(x), vy fp () = Zc,&p)ak(aﬁ)
k=1 k=1 k=1

donc ’équation intégrale de noyau dénégéré posséde au plus n valeurs prp-
pres et fonctions propres correspondantes.

Théoréme de Fredholm: Si \gest une racine d’ordre m > 1du de-
terminant A (A) alors I’équation intégrale de Fredholm de second espeéce
homogene i-e

b
) — /\/ k(2,t) £ () dt = 0 (2.48)
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admet r solution linéairement independant (1 <r < m).

Remarquel: Dans le cas d’un noyau quelconque(non dégénéré) les valeurs
poropres sont les zéros de A (M) i-e les poles de la résolvante.

Remarque2: si f (z) est unr fonction propre assocciée a la valeur propre
A alors ¢ f(x), ou ¢ est un constant arbitraire, l'est également.

Exemple: Trouver les valeurs propres et les fonctions de I’équation in-
tégrale & noyau dégénéré suivante:

f(:r))\/oﬂcos(ert)f(t)dt—O (2.49)

solution: en peu écrire(2.49)comme suite

f(z)= /\/Owcosa:costf (t)dt — /\/Oﬂsin:rsintf (t)dt (2.50)

de méme maniére poson

¢ = /7r costf (t)dt, co= /Tr sintf (¢)dt (2.51)
0 0

d’ou C = Acj cosx + cosinx (2.52)
substituant(2.52) au systéme(2.51) on obtien

{cl = [, cost (Acicost — cosint) di

Co = foﬂ sint (Acy cost — casint) dt
@{ 61(1—%)\)+)\Cg><)(\)=0 @{c1(1—”;)=o
—Acr x 041 (14+ %) =0 0

212
doncA()\)zl—%, AN =0=A=+2
™

pour A = _72 = ¢; = 0 et ¢o quelconque, dou fi (z) = %02 sinz ou
f1 (z) = sinz pour %02 =1,
et pour \ = % = co = 0 et ¢; quelconque, d’ou fo (z) = %cl sinx ou

2

J1(z) = cosz pour Z¢; = 1.

Etude de I’équation intégrale non homogéne

Soit I’équation intégrale non homogeéne de second espéce de Fredholm i-
e(2.18)

b
f(w)=g(w)+A/ (1) £ (t) dt

admet de solution méme si A (A) = 0 on est besoin d’etudier une équation
intégrale appellé transposé de I’équation intégrale de Fredholm.
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Définition: on appelle équation intégrale transposé ou adjointe de I’équation
intégrale de Fredholm 1’équation

b
(@) = g (x) +)\/ (2, ) 0 () dt (2.53)

remarquons que f et 1 sont transposée I'une de 'autre.
Dans le cas de noyau dégénéré

k(z,t) = Z ay () b (t)
k=1

le noyau transposée
n

k(t,x) =Y ax (t) by (z)

k=1

alors de la méme maniére dans le cas de noyau dégénéré on écrire
n b
V@) =@ +AY @) [ @ (254
k=1 a
poson
b
o= [ a®v
donc(2.54) s’écrit

b(x) =g () + A erby (x)
k=1

et on substituant a équation(2.53)on aura

n b n
9(0) A exbi (1) = g(x)HZbk(x)/ ar (®) |9 () +AY ety (1) ] dt
k=1 a

k=1 j=1
n b n b

= 9@+ b (x)/ ar () g (1) dt+ XY by (x)/ a (£) b, (£) dt
k=1 a k,j=1 a

et une sinblification donne pour A # 0

n n b n b
> erby (x) = by (x)/ ar (t) g () dt+ X > cjby (:c)/ ak (t) b; (t) dt
k=1 a

k=1 a k,j=1

n n b b
ot by () [k —A Y cj/ ak(t)bj(t)dt—/ ar () g(t)dt | =0
k=1 a a

k,j=1
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ce qui entraineVu l'indépendance des by,

n b b
ckfxzcj/ ak(t)bj(t)dtf/ ar ) gt)dt =0, (k=1,.,n)

k,j=1

on pose g = f; a (t) g (t) dt et pour ay; on garde la méme notation de cas
noyau dégénéré, donc le nouveau systéme s’écrit

(I-xAYe=7 (2.55)

on remarque ce systéme admet méme determinant A (\), (A (A) = det (I — AA?))
de systeme de I’équation homogeéne, ce qui signifie que ce systéme admet
une solution uniqtue si et seulement si I’ancien systéme l’est.On ce qui
concerne les ¢; et g; mais les b; sont changé par les a;.

Le systéme homogeéne adjoint

(I-XA")e=0
admet des vecteurs propres différents de ceux du systéme
(I—-XA)c=0

et par suite les fonctions propres de I’équation adjointe sont differente de
celles de ’équation de Fredholm.

aussi: la valeur propre A a la méme rang p et par suite elle lui correspond
r fonctions propres linéairement independantes ), ..., ¥, de ’équation
homogene adjointe, toute solution de I’équation homogéne correspond a la
valeur de propre de la forme

T

Yy = Z B;,,; ou B; sont des constantes arbitraires.
i=1
Lemme: soint A1, Ao deux valeurs propres distinctes du systéme ho-
mogene et son
transposé et siont f et ¥ deux fonctions propres corresponds & A, Ag
réspectivement alors f et ¢ sont orthogonaux.
preuve: Multiplient ’équation

b

F@) =g(@) + M / k(x,t) f(H)dt  par Ao (x)

a

b
b (@) = g (2) + Ao / k(.8 (t)dt par A f (x)

intégrant les sur [a, b] puis soustrayant 1'une se I’autre on obtien

=) [ fl@)v(e)da=0
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et comme A1 # Ay alors f: f(x)Y(x)dr =0i-e f et 1) sont orthonaux.
Théoréme: pour que ’équation non homogeéne de Fredholm de second
espece admet solution correspond & une valeur propre Ag il faut et il suffit
que la fonction g est orthogonale a les r fonctions propres ), de '’éqution
homogeéme transposé assocciée a \g.
preve: 1) si ’équation admet une solution f alors

b b b b
[ o@vu@ds = [ @y @de- [ vy [ ket ©dds

/abf(x)l/%ﬁ (:E)d:c—)\/abf(t)/abk(t,x)wm (z) dzdt

/ f(x)wol‘(x)dl‘—/\/ @)ty (8)dt =0

2)si g orthogonale a r fonctions 1), alors le systéme non homogeéne se reduit
a p = n—r équations independantes, donc le rang de systéme est p=n—r
etbon peut résoudre se systéme avec p parametres, et en substituant les p
valeurs propres des ¢; dans 'expression de f on trouve la solution.

Soit L lopérateur défini par L = I — Mg A alors son transposé L* =
I — MA? Tetude algebrique montre que ker (I — \gA*)" = R(I — ApA)
c-a-d que si

b
/ g (@) g, (x)dx =0,Vi=1,..,r,3f : [a,b] = E tq (I —XA) f=g.

Théoréme d’alternative de Fredholm: pour une valeur propre Ag
1) soit I’équatio intégrale

b
f(x)=9($)+>\o/ k(1) f (1) dt

admet une solution unique pour n’importe qu’elle fonction geL?[a,b] et
keL? [R] (R = [a,b] X [a,b]) en particulier la solution est f = 0 pour g = 0
et 'équation transposé

b
V) =90+ [ k(t.0)v @) do
a

aussi posséde une solution unique

2) soit 1’équation homogene admet r solution linéairements indepen-
dantes fo1, ..., for €t 'équation homogeéne transposé admet r solution linéaire-
ments independantes ¢, ..., ¥, et pour que I’équation non homogene ad-
met solution il faut et il suffit que soit la fonction g soit orthogonale avec
les fonctions v, (i =1,...,7) et dans ce cas la solution s’exprime & ’aide
d’une combinaison linéaire des fonctions fo;.
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exemple: Etablir si le équations intégrale ci-dessous est résolue pour
diverses valeurs de paramétre A

f(x)— f/ (cosxcost + sin2xsin2t) f (¢) dt = sinx
T Jo

solution: pour résoudre cette exemple il suffit faire les trois étapes suivant

1) détérmine les vateurs propres et les fonctions propres d’éqution ho-
mogene

2) détérmine les vateurs propres et les fonctions propres d’éqution ho-
mogene transposé

3) vérifier 'orthogonalité de g (fonction de second membre) et les 1;
(fonctions propres d’éqution homogeéne transposé).

1) Soit I’équation homogene

21
fx)— A / (coszcost + sin 2z sin 2t) f (¢t) dt = 0
™ Jo
Acosz [27 Asin2z (27 .
< fx) = costf (t)dt + sin2tf (¢) dt
™ 0 T 0

27 27
poson ¢; = / costf (t)dt, co= / sin 2t f (t) dt

0 0

AC1 COS T . Acs sin 2%

d’ou f ()

™ m

donc on a le systéme

s T

{Cl — j‘oﬂ' cost ()\cl cost + Aco sin2t) dt
cy = j‘oﬂ' sin 2t ()\cl;:ost + Aca ‘sn—in 2t) dt

{ 1 ( - % 027T cos? tdt) — %CQ fo% costsin 2tdt =0
=

—%cl fo% sin 2t cos tdt + ca (1 — %fo% sin? 2tdt) =0

on a
2 1 27 2
/ cos? tdt = — / (1+cos2t)dt =m = / sin? 2tdt
0 2 Jo 0
et
27 2 ) 27
/ sin 2t cos tdt = 2 / sintcos?tdt = = cos®t| =0
0 0 3 0
puis on a
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A (A\) =0 = X = 1racine double i-e que ¢, ¢a quelconque, donc f; (z) =
cosx et fo (x) = sin2x. ()
2) l’équation homogeéne transposé

s

2m
Y (x) — 7/ (costcosx + sin 2t sin 2z) ¢ (t) dt = 0
0

le noyau dégénéré est symétrique, donc elle est la méme determinant
A (\) et la méme valeur propre A = 1, on en dedui que ¢, ¢ sont quelcon-
ques et ¢ (z) = ¢; cosz+ ca8in2x = ¢ () = cosx et Yy (z) = sin 2x.

3) calculons les inté«g;lradesfo27r g (z) ¢y (z) dx i-e

27 27
. 1. 5
sinz cosxdr = —sin“x =0
0 2 0
27 27
. . 2 . 4
et sin z sin 2zdx = —sin’ x =0
0 0

d’ou la fonction g est orthogonale ales v; (i = 1,2) ,donc d’aprés le théoréme
de Fredholm I’équation non homogeéne admet une solution s’exprime par

c c
f(z) =sinz + = cosx + —= sin 2z.
7r ™



