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Preface
Dans ce cours, nous proposons quelques notions be base sur les équa-
tions intégrales linéaires de Fredholm de second espèce avec leurs di¤er-
entes méthodes de résolution. Une partie de ce cours est aussi destinée à
étudier quelques types d�équations intégrales singulières. Nous terminons
cette brochure par la construction de la fonction de Green pour quelques
problèmes aux limites.
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1

Rappels d�analyse fonctionnelle

1.1 Espace de Banach

Dé�nition: Une norme sur un espace vectoriel réel X est une fonction

X ! R : u! kuk

telle que :
1) si u�Xnf0g, kuk > 0;
2) si u�X et si ��R, k�uk = j�j kuk ;
3) si u; v�X, ku+ vk � kuk+ kvk (inégalité de Minkowski).
Un espace normé (réel) est un espace vectoriel (réel) muni d�une norme.
Dé�nition: Un espace normé X est complet si toute suite de Cauchy

dans X converge. Un espace de Banach est un espace normé complet.
Proposition: Dans un espace de Banach, toute série normalement con-

vergente converge.
Dé�nition: Un espace normé est séparable s�il contient une partie dense

et dénombrable.

1.2 Espace de Hilbert

Dé�nition: Un produit scalaire sur un espace vectoriel réel X est une
fonction

X �X ! R : (u; v)! (unv)
telle que
(L1) si u�Xnf0g; (unu) > 0;
(L2) si u; v; w�X et si �; ��R; (�u+ �vnw) = �(unw) + �(vnw);
(L3) si u; v; �X; (unv) = (vnu):
Nous posons kuk =

p
(unu). Un espace préhilbertien (réel) est un espace

vectoriel (réel) muni d�un produit scolaire.
Proposition: Soit X un espace préhilbertien. Si u; v�X alors :
a) ku+ vk2 + ku� vk2= 2jjujj2 + 2jjvjj2 (identité du parallélogramme) ;
b) (unv) = 1

4 jju+ vjj
2 � 1

4 jju� vjj
2(identité de polarisation) ;

c) (unv) = 0) ku+ vk2 = jjujj2 + jjvjj2 (identité de Pythagore).
Proposition: Soit X un espace préhilbertien. Si u; v�X alors
a) j(unv)j � jjwjj kvk(inégalité de Cauchy-Schwarz),
b) ku+ vk � kuk+ kvk (inégalité de Minkowski).
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Dé�nition: Une famille (ej)j�J dans un espace préhilbertien X est or-
thonormée si �

(ejnek) = 1; j = k;

= 0; j 6= k

Dé�nition: Un espace de Hilbert est un espace préhilbertien complet.

1.3 Opérateurs Compacts

Dé�nitions. Propriétés

Soient E et F deux espaces de Banach.
Dé�nition: On dit qu�un opérateur T�L(E;F ) est compact si T (BE)

est relativement
compact pour la topologie forte. On désigne par �(E;F ) l�ensemble des

opérateurs
compacts et on pose �(E) = �(E;E).
Théorème: L�ensemble �(E;F ) est un sous-espace vectoriel fermé de

L(E;F ) (pour
la normekkL(E;F ) ).
Dé�nition:On dit qu�un opérateur T�L(E;F ) est de rang �ni si dimR(T ) <

1.
Corollaire: Soit (Tn) une suite d�opérateurs continus de rangs �nis de

E dans F et
soit T�L(E;F ) tels que jjTn � T jjL(E;F ) ! 0. Alors T��(E;F ).
Théorème (Riesz): Soit E un e.v.n.(espace vectoriel normé) tel que

BE soit compact. Alors E est de dimension �nie.
Théorème (Alternative de Fredholm): Soit T��(E). Alors
a) N(I � T ) est de dimension �nie,
b) R(I � T ) est fermé, et plus précisément R(I � T ) = N(I � T �)?
c) N(I � T ) = f0g , R(I � T ) = E
d) dimN(I � T ) = dimN(I � T �).

Spectre d�un opérateur compact

Dé�nition: Soit T�L(E;F ). L�ensemble résolvant est

�(T ) = f��R; (T � �I) est bijectif de E sur Eg:
Le spectre �(T ) est le complémentaire de l�ensemble résolvant, �(T ) =

Rn�(T ).
On dit que � est valeur propre et on note � �V P (T ) si N(T � �I) 6= 0;
N(T � �I) est l�espace propre associé à �.
Remarque: 1) si ���(T ) alors (T � �I)�1�L(E):
2) Il est clair que V P (T ) � �(T ). Il peut exister � tel que N(T � �I) =

f0g et R(T � �I) 6= E:
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Dé�nition: On dit qu�un opérateur T�L(H) est autoadjoint si T � = T ,
c�est-à-dire
(Tu; v) = (u; Tv) 8u; v�H.
Corollaire: Soit T�L(H) un opérateur autoadjoint tel que �(T ) = f0g.

Alors T = 0.

Opérateurs de Hilbert-Schmidt

Soit H un espace de Hilbert séparable. On dit que T est un opérateur
de Hilbert- Schmidt s�il existe une base (en) de H telle que jjT jjhS =P
jTenj2 <1.
Théorème: Soient H = L2(
) et K(x; t)�L2(
x
). Alors Vopérateur

f ! (kf) (x) =

Z
k (x; t) f (t) dt

est un opérateur de Hilbert-Schmidt.
Réciproquement tout opérateur de Hilbert-Schmidt sur L2(
) se représente

de manière
unique à l�aide d�une fonction K(x; t)�L2(
x
).
Lemme: Soit k une fonction de L2 (]a; b[� ]a; b[),alors l�opérateur T tel

que

Tf (x) =

Z b

a

k (x; t) f (t) dt; x� ]a; b[ (1.1)

est bien dé�ni, en tant qu�opérateur T deL2 (]a; b[) dans lui même.
preuve: l�opérateur T est évidament linéaire, il su¢ t de prouver sa con-

tinuté, en e¤et l�inigalité de Couchy SchwarzZ b

a

jTf (t)j2 dt �
 Z b

a

jf (s)j2 ds
! Z b

a

Z b

a

jk (x; s)j2 dsdx
!

est puisque k�L2 (]a; b[� ]a; b[) alors il existeM�R+ tel que
R b
a

R b
a
jk (x; s)j2 dsdx =

M2

donc kTfkL2([a;b]) =
�R b

a
jTf (t)j2 dt

� 1
2 �M

�R b
a
jf (s)j2 ds

� 1
2

=M kfk
et on conclut que(1.1)est bien dé�ni un opérateur continue.
proposition: Soit T opératuer linéaire borné d�un espace de Banach

X (e,v,n,complet) dans X avec kTk < 1 et I l�opérateur identique dans
X; alors (I � T ) admet un opérateur inverse borné donne par la série de
Neumann

(I � T )�1 =
+1X
n=0

Tn; de plus
(I � T )�1 � 1

1� kTk

preve: poson

Sn =

nX
k=0

T k avec kTk < 1
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et montrons que
lim

n!+1
Sn = S = (I � T )�1

d�où (I � T )Sn = (I � T )
nX
k=0

T k =
nX
k=0

T k �
n+1X
k=0

T k = I � Tn+1

) lim
n!+1

(I � T )Sn = lim
n!+1

�
I � Tn+1

�
= I; puisque kTk < 1

donc (I � T )S = I (1.2)

d�autre par

S (I � T ) = lim
n!+1

Sn (I � T ) = lim
n!+1

�
I � Tn+1

�
= I (1.3)

d�aprés(1.2) et (1.3) on a S = (I � T )�1
aussi puisque kTk < 1(I � T )�1 = kSk = 

+1X
n=0

Tn

 �
+1X
n=0

kTkn = 1

1� kTk :

Théorème: Soit T un opérateur linéaire borné d�un espace de Banach X
danx lui même avec kTk < 1 et I l�opérateur identique dans X; 8g�X
l�approximation successive donne par la suite de fonctions

f0�X;8n > 1; fn = Tfn�1 + g

converge vers une unique solution f véri�er

f � Tf = g (1.4)

preve: Construisons (fn) par la méthode itérative de Picard i-e(c�est-à-dire),
en considerant la somme �ni

fn =
nX
k=0

T kg

donc

Tfn + g = T
�
T 0g + T 1g + :::+ Tng

�
+ g

= T (g + Tg + :::+ Tng) + g

= Tg + T 2g + :::+ Tn+1g + g

= T 0g + Tg + T 2g + :::+ Tn+1g

= fn+1 i-e fn+1 = Tfn + g

d�autre par puisque kTk < 1 donc (I � T ) admet inverse(I � T )�1(voir
proposition) et comme X espace de Banache et T ffng � X alors

f = lim
n!+1

fn+1 = lim
n!+1

(Tfn + g) = Tf + g ) f = (I � T )�1 g
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la suite (fn) ansi construisent implique l�existence et l�unicitéde la solu-
tion de l�équation fonctionnelle linéaire(1.4).
Théorème: Si on prend G (compact) � X � Rn et

kTkC(G) =Max

Z
G

jk (x; t)j dt < 1

alors l�équationintégrale de second espèce

f (x)� �
Z
X

k (x; t) f (t) dt = g (x)

admet une unique solution (g�C (X)).
remarque: pour beaucou plus sur l�analyse fonctionnelle voir ( Analyse

fonctionnelle.H Brezis ou Analyse fonctionnelle élémentaire.M Willem).
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2

Equations Intégrales

2.1 Généralité sur les équations intégrales

Introduction

dé�nition: une équation intégrale est une équation où l�inconnu est une
fonction qui apparait sous le signe intégrale
exemple: Soit le problème de trouver une fonction f qui véri�e
pour tout x 2 R

g (x) =

Z b

a

k (x; t) f (t) dt (2.1)

f (x) = g (x) +

Z b

a

k (x; t) f (t) dt (2.2)

f (x) =

Z b

a

k (x; t) [f (t)]
2
dt (2.3)

les fonctions g et k sont suposé connus, les équations(2.1),(2.2),(2.3)sont
les équations intégrales

Equation intégrale linéaire

dé�nition: une équation intégrale est dite linéaire si la fonction inconnu
sr �gure d�une manière linéaire.
par exemple les équations (2.1)et(2.2)sont linéaires par contre l�éqution

(2.3) ne l�est pas.
Remarque:Dans ce cours nous intéressons seulement les équations in-

tégrales linéaires de Fredholm de seond espèce.

Classi�cation des équations intégrales

Equations intégrales de Fredholm

dé�nition: 1) On appelle équation intégrale de Fredholm de deuxieme
espèce une équation de la forme

f (x) = g (x) + �

Z b

a

k (x; t) f (t) dt (2.4)

si g (x) = 0 l�équation (2.4) s�appelle équation intégrale homogène, si
g (x) 6= 0 l�équation (2.4) s�appelle équation intégrale non homogène.
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2) On appelle équation intégrale de Fredholm de premiere espèce une
équation de la forme

g (x) = �

Z b

a

k (x; t) f (t) dt (2.5)

où f est la fonction inconnu et g; k sont deux fonctions connus, k(x; t)
s�appelle le noyau de l�équation intégrale et � est une paramétre numérique.
Exemple: Véri�er que f (x) =

p
x est une solution de l�équation inté-

grale de Fredholm

f (x)�
Z 1

0

k (x; t) f (t) dt =
p
x+

x

15

�
4x

3
2 � 7

�
telle que

k (x; t) =

� t(2�x)
2 ; 0 6 t 6 x

x(2�t)
2 ; x 6 t 6 1

solution: on a f (x) =
p
x et l�équation intégrale de Fredholm

f (x)�
Z 1

0

k (x; t) f (t) dt = f (x)�
Z x

0

k (x; t) f (t) dt+

Z 1

x

k (x; t) f (t) dt

(2.6)
pour t 2 [0; x] en remplace k(x; t) par t(2�x)2 à la second intégrale de(2.6)

on obtient Z x

0

k (x; t) f (t) dt =

Z x

0

t (2� x)
2

p
tdt

=

Z x

0

t
p
tdt� x

2

Z x

0

t
p
tdt =

2

5
x
5
2 � x

7
2

5
(2.7)

de même maniere pour t 2 [x; 1] la substitution de k(x; t) par x(2�t)
2 à la

troisième intégrale de(2.6) donneZ 1

x

k (x; t) f (t) dt = x

Z 1

x

(2� t)
2

p
tdt =

7

15
x� 2

3
x
5
2 +

x
7
2

5
(2.8)

en subistituant les résultats (2.7)et (2.8) à (2.6) on obtient

f (x)�
Z 1

0

k (x; t) f (t) dt =
p
x+

x

15

�
4x

3
2 � 7

�
:

Equation intégrale de Volterra

Dé�nition: 1) on appelle équation intégrale de Volterra de dexiéme espèce
une équation de la forme

f (x) = g (x) + �

Z x

a

k (x; t) f (t) dt (2.9)
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2) on appelle équation intégrale de Volterra de premiére espèce une équa-
tion de la forme

g (x) = �

Z x

a

k (x; t) f (t) dt (2.10)

Remarques: 1) l�équation intégrale de Volterra est un cas particulier
de l�éqution intégrale de Fredholm, il se¢ t de prendre le noyau k (x; t) = 0
pour x < t;
2) si g (x) 6= 0 les équations (2.9) et(2.10) sont dites nons homogènes,
3) si g (x) = 0 les équations (2.9) et(2.10) sont dites homogène.
exemple:Montrer que f (x) = (1� x) e�2x est une solution de l�éqution

intégrale de Volterra suivante:

x =

Z x

0

exp (x+ t) f (t) dt (2.11)

solution: on a f (x) = (1� x) e�2x; en substituant à (2.11) on obtienZ x

0

exp (x+ t) f (t) dt = ex
Z x

0

(1� t) e�tdt

= ex
�
� (1� t) e�t

�x
0
� ex

�
�e�t

�x
0
= x� 1 + ex + 1� ex = x:

Equation intégrale singuliere

Dé�nition: on appelle équation intégrale singuliere, l�équation si l�une ou
les deux de bornes de l�intégrale sont in�nies où si le noyau de l�équation
intégrale est indé�nie dans un nombre �nie de points dans l�intérvalle
d�intégration
Exemple: les équations intégrales

f (x) = g (x) + �

Z +1

a

k (x; t) f (t) dt

f (x) =

Z +1

�1
k (x; t) f (t) dt

f (x) =

Z x

a

1

(x� t)� f (t) dt; 0 < � < 1

sont des équations singulieres.

Lien entre équation intregrale de et équation di¤érentielle

La résolution de l�éqution di¤érentilles linéaire

dny

dxn
+ a1 (x)

dn�1y

dxn�1
+ :::+ an (x) y = G (x) (2.12)
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aceo¢ cients continus ai (x) ; i = 1; :::; n avec les conditions initiales

y (0) = c0; y
0 (0) = c1; :::; y

(n�1) (0) = cn�1: (2.13)

peut etre ramène à la resolution d�une éqution intégrale de Volterra de
seconde éspece. Illustrons notre a�rmation sur l�exemple de l�équation dif-
férentielle de seconde ordre
exemple: soit le problème à valeur initial suivant:�

y00 + a1 (x) y
0 + a2 (x) y = � (x)

y (0) = �; y0 (0) = �
(2.14)

poson y00 (x) = f (x) alors

y0 (x)� y0 (0) =
Z x

0

f (t) dt c-à-d y0 (x) = � +

Z x

0

f (t) dt (2.15)

dexième intégration donne

y (x) = �x+ �+

Z x

0

Z x

0

f (t) dtdt

le développement limité de Taylor au voisinage de zéro avec reste inté-
grale de y est

y (x) = y (0) + xy0 (0) +

Z x

0

(x� t) y00 (t) dt

d�ou y (x) = �+ �x+

Z x

0

(x� t) f (t) dt (2.16)

en substituant les résultats (2.15)et (2.16) à (2.14) on obtient

f (x)+a1 (x)

�
� +

Z x

0

f (t) dt

�
+a2 (x)

�
�+ �x+

Z x

0

(x� t) f (t) dt
�
= � (x)

f (x) = � (x)�[�a1 (x) + (�+ �x) a2 (x)]�
Z x

0

[a1 (x) + a2 (x) (x� t)] f (t) dt

poson g (x) = � (x)� [�a1 (x) + (�+ �x) a2 (x)]
et k (x; t) = � [a1 (x) + a2 (x) (x� t)]

donc on a l�équation intégrale formelle de Volterra

f (x) = g (x) +

Z x

a

k (x; t) f (t) dt

exemple: soit l�équation di¤érentielle

y00 + y = 0 (*) et y (0) = 0; y0 (0) = 1
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poson y00 (x) = f (x) par intégration on obtien

y0 (x)� y0 (0) =
Z x

0

f (t) dt

en intégron 2�eme fois nous obtenons

y (x)� y (0) = xy0 (0) +

Z x

0

Z x

0

f (t) dt

d�où

y (x) = x+

Z x

0

(x� t) f (t) dt

en substituant à (*) en trouve

f (x) = �x�
Z x

0

(x� t) f (t) dt

qu�est une équation intégrale de Volterra de second espèce.

Reduction du problème aux limite à une l�équation intregrale de Fridholm

En considére l�équation di¤érentielle de seconde ordre avec condition aux
limites

y00 + P (x) y0 +Q (x) y = � (x) (1)

et �
x = a; y (a) = �

x = b; y (b) = �
où �; � sont des constantes données

poson y00 (x) = f (x) par intégration on a

y0 (x) = y0 (a) +

Z x

a

f (t) dt (1�)

on intégrons l�équation intégrale précédante de a à x on obtien

y (x) = y (a) + (x� a) y0 (a) +
Z x

a

Z x

a

f (t) dtdt

= �+ (x� a) y0 (a) +
Z x

a

Z x

a

f (t) dtdt (2)

pour x = b l�équation (2) s�écrit

� = y (b) = �+ (b� a) y0 (a) +
Z b

a

Z b

a

f (t) dtdt

d�où

y0 (a) =
� � �
b� a �

1

b� a

Z b

a

Z b

a

f (t) dtdt (3)
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en substituant (3) à (2) et (1�) en trouve

y (x) = �+(x� a)
"
� � �
b� a �

1

b� a

Z b

a

Z b

a

f (t) dtdt

#
+

Z x

a

Z x

a

f (t) dtdt (2�)

y0 (x) = (x� a)
"
� � �
b� a �

1

b� a

Z b

a

Z b

a

f (t) dtdt

#
+

Z x

a

f (t) dt (1�)

puis en renplace (1�) et (2�) à (1) on obtien

f (x) = � (x)� P (x)
(
(x� a)

"
� � �
b� a �

1

b� a

Z b

a

Z b

a

f (t) dtdt

#
+

Z x

a

f (t) dt

)

�Q (x)
(
�+ (x� a)

"
� � �
b� a �

1

b� a

Z b

a

Z b

a

f (t) dtdt

#
+

Z x

a

Z x

a

f (t) dtdt

)

Cas particuliére

pour a = 0 et b = 1, 0 � x � 1 on a

(2), y (x) = �+ xy0 (0) +

Z x

0

Z x

0

f (t) dtdt

d�aprés la formule

Z x

0

dt:::

Z x

0

f (t) dt| {z }
n fois

= 1
(n�1)!

R x
0
(x�t)n�1f(t)dt

y (x) = �+ xy0 (0) +

Z x

0

(x� t) f (t) dt

l�inconnue y0 (0) peut détérminée par

y0 (0) = � � ��
Z 1

0

(1� t) f (t) dt

= � � ��
Z x

0

(1� t) f (t) dt�
Z 1

x

(1� t) f (t) dt

aussi

f (x) = � (x)�P (x)
�
y0 (0) +

Z x

0

f (t) dt

�
�Q (x)

�
�+ xy0 (0) +

Z x

0

(x� t) f (t) dt
�

= � (x)� (� � �) [P (x) + xQ (x)]� �Q (x) +
Z 1

0

k (x; t) f (t) dt
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où

k (x; t) =

�
[P (x) + tQ (x)] (1� x) si 0 � t � x

[P (x) + xQ (x)] (1� t) si x � t � 1

Rmarque: Il est simple de véri�er que k (x; t) = k (t; x), on appelle le
noyau k (x; t) symetrique.
exemple: soit l�équation di¤érentielle

y00 (x) + y (x) = x (�)

avec 0 � x � �

2
et y (0) = 0; y

��
2

�
= �

on a y00 (x) = f (x)) y0 (x)� y0 (0) =
Z x

0

f (t) dt

la deuxième intégration donne

y (x)� y (0) = xy0 (0) +

Z x

0

Z x

0

f (t) dtdt

c-a-d y (x) = xy0 (0) +

Z x

0

(x� t) f (t) dt (�1)

pour x = �
2 on a

y
��
2

�
= � =

�

2
y0 (0) +

Z �
2

0

��
2
� t
�
f (t) dt

) y0 (0) = 2 +
2

�

Z �
2

0

��
2
� t
�
f (t) dt (�2)

en substituant (�2) à (�1) on obetien

y (x) = x

"
2 +

2

�

Z �
2

0

��
2
� t
�
f (t) dt

#
+

Z x

0

(x� t) f (t) dt

= 2x� 2t
�

Z x

0

��
2
� x
�
f (t) dt� 2x

�

Z �
2

x

��
2
� t
�
f (t) dt

en �n

f (x) = �x+ 2t
�

Z x

0

��
2
� x
�
f (t) dt+

2x

�

Z �
2

x

��
2
� t
�
f (t) dt

qui est équation intégrale de Fredholm de la forme

f (x) = g (x) +
2

�

Z �
2

0

k (x; t) f (t) dt
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où g (x) = �x; et k (x; t) =
�
t
�
�
2 � x

�
; si 0 � t � x

x
�
�
2 � t

�
; si x � t � �

2

Remarque: par fois en resous quelques équations intégrales en les ramènes
à des équations di¤érentielles avec condition initiales
exemple: soit l�équation intégrale

f (x) = x+

Z x

0

ex�tf (t) dt) f (x) = x+ ex
Z x

0

e�tf (t) dt

= ex
�
xe�x +

Z x

0

e�tf (t) dt

�
= exy (x)

où y (x) = xe�x +

Z x

0

e�tf (t) dt

d�où y0 (x) = (1� x) e�x � e�xf (x)
= (1� x) e�x � e�xexy (x)) y0 + y = (1� x) e�x (#) avec y (0) = 0

l�équation (#) est une équation di¤érentielle linéaire de première ordre en
résoudre par la méthode de variation de constantes, soit l�équation (#) sans
second menbre

y0 + y = 0) y (x) = ce�x, donc y0 = c0e�x � ce�x

en substituant cette résultat à l�équation (#) nous obtenons

c0e�x � ce�x + ce�x = (1� x) e�x ) c0 = 1� x) c (x) = x� x2

2
+ c

donc y (x) =
�
x� x2

2
+ c

�
e�x puisque y (0) = 0) y (x) =

�
x� x2

2

�
e�x

en �n la solution de l�équation intégrale donnée est

f (x) = y (x) ex = x� x2

2
:

Remarque: Dans tous ce qui suit de ce chapitre les fonctions existantes à
les équations intégrales sont lebesgues intégrales où lebesgues carrés inté-
grales i-e Z b

a

jg (x)j2 dx < +1

le noyau k (x; t) �L2 si
Z b

a

Z b

a

jk (x; t)j2 dxdt < +1Z b

a

jk (x; t)j2 dx < +1;8t� [a; b] ;
Z b

a

jk (x; t)j2 dt < +1;8x� [a; b]

Remarque: Dans tous ce qui suit de ce chapitre notre étude s�in sacré sur
les équations intégrales linéaires de Fredholm de second espèce.
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2.2 Méthode de résolution des équations intégrales
de second espèce

2.2.1 Solution par les noyaux itérés(méthode de Picard)

Principe de la méthode

Construison une suite (fn) qui correspandent à du série in�ni
P
n>1

Un ou

chaque Un dé�nie par Un = fn�fn�1 (n > 1) cette série converge uniforme-

ment vers U telle que laN �ene somme parcielle est
NP
n=1

(fn � fn�1) = fN�f0
et de plus (fn) converge uniformement vers U + f0:
proposition: soit g�C ([a; b]) et k; @k@x�C ([a; b]� [a; b]) ; alors l�équation

intégrale de Fredholm de second espéce

f (x) = g (x) +

Z b

a

k (x; t) f (t) dt

admet unique solution qui converge vers la limite de la suite itérative suiv-
ante

fn (x) = g (x) +

Z b

a

k (x; t) fn�1 (t) dt; x� [a; b] (2.17)

preve: 8x� [a; b] la fonction k (x; t) fn�1 (t) est continue, donc la suite(2.17)
est bien dé�nie, soit Mn(constantes) t-q 8n�N;8x� [a; b] on a jUn (x)j =
jfn (x)� fn�1 (x)j � Mn et jk (x; t)j < L; jg (x)j < M ; (f0 (x) = g (x)) ;
M > 0; L > 0 et Mn > 0:
Alors

jf1 (x)� f0 (x)j =
�����
Z b

a

k (x; t) f0 (t) dt

����� �
Z b

a

jk (x; t)j jg (t)j dt � LM (b� a)

on en deduit par recurence pour n > 1

8x� [a; b] ; jfn (x)� fn�1 (x)j �MLn (b� a)n =Mn

donc la série géométrique convergente

+1X
n=1

Mn =M
+1X
n=1

[L (b� a)]n = ML (b� a)
1� L (b� a) pour L (b� a) < 1

d�ou la série X
n>1

(fn � fn�1)

est uniformement convergente sur [a; b] vers la fonction U : [a; b]! R:
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Montrons que (fn) converge uniformement vers f = U + f0

8";9N;8n;n > N ! jf (x)� fn (x)j < ";

d�où

8n;n > N;8x; t� [a; b]! jk (x; t) f (x)� k (x; t) fn (x)j < L"

donc la suite
�R b

a
k (x; t) fn (t) dt

�
converge vers

R b
a
k (x; t) f (t) dt

d�où l�existance d�une solution de l�équation intégrale
unicité: supposon que l�équation intégrale admet deux solutions f1; f2

alors�
f1 (x) = g (x) + �

R b
a
k (x; t) f1 (t) dt

f2 (x) = g (x) + �
R b
a
k (x; t) f2 (t) dt

! f2 (x)�f1 (x) = �

Z b

a

k (x; t) (f2 (t)� f1 (t)) dt

en appliquent l�inégalité de SChwarz on obtien

jf2 (x)� f1 (x)j2 � j�j2
Z b

a

jk (x; t)j2 dt
Z b

a

j(f2 (t)� f1 (t))j2 dt

et on intégre par rapport xZ b

a

jf2 (x)� f1 (x)j2 dx � j�j2
Z b

a

Z b

a

jk (x; t)j2 dtdx
Z b

a

j(f2 (t)� f1 (t))j2 dt

ce qui donne �
1� j�j2B2

�Z b

a

j(f2 (t)� f1 (t))j2 dt � 0

on prend en conte que j�jB < 1 on conclu que
R b
a
jf2 (x)� f1 (x)j2 dx = 0

et par suite f1 = f2 p:p
puisque les solutions sont continues.

Résolvente de l�équation intégrale de Fredholm

soit l�équation intégrale de Fredholm

f (x) = g (x) + �

Z b

a

k (x; t) f (t) dt (2.18)

on peut écrire

f (x) = g (x) +
+1X
n=1

�nhn (x) (2.19)

avec hn (x) de�nis par

h1 (x) =

Z b

a

k (x; t) g (t) dt
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h2 (x) =

Z b

a

k (x; t)h1 (t) dt =

Z b

a

k2 (x; t) g (t) dt

h3 (x) =

Z b

a

k (x; t)h2 (t) dt =

Z b

a

k3 (x; t) g (t) dt

et ainssi le suit, où

k2 (x; t) =

Z b

a

k (x; s) k1 (s; t) dt; tel que k1 (x; t) = k (x; t)

k3 (x; t) =

Z b

a

k (x; s) k2 (s; t) dt

et en general kn (x; t) =
Z b

a

k (x; s) kn�1 (s; t) dt; pour n > 2 (2.20)

les fonctions dé�nis par (2.20) s�appelle noyaux itérés, la résolvente de
l�éqution intégrale (2.18) est dé�nis par

R (x; t; �) =

+1X
n=1

�n�1kn (x; t) (2.21)

ela second menbre de(2.21) est la série de Neumann du noyau k (x; t) sec-

onverge pour j�j < 1
B avec B =

qR b
a

R b
a
jk (x; s)j2 dxdt sous les conditions

précédantes la solution de(2.18) s�exprime par

f (x) = g (x) + �

Z b

a

R (x; t; �) g (t) dt (2.22)

Exemple: construison la résolvente du noyau suivente

k (x; t) = xet; a = �1; b = 1

pui à l�aide de cette résolvente trouver la solution de l�équation intégrale

f (x) = e�x + �

Z 1

�1
xetf (t) dt

solution: 1) calculons R (x; t; �)

on a k (x; t) = k1 (x; t) = xet

k2 (x; t) =

Z 1

�1
k (x; s) k1 (s; t) ds =

Z 1

�1
xessetds =

xet
Z 1

�1
sesds = xet [(s� 1) es]1�1 = 2e

�1xet
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k3 (x; t) =

Z 1

�1
xes2e�1setds = 2e�1xet

Z 1

�1
sesds =

�
2e�1

�2
xet

k4 (x; t) =

Z 1

�1
xes

�
2e�1

�2
setds =

�
2e�1

�3
xet

������������������������

donc kn (x; t) =
�
2e�1

�n�1
xet

et la résolvente est

R (x; t; �) = xet
+1X
n=1

�n�1
�
2e�1

�n�1
pour 2 j�j e�1 < 1, j�j < e

2

=
xet

1� 2�e�1 =
xet+1

e� 2�

2) la solution de l�équation intégrale donnée est

f (x) = e�x + �

Z 1

�1

xet+1

e� 2�e
�tdt

= e�x +
�xe

e� 2�

Z 1

�1
dt = e�x +

2�xe

e� 2�:

Remarque: L�incovénient se cette méthode est que même pour j�jB > 1
il peut que l�équation intégrale de Fredholmde de second espèce avec des
solutions.
exemple: soit l�équation intégrale

f (x) =
x

2
� 1
3
+

Z 1

0

(x+ t) f (t) dt; � = 1

la fonction f (x) = x est une solution de cette équation, par contre

B =

Z 1

0

Z 1

0

(x+ t)
2
dxdt =

1

3

Z 1

0

h
(x+ t)

3
i1
0
dt =

Z 1

0

h
(1 + t)

3 � t3
i
dt

=
1

12

h
(1 + t)

4 � t4
i1
0
=
1

12

�
24 � 1� 1

�
=
14

12
> 1:

Méthode des approximations successives

Soit l�équation intégrale de Fredholm de second espèce(2.18)

f (x) = g (x) + �

Z b

a

k (x; t) f (t) dt

telle que
g�C [a; b] et k�C ([a; b]� [a; b])
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le princioe de cette méthode est remplacé l�inconnu f sous l�intégrale par
n�importe quel sélective fonction numérique f0�C [a; b] ; substituant la(i-e
f0) à f (x) du second menbre de(2.18) on obtien

f1 (x) = g (x) + �

Z b

a

k (x; t) f0 (t) dt

f1 (x) c�est la premiére approximation de la solution f (x), la fonction
f1 (x) est aussi deC [a; b] :
En continuant la processus nous aboutisons à la suite f0 (x) ; f1 (x) ; :::fn (x)

où

fn (x) = g (x) + �

Z b

a

k (x; t) fn�1 (t) dt (2.23)

sous les hypotheses des fonctions g et k la suite(fn) quand n ! +1 con-
verge vers f (x) solution de l�éqution(2.18)
Remarque: en generale la convergence de la suite(fn) ne de pend pas du

chois f0 (x) = g (x) ; mais pour f0 (x) = g (x) on obtient une série s�appelle
série de Neumann et fn(x) est la somme partielle d�ordre n, cette chois
peut avoir une convergence rapide vers la solution de l�éqution(2.18).
exemple: Soit l�équation intégrale de Fredholm de secondespèce suivante

f (x) = 1 +

Z 1

0

xf (t) dt

pour

f0 (x) = g (x) = 1) f1 (x) = 1 +

Z 1

0

xdt = 1 + x

f2 (x) = 1 +

Z 1

0

xf1 (t) dt = 1 + x

Z 1

0

(1 + t) dt

= 1 + x

�
1 +

1

2

�
de même maniér

f3 (x) = 1 + x

�
1 +

1

2
+
1

4

�
������������������

fn (x) = 1 + x

�
1 +

1

2
+
1

4
+ :::+

1

2n�1

�
1 + x

�
1�

�
1
2

�n�
1� 1

2

f (x) = lim
n!+1

fn (x) = 1 + x

+1X�
1

2

�n
n=0

= 1 + 2x
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2.2.2 Méthode de substitutions successives

Soit l�équation intégrale de Fredholm(2.18), construison la suiteffn (x)g
moyennent la formmule de réccurnce(2.23) i-e

fn (x) = g (x) + �

Z b

a

k (x; t) fn�1 (t) dt

pour cette méthode, on remplace successivement la fonction f (x) sous
l�intégrale de(2.23) par sa valeur donné par l�équation(2.18) on obtien

f (x) = g (x) + �

Z b

a

k (x; t)

"
g (t) + �

Z b

a

k (t; t1) f (t1) dt1

#
dt

= g (x) + �

Z b

a

k (x; t) g (t) dt+ �2
Z b

a

k (x; t)

Z b

a

k (t; t1) f (t1) dt1dt

aussi ici encore substituant f (t1) par sa valeur donnée par(2.18) en trouve

f (x) = g (x) + �

Z b

a

k (x; t) g (t) dt+

�2
Z b

a

k (x; t)

Z b

a

k (t; t1)

"
g (t1) + �

Z b

a

k (t1; t2) f (t2) dt2

#
dt1dt

= g (x) + �

Z b

a

k (x; t) g (t) dt+ �2
Z b

a

k (x; t)

Z b

a

k (t; t1) g (t1) dt1dt

+�3
Z b

a

k (x; t)

Z b

a

k (t; t1)

Z b

a

k (t1; t2) f (t2) dt2dt1dt

en continus à cette maniér nous obtenons

f (x) = g (x) + �

Z b

a

k (x; t) g (t) dt+ �2
Z b

a

k (x; t)

Z b

a

k (t; t1) g (t1) dt1dt+ :::

+�n
Z b

a

k (x; t)

Z b

a

k (t; t1) :::

Z b

a

k (tn�2; tn�1) g (tn�1) dtn�1dtn�2:::dt+Rn (x) (*)

où Rn (x) = �n+1
Z b

a

k (x; t)

Z b

a

k (t; t1) :::

Z b

a

k (tn�1; tn) f (tn) dtndtn�1:::dt

cela amène à l�examinen de la série suivente, sous les hypothése k (x; t) 6=
0; k�C (R) où R = f(x; t) ; a � x; t � bg ; g (x) 6= 0; g�C ([a; b]) ; � constante.
Donc 9M > 0 tq jk (x; t)j < M dans le pavé R et 9N > 0 tq jg (x)j < N:
le terme générale de la série

Sn (x) = �n
Z b

a

k (x; t)

Z b

a

k (t; t1) :::

Z b

a

k (tn�2; tn�1) g (tn�1) dtn�1dtn�2:::dt
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elle véri�er
jSn (x)j � j�njNMn (b� a)n

j�jnMn (b� a)n est une terme générale d�une série qui converhe pour
j�jM (b� a) < 1, j�j < 1

M(b�a) ; aussi f�C ([a; b]) ;9U > 0 tq jf (x)j < U

d�où jRn (x)j �
���n+1��UMn+1 (b� a)n+1 comme j�jM (b� a) < 1) lim

n!+1
Rn (x) = 0

donc f (x) qui est satifer la série (*) est une solution de l�équation intégrale(2.18)
Theorème: a) Soit l�équation intégrale(2.18)

b) k (x; t) fonction reelle continue sur [a; b] � [a; b] et
g (x)fonction reelle continue sur [a; b]

c) 9� constante, j�j < 1
M(b�a) ; donc l�équation(2.18) admet

une solution continue sur[a; b] donner par la convergence de la série(*).
exemple: Résoudre l�équation intégrale de Fredholm par la méthode de

substitution seccessive

f (x) = 1 +

Z 1

0

xntmf (t) dt

la première substitution

f (x) = 1 +

Z 1

0

xntm
�
1 +

Z 1

0

tntm1 f (t1) dt1

�
dt

= 1 + xn
tm+1

m+ 1

����1
0

+

Z 1

0

xntm
Z 1

0

tntm1 f (t1) dt1dt

la 2�eme substitution est

f (x) = 1 +
xn

m+ 1
+

Z 1

0

xntm
Z 1

0

tntm1

�
1 +

Z 1

0

tn1 t
m
2 f (t2) dt2

�
dt1dt

= 1 +
xn

m+ 1
+

xn

m+ 1

Z 1

0

xntm+ndt+ xn
Z 1

0

tm
Z 1

0

tntm1

Z 1

0

tn1 t
m
2 f (t2) dt2dt1dt

= 1 +
xn

m+ 1
+

xn

(m+ 1) (m+ n+ 1)
+ xn

Z 1

0

tm
Z 1

0

tntm1

Z 1

0

tn1 t
m
2 f (t2) dt2dt1dt

la 3�eme substitution est

f (x) = 1 +
xn

m+ 1
+

xn

(m+ 1) (m+ n+ 1)
+

xn
Z 1

0

tm
Z 1

0

tntm1

Z 1

0

tn1 t
m
2

�
1 +

Z 1

0

tn2 t
m
3 f (t3) dt3

�
dt2dt1dt

= 1 +
xn

m+ 1
+

xn

(m+ 1) (m+ n+ 1)
+ xn

Z 1

0

tm
Z 1

0

tntm1

Z 1

0

tn1 t
m
2 dt2dt1dt

+xn
Z 1

0

tm
Z 1

0

tntm1

Z 1

0

tn1 t
m
2

Z 1

0

tn2 t
m
3 f (t3) dt3dt2dt1dt
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f (x) = 1 +
xn

m+ 1
+

xn

(m+ 1) (m+ n+ 1)
+Z 1

0

tm+n
�Z 1

0

tm+n1

�Z 1

0

tm2 dt2

�
dt1

�
dt+

xn
Z 1

0

tm
Z 1

0

tntm1

Z 1

0

tn1 t
m
2

Z 1

0

tn2 t
m
3 f (t3) dt3dt2dt1dt

f (x) = 1 +
xn

m+ 1
+

xn

(m+ 1) (m+ n+ 1)
+

xn

(m+ 1) (m+ n+ 1)
2

+xn
Z 1

0

tm
Z 1

0

tntm1

Z 1

0

tn1 t
m
2

Z 1

0

tn2 t
m
3 f (t3) dt3dt2dt1dt

la k�eme substitution est

f (x) = 1 +
xn

m+ 1

"
1 +

1

m+ n+ 1
+

1

(m+ n+ 1)
2 + :::+

1

(m+ n+ 1)
k�1

#

+xn
Z 1

0

tm+n
Z 1

0

tm+n1 :::

Z 1

0

tmk f (tk) dtkdtk�1:::dt1dt

soit Sk (x) le terme générale de la série d�ordre k

Sk (x) = 1+
xn

m+ 1

"
1 +

1

m+ n+ 1
+

1

(m+ n+ 1)
2 + :::+

1

(m+ n+ 1)
k�1

#

f (x) = lim
k!+1

Sk (x) = 1 +
xn

m+ 1
� 1

1� 1
m+n+1

= 1 +
xn (m+ n+ 1)

(m+ 1) (m+ n)
; aussi lim

k!+1
Rk (x) = 0:

2.2.3 Méthode de determinant de Fredholm

La solution de l�équation intégrale de Fredholm de second espèce(2.18) est
donnée par l�équation fonctionnelle

f (x) = g (x) + �

Z b

a

R (x; t; �) g (t) dt

où la résolvante de Fredholm est d�nie par l�égalité

R (x; t; �) =
D (x; t; �)

D (�)
(2.24)
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sous les conditions D (�) 6= 0; ici D (x; t; �) ; D (�) sont des séries de
puissnces de�;

D (x; t; �) = k (x; t) +
+1X
n=1

(�1)n

n!
Bn (x; t)�

n (2.25)

D (�) = 1 +
+1X
n=1

(�1)n

n!
Cn�

n (2.26)

avec les coe¢ cients ainsi dé�nis

Bn (x; t) =

Z b

a

:::

Z b

a| {z }
n

��������
k (x; t) k (x; t1) ::: k (x; tn)
k (t1; t) k (t1; t1) ::: k (t1; tn)
::: ::: ::: :::

k (tn; t) k (tn; t1) ::: k (tn; tn)

�������� dt1:::dtn
(2.27)

où B0 (x; t) = k (x; t), B1 (x; t) =
R b
a

���� k (x; t) k (x; t1)
k (t1; t) k (t1; t1)

���� dt1 et
B2 (x; t) =

R b
a

R b
a

������
k (x; t) k (x; t1) k (x; t2)
k (t1; t) k (t1; t1) k (t1; t2)
k (t2; t) k (t2; t1) k (t2; t2)

������ dt1dt2

Cn =

Z b

a

:::

Z b

a| {z }
n

��������
k (t1; t1) k (t1; t2) ::: k (t1; tn)
k (t2; t1) k (t2; t2) ::: k (t2; tn)

::: ::: ::: :::
k (tn; t1) k (tn; t2) ::: k (tn; tn)

�������� dt1:::dtn (2.28)

où C0 = 1 ,C1 =
R b
a
k (t1; t1) dt1et C2 =

R b
a

R b
a

���� k (t1; t1) k (t1; t2)
k (t2; t1) k (t2; t2)

���� dt1dt2
les fonctions D (�) et D (x; t; �) sont respectivement le determinant de

Fredholm et le mineur du determinant de Fredholm. Si le noyau k (x; t) est
borné où si l�intégrale Z b

a

Z b

a

k2 (x; t) dxdt < +1

les séries (2.27),(2.28) convergentes quelque soit � et sont donc des fonc-
tions analytiques entières de �: La résolvante R (x; t; �) = D(x;t;�)

D(�) est une
fonction analytique de � sauf les � qui sont zéros de D (�), ces derniers
sont les pôles de la résolvante R (x; t; �) :
exemple: A l�aide de determinant de Fredholm trouver la résolvante du

noyau
k (x; t) = x sin t = B0 (x; t) ; 0 � x; t � �

2
Solution: calculons les coe¢ tions

B1 (x; t) =

Z �
2

0

���� x sin t x sin t1
t1 sin t t1 sin t1

���� dt1 = x sin t

Z �
2

0

t1 sin t1dt1�x sin t
Z �

2

0

t1 sin t1dt1 = 0
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B2 (x; t) =

Z �
2

0

Z �
2

0

������
x sin t x sin t1 x sin t2
t1 sin t t1 sin t1 t1 sin t2
t2 sin t t2 sin t1 t2 sin t2

������ dt1dt2

=

Z �
2

0

Z �
2

0

0BB@ x sin t2

���� t1 sin t t1 sin t1
t2 sin t t2 sin t1

����� t1 sin t2 ���� x sin t x sin t1
t2 sin t t2 sin t1

����
+t2 sin t2

���� x sin t x sin t1
t1 sin t t1 sin t1

���� dt1dt2
1CCA

= �
Z �

2

0

Z �
2

0

t1 sin t2 (x sin t� t2 sin t1 � x sin t1 � t2 sin t) dt1dt2

= �x sin t
Z �

2

0

Z �
2

0

(t1t2 sin t2 sin t2 � t1t2 sin t2 sin t2) dt1dt2 = 0

on conclus que 8n > 1; Bn (x; t) = 0:
Aussi C0 = 1; C1 =

R �
2

0
t1 sin t1dt1 = 1 et

C2 =
R �

2

0

R �
2

0

���� t1 sin t1 t1 sin t2
t2 sin t1 t2 sin t2

���� dt1dt2 = 0; donc 8n > 2; Cn = 0;
d�où D (x; t; �) = k (x; t) = x sin t et D (�) = 1� �) R (x; t; �) = x sin t

1��
la solution de l�éqution intégrale de Fredholm corréspendante s�exprime

par la formule

f (x) = g (x) +
�

1� �

Z �
2

0

x sin tg (t) dt

Conclusion: le calcule des coe¢ cientBn (x; t) et Cn des séries (2.25),(2.26)par
les formules (2.27),(2.28) n�est possible que dans des cas trés rares,mais ces
formule entrainent les relations de réccurence suivantes

8n > 1; Bn (x; t) = Cnk (x; t)� n
Z b

a

k (x; s)Bn�1 (s; t) ds (2.29)

Cn =

Z b

a

Bn�1 (s; s) ds sachant que C0 = 1 et B0 (x; t) = k (x; t)

preve: on a l�équation

R (x; t; �) = k (x; t) + �

Z b

a

k (x; s)R (s; t; �) ds (2.30)

c-ad
D (x; t; �)

D (�)
= k (x; t) + �

Z b

a

k (x; s)
D (s; t; �)

D (�)
ds

, D (x; t; �) = D (�) k (x; t) + �

Z b

a

k (x; s)D (s; t; �) ds (2.31)
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substituant (2.25),(2.26) à (2.31) on obtien

k (x; t) +
+1X
n=1

(�1)n

n!
Bn (x; t)�

n =

 
1 +

+1X
n=1

(�1)n

n!
Cn�

n

!
k (x; t) +

�

Z b

a

k (x; s)

"
k (s; t) +

+1X
n=1

(�1)n

n!
Bn (s; t)�

n

#
ds

d�où

+1X
n=1

(�1)n �n

n!
Bn (x; t) =

+1X
n=1

(�1)n �n

n!
Cnk (x; t) + (2.32)

�

Z b

a

k (x; s) k (s; t) ds+
+1X
n=1

(�1)n �n+1

n!

Z b

a

k (x; s)Bn (s; t) ds

à la second série de second membre de(2.32) en permiten par n-1on a

+1X
n=1

(�1)n �n

n!
Bn (x; t) =

+1X
n=1

(�1)n �n

n!
Cnk (x; t) +

�

Z b

a

k (x; s) k (s; t) ds+
+1X
n=2

(�1)n�1 �n

(n� 1)!

Z b

a

k (x; s)Bn�1 (s; t)�
nds

c-a-d

+1X
n=1

(�1)n �n

n!
Bn (x; t) =

+1X
n=1

(�1)n �n

n!
Cnk (x; t) + �

Z b

a

k (x; s) k (s; t) ds

��
Z b

a

k (x; s) k (s; t) ds+

+1X
n=1

(�1)n�1 �n

(n� 1)!

Z b

a

k (x; s)Bn�1 (s; t) ds

,
+1X
n=1

(�1)n �n

n!
Bn (x; t) =

+1X
n=1

(�1)n �n

n!
Cnk (x; t)�n

+1X
n=1

(�1)n �n

n!

Z b

a

k (x; s)Bn�1 (s; t) ds

donc l�égalité de réccurence(2.29) c-à-d(c�est-à-dire)

8n > 1; Bn (x; t) = Cnk (x; t)� n
Z b

a

k (x; s)Bn�1 (s; t) ds:

exemple: Résoudre par méthode de tereminant de Fredholm(relation de
reccurence(2.29) l�équation intégrale suivante:

f (x) =
x

6
+ �

Z 1

0

(2x� t) f (t) dt

solution: on a k (x; t) = 2x� t = B0 (x; t) et C0 = 1
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d�où

C1 =

Z 1

0

(2s� s) ds =
Z 1

0

sds =
1

2

pour n = 1 est d�aprés(2.29) on a

B1 (x; t) =
1

2
(2x� t)�

Z 1

0

(2x� s) (2s� t) ds

= x� t

2
� 2x+ 2xt+ 2

3
� t

2
= 2xt� x� t+ 2

3

C2 =

Z 1

0

�
2s2 � 2s+ 2

3

�
ds =

1

3

B2 (x; t) =
1

3
(2x� t)� 2

Z 1

0

(2x� s)
�
2st� s� t+ 2

3

�
ds

=
1

3
(2x� t)� 4x

Z 1

0

�
2st� s� t+ 2

3

�
ds+ 2

Z 1

0

�
2s2t� s2 � ts+ 2s

3

�
ds

=
2x

3
� t

3
� 4xt+ 2x+ 4xt� 8x

3
+
4t

3
� 2
3
� t+ 2

3
= 0

C3 =

Z 1

0

B2 (s; s) ds = 0) 8n > 3; Cn = 0

aussi

B3 (x; t) = 0� (2x� t)� 3
Z 1

0

(2x� s)B2 (s; t) ds

= 0� (2x� t)� 3
Z 1

0

(2x� s)� 0ds = 0

donc 8n > 2; Bn (x; t) = 0; d�où la résolvante

R (x; t; �) =
k (x; t)� �B1 (x; t)
1� �C1 + �2

2 C2
=
2x� t� �

�
2xt� x� t+ 2

3

�
1� �

2 +
�2

6

=
12x� 6t� 2� (6xt� 3x� 3t+ 2)

�2 � 3�+ 6
la solution de l�équation intégrale donnée à l�aide la résolvante calculée est

f (x) =
x

6
+ �

Z 1

0

12x� 6t� 2� (6xt� 3x� 3t+ 2)
�2 � 3�+ 6

� t

6
dt

=
x

6
+

�

�2 � 3�+ 6

�Z 1

0

�
2xt� t2

�
dt� �

3

Z 1

0

�
6xt2 � 3xt� 3t2 + 2t

�
dt

�
=

x

6
+

�

�2 � 3�+ 6

�
x� 1

3
� �x

6

�
=
�2x� 3x�+ 6x� �2x� 2�+ 6�x

�2 � 3�+ 6

=
6x+ 3�x� 2�
�2 � 3�+ 6
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2.2.4 Equation intégrale à noyau dégénéré(séparable)

Dé�nition: le noyau k (x; t) d�une équation intégrale de Fredholm de sec-
ond espèce est dit dégénéré s�il est somme d�un nombre �ni de produits des
fonctions de x seul par des fonctions de t seul i-e il est de la forme

k (x; t) =
nX
k=1

ak (x) bk (t) (2.33)

les fonctions ak (x) et bk (t) (k = 1; :::; n) seront suposés continus dans
le carré fondamental a � x; t � b et linéairements independantes, donc
l�équation intégrale à noyau dégénéré s�écrit

f (x) = g (x) + �

Z b

a

"
nX
k=1

ak (x) bk (t)

#
f (t) dt (2.34)

f (x) = g (x) + �

nX
k=1

ak (x)

Z b

a

bk (t) f (t) dt (2.35)

poson ck =
Z b

a

bk (t) f (t) dt (k = 1; :::; n) (2.36)

d�où l�équation intégrale(2.35) s�écrit

f (x) = g (x) + �
nX
k=1

ckak (x) (2.37)

avec ck des constantes inconnus (puisque f (x) est inconnus), ansi la résolu-
tion d�une équation intégrale à noyau dégénérése ramène à la récherche les
ck (k = 1; :::; n) aprés avoir porté(2.37)dans(2.34) et e¤ectué des calcules
simples on obtien

nX
m=1

(
cm �

Z b

a

bm (t)

"
g (t) + �

nX
k=1

ckak (t)

#
dt

)
am (x) = 0

les fonctions am (x) (m = 1; :::; n) etant linéairement independant, il en
résulte que

cm �
Z b

a

bm (t)

"
g (t) + �

nX
k=1

ckak (t)

#
dt = 0

ou cm � �
nX
k=1

ck

Z b

a

ak (t) bm (t) dt =

Z b

a

bm (t) g (t) dt

en �n poson les notations

akm =

Z b

a

ak (t) bm (t) dt; gk =

Z b

a

bm (t) g (t) dt
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nous obtenons

cm � �
nX
k=1

ckakm = gm , (m = 1; :::; n)

ou sous forme dévelopée

(1� �a11) c1 ��a12c2 ��a13c3 ::: ��a1ncn = g1
��a21c1 (1� �a22) c2 ��a23c3 ::: ��a2ncn = g2

:::
:::

:::
:::

:::
:::

:::
:::

:::
:::

:::
:::

��an1c1 ��an2c2 ��an3c3 ::: (1� �ann) cn = gn

9>>>>=>>>>;
(2.38)

pour trouver les ck; nous avons donc un système de n équations linéairement
independantes ((I��A)c = g;A = (aij) (1 � i; j � n) ; c = (c1; c2; :::; cn) et
g = (g1; g2; :::; gn) le système matricielle equivalent), dont le detereminant
est

4 (�) =

��������
(1� �a11) ��a12c2 ::: ��a1n
��a21 (1� �a22) ::: ��a2n
::: ::: ::: :::

��an1 ��an2 ::: (1� �ann)

�������� (2.39)

si4 (�) 6= 0 le système(2.38) admet une seule solution c1; c2; :::; cn obtennue
moyenent les formules de Cramar

ck =
1

4 (�)

��������������

(1� �a11) ::: ��a1k�1 g1 ��a1k+1 ::: ��a1n
��a21 ::: ��a2k�1 g2 ��a2k+1 ::: ��a2n
::: ::: ::: ::: ::: ::: :::
::: ::: ::: ::: ::: ::: :::
::: ::: ::: ::: ::: ::: :::
::: ::: ::: ::: ::: ::: :::

��an1 ::: ��ank�1 gn ��ank+1 ::: (1� �ann)

��������������
(2.40)

d�où la solution de l�éqution intégrale(2.34) dé�ni par la fonction

f (x) = g (x) + �
nX
k=1

ckak (x)

avec ck (k = 1; :::; n) donnée par(2.40).
exemple: Résoudre l�éqution intégrale par la méthode de noyau dégénéré

f (x) = cosx+ �

Z �

0

sin (x� t) f (t) dt

solution: il est clair que

k (x; t) = sin (x� t) = sinx cos t� cosx sin t
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i-e k (x; t) séparable, donc

f (x) = cosx+ � sinx

Z �

0

cos tf (t) dt� � cosx
Z �

0

sin tf (t) dt (2.41)

poson

c1 =

Z �

0

cos tf (t) dt , et c2 =
Z �

0

sin tf (t) dt (2.42)

substituant(2.42) à (2.41) on obtien

f (x) = cosx+ �c1 sinx� �c2 cosx (2.43)

aussi substituant(2.43) au système(2.42)�
c1 =

R �
0
cos t (cos t+ �c1 sin t� �c2 cos t) dt

c2 =
R �
0
sin t (cos t+ �c1 sin t� �c2 cos t) dt

,
�
c1
�
1� �

R �
0
cos t sin tdt

�
+ �c2

R �
0
cos2 tdt =

R �
0
cos t cos tdt

��c1
R �
0
sin2 tdt+ c2

�
1 + �

R �
0
cos t sin tdt

�
=
R �
0
sin t cos tdt

aprés certain calcule on a le système�
c1 +

�
2�c2 =

�
2

��
2�c1 + c2 = 0

et 4 (�) =
���� 1 ��

2

���
2 1

���� = 1 + �2�2

4

donc

c1 =

���� �
2

��
2

0 1

����
4 (�) =

2�

4 + �2�2
et c2 =

���� 1 �
2

���
2 0

����
4 (�) =

��2

4 + �2�2

en �n substituant c1 et c2 à(2.43) en trouve la solution

f (x) = cosx+
2��

4 + �2�2
sinx� �2�2

4 + �2�2
cosx

=
4 cosx+ 2�� sinx

4 + �2�2
:

2.2.5 Alternative de Fredholm

Valeurs propres et Fonctions propres

Soit l�équation intégrale de Fredholm de second espèce homogène i-e

f (x)� �
Z b

a

k (x; t) f (t) dt = 0 (2.44)
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admet toujour la solution f (x) = 0 (solution triviale), une valeur � tel
que cette équation admette des solutions non nulles f (x) 6= 0 s�appelle
valeur propre du noyau k (x; t) ou de l�équation(2.44) et chaque solution
non nulle de l�équation(2.44) est une fonction propre correspondante au
valeur propre, pour � = 0(2.44) sntrain f (x) = 0:
Si k (x; t) est continu dans le carré R (a � x; t � b) ou s�il est carré som-

mable dans R (a et b étant �nis), il correspond à chaque valeur propre � un
nombre �ni de fonction propre linéairement independantes, le nombre de
ces fonctions s�appelle multiplicité de valeur propre, si les valeurs propres
sont distincts peut être de multiplicité di¤érentes.
Dans le cas de l�équation intégrale de noyau dénégéré

f (x)� �
Z b

a

"
nX
k=1

ak (x)bk(t)

#
f (t) dt = 0 (2.45)

les valeurs propres sont racines de l�équation algebrique

4 (�) = 0 de dégrés p � n (2.46)

4 (�) determinant de système

(1� �a11) c1 ��a12c2 ��a13c3 ::: ��a1ncn = 0
��a21c1 (1� �a22) c2 ��a23c3 ::: ��a2ncn = 0

:::
:::

:::
:::

:::
:::

:::
:::

:::
:::

:::
:::

��an1c1 ��an2c2 ��an3c3 ::: (1� �ann) cn = 0

9>>>>=>>>>;
(2.47)

si l�équation(2.46) posséde p racine (1 � p � n) l�équation(2.45) a p valeurs
propres �m (m = 1; ::; p) corespond une solution non triviale

c
(1)
1 c

(1)
2 ::: c

(1)
n ! �1

c
(2)
1 c

(2)
2 ::: c

(2)
n ! �2

::: ::: ::: ::: ::: :::

c
(p)
1 c

(p)
2 ::: c

(p)
n ! �p

du système(2.47). Les solutions non nulles de(2.45) associées à ces solutions
(i-e fonctions propres) sont de la forme

f1 (x) =
nX
k=1

c
(1)
k ak(x); f2 (x) =

nX
k=1

c
(2)
k ak(x); :::; fp (x) =

nX
k=1

c
(p)
k ak(x)

donc l�équation intégrale de noyau dénégéré posséde au plus n valeurs prp-
pres et fonctions propres correspondantes.
Théorème de Fredholm: Si �0est une racine d�ordre m > 1du de-

terminant 4 (�) alors l�équation intégrale de Fredholm de second espèce
homogène i-e

f (x)� �
Z b

a

k (x; t) f (t) dt = 0 (2.48)
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admet r solution linéairement independant (1 � r � m) :
Remarque1:Dans le cas d�un noyau quelconque(non dégénéré) les valeurs

poropres sont les zéros de 4 (�) i-e les pôles de la résolvante.
Remarque2: si f (x) est unr fonction propre assocciée a la valeur propre

� alors c f (x) ; où c est un constant arbitraire, l�est également.
Exemple: Trouver les valeurs propres et les fonctions de l�équation in-

tégrale à noyau dégénéré suivante:

f (x)� �
Z �

0

cos (x+ t) f (t) dt = 0 (2.49)

solution: en peu écrire(2.49)comme suite

f (x) = �

Z �

0

cosx cos tf (t) dt� �
Z �

0

sinx sin tf (t) dt (2.50)

de même maniére poson

c1 =

Z �

0

cos tf (t) dt; c2 =

Z �

0

sin tf (t) dt (2.51)

d�où C = �c1 cosx+ c2 sinx (2.52)

substituant(2.52) au système(2.51) on obtien�
c1 =

R �
0
cos t (�c1 cos t� c2 sin t) dt

c2 =
R �
0
sin t (�c1 cos t� c2 sin t) dt

,
�
c1
�
1� ��

2

�
+ �c2 � 0 = 0

��c1 � 0 + c1
�
1 + ��

2

�
= 0

,
�
c1
�
1� ��

2

�
= 0

c2
�
1 + ��

2

�
= 0

donc 4 (�) = 1� �2�2

4
; 4 (�) = 0) � = � 2

�

pour � = �2
� ) c1 = 0 et c2 quelconque, d�où f1 (x) =

2
� c2 sinx ou

f1 (x) = sinx pour 2
� c2 = 1;

et pour � = 2
� ) c2 = 0 et c1 quelconque, d�où f2 (x) = 2

� c1 sinx ou
f1 (x) = cosx pour 2

� c1 = 1:

Etude de l�équation intégrale non homogène

Soit l�équation intégrale non homogène de second espèce de Fredholm i-
e(2.18)

f (x) = g (x) + �

Z b

a

k (x; t) f (t) dt

admet de solution même si 4 (�) = 0 on est besoin d�etudier une équation
intégrale appellé transposé de l�équation intégrale de Fredholm.
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Dé�nition: on appelle équation intégrale transposé ou adjointe de l�équation
intégrale de Fredholm l�équation

 (x) = g (x) + �

Z b

a

k (x; t) (t) dt (2.53)

remarquons que f et  sont transposée l�une de l�autre.
Dans le cas de noyau dégénéré

k (x; t) =
nX
k=1

ak (x) bk (t)

le noyau transposée

k (t; x) =
nX
k=1

ak (t) bk (x)

alors de la même manière dans le cas de noyau dégénéré on écrire

 (x) = g (x) + �
nX
k=1

bk (x)

Z b

a

ak (t) (t) dt (2.54)

poson

ck =

Z b

a

ak (t) (t) dt

donc(2.54) s�écrit

 (x) = g (x) + �

nX
k=1

ckbk (x)

et on substituant à l�équation(2.53)on aura

g (x) + �

nX
k=1

ckbk (x) = g (x) + �

nX
k=1

bk (x)

Z b

a

ak (t)

24g (t) + � nX
j=1

cjbj (t)

35 dt
= g (x) + �

nX
k=1

bk (x)

Z b

a

ak (t) g (t) dt+ �
2

nX
k;j=1

cjbk (x)

Z b

a

ak (t) bj (t) dt

et une sinbli�cation donne pour � 6= 0
nX
k=1

ckbk (x) =
nX
k=1

bk (x)

Z b

a

ak (t) g (t) dt+ �
nX

k;j=1

cjbk (x)

Z b

a

ak (t) bj (t) dt

d�où
nX
k=1

bk (x)

0@ck � � nX
k;j=1

cj

Z b

a

ak (t) bj (t) dt�
Z b

a

ak (t) g (t) dt

1A = 0
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ce qui entraineVu l�indépendance des bk

ck � �
nX

k;j=1

cj

Z b

a

ak (t) bj (t) dt�
Z b

a

ak (t) g (t) dt = 0; (k = 1; ::; n)

on pose egk = R ba ak (t) g (t) dt et pour akj on garde la même notation de cas
noyau dégénéré, donc le nouveau système s�écrit�

I � �At
�
c = eg (2.55)

on remarque ce système admet même determinant4 (�) ; (4 (�) = det (I � �At))
de systeme de l�équation homogène, ce qui signi�e que ce système admet
une solution uniqtue si et seulement si l�ancien système l�est.On ce qui
concerne les ci et egi mais les bi sont changé par les ai:
Le système homogène adjoint�

I � �At
�
c = 0

admet des vecteurs propres di¤érents de ceux du système

(I � �A) c = 0

et par suite les fonctions propres de l�équation adjointe sont di¤erente de
celles de l�équation de Fredholm.
aussi: la valeur propre �0 a la même rang p et par suite elle lui correspond

r fonctions propres linéairement independantes  01; :::;  0r de l�équation
homogène adjointe, toute solution de l�équation homogène correspond à la
valeur de propre de la forme

 0 =
rX
i=1

Bi 0i où Bi sont des constantes arbitraires.

Lemme: soint �1; �2 deux valeurs propres distinctes du système ho-
mogène et son
transposé et siont f et  deux fonctions propres corresponds à �1; �2

réspectivement alors f et  sont orthogonaux.
preuve: Multiplient l�équation

f (x) = g (x) + �1

Z b

a

k (x; t) f (t) dt par �2 (x)

 (x) = g (x) + �2

Z b

a

k (x; t) (t) dt par �1f (x)

intégrant les sur [a; b] puis soustrayant l�une se l�autre on obtien

(�1 � �2)
Z b

a

f (x) (x) dx = 0
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et comme �1 6= �2 alors
R b
a
f (x) (x) dx = 0 i-e f et  sont orthonaux.

Théorème: pour que l�équation non homogène de Fredholm de second
espèce admet solution correspond à une valeur propre �0 il faut et il su¢ t
que la fonction g est orthogonale a les r fonctions propres  0i de l�éqution
homogème transposé assocciée a �0:
preve: 1) si l�équation admet une solution f alorsZ b

a

g (x) 0i (x) dx =

Z b

a

f (x) 0i (x) dx� �
Z b

a

 0i (x)

Z b

a

k (x; t) f (t) dtdx

=

Z b

a

f (x) 0i (x) dx� �
Z b

a

f (t)

Z b

a

k (t; x) 0i (x) dxdt

=

Z b

a

f (x) 0i (x) dx� �
Z b

a

f (t) 0i (t) dt = 0

2)si g orthogonale à r fonctions  0i alors le système non homogène se reduit
a p = n� r équations independantes, donc le rang de système est p = n� r
etbon peut résoudre se système avec p parametres, et en substituant les p
valeurs propres des ci dans l�expression de f on trouve la solution.
Soit L l�opérateur dé�ni par L = I � �0A alors son transposé L� =

I � �0A
t l�etude algebrique montre que ker (I � �0At)? = R (I � �0A)

c-à-d que siZ b

a

g (x) 0i (x) dx = 0;8i = 1; ::; r;9f : [a; b]! E tq (I � �0A) f = g:

Théorème d�alternative de Fredholm: pour une valeur propre �0
1) soit l�équatio intégrale

f (x) = g (x) + �0

Z b

a

k (x; t) f (t) dt

admet une solution unique pour n�importe qu�elle fonction g�L2 [a; b] et
k�L2 [R] (R = [a; b]� [a; b]) en particulier la solution est f = 0 pour g = 0
et l�équation transposé

 (t) = g (t) + �0

Z b

a

k (t; x) (x) dx

aussi posséde une solution unique
2) soit l�équation homogène admet r solution linéairements indepen-

dantes f01; :::; f0r et l�équation homogène transposé admet r solution linéaire-
ments independantes  01; :::;  0r et pour que l�équation non homogène ad-
met solution il faut et il su¢ t que soit la fonction g soit orthogonale avec
les fonctions  0i (i = 1; :::; r) et dans ce cas la solution s�exprime à l�aide
d�une combinaison linéaire des fonctions f0i:
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exemple: Etablir si le équations intégrale ci-dessous est résolue pour
diverses valeurs de paramètre �

f (x)� �

�

Z �

0

(cosx cos t+ sin 2x sin 2t) f (t) dt = sinx

solution: pour résoudre cette exemple il su¢ t faire les trois étapes suivant
1) détérmine les vateurs propres et les fonctions propres d�éqution ho-

mogène
2) détérmine les vateurs propres et les fonctions propres d�éqution ho-

mogène transposé
3) véri�er l�orthogonalité de g (fonction de second membre) et les  i

(fonctions propres d�éqution homogène transposé).
1) Soit l�équation homogène

f (x)� �

�

Z 2�

0

(cosx cos t+ sin 2x sin 2t) f (t) dt = 0

, f (x) =
� cosx

�

Z 2�

0

cos tf (t) dt+
� sin 2x

�

Z 2�

0

sin 2tf (t) dt

poson c1 =
Z 2�

0

cos tf (t) dt; c2 =

Z 2�

0

sin 2tf (t) dt

d�où f (x) =
�c1 cosx

�
+
�c2 sin 2x

�

donc on a le système�
c1 =

R �
0
cos t

�
�c1 cos t

� + �c2 sin 2t
�

�
dt

c2 =
R �
0
sin 2t

�
�c1 cos t

� + �c2 sin 2t
�

�
dt

,
� c1

�
1� �

�

R 2�
0
cos2 tdt

�
� �

� c2
R 2�
0
cos t sin 2tdt = 0

��
� c1

R 2�
0
sin 2t cos tdt+ c2

�
1� �

�

R 2�
0
sin2 2tdt

�
= 0

on a Z 2�

0

cos2 tdt =
1

2

Z 2�

0

(1 + cos 2t) dt = � =

Z 2�

0

sin2 2tdt

et Z 2�

0

sin 2t cos tdt = 2

Z 2�

0

sin t cos2 tdt =
2

3
cos3 t

����2�
0

= 0

puis on a �
c1 (1� �) = 0
c2 (1� �) = 0

)4 (�) = (1� �)2 ;



xlii 2. Equations Intégrales

4 (�) = 0) � = 1 racine double i-e que c1; c2 quelconque, donc f1 (x) =
cosx et f2 (x) = sin 2x: (x)
2) l�équation homogène transposé

 (x)� �

�

Z 2�

0

(cos t cosx+ sin 2t sin 2x) (t) dt = 0

le noyau dégénéré est symétrique, donc elle est la même determinant
4 (�) et la même valeur propre � = 1; on en dedui que c1, c2 sont quelcon-
ques et  (x) = c1 cosx+ c2 sin 2x)  1 (x) = cosx et  2 (x) = sin 2x:
3) calculons les intégrales

R 2�
0

g (x) 2 (x) dx i-eZ 2�

0

sinx cosxdx =
1

2
sin2 x

����2�
0

= 0

et
Z 2�

0

sinx sin 2xdx =
2

3
sin3 x

����2�
0

= 0

d�où la fonction g est orthogonale à les  i (i = 1; 2) ;donc d�aprés le théorème
de Fredholm l�équation non homogène admet une solution s�exprime par

f (x) = sinx+
c1
�
cosx+

c2
�
sin 2x:


