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1 .Méthodes itératives pour les systemes d’équations linéaires

On va traiter dans ce chapitre les systémes d’équations linéaires dont le
nombre d’équations est égal a ceux d’inconnues et dont le déterminant est non nul.
C’est-a-dire les systémes qui ont une solution unique. Un systéme d’équations

linéaire de n équations avec n inconnues s’écrit alors :

(11X1 + A1X2 + Aq3X3 + - AypXy = by
(1% + Ap2X; + Ap3X3 + A Xy = by (1)
Apn1Xyp + ApoXy + ApzX3z + o AppXy = bn

Ce systeme peut étre écrit sous forme matricielle :

a1 QA b,
21 G2z bl ax =8
p1 Qnz bn

A B

Ce systéme peut étre résolu directement par différentes méthodes, on peut

citer celle de Kramer (des déterminants) ou celle d’élimination.

1) Méthode de Jacobi

Elle utilise le principe du point fixe pour un systéme d’équations linéaires,

Xy = (by — ay2X; — Ay3X3 — = AypXy) /Ay
(by — az1xy — Ap3X3 — *+* —AypXy) /Ay (2)

=
B
Il

Xn = (bn — AppXpy — ApzX3 — ** _ann—lxn—l)/ann




Pour résoudre le systéme (1) on utilise I'écriture (2) en portant les termes de droite a

I'itération (k) et ceux a gauche a l'intération (k).

(k+l) = (b, - ‘1121'( ) — a3 x_g, e alnx(k))/an

k+1 k

( ) - (b _‘12117{ ) _‘123173{, ) - a:anx )/azz (3)
( ! ) - (b - anzxz(, ) an3x;§ ) ) _ann—lxn—l)/ann

En prenant une estimation initiale x© = (x(o) © ...,x,(lo)) et en utilisant le systéme

(3) on calcule X @ = (x(l) xgl),...,x,(tl)) ensuite on remplace le vecteur X @ dans le
systéme (3) avec k=1 on calcule X @) et continue de la méme facon de calculer les

vecteurs XG’), X(d‘), X(S),... jusqu’a la convergence.

2) Méthode de Gauss-Seidel

meilleure que xil). D’ici vient le principe de la méthode de Gauss-Seidel, on utilise

chaque composante des quelle sera calculée. Ainsi, pour calculer la composante
x(k+1) (k+1)

: ax ff: 2 déja calculées a litération

on utilise toutes les composantes de x;

(kk+1) en plus de celles x(k) a x( ) qui ne sont qu’a Iitération (k). On écrit donc :

k+1 k k
( { ) = (bl - alzxé ) {113;{; ) T alﬂxig. ))/all
k 1 k+1 k k
{ D _ (bz azj_xi 1) azgx_g, ) o _a2ﬂ,x]'(?, ))/azz
) x:ikﬂ) = (b3 — a31x£k+1) aszxg,kﬂ) —a3nxg‘:))/a33 )
k) o ke ey T k+1
uxft ) = (bn — anzx( ). - aan{ ) "~ Ann- 1xf‘t 1 ))/a,m

En prenant une estimation initiale X © = (x(o) S ...,x,(to)) et en utilisant le systéme
(4) on calcule xW = (x(l) xgl),...,x,gl)) ensuite on remplace le vecteur x® dans le
systéme (4) avec k=1 on calcule X @) et continue de la méme facon de calculer les

vecteurs X(3), X(4), X(S),... jusqu’a la convergence.

On arréte les calculs pour cette méthode lorsque la difféerence absolue entre

deux itérations successives soit inférieure a une certaine précision ¢ donnée.




|x 0 — x| < £

Ici, il faut vérifier la différence pour toutes les composantes une par une.

XD x| < g 10 Z x| <y, [0 — X8| < 2

2. Méthode itérative pour les systemes d’équation non linéaire
La méthode de Newton :

Soit les systémes d’équation NL suivante :

On peut étendre la méthode de newton au cas vectoriel

poser X' =X*4+o5X*

résoudre SX* :—[JF (Xk)T.F(Xk)

J¢ (X*)La matrice Jacobienne :

ot/ o of,/ ]
b o e .
o,/ o, 6f/
JF (xk): .axl .axz ------ .axn
afﬂ 8fl’l afl’l
i ok, x|

Exemple : Soit le systeme suivant :

+ XX, —4=0
{Xl e Avec x°=198 ,x,°=102

X +X,-3=0




3. Resolution des equations différentielles

1) Méthode d’Euler

Soit I’équation différentielle du premier ordre avec la condition de Cauchy :

{y’(r)=f(ay(t)) celtoT] (1)

y(to) = Yo

. : . . T—
Divisons I'intervalle [¢t,, T] en n parties égales, c.a.d. le pas h = fo
n

Ecrivons t, =ty + kh (k=0,1,...,n) A

y o L =51
La tangente a la courbe y=y(¢) en t=t, a v
y=Tp(0

pour équation :
Yo(t) = y(to) + ¥ (t)(t—to)  (2) !
Selon (1), I’équation (2) peut s’écrire : | :

! |

Yo(t) = y(to) + f(to, ¥(to))(t — to) L

| |

E : : ! o
ncore hoh p
Yo(t) = y(to) + f (o, ¥o)(t — to)

Au point 1=t; :
Yo(t1) = y(to) + f (o, Yo) (t1 — to)
OI' h:tl - to
Yo(t1) = yo + hf (to,yo)

En approximant Y,(t;) = y;, on peut écrire :

y1 = Yo + hf (to,y0)

De méme considérons la droite d’équation Y, (t) = y(t,) + v (t))(t — t;)

Au point /=t,

Yi(ty) =y, + ¥ (t,)(t —t;) en faisant de méme nous aurons :

Y2 =y1 +hf(ty,y1)
Au point t=t; 41

Yn+1 = Yn + h’f(tn! yn)

2) Méthode de Taylor

Le développement de Taylor permet de diminuer I’erreur d’approximation

Y(ti+1) = Y(ti + h)




=y(t)+ h.y'(ti)+h—22.y"(ti)+0(h2)

2

Sy () h (6 () + (6 ()

On obtient :

y(ti+l):yi+1 =Y, +hf (ti’y(ti))"'?-

3) Méthode de Runge Kutta
RK2

h
y. =Y +E'(kl +k,)

{ k= f(t,y)

k,=f(t;+h,y, +hk)

RK4

Exemple d’application :

he af(ti,y(ti)) af(ti’y(ti))
Py .




4. Résolution des systemes des équations différentielle ordinaire :

Soit y(p) =f (t,y, e y"”.._,y(p))

Equation différentielle d’ordre supérieur

On peut ramener le probléme a celui d’un systéme d’équation du 1% ordre

Z :(21,22,23,....,zp) et y=2z

On obtient le systéme suivant :

5, =1,
z, =1,
z,,=1,
z) = f (t,zl,zz,..,zp)
1) Euler
Z.,=Z,+hF(t.,Z)
Zl fl
f
avec Z=| , F=|.°
ZP fp
2) Taylor
Y,{y{(t)]_ LEn®y0)] {yl(to)}_[ym}
yZ(t) fz t'yl t)ayz(t) Y, to Yaa

oty +—>.f +i.f

§ {yl(m)}_[ylk+h-f1(tk,y1k.y2k)} W ot oyt oy,
k+l — -
of

y2k+h-f2(tk’y1k'y2k) 2 _2+i,fl+i.f2

a oy o,

Ya(ks)

(t Y Yax)

Pour la premiere itération k=0




M

v _{YM}_ y10+h-f1(t01y1o’y20) +h_2 ot
. Ya ym‘*‘h-fz(to’ylo’yzo) 2 %

ot

3) Méthode de Runge Kutta
RK2

A
o,

.f1+i.f2
Y,

NA:

—2 . f,+ 2.1,

o, o,

([0‘)’100’20)

Y,{y{(t)Hfl(t,yl(t),yz(t))] rec {yl(to)]:{ym}
y; (t) fz (tv Y1 (t)’ Y2 (t)) Y (tO) Yao

h
Y. =Y, +E(K1+ Kz)

K (kllj [f (t ylk7y2k)\]
1
f, (tk'ylk1y2k)

K, ( j f,(t +h, Yy +hky, Yo + k)
Ky f, (t +h’y1k+h'k11’y2k+h'k12)

Pour la premiere itération k=0

Y1=Y0+2(K1+K2)

e
()|

l(t +hy10+hk11 y20+hk12)
2 t +hy10+hk11 y20+hk12)
RK4

Yk+1:Yk+%(Kl+2K2+2K3+K4)
[ J (f(t » Y Y2k)}
(k Yk YZk)
] fl( +h

( fz(t +n

< :[k“j fl(t +
fz(t +h 2 ylk+/k21 y2k+/

_ l(t +h ylk+hk31 y2k+hk32)J
2( k + h'ylk +h'k3l’ y2k + h'k32)

2 Yt /k11 y2k+/ 2)
2 y1k+/k11 y2k+/ 12)
2y1k+/k21 y2k+/ 2)

)

22




5 Intégration et dérivation numeérique :

5.1 Intégration numérique

Introduction

Soit une fonction y=ffx} définie et continue sur un intervalle fa bf

7o |

y=fix)

/

o

Trouver I'intégrale définie f;f{x]ix veut dire calculer I'aire I{f) délimitée par les droites y=0};

x=a ; x=b et la courbe y=fjx}

1.Formule du trapéze

Cette formule est trés simple, elle permet de remplacer la courbe jfix) de la

fonction a intégrer par une ligne droite gui relie les points fa,ffal) et (b fib)) ce qui

donne un trapéze (Fig. 3.1).

20

1.5 4

1.0 4+

{a.Halh

fiix)

(B HE b )

./a

L'intégrale est done remplacée par la surface du trapéze :

s= [0 f(0) =5(f(a) + f(b))

Avec h=Db-a est dit pas d’intégration

2. Formule générale du trapéze




On divise intervalle fa,bf en plusicurs sous intervalles égaux et on applique la
formule du trapéze 4 chague sous intervalle (Fig. 3.2). On a donc les sous intervalles
[a =xp, x|V [xq, 22|V o W [ %y = B], lapplication de la formule du trapéze

donne :

b h h h h
J flx) = E(f(xu_} + flx)) + EU(-’:L} + flx)) + EU(-’:L} +flxg)) 4+ 4 EU(IH_ )+ ()

/. 0 =h(few + 23 0 + ) = 210+ 23 S+ 1)

i

3. Formule générale du Simpson

Dans cette formule on ne remplace pas la fonction par une droite mais par une
parabole de degré n inférdeure ou égale 4 deux. Cette derndére doit passer par trois
points (xg, vo), (xq, ¥det (xq, ¥2) ce qui fait que cette méthode n'est applicable que pour
un nombre pair de tranches (une tranche c'est lintervalle entre deux points) (Fig.
3.4). La formule de Simpson s'éerit :

b h
[0 23 (o) + 4 e + 1)

Ty x \

’ *
Fig. 3.4. Méthode de Simpson

10



51 on généralise la formule de Simpson pour 2n sous intervalles avec un pas
_— . b-
d'intégration h= 2—: ., A =Xy <Xy <. SXe,=b et x=a+hk pour
k=0,1,2,.....,21.

La formule de Simpson généralisée s'éerit :

b h
L f(x) Ei(fl[xu) +2 Ziw&ﬂxi}l + 42 e + f[xz,,}l)

i impair

11



