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والتي یسرني أن أضع بین یدي طلبتي الأعزاء ھذه السلسلة من المحاضرات في مقیاس المعادلات التفاضلیة 

وفق البرنامج  أعددتھا والتي یاتالثالثة ریاضللسنة  "ت البھیة في المعادلات التفاضلیةالمحاضرا"سمیتھا 

من عدة مراجع معتمدة في ھذا الموضوع الذي لھ أھمیة قصوى في  ة، وذلكالوزارة الوصیّ  طرف المقرر من

میدان التحلیل الریاضي، فالمعادلات التفاضلیة من المواد الأساسیة التي یرتكز علیھا نمو الطالب العلمي في 

لھندسیة، فھي تربط بین تجرید الریاضیات وواقع التطبیقات بأسلوب علمي المجالات الریاضیة والتطبیقیة وا

تفاضلیة في شتى فروع الریاضیات والفیزیاء والفلك والمیكانیك والكیمیاء ، وتدخل المعادلات السلس

البیولوجیا وغیرھا من العلوم، والعمل على حل المعادلات التفاضلیة قد ابتدأ منذ غابر الأزمان ولایزال و

  .ستمرًا وذلك لأن ما استطاع الإنسان أن یحل منھا ھو جزء بسیط منھام

  كیف نفكر بھا؟ وكیف نجد حلولھا؟ لكن ما ھي المعادلة التفاضلیة؟ وماذا تعني؟ وكیف تشكلت؟

رٍیتھا وطرق حلھا و ون الأسٍلة ھو ھدف ھذه المحاضرات لنقدم موضوعھا   .تطبیقات علیھاالجواب على ھذه 

 ،ا ذلك بكثیر من التمثیلمدعمً العمل إلى ثلاثة فصول متوخیاً التیسیر والتبسیط إلى حدٍ بعیدٍ لقد قسمت ھذا و

  :كالآتي  ھذه الفصول ھيو وأعقبت كل فصلٍ بتمارین مقترحة

 المعادلات التفاضلیة من الرتبة الأولى : الفصل الأول ·

 المعادلات التفاضلیة من رتب أعلى : الفصل الثاني ·

 الجمل التفاضلیة ومفاھیم أولیة حول الإستقرار : الفصل الثالث ·

الخلل علیھ، ولذا سأكون من الشاكرین لكل أحدٍ وأ وأوّد أن أقول إن ھذا العمل بشري فلا یخلو من اعتراء الزلل

  .الأوفیاء علیھ سواءً من طلبتا الأعزاء أو أساتذتنا أو إقتراحٍ  قدّم لي ملحوظةٍ 

  . فقت في إعداد ھذه المحاضرات وأن یجعل الله لھا القبولوُ أن أكون  یمالكر وفي الختام اسأل الله العلیم

 
  : كتبھا

 الدكتور مسعود قصبة 

  الوادي- جامعة الشھید حمھ لخضر أستاذ محاضر ب

  كلیة العلوم الدقیقة  -قسم الریاضیات 

 guesbamessaoud2@gmail.com: بریدي الإلكتروني 
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 المحاضرة الأولى
  مفـاهيم أساسية و تعاريف أولية

  
  تعاريف هامة1.1 

والدالة المجھولة  xنسمي معادلة تفاضلیة كل معادلة تربط بین المتغیر المستقل : )المعادلة التفاضلیة(تعریف 
y(x) )اختصارًا نكتبھا y (من مختلف الرتب ومشتقاتھا ........, ,y y¢¢ ¢ 

  أقسام المعادلات التفـاضلية
  ھناك قسمان للمعادلات التفاضلیة 

تسمى المعادلة التفاضلیة بمعادلة تفاضلیة عادیة إذا كانت الدالة المجھولة :  المعادلات التفاضلیة العادیة )أ

  .تعتمد على متغیر مستقل واحد

التفاضلیة بمعادلة تفاضلیة جزئیة إذا كانت الدالة المجھولة  تسمى المعادلة:  المعادلات التفاضلیة الجزئیة )ب

  .متغیرین مستقلین أو أكثر تعتمد على

  :نعتبر المعادلات التفاضلیة التالیة : أمثلة 

1( 4y xy¢ + =          2( 3 0y xy¢¢ - =       3( 0U U
x y

¶ ¶
+ =

¶ ¶
        4(

2 2
2

2 2

U U x y
x y

¶ ¶
+ = +

¶ ¶
      

  .جزئیتین  )4 و )3معادلتین تفاضلیتین عادیتین، بینما المعادلتین  )2 و )1المعادلتین التفاضلیتین 

  .في ھذه الدروس سوف نتعرض فقط لدراسة المعادلات التفاضلیة العادیة: ملاحظة 

 رتبة و درجة معادلة تفـاضلية  

  .رتبة معادلة تفاضلیة ھي أعلى مشتقة تتضمنھا المعادلة) : رتبة معادلة تفاضلیة(تعریف 
  : أمثلة 

1( 3xy y x¢ +   .معادلة تفاضلیة من الرتبة الأولى =

2( 2 3 5y xy¢¢ ¢+   .معادلة تفاضلیة من الرتبة الثانیة =

  .موجود في المعادلةدرجة معادلة تفاضلیة ھي درجة أعلى مشتق ) : درجة معادلة تفاضلیة(تعریف 

  : أمثلة 

1( 32 1 0y xy¢ - +   .الرتبة الأولى و الدرجة الأولى            =

2( ( ) ( )32 21 0y y¢¢ ¢- +   .الرتبة الثانیة و الدرجة الثانیة     =

3( 22 siny xy y x¢¢¢ ¢¢ ¢+ +  .الرتبة الثالثة و الدرجة الأولى  =



6 
  

  .یجب أن تكون جمیع القوى غیر كسریةبق السا  في التعریف: تنبیھ 

  :حدد رتبة ودرجة المعادلة التفاضلیة التالیة : مثال 
( )

3
25 2y y¢¢ ¢= -  

  نربع كلا الطرفین فنجد: الحل 
( )32 5 2y y¢¢ ¢= -  

  .إذن فھذه المعادلة التفاضلیة من الرتبة الثانیة والدرجة الثانیة
  ھو  nللمعادلة التفاضلیة من الرتبة العام  الشكل: نتیجة 

(1.1)................( )( ), , , ,........, 0nF x y y y y¢ ¢¢ = 
) Wدالة معلومة في نطاق  Fحیث  )2n +W Ì xو  ¡ IÎ Ì ¡  

  إذا أمكن كتابتھا على الشكل  محلولة بالنسبة للمشتق (E)نقول أن المعادلة التفاضلیة : تعریف 
( ) ( )( )1, , , ,........,n ny f x y y y y -¢ ¢¢=  

fحیث  1nمن  Dدالة معلومة في نطاق    xو  ¡+ IÎ Ì ¡.  
 :المعادلة التفـاضلية   )تكامل (حل1.1.1 
  (1.1)فاضلیة حلاً للمعادلة الت y=y(x)تسمى الدالة : تعريف  

  :التالیان إذا تحقق الشرطان 
) 1)ش )ny C IÎ  
  . (1.1)تحقق المعادلة التفاضلیة   y(x)الدالة  2)ش

)تحقق من أن : مثال  ) siny x c x=  ھو حلاً للمعادلة التفاضلیة  
0y y¢¢ + =  

  .ثابت حقیقي cحیث 
) واضح أن: الحل  )2y CÎ )و لدینا  ¡ ) siny x c x=  ومنھ( ) ( )sin , cosy x c x y x c x¢¢ ¢= - وبالتعویض نجد  =

:  
0y y¢¢ + )وبالتالي  = ) siny x c x=ھو حلاً لھذه المعادلة التفاضلیة. 

  تصنيف حلول المعادلات التفـاضلية1.1.2 
  .حل صریح و حل ضمني: تصنیف حلول المعادلات التفاضلیة إلى نوعین  میز یمكن

  الحل الصریح لمعادلة تفاضلیة ھو كل حل على الشكل التالي ) : الحل الصریح(تعریف 
( )y f x c= +  

  .ثابت حقیقي اختیاري c: حیث 
و الدالة  x ن علاقة بین المتغیر المستقلالحل الضمني لمعادلة تفاضلیة ھو عبارة ع) : الحل الضمني(تعریف 

  .ضمنیا المعادلة التفاضلیة الأصلیةینتج عن اشتقاقھا  : G(x ,y)=0 أيyالمجھولة 
)الدالة ) : الحل الصریح( 1مثال ) xy x xe=  تعتبر حلاً صریحاً للمعدلة التفاضلیة :  

2 0y y y¢¢ ¢- + =  
xد أولاً وللتأكد من ذلك نج xy xe e¢ = 2xثم نجد  + xy xe e¢¢ = 2و بالتعویض نحصل على  + 0y y y¢¢ ¢- + =. 

2: العلاقة ) : الحل الضمني( 2مثال 2 4 0x y+ -   :تعتبر حلاً ضمنیاً للمعادلة التفاضلیة  =
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xy
y

¢ = -   

[ال على المج [2,2x Î   : فنجد  xوللتأكد من ذلك نشتق العلاقة بالنسبة للمتغیر -
2 2 0dyx y

dx
+ xyو بالتالي  =

y
¢ =   .وھي المعادلة المعطاة -

  الحل العام، الخاص و الشاذ  
من الثوابت الإختیاریة  n ھو حل یحتوي على n الحل العام لمعادلة تفاضلیة من الرتبة) : الحل العام(تعریف 

 .ویحقق المعادلة التفاضلیة
الحل الخاص لمعادلة تفاضلیة ھو الحل الذي نحصل علیھ بإعطاء قیم محددة للثوابت ) : الحل الخاص(تعریف 

  .الإختیاریة الموجودة في عبارة الحل العام
): یمكن أن نتأكد من أن : مثال  ) 2 3

1 2 3
x xy x c c e c e= + ثوابت اختیاریة ھو حل للمعادلة  c3 ,c2, c1: حیث  +

  التفاضلیة 
5 6 0y y y¢¢¢ ¢¢ ¢- + =  

  : و نجد بعض الحلول الخاصة 
2 3

1 2 30, 1, x xc c c y e e= = = = +  
2

1 2 33, 5, 0, 3 5 xc c c y e= = = = + 
  .العام حلھابارة استخراجھ من ع ا لمعادلة تفاضلیة كل حل لا یمكننسمي حلاً شاذً ) : شاذالحل ال(تعریف 

  :مثال 
  :نعتبر المعادلة التفاضلیة التالیة  

2 4 0y y¢ - =  
  التي حلھا العام

( )2y x c= +  
0yإن الحل المعدوم  =  قیمة ءلأننا لا یمكننا استخراجھ من الحل العام بإعطا ،یعتبر حلا شاذا لھذه المعادلة 

  .cمعینة للثابت 
  المعادلات التفـاضلية الخطية  1.2 

  : نسمي معادلة تفاضلیة خطیة كل معادلة تحقق الشرطان التالیان : تعریف 
  .درجة التابع المجھول و مشتقاتھ ھي الدرجة الأولى) 1ش
  .لا یوجد جداء للتابع المجھول مع مشتقاتھ أو مع مع بعضھا البعض) 2ش

 :أمثلة 
  :ت التفاضلیة الآتیة نعتبر المعادلا 
1( xy xy e¢¢ ¢+ =          2( 25 2 0x y y xy¢¢¢ ¢¢- + =       3( yy y x¢¢ ¢+ =        4( siny x y x¢ + =     

  .غیر خطیتین )4و  )3خطیتین، بینما المعادلتین  )2و  )1المعادلتین التفاضلیتین 

  .عادلة تفاضلیة غیر خطیةإذا لم تكن المعادلة خطیة نسمیھا م :ملاحظة 
  :ھي كل معادلة تفاضلیة من الشكل الآتي ) : الشكل العام لمعادلة تفاضلیة خطیة نونیة(تعریف 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1
1 1 0............n n

n na x y a x y a x y a x y f x-
- ¢+ + + + =  

1: حیث  1 0, , , ,n nf a a a a-  دوال معلومة على مجالI ن م¡. 
  : ملاحظات 

متغیرة نسمیھا معادلة تفاضلیة نونیة ذات معاملات متغیرة وإذا  an,…….,a1,a0إذا كانت الدوال  )1
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 .كانت ثابتة نسمیھا معادلة تفاضلیة نونیة ذات معاملات ثابتة
)إذا كان  )2 ) 0f x  تسمى معادلة تفاضلیة متجانسة =
)وإذا كان       ) 0f x   تسمى معادلة تفاضلیة غیرمتجانسة ¹

  إنشاء المعادلة التفـاضلية  1.3 
لا یكون من المناسب أن یجتاز الطالب مادة المعادلات التفاضلیة دون أن یحظى بالحد الأدنى من المعرفة  قد

  .عن بعض أسباب نشؤ ھذه المادة
  :عن طریق مجموعة المنحنیات إنشاء المعادلة التفاضلیة  )1

  :المعرفة بالمعادلة التالیة  xoyلتكن مجموعة المنحنیات في المستوي 
( )1 2, , , , ,...., 0nx I x y c c cyÎ =  

  .مرة ثم نحذف الثوابت nولإیجاد المعادلة التفاضلیة نشتق العلاقة السابقة , ثابت اختیاري nمتعلقة ب 
  لدوائر اوجد المعادلة التفاضلیة لمجموعة ا: مثال 

2 2 2x y c+ = 
  :فنجد  xنشتق العلاقة بالنسبة إلى : الحل 

2 2 0x yy ¢+ =  
  :ومنھ 

, 0xy y
y

¢ = - ¹  

  :إنشاء المعادلة التفاضلیة عن طریق بعض المسائل الفیزیائیة 2) 
  :یدة و متعددة نذكر منھا المسألة التالیة إن المعادلات التفاضلیة التي تنشأ من المسائل الھندسیة عد

نحرك الجسم في الجھة ، نربط الجسم بنابض) لایوجد احتكاك(موضوع فوق سطح أملس  mجسم كتلتھ 
متناسبة مع  Fمن المعلوم فیزیائیا أن الجسم حتمًا سیخضع لقوة  xالمعاكسة لنقطة التثبیت مسافة قدرھا 

F:أي أن  xالمسافة  kx=  حیثk ھوثابت المرونة .  
Fومن جھة أخرى لدینا  mx ¢¢= xحیث     ھو التسارع  ¢¢

2

2

d xx
dt

æ ö
¢¢ =ç ÷

è ø
  

mxومنھ  kx¢¢   .وھي معادلة تفاضلیة من الرتبة الثانیة =
 : لكیمیائیةشاء المعادلة التفاضلیة عن طریق بعض المسائل اإن) 3

فإن المعدل  Bإلى عنصر آخر ولیكن  Aمن المعلوم أنھ في بعض الحالات عندما یتم تحویل عنصر ما ولیكن 
نفسھا التي لم یتم تحویلھا  xیتناسب طردیًا مع الكمیة  Aمن العنصر  xالزمني اللازم لتحویل كمیة قدرھا 

  .بعد
0xكن معلومًا لدینا كمیة المادة غیر المحولة في لحظة معینة أي لتكنولی x=0 عند اللحظةt بمعنى أن كامل  =

د أي لحظة كمیة المادة المتبقیة التي لم یتم تحویلھا بعد عن xعندما یتم تحدید قیمة  0xھو A ركمیة العنص
0tلاحقة  >   بواسطة المعادلة التفاضلیة  

dx kx
dt

= -  

)  إضافة إلى الشرط الإبتدائي ) 00x x= أن الكمیة تتناقص بمرور الوقت فإن ثابت التناسب في المعادلة وحیث  
  .(k-)یجب أن یكون سالبًا تمامًا 

  : لبیولوجیةء المعادلة التفاضلیة عن طریق بعض المسائل اإنشا) 4
من المشكلات الرئیسیة في علم الأحیاء تلك المرتبطة بالنمو، سواءً كان ذلك النمو مرتبطًا بخلیة أو عضو 

  معین، أو إنسان أو نبات أو عدد سكان، وقد یبدو لأول وھلة أن المعادلة التفاضلیة 
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dy ky
dx

= 

  ھووالتي حلھا العام 
kty ce=  
0kھي المعادلة المثلى التي تصف النمو عندما یكون 0kأو التحلل وذلك عندما یكون < ثابت  c، حیث >

  .اختیاري
تزداد إلى  yء في بعض الأحیان، وذلك أن من الواضح جدًا أن لھذه المعادلة قصورا ینافي طبیعة نمو الأشیا

ونحن نعلم أن النمو لا بد أن یتوقف بعد مرور بعض الزمن مثل طول . إلى ما لا نھایة tما نھایة عندما تتجھ 
أن ھذه المعادلة غیر صالحة لإعطاء النموذج شك  قامة الإنسان تظل ثابتة بعد مرور فترة من الزمن فلا

  .مو الطبیعي لقامة الإنسانالریاضي الملائم لھذا الن
ھل من الممكن تطویر ھذه المعادلة لتتفق مع طبیعة الحقائق البیولوجیة من حیث النمو : و السؤال الآن 

  والتحلل؟
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 المحاضرة الثانية
  المعادلات التفـاضلية من الرتبة الأولى

  
  تعاريف أساسية1.4 

و المتغیر المجھول  xن الرتبة الأولى ھي كل معادلة تربط بین المتغیر المستقل المعادلة التفاضلیة م: تعریف 
y  ومشتقھy ): أي من الشكل  ¢ ), , 0F x y y ¢ xو  ¡3من  Wدالة معرفة على نطاق  Fحیث أن  = IÎ Ì ¡.  

  : ھي كل معادلة من الشكل ) المنحلة بالنسبة للمشتق(المعادلة التفاضلیة من الرتبة الأولى : تعریف 
……..(1.4) ( ),y f x y¢ =  

 .¡2من  Dدالة معرفة على نطاق  fحیث 
: ھو الدالة  ¡من  Iعلى مجال  (1.4)المعادلة حل :  )حل المعادلة التفاضلیة من الرتبة الأولى( تعریف

:y I ®   :والتي تحقق الشروط الثلاثة التالیة  ¡
  .Iقابلة للإشتقاق على المجال  y )1ش
) )2ش )( ), ,x I x y x D" Î Î  
) )3ش )( ), ,x I y x y x¢" Î =  

  الحل الشمولي  الحل الأعظمي و1.4.1  
y:لیكن :  )تمدید الحل( تعریف I ® y:و  ¡ I ®%%   .(1.4)حلین للمعادلة التفاضلیة  ¡

  :إذا تحقق ما یلي  yھو تمدید للحل %yنقول أن الحل
1( I IÌ % 
2( /y I y=%  بمعنى,y y x I= " Î%   

y:: نقول أن الحلSolution maximale) :  –الحل الأعظمي (تعریف  I ® أنھ حل أعظمي إذا كان لا  ¡
   .یقیل أي تمدید لھ سوى نفسھ

 Iأنھ شمولي إذا كان معرفًا على  yل الحعن نقول  Solution globale) :  –الحل الشمولي (تعریف 
  .بأكملھ
 :كما ھو مبین في الشكل التالي  (1.4)حلین للمعادلة التفاضلیة  1y،2yنعتبر :  1مثال 
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    .حل أعظمي 2yحل شمولي، بینما  یعتبر 1y إنفي الشكل أعلاه  

  :نعتبر المعادلة التفاضلیة التالیة  : 2مثال 
2y y¢ = 

Dالمعرفة على  = ´¡ ¡.  
 :لنحل ھذه المعادلة 

0y إن-    .یعتبر حلاً لھا =
0yإذا كان -  2: كما یلي  كتابة المعادلةیمكن  ¹ 1y

y
¢

dyyحیث  =
dx

¢ 2ومنھ  =

dy dx
y

  :وبمكاملة الطرفین نجد  =

2

dy dx
y

=ò ò  1ومنھ x c
y

- =   :وعلیھ فإن  +

( ) 1y x
x c

= -
+

  
  .یاريثابت اخت cحیث 

[فھذه العبارة تعرف لنا حلین لھذه المعادلة معرفین على المجالین  [ ] [, , ,c c- +¥ -¥   .على التوالي -
  .فھذان الحلان ھما أعظمیان لكن لیس شمولیان 
)في ھذا المثال  - ) 0y x   .لمعادلةا لھذه ھو الحل الشمولي الوحید =

   (Lipschitz)شرط ليبشتز1.4.2 
، إذا وجد ثابت ¡2من  Dفي نطاق  ) بالنسبة للمتغیر الثاني(تحقق شرط لیبشتز fالدالة  أننقول : تعریف 

k>0  بحیث:  
( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 2 1 2, , , , , ,f x y f x y k y y x y x y D- £ - " Î  

 .عندئذٍ بدالة لیبشتز f، وتسمى الدالة fبثابت لیبشتز للدالة k ویسمى الثابت 
  : 1مثال 

)دالة نعتبرال ) 2 2,f x y x y=  والمنطقةD  معرفة كالتالي  ¡2من:  
( ){ }2, : 2, 2D x y x y= Î £ £¡  

  تحقق شرط لیبشتز وعین ثابت لیبشتز fأثبت أن الدالة 
)من أجل كل من : الحل  ) ( )2 1, , ,x y x y  منD  لدینا:  

( ) ( ) 2 2 2
1 2 1 2

2
1 2 1 2

1 2

, ,

8

f x y f x y x y y

x y y y y

y y

- = -

= - +

£ -

  

 k=8.تحقق شرط لیبشتز وأن f إذن الدالة 
 : 2مثال 
)نعتبر  )

2

, yf x y
x

)و  = ){ }2, : 0 2, 1D x y x y= Î < £ £¡  
  .Dلا تحقق شرط لیبشتز على النطاق  fبین أن الدالة 

0xبما أن : الحل  2یؤدي إلى  ®+
x

یحقق  k موجبًا غیر معدوم یقترب من اللانھایة، لذلك لا یمكن إیجاد عددًا 

2kالعلاقة 
x

 .Dلا تحقق شرط لیبشتز على  fوھذا یعني أن  ³

  تحقق الشرط fإذا كانت الدالة  :مبرھنة 
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( ) ( ), , ,f x y k x y D
y

¶
£ " Î

¶
  

  .k فإن شرط لیبشتز یتحقق بنفس الثابت
  : البرھان 

)لإثبات ذلك نستخدم نظریة التزایدات المنتھیة في نقطتین كیفیتین مختلفتین  ) ( )2 1, , ,x y x y  من النطاقD  فنجد
:  

( ) ( ) ( )( )1 2 1 2, , ,ff x y f x y x z y y
y

¶
- = -

¶
  

1:حیث  2y z y< )، وبما أن > ) ( ), , ,f x y k x y D
y

¶
£ " Î

¶
)و   ),x z DÎ  فإن:  

( ) ( )1 2 1 2, ,f x y f x y k y y- £ -  
  .kتحقق شرط لیبشتز بنفس الثابت  fوھذا یعني أن الدالة 

  .عكس المبرھنة السابقة غیر صحیح: تنبیھ 
)لنعتبر الدالة : مثال  ),f x y y=  إن الدالةf  تحقق شرط لیبشتز في جوار النقطة( ),0x  وذلك لأن :  

( ) ( )1 2 1 2

1 2

, ,f x y f x y y y

y y

- = -

£ -
  

)عند  yلا تقبل الإشتقاق بالنسبة للمتغیر الثاني  fمع أن الدالة  )0,0.  
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 المحاضرة الثالثة
 طريقة بيكارد للتقريبات المتعاقبة

 
  مسألة كوشي   5.1

  أن لدینا المعادلة التفاضلیة ذات الرتبة الأولى لنفترض  :تعریف 
( ),y f x y¢ =  

): الخاضعة للشرط الإبتدائي  )0 0y x y= نسمي مسألة ایجاد حل للمعادلة ،(E)  طبقًا للشرط المعطى بمسألة
)كوشي أو مسألة القیمة الإبتدائیة ویسمى الشرط  )0 0y x y= بالشرط الإبتدائي.  

  الشكل التكاملي لمسألة كوشي
)یكون : مبرھنة  )y x التالیة  1حلاً لمسألة كوشي إذا وفقط إذا كان حلاً للمعادلة التكاملیة:  

( ) ( )( )
0

0 ,
x

x

y x y f s y s ds= + ò 

   :الإثبات 
)لیكن  )y x و یحققحلاً لمسألة كوشي إذن فھ  

( )
( )0 0

,y f x y
y x y
¢ì =ï

í =ïî
  

  :فنجد x نكامل كلا الطرفین بالنسبة للمتغیر

( ) ( )( )
0

0 ,
x

x

y x y f s y s ds= + ò  

)من جھة أخرى نشتق العبارة  ) ( )( )
0

0 ,
x

x

y x y f s y s ds= + ò فنجد المطلوب. 

 (Picard)طريقة بيكارد  6.1 
لیة من الرتبة الأولى لا یمكن الحصول على حلھا الدقیق بالطرق المتبعة توجد الكثیر من المعادلات التفاض

  .المعروفة، لذا نلجأ لطریقة بیكارد لإیجاد حلولاً تقریبیة لھا
  :لقد رأینا سابقًا أن حل مسألة كوشي یكافئ حل المعادلة التكاملیة التالیة 

( ) ( )( )
0

0 ,
x

x

y x y f s y s ds= + ò  

)وللحصول على تقریبات للحل  )y x  نتبع ما یلي :  

)نعوض  )y s  0بالشرط الإبتدائيy  في التكامل( )( )
0

,
x

x

f s y s dsò  التقریب الأول كما یلي فنحصل على:  

( ) ( )
0

1 0 0,
x

x

y x y f s y ds= + ò  

)ثم نعوٍض  )y s ب ( )1y s فنحصل على التقریب الثاني  

                                                 
 .المعادلة التكاملیة ھي كل معادلة المجھول فیھا یكون دالة تحت رمز التكامل 1
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( ) ( )( )
0

2 0 1,
x

x

y x y f s y s ds= + ò 

  :وھي كالتالي على باقي التقریبات المتعاقبة وھكذا حتى نحصل 

( ) ( )

( ) ( )( )

( ) ( )( )

0

0

0

1 0 0

2 0 1

0 1

,

,

.

.

.

.

,

x

x

x

x

x

n n
x

y x y f s y ds

y x y f s y s ds

y x y f s y s ds-

ì
= +ï

ï
ï
ï = +
ï
ï
ï
í
ï
ï
ï
ï
ï
ï = +
ï
î

ò

ò

ò

  

  وبالتالي نحصل على متتالیة التقریبات المتعاقبة 
( ) ( ) ( )0 1, ,......., ny x y x y x  

  :ام طریقة بیكارد، أحسب الحلول التقریبیة لمسالة كوشي الآتیة بإستخد: مثال 

( )0 1
y y

y
¢ =ì

í =î
 

  .ثم استنتج الحل الدقیق لھا
  :الحل 

 :نعلم أن التقریب الأول كما یلي 

( ) ( )
0

1 0 0,
x

x

y x y f s y ds= + ò 

 وبالتعویض نجد 

( )1
0

1 1
x

y x ds x= + = +ò 

   :أن التقریب الثاني ھو كما 

( ) ( )( )

( )

0

2 0 1

0
2

,

1 1

1
2

x

x

x

y x y f s y s ds

s ds

xx

= +

= + +

= + +

ò

ò 

  :أما التقریب الثالث للمسألة فھو 
( ) ( )( )

0

3 0 2

2 3

,

1
2 6

x

x

y x y f s y s ds

x xx

= +

= + + +

ò
 

  وھكذا إلى أن نصل إلى التقریب النوني
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( )
2

1 .......
2! !

n

n
x xy x x

n
= + + + + 

 . وھو الحل الدقیق لھذه المسألة xeیتقارب نحوالذي 
  جود الحل ووحدانيتهو 1.6 

  :لتكن لدینا مسألة كوشي التالیة  )أ

( )
0

0 1
y y
y
¢ì + =ï

í =ïî
 

0yإن ھذه المسألة لا تقبل أي حل وذلك لأن    .ھو الحل الوحید لھا، لكنھ لا یحقق شرطھا الإبتدائي=
  : نعتبر الآن المسألة  )ب

( )0 1
y x

y
¢ =ì

í =î
 

21ملة نجد بالمكا
2

y x c= 1cثابت اختیاري، وبإستخدام شرطھا الإبتدائي نجد  cحیث + =   

21وبالتالي  1
2

y x=   .ھو الحل الوحید لھذه المسألة +

  :أخیرًا ولیس آخرًا نعتبر مسألة كوشي التالیة ) ج

( )
1

0 1
xy y

y
¢ = -ì

í =î
 

1yالتي یكون حلھا  cx= ، وبالتالي فإن ھذه cوبإستخدام شرطھا الإبتدائي نرى أنھ لا یمكن تحدید قیمة +
  .المسألة عدد لا نھائي من الحلول

لھا حل وحید أو أكثرمن حل أو لا یوجد لھا أي نستنتج من خلال ھذه الأمثلة الثلاثة أن مسألة كوشي قد یكون 
 :التساؤلات التالیة طرح حل، وھذا یقودنا إلى 

  )مسألة الوجود. (حتى یكون لمسألة كوشي حلاً على الأقل fتحت أي شروط على  ·
  )مسألة الوحدانیة. (حتى یكون لمسألة كوشي حلاً وحیدًا fتحت أي شروط على  ·
v وھي موضوع محاضرتنا الوجود والوحدانیة روط تسمى بنظریةإن النظریة التي تحوي ھذه الش ،

  .القادمة
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 المحاضرة الرابعة
 نظرية الوجود والوحدانية

  : )لیبشتز -كوشي(نظریة الوجود والوحدانیة 
ھو المستطیل Rعلیھ، حیث  yالنسبة للمتغیر الثاني وتحقق شرط لیبشتز ب Rمستمرة على  fإذا كانت الدالة

)الذي مركزه  )0 0,x y  والمعرف كما یلي:  

( ){ }2
0 0, : ,R x y x x a y y b= Î - £ - £¡  

b,: حیث  a موجبان تمامًا  

)سألة كوشي فإنھ یوجد حلاً وحیدًا لم )
( )0 0

,y f x y
y x y
¢ì =ï

í =ïî
]على المجال   ]0 0,x h x h- min: حیث  + , bh a

M
æ ö= ç ÷
è ø

مع  

( ),
R

M Sup f x y=.  

 :البرھان 
 ھذه النظریة بإستخدام طریقة بیكارد للتقریبات المتعاقبة  على سوف نبرھن

( ) ( )

( ) ( )( )

( ) ( )( )

0

0

0

1 0 0

2 0 1

0 1

,

,

.

.

.

.

,

x

x

x

x

x

n n
x

y x y f s y ds

y x y f s y s ds

y x y f s y s ds-

ì
= +ï

ï
ï
ï = +
ï
ï
ï
í
ï
ï
ï
ï
ï
ï = +
ï
î

ò

ò

ò

 

  .البرھان إلى خمس خطوات رئیسیةسنقسم 
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 :الخطوة الأولى 

]من المجال  xنثبت من أجل كل ]0 0,x h x h- )المنحنى  + )ny  یقع داخل المستطیلR  أي أن :
( ) 0ny x y b- £ 

  .ا نستخدم البرھان بالتراجعولإثبات ھذ
1nنتأكد من صحة الخاصیة من أجل  § ): أي نتأكد من أن  = )1 0y x y b- £ 
  :لدینا 

( ) ( )

( )

0

0

1 0 0

0 0

,

,

x

x

x

x

y x y f s y ds

f s y ds M x x

Mh b

- =

£ £ -

£ £

ò

ò 

)نفرض أن  § )1ny )وبالتالي تكون  Rتقع داخل  - )( )1, nf x y x-  على المجال معرفة ومستمرة
[ ]0 0,x h x h- )وتحقق  + )( )1, nf x y x M-  : ومنھ  £

( ) ( )

( )

0

0

0 1

1 0

,

,

x

n n
x

x

n
x

y x y f s y ds

f s y ds M x x

Mh b

-

-

- =

£ £ -

£ £

ò

ò 

)وھذا یعني أن  )ny  تقع داخلR. 
  : الخطوة الثانیة 

: نثبت أن 
1

1 0!

n
n

n n
Mky y x x

n

-

-- £ - 

  .للبرھان على ھذه المتباینة نستخدم أیضًا البرھان بالتراجع
  
 

1nالخاصیة صحیحة من أجل § =  .)حسب الخطوة الأولى(
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1nولنثبت صحتھا من أجل  nالآن لنفرض أن المتباینة محققة من أجل  §  :أي نثبت  +

( )
1

1 01 !

n
n

n n
Mky y x x
n

+
+ - £ -

+
 

)لدینا  ) ( ){ }
0

1 1, ,
x

n n n n
x

y y f s y f s y ds+ -- = -ò 

( ) ( )
0

1, ,
x

n n
x

f s y f s y ds-£ -ò 

  : وبإستخدام شرط لیبشتز نجد أن 
( ) ( )1 1, ,n n n nf s y f s y k y y- -- £ - 

  ومنھ 

0

1 1

x

n n n n
x

y y k y y ds+ -- £ -ò  
11

0

! 1

nn x xMkk
n n

+- -
£

+
  

  وھذا یعني

( )
1

1 01 !

n
n

n n
Mky y x x
n

+
+ - £ -

+
 

 .ن لننتقل إلى الخطوة الموالیةالآ ،وھي المتباینة المطلوبة
  : الخطوة الثالثة 

)سوف نثبت أن المتتالیة  )( ) 1n n
y x

³
]من المجال  xمتقاربة بإنتظام من أجل كل   ]0 0,x h x h- +.  

   :من الخطوة الثانیة لدینا 
1

1 0!

n
n

n n
Mky y x x

n

-

-- £ -  

  :لننشئ السلسلة التالیة 
  (1) ( ) ( ) ( )0 1 0 2 1 1......... ...........n ny y y y y y y -+ - + - + + - +  

  : لنضع
( ) ( ) ( )0 1 0 2 1 1......n n n ns y y y y y y y y-= + - + - + + - = 

)یكافئ تقارب المتتالیة  (1)حسب تقارب السلاسل و المتتالیات فإن تقارب السلسلة  ) 1n n
y

³
  ، ولدینا 

( ) ( ) ( )

( )

0 1 0 2 1 1

2 1
0

0

......... ...........

1 1........... .........
2! !

1

n n

n n

kh

y y y y y y y

y Mh Mkh Mk h
n

My e
k

-

-

+ - + - + + - +

£ + + + + +

£ + -

  

]وبالتالي فإن السلسلة متقاریة مطلقًا وبإنتظام على المجال  ]0 0,x h x h- ، وإذا أخذنا المجموع الجزئي حتى +
  فإننا نحصل على lالرتبة

( ) ( ) ( )( )0 1
1

l

l n n
n

y x y y x y x-
=

= + -å 

)ن أیضًا أن المتتالیة فھذه العلاقة تبیّ  )( ) 1n n
y x

³
]متقاربة على المجال   ]0 0,x h x h- وتؤول إلى دالة ما في  +

 xالمتغیر
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  : أي أن 
( ) ( )lim nn

y x y x
®+¥

= 
  : الخطوة الرابعة 

): بیّنا في الخطوة السابقة أن  ) ( )lim nn
y x y x

®+¥
)سوف نثبت في ھذه الخطوة أن . = )y x  حلاً للمعادلة

)التفاضلیة  ),y f x y¢   : بإستخدام شرط لیبشتز لدینا  =
( ) ( ), , n nf x y f x y k y y- £ -  

)وھذا یبیّن أن  ), nf x y  تؤول بإنتظام إلى( ),f x y وحسب التقریب النوني لدینا ،  :

( ) ( )( )
0

0 1,
x

n n
x

y x y f s y s ds-= + ò  وبإدخال النھایة للطرفین نجد :  

( ) ( )( )
0

0 1lim lim ,
x

n nn n
x

y x y f s y s ds-®+¥ ®+¥

æ ö
= + ç ÷ç ÷

è ø
ò  

( )( )
0

0 1lim ,
x

nn
x

y f s y s ds-®+¥
= + ò  

( )( )
0

0 ,
x

x

y f s y s ds
æ ö

= + ç ÷ç ÷
è ø
ò  

)وبإشتقاق الطرفین نجد  ),y f x y¢ )مع  = )0 0y x y=.  
Ø ود الحل لمسألة كوشي، بقيّ الآن أن نثبت أن ھذا الحل وبذلك فإن الخطوات الأربع السابقة تثبت وج

  .وحید
  :  )وحدانیة الحل( الخطوة الخامسة

التي تلعب دورًا كبیرًا في میدان المعادلات   (Gronwall)لیلإثبات الوحدانیة نعتمد على متباینة غرونو
  .التفاضلیة

  : )لیمتباینة غرونو(توطئة 
g,لیكن f ابعین مستمرین موجبین على مجال ت[ ],a b  ویحققان المتباینة التالیة:  

( ) ( ) ( ) [ ], ,
x

a

f x N f s g s ds x a b£ + " Îò  

)ثابت حقیقي موجبNحیث )0N   ، عندئذٍ یكون³

( )
( )

[ ], ,

x

a

g s ds

f x Ne x a b
ò

£ " Î  
v 2، نفرض أن لنعود الآن لإثبات الوحدانیة 1,y y  حلین لمسألة كوشي وبالتالي: 

( ) ( )( )

( ) ( )( )
0

0

1 0 1

2 0 2

,

,

x

x

x

x

y x y f s y s ds

y x y f s y s ds

= +

= +

ò

ò
 

  : ومنھ 
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( ) ( ) ( )( ) ( )( )

( ) ( )

0

0

2 1 1 2

2 1

, ,
x

x

x

x

y x y x f s y s f s y s ds

k y x y x ds

- £ -

£ -

ò

ò
  

)بأخذ  ) ( ) ( ) ( )2 1 , 1, 0f x y x y x g x N= - =   :ل نجد یفي توطئة غرونو =

( ) ( )
0

0
x

x

f x k f s ds£ + ò 

  نحصل على وبالتالي

( )
( )

00 0

x

x

g s ds

f x e
- ò

£ = 
 : أي أن 

( ) ( )2 1 0y x y x- £ 
): وھذا یعني أن  ) ( )2 1y x y x= وبالتالي وحدانیة الحل. 

2نعتبر مسألة كوشي التالیة : مثال  2y x y¢ = )مع الشرط  + )0 0y لیبشتز بیّن - نظریة كوشي بإستخدام . =
)اعتبر (یدًا على مجال یطلب تعیینھ أنھا تقبل حلاً وح ){ }2, : 1, 1R x y x y= Î £ £¡ (.  

)بما أن الدالة  :الحل  ) 2 2,f x y x y= )من أجل كل : و لدینا Rمستمرة على المستطیل + ) ( )2 1, , ,x y x y منR  
( ) ( ) 2 2

2 1 2 1

2 1 2 1

2 1

, ,

2

f x y f x y y y

y y y y

y y

- = -

= - +

£ -

  

لیبشتز المسألة تقبل حلاً - كوشي ، و بالتالي حسب نظریة Rعلى المستطیلتحقق شرط لیبشتز fاذن الدالة
]وحیدًا على المجال  ],h h- لدینا ، :( )sup , 2

R
M f x y= 1و  = 1min 1,

2 2
h æ ö= =ç ÷

è ø
1أي على المجال   1,

2 2
é ù-ê úë û

.  

  نظریة الوجود لبیانو 
شرط لیبشتز لكي یكون لمسألة كوشي حلاً وحیدًا، ولكن ھذا الشرط  fلقد اشترطنا فیما سبق أن تحقق الدالة

y: قد لا یتحقق في الكثیر من المعادلات التفاضلیة مثلاً  y¢   :الأمر الذي یجعلنا نطرح السؤال التالي  =
  .لإثبات وجود لمسألة كوشي؟ fھل یكفي استمرار

  ". بیانو"إن الجواب على ھذا التساؤل كان ایجابیًا من طرف 
  " : بیانو"نظریة وجود الحل 

)لیكن  ),f x y ر ومحدود على الشریط تابع مستم  
( ){ }2

0, : ,T x y x x a y= Î - £ < ¥¡  
  :فإن مسألة كوشي 

( )
( )0 0

,y f x y
y x y
¢ì =ï

í =ïî
  

]تقبل على الأقل حلاً في المجال  ]0 0,x a x a- +.  
)مستمرًا في المستطیل  fإذا كان :نتیجة  ){ }2

0 0, : ,R x y x x a y y b= Î - £ - شي تقبل كوفإن مسألة  ¡£

]على الأقل حلاً في المجال  ]0 0,x h x h- min: حیث  + , bh a
M

æ ö= ç ÷
è ø

)مع   ),
R

M Sup f x y=.  
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  :نعتبر مسألة كوشي التالیة : مثال 

( )

2
3

0 0
y y
y

ìï ¢ =í
=ïî

 

)إن الدالة  )
2
3,f x y y=  مستمرة من أجل كل( ),x y  فحسب النتیجة السابقة المسألة تقبل على الأقل  ¡2من

]حلاً في المجال  ],h h-  حیث :
1
3min ,h a b

æ ö
= ç ÷

è ø
. 
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  المحاضرة الخامسة
  بعض أنواع المعادلات التفـاضلية   )أو حل(تكامل  

 رتبة الأولىمن ال
): تكون على الشكل  المنحلة بالنسبة للمشتق رأینا سابقًا أن المعادلة التفاضلیة من الرتبة الأولى ),y f x y¢ = 

  :والتي یمكن التعبیر عنھا بالعلاقة التالیة 
( ) ( ), , 0M x y dx N x y dy+ = 

  :بعة أنواع إن معظم المعادلات التفاضلیة من ھذا الشكل تُرتب إلى أر
 .إلى خطیة )تؤول(تُرد  –الخطیة  –المتجانسة  –منفصلة المتغیرات 

  المنفصلة المتغيرات    تالمعادلا1.7  
  نسمي معادلة تفاضلیة ذات متغیرات منفصلة كل معادلة یُمكن جعلھا على الشكل : تعریف 

( ) ( ) 0f x dx g y dy+ = 
  : طریقة حلھا 

): لحلھا نكامل الطرفین  ) ( )f x dx g y dy c+ =ò ò حیثc ثابت اختیاري.  
  :كامل المعادلة التفاضلیة التالیة : مثال 

( )cos 1 sin 0x xe ydx e ydy+ + =  
  :الحل 

)بفصل المتغیرات وذلك بقسمة طرفي المعادلة على  )1 cosxe y+ نجد ،  
sincos 0

1 cos

x

x

e yydx dy
e y

+ =
+

  

  بالتكامل المباشر نحصل على 
( )ln 1 ln cos lnxe y c+ - 1lnومنھ  = ln

cos

xe c
y

+
  :وبالتالي , =

 1 cosxe c y+  )ثابت اختیاري cحیث (  =
 . وھي تمثل عبارة الحل في شكلھ الضمني 

)المعادلة من الشكل  )y f ax by c¢ = + +:  
,حیث  ,a b c ثوابت  

  :  لة تحوَل إلى معادلة ذات متغیرات منفصلة وذلك بإجراء التحویل التالي ھذه المعاد
z ax by c= + dzومنھ  + dya b

dx dx
=   وعلیھ نجد  +

( )
dz dx

a bf z
=

+
  

  .وھي معادلة ذات متغیرات منفصلة
2yحل المعادلة التفاضلیة : مثال  x y¢ = +  
2zنضع : الحل  x y= 2dzومنھ  + dy

dx dx
= 2dzنجد  في المعادلة وبالتعویض + z

dx
= وعلیھ  +

2
dz dx

z
=

+
  

lnوبالمكاملة نجد  2 lnz x c+ = 2وبالتالي  + xz ce= -   ومنھ  +
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2 2xy ce x= - -  
  .ثابت اختیاري cحیث 
 المعادلات التفـاضلية المتجانسة  1.8 

)نقول عن الدالة ) : الدالة المتجانسة(تعریف  ),f x y بالنسبة للمتغیرین (أنھا متجانسة,y x ( من الدرجةn ،
  إذا تحقق 

l" Î¡ ¸ ( ) ( ), ,nf x y f x yl l l=  
  :أمثلة 
)الدالة  )1 ) 3 33,f x y x y=  لأن , متجانسة من الدرجة الأولى +

( ) ( ) ( ) ( )3 3 3 333, ,f x y x y x y f x yl l l l l l= + = + =  
)الدالة   )2 ) 2,f x y xy y=  لأن , متجانسة من الدرجة الثانیة -

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2, ,f x y x y y xy y f x yl l l l l l l= - = - =  

)الدالة  )3 )
2 2

, x yf x y
xy
-

  لأن, متجانسة من الدرجة صفر =

( ) ( ) ( )
( )( ) ( )

2 2 2 2
0, ,

x y x yf x y f x y
x y xy

l l
l l l

l l
- -

= = =  

)نقول أن المعادلة التفاضلیة  ) : المعادلة التفاضلیة المتجانسة(تعریف  ) ( ), , 0M x y dx N x y dy+ أنھا  =
N,إذا كانت الدالتین , متجانسة M متجانستین وبنفس الدرجة.  

  أثبت أن المعادلة التالیة متجانسة : مثال 
2 2 2x y x y xy¢ = + -  

2لدینا : الحل  2 2dyx x y xy
dx

= + )أي أن  - )2 2 2 0x y xy dx x dy+ - - =  

)إذن  ) 2 2,M x y x y xy= + )و  - ) 2,N x y x=   و بما أن  -
( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )2 2 2, ,M x y x y x y M x yl l l l l l l= + - =  

( ) ( ) ( )2 2, ,N x y x N x yl l l l= - =  
N,وھذا یعني أن كلا الدالتین  M  وعلیھ فالمعادلة التفاضلیة المعطاة ) الثانیة(بنفس الدرجة متجانستین

  .متجانسة
)نقول أن المعادلة التفاضلیة : تعریف آخر  ),y f x y¢ متجانسة من الدرجة  fإذا كانت الدالة , جانسةأنھا مت =

  .صفر
  أثبت أن المعادلة التفاضلیة التالیة متجانسة : مثال 

( )2 3 32 3x ydx x y dy= +  

)لدینا : الحل  )3 3 23 2dyx y x ydx
dx

+ )ومنھ  = )
2

3 3

2 ,
3

x yy f x y
x y

¢ = =
+

  إذن  

( ) ( ) ( )
( ) ( )

2 3 2 2

3 3 3 3 3 3 3 3

2 2 2,
3 33

x y x y x yf x y
x y x yx y

l l l
l l

l ll l
= = =

+ ++
  

 .وبالتالي المعادلة المعطاة متجانسة, 0متجانسة من الدرجة  fوھذا یعني أن الدالة 
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  :المعادلة التفاضلیة المتجانسة ھي كل معادلة یُمكن كتابتھا على الشكل : قضیة 
yy
x

j æ ö¢ = ç ÷
è ø

  

)لتكن : الإثبات  ) ( ), ...................y f x y E¢ )حسب التعریف المعادلة  = )E  متجانسة إذا كانت الدالةf 
): یكون  ¡من  lمتجانسة ومن الدرجة صفر، وبالتالي من أجل كل  ) ( ), ,f x y f x yl l 1وبأخذ  =

x
l مع  =

0x )نجد  ¹ )1, ,yf f x y
x

æ ö =ç ÷
è ø

)إذن تصبح المعادلة   )E  1: كما یلي, yy f
x

æ ö¢ = ç ÷
è ø

,1نكتب   yf
x

æ ö
ç ÷
è ø

على الشكل  

y
x

j æ ö
ç ÷
è ø

yyومنھ  
x

j æ ö¢ = ç ÷
è ø

.  

  :طریقة حل المعادلة التفاضلیة المتجانسة 
  عرفنا من خلال ما سبق أن المعادلة التفاضلیة 

( ) ( ) ( ), , 0....................M x y dx N x y dy E+ = 
M,تتمیز بأن كلا من الدالتین  N  متجانستین من نفس الدرجة بالنسبة للمتغیرین,y x.  

Mل القضیة السابقة نستنتج أن النسبة بإستعما
N

yدالة في  
x

)وبقسمة طرفي المعادلة , فقط  )E  على( ),N x y  

  :نحصل على المعادلة التفاضلیة التالیة 
( )0...................dy yg E

dx x
æ ö ¢+ =ç ÷
è ø

  

yv: المعادلة نستطیع تحویلھا إلى معادلة ذات متغیرات منفصلة وذلك بوضع  إن ھذه
x

yومنھ  = vx=  ومنھ

dyنحصل على  vdx xdv= )وبالتعویض في  + )E ): نحصل على المعادلة  ¢ ) 0dvx v g v
dx

+ + وھي معادلة  =

)ذات متغیرات منفصلة لأن  )dvx v g v
dx

= - أي  -
( )

dx dv
x g v v

=
- -

.  

  :حل المعادلة التفاضلیة التالیة : مثال 
( ) ( )2 2 2 0x y dx x xy dy+ + - =  

N,من الملاحظ أن كلا من الدالتین   :الحل  M فإذا اخترنا , متجانسة ومن الدرجة الثانیةy vx=  فسنحصل
  على 

( ) ( )( )2 2 2 2 2 0x v x dx x vx vdx xdv+ + - + =  
)ومنھ  ) ( )2 31 1 0x v dx x v dv+ + -   وبفصل المتغیرات نحصل على =

21 0
1

dx dv
x v

æ ö+ - + =ç ÷+è ø
  

lnوبالمكاملة نجد  2ln 1 ln 0x v v c- + + +   وبالتبسیط نجد  =

( )2
y
xc x y xe+ =  

  .وھي تمثل عبارة حلھا العام في شكلھ الضمني, ثابت اختیاري cث حی
xvیُمكن أیضًا استخدام التحویل  :ملاحظة 

y
=.  
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  المحاضرة السادسة
  بعض المعادلات التفـاضلية التي تحول إلى متجانسة

  
1لات التفـاضلية من الشكل  المعاد1.9  1 1

2 2 2

a x b y cy f
a x b y c

æ ö+ +¢ = ç ÷+ +è ø
2حيث     2 2 1 1 1, , , , ,c b a c b a ثوابت معلومة  

)إن حل ھذه المعادلة التفاضلیة مرتبط بتقاطع المستقیمین  ) ( )2 1,D D  حیث  

  ( )
( )

1 1 1 1

2 2 2 2

: 0

: 0

D a x b y c

D a x b y c

+ + =

+ + =
    

1إذن لابد من دراسة الجملة  1 1

2 2 2

0
0

a x b y c
a x b y c

+ + =ì
í + + =î

1والتي محددھا   1
1 2 2 1

2 2

a b
a b a b

a b
D = = -  

  .نیوبالتالي نمیز حالت
  : ) المستقیمان متقاطعان(الحالة الأولى 

0Dأي أن  )لتكن  ¹ )0 0,x y  ھي نقطة تقاطعھما في ھذه الحالة المعادلة تحول إلى متجانسة بالإعتماد على

0ل التالي التحوی

0

x x t
y y z

= +ì
í = +î

dxیصبح     dt
dy dz

=ì
í =î

  وبالتالي یكون 

( ) ( )
( ) ( )

1 0 1 0 1

2 0 2 0 2

1 1 1

2 2

a x t b y z cdz f
dt a x t b y z c

a t b zf
a t b z

æ ö+ + + +
= ç ÷ç ÷+ + + +è ø
æ ö+

= ç ÷+è ø

 

z,وھي معادلة متجانسة بالنسبة للمتغیرین  t. 
  ) : نمتوازیاالمستقیمان (الحالة الثانیة 

0Dأي  = 1ومنھ   2 2 1a b a b=  2وبالتالي 2 2

1 1 1

a b ck
a b c

= =   ثابت حقیقي، والمعادلة تصبح  kحیث  ¹

( )1 1 1
1 1

2 2 2

a x b y cy f F a x b y
a x b y c

æ ö+ +¢ = = +ç ÷+ +è ø
  

  
)وتحوَل إلى معادلة منفصلة المتغیرات تندرج تحت النوع  )y f ax by c¢ = +   .الذي درسناه سابقًا +

  حل المعادلة التفاضلیة التالیة  : 1ل مثا
( ) ( )2 1 6 3 2 0y x dx y x dy- - - - + =  

  
2zفنجدھما متوازیان، اذن نجري التحویل بحث عن الوضعیة النسبیة للمستقیمین نل: الحل  x y= - ومنھ  +

2dx dy dz=   وبالتعویض في المعادلة نجد  -
( )( ) ( )1 2 3 2 0z dy dz z dy- - - + =  

  بالتبسیط نجد 
  ( ) ( )1 4 0z dz z dy- + + =  
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  ومنھ
4
1

dz z
dy z

+
= -

-
  

  وھي معادلة منفصلة المتغیرات وبمكاملتھا نجد
5ln 4 0z y c z+ + - + =  

  العبارة التالیة وعلیھ فإن حل المعادلة یتمثل في
3 5ln 2 4y x c y x- + = - +  

  .ثابت اختیاري cحیث 
  حل المعادلة التفاضلیة التالیة     : 2مثال 

( ) ( )3 6 2 0x y dx x y dy- + + + + + =  
  إن المستقیمان متقاطعان ولإیجاد نقطة تقاطعھما نحل الجملة فنجد : الحل 

3 6 0
2 0

x y
x y

- + + =ì
í + + =î

  

0نجد  01, 3x y= = )أي أن نقطة التقاطع ھي  - )1, 3-.  
  :الآن نقوم بإجراء التحویل التالي 

0

0

1
3

x x t x t dx dt
y y z y z dy dz

= + = + =ì ì ì
Þ Þí í í= + = - + =î îî

  

  نقوم بالتعویض في المعادلة فنحصل على 
( ) ( )3 0t z dt t z dz- + + + =  

  ، لحلھا نطبق علیھا ما تعلمناه سابقًا فنحصل على وھي معادلة متجانسة
2 22 3 0z tz t+ - tوzوبالتعویض عن  =   نحصل على حل المعادلة في شكلھ الضمني  

( ) ( )( ) ( )2 23 2 1 3 3 1y x y x c+ + - + - - =  
 .ثابت اختیاري cحیث 
  شبه المتجانسة  المعادلات التفـاضلية1.10 
)نقول عن دالة :  )الدالة شبھ المتجانسة( تعریف ),f x y  أنھا شبھ متجانسة من الدرجةk  إذا تحقق الشرط  
b,یوجد  a بحیث ¡من  

( ) ( ), ,kf t x t y t f x ya b = 
)نقول أن المعادلة ) : المعادلة شبھ المتجانسة(تعریف  ),y f x y¢ )أنھا شبھ متجانسة إذا كانت الدالة = ),f x y 

bشبھ متجانسة من الدرجة a- بمعنى إذا تحققت المساواة ، :  
  ( ) ( ), ,f t x t y t f x ya b b a-=    

)تحقق أن الدالة   :مثال  )
6 4

4, x yf x y
x y

-
  .شبھ متجانسة =

 لدینا  :الحل 

( ) ( ) ( )
( ) ( )

6 4

4,
t x t y

f t x t y
t x t y

a b
a b

a b

-
= 
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6 6 6 4

4 4

6 4

4

t x t y
t x t y

x yt
x y

a b

a b

b a-

-
=

-

-=

  

3نجد  2a b= وعلیھ فالدالةf شبھ متجانسة.  
  :طریقة الحل 

yلحل ھذا النوع من المعادلات نضع  x
b
am=.  

  م حلھاأثبت أن المعادلة التفاضلیة شبھ متجانسة ث :مثال 
( )2 42 1 0xdy x y ydy+ + =  

  : الحل 

)نكتب  )2 4 1
, 0

2
y x ydy x

dx x
+

= - )ومنھ  ¹ ) ( )2 4 1
,

2
y x y

f x y
x

+
=   ، وبالتالي -

  
  

( ) ( ) ( )2 2 4 4 2 41 1
,

2 2
t y t x t y y x y

f t x t y t
t x x

b a b
a b b a

a
-

+ +
= =  

  
2وبالتالي نجد  0a b+ 1أي أن المعادلة شبھ متجانسة من أجل  =

2
b
a

= -.  

لآن نضع ا
1
2y x m

-
ومنھ  =

3 1
2 21

2
dy dx x
dx dx

m
m

- -
= -   ، وبالتعویض في المعادلة نجد +

5

2
d
dx x

m m
= -  

  وبفصل المتغیرات نجد 

52 , 0dx d
x

m
m

m
= - ¹  

  وبالمكاملة نجد 
4

exp
2

cx m -æ ö
= -ç ÷

è ø
  

  وأخیرًا نجد 
2 4

exp .
2

x ycx
- -æ ö

= ç ÷
è ø

  

)أیضًا  )0 0y x¹ )و  = )0 0x y¹   .حلولاً شاذة لھا =
y: غییر التالي كل معادلة شبھ متجانسة یمكن جعلھا متجانسة بإجراء الت: ملاحظة مفیدة  z a=  حیثa  ھو

  .یع حدود المعادلة متساویةالعدد الحقیقي الذي من أجلھ جم
  : حل المعادلة التفاضلیة التالیة .  مثال 

( )2 32 0xy x y y¢ - + =  
yنأخذ : الحل  z a=  فنجد  

2 1 3 1 32 2 0x z z x z z za a aa a- -¢ ¢- + =  
  وبالتالي لدینا
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)الحد الأول درجتھ  )1 2 1a a- + = +  
)الحد الثاني درجتھ  )3 1 1 3a a- + =  
  3aالحد الثالث درجتھ 

1كل الحدود ھي من الدرجة إذا كان  3a a+ 1أي  =
2

a ، اذن =
1
2y z= على  وبالتعویض نحصل  

( )
2

, 0zz x
x z x

¢ = ¹
-

  

zvنأخذ ) تأكد من ذلك(وھذه معادلة متجانسة 
x

zأي  = vx=  ومنھ  

1
dv vx
dx v

=
-

  

  وبالفصل نجد 
1v dxdv

v x
-

=  

  وبالمكاملة نجد 
ln ln lnv v x c- = +  

  الحل العام یُعطى في شكلھ الضمني بالعلاقة الآتیة ومنھ 
2 2lny x cy=  

  .ثابت اختیاري cحیث
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  المحاضرة السابعة
  المعادلات التفـاضلية  الخطية من الرتبة الأولى

  
  ادلة من الشكل نسمي معادلة تفاضلیة خطیة من الرتبة الأولى كل مع:  تعریف

( ) ( ) ( ).................y p x y f x E¢ + =  
  )یُسمى ھذا الشكل بالشكل القیاسي(

  .¡من  Iدالتان مستمرتان على مجال  pو  fحیث 
  : طریقة الحل 

  ا النوع من المعادلات وھماھناك طریقتان لحل ھذ
   ) :طریقة تغییر الثابت(الطریقة الأولى 

  قبل عرض ھذه الطریقة نحتاج إلى المبرھنة التالیة 
)الحل العام للمعادلة: مبرھنة  )E  ھو  

g p hy y y y= = +  
  .حل المتجانسة hyحل خاص لھا و  pyحیث 

)حل خاص للمعادلة pyبما أن: الإثبات  )E فھو یحققھا إذن  
( ) ( )p py p x y f x¢ + =  

  حل لھا إذن  yو
( ) ( )y p x y f x¢ + =  

  ن بعض نحصل على وبطرح المعادلتین بعضھما م
( ) ( ) ( ) 0p py y p x y y¢- + - =  

)وھذا یعني أن الفرق )py y- لیكن حلاً للمتجانسة ،h py y y= hومنھ  - py y y= +.  

)الآن لنعود لطریقتنا نحل أولاً المتجانسة  ) 0y p x y¢ + )ومنھ  = )y p x
y

¢
=   وبالمكاملة نجد  -

( )p x dx
hy ce -ò=  

  فیصبح عندنا) xأي نجعلھ متغیرًا بالنسبة إلى( cالآن نغیَر الثابت
( ) ( )p x dxy c x e -ò=  

)ثم نعوَض في عبارة  )E  الدالةفنجد( )c x  فیصبحy ھو الحل الخاصpy.  
  :حل المعادلة التفاضلیة التالیة : مثال 

32xy y x¢ - =  
2لنبحث عن حل المعادلة المتجانسة  أولاً  :الحل  0xy y¢ - 2dyومنھ  = dx

dx x
2lnإذن  = ln lny x c= وبالتالي +

  نجد 
2

hy cx=  
  .ثابت اختیاري cحیث
 ً )لإیجاد حلاً خاصًا فیصبح  cنغیَر الثابت ثانیا ) 2

py c x x=  ومنھ( ) ( )2 2py c x x xc x¢ ¢= وبالتعویض في  +
)المعادلة المعطاة نجد  )c x x=  وبالتالي  
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3
py x=  

  وعلیھ فإن 
  ( )2y x x c= +    

  .ھو الحل العام لھذه المعادلة
)نستخدم التحویل وتسمى أیضًا بطریقة لاغرانج،  ) :طریقة جداء تابعین(الطریقة الثانیة  ) ( )y u x v x= ومنھ

y u v v u¢ ¢ ¢= )وبالتعویض في المعادلة  + )E  نجد  
( )( ) ( )u v v u p x uv f x¢ ¢+ + =  

  ومنھ نجد 
( ) ( ) ( )............. *uv v pu u f x¢ ¢+ + =  

)نختار التابع  )u x  الذي یحقق  
0pu u ¢+ 0dupuأي أن  =

dx
+ dxوھي معادلة منفصلة المتغیرات وبالتالي  = pdx

u
=   وبالمكاملة نجد  -

( ) ( )p x dxu x e -ò=  
)بقي الآن ایجاد التابع )v x  بالرجوع إلى المعادلة( 0puوبتعویض  *( u ¢+ )نحصل على  = )uv f x¢ = 

)ومنھ )
( )

f x
v

u x
¢   وبالتالي نجد =

( ) ( )
( )

f x
v x dx c

u x
= +ò  

32xyلنحل نفس المعادلة السابقة :  مثال y x¢ - 22، المعادلة تكافئ = , 0y y x x
x

¢ - = )نضع  ¹ ) ( )y u x v x=  

v,لنبحث عن كلا من التابعین  u  لدینا( ) ( )p x dxu x e -ò=  حیث( ) 2p x
x

= )ومنھ نجد  - ) 2u x x=.  

)ومن جھة أخرى لدینا  )uv f x¢ )ومنھ نجد  = )v x x c=   ، وبالتالي فالحل العام لھذه المعادلة ھو +
  ( )2y x x c= +    

  .ثابت اختیاري cحیث
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  ثامنةالمحاضرة ال
  المعادلات التفـاضلية  الخطية من الرتبة الأولى  

  )معادلتي برنولي و ريكاتي( التي ترد إلى خطيةو  
 

  )Bernoulli(معادلة برنولي  1.11 
وتحمل  Bernoulliھي معادلة مشھورة تُنسب إلى اسم صاحبھا عالم الریاضیات السویسري : تعریفھا 

  الشكل العام 
  ( ) ( ) ny p x y q x y¢ + =    

  .عدد طبیعي غیر معدوم nحیث
  :طریقة حلھا 

1nعندما : لاً أو )تصبح المعادلة من الشكل  = ) ( )y p x y q x y¢ +   ومنھ =
( ) ( )( ) 0y p x q x y¢ + - =  

  .وھي معادلة تفاضلیة ذات متغیرات منفصلة 
1nعندما : ثانیًا  1نجري التحویل الآتي  ¹

1

1 n
nz y

y
-

-= )نھ ینتج وم = )1 ndz dyz n y
dx dx

-¢ = = ، وبالرجوع إلى -

)المعادلة  ) ( ) ny p x y q x y¢ + )نجد  nyوذلك بقسمة طرفیھا على = ) ( )1 n
n

y p x y q x
y

-¢
+  zوبالتعویض عن =

  :نحصل على المعادلة التالیة 
( ) ( ) ( ) ( )1 1z n p x z n q x¢ + - = -  

  .وھي معادلة خطیة من الرتبة الأولى 
  :حل المعادلة التفاضلیة التالیة : مثال 

  21y y y
x

¢ + =    

2nلدینا: الحل  1zنجري تغییر المتغیر  =
y

2ومنھ  =

yz
y

¢-¢  2yعطاة علىوبقسمة طرفي المعادلة الم =

2نحصل على 

1 1 1y
y x y

¢
+   نجد  zوبالتعویض عن  =

  1 1z z
x

¢- + =    

lnzوھي معادلة تفاضلیة خطیة من الرتبة الأولى، بحلھا نجد  x x cx= -   وعلیھ فإن حل المعادلة ھو  +
  

( )
1
ln

y
x c x

=
-

    

  .ثابت اختیاري cحیث
  )Riccati( معادلة ريكاتي

  معادلة ریكاتي ھي كل معادلة تفاضلیة من الشكل: تعریفھا وشكلھا العام 
( ) ( ) ( )2y a x y b x y c x¢ = + +  

,حیث ,c b a دوال مستمرة على مجالI من¡.  
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   ، ثم نقوم بالتحویل 1yلا یمكننا حل ھذا النوع من المعادلات إلا إذا عرفنا حلاً خاصًا لھا ولیكن :طریقة حلھا 
1y y z=   :وبالتعویض في المعادلة نحصل على المعادلة الآتیة  +

( ) ( ) ( )( )2
12z a x z a x y b x z¢ = + +  

  .وھذه المعادلة ھي عبارة عن معادلة برنولي
1uحیث  uولحلھا نجعل متغیرًا جدیدًا ولیكن

z
=. 

  :حل معادلة ریكاتي التالیة  :مثال 
21 12 2y y y x

x x
æ ö¢ = - + + +ç ÷
è ø

 

1yمع العلم أن x=حلاً خاصًا لھا. 
 :الحل 

1yنتأكد أولاً أن  x=  واضح(حلاً للمعادلة.( 
yالآن نضع  x z= 1yومنھ  + z¢ ¢=   :، نعوض في المعادلة التفاضلیة وبعد الإختصار نجد +

2 0xz z z¢ - + = 
2nي من أجلوھي معادلة برنول 1uلحلھا نضع  =

z
  :وبالتعویض نحصل على المعادلة التالیة  =

1 1u u
x x

¢ - = 

)وھي معادلة تفاضلیة خطیة من الرتبة الأولى، وبحلھا نجد  ) 1u x cx= )ومنھ  + ) 1
1

z x
cx

=
+

لیھ فإن الحل وع 

  :العام لھذه المعادلة ھو 
( ) 1

1
y x x

cx
= +

+
 

 .ثابت اختیاري cحیث
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  تاسعةالمحاضرة ال
      المعادلات التفـاضلية  التامة وغير التامة  

  
  المعادلة التفـاضلية التامة  : أولاً  

)لیكن :  )التفاضل الكلي( 1 تعریف ),F x y  تابع مستمر و قابل للإشتقاق على مجالI  نقول بأن ¡من ،
  :حیث  dFھوFالتفاضل الكلي للتابع

  F FdF dx dy
x y

¶ ¶
= +

¶ ¶
    

)نقول عن المقدار  ) :فاضل التامالت( 2 تعریف ) ( ), ,M x y dx N x y dy+  أنھ تفاضل تام، إذا وٌجد تابع
( ),F x y  بحیث تفاضلھ الكلي ھو:  

  ( ) ( ), ,dF M x y dx N x y dy= +    
)وبعبارة أخرى نقول عن المقدار ) ( ), ,M x y dx N x y dy+  بأنھ تفاضل تام إذا وجدF  بحیث یكون:  

( ) ( ), , ,F FM x y N x y
x y

¶ ¶
= =

¶ ¶
  

)إذا كان المقدار ) :ةالتام یةالتفاضلالمعادلة ( 3 تعریف ) ( ), ,M x y dx N x y dy+  تفاضلاً تامًا فنسمي المعادلة
  التفاضلیة 

  ( ) ( ), , 0M x y dx N x y dy+ =    
  .بمعادلة تفاضلیة تامة

  الشرط اللازم والكافي لكي تكون المعادلة التفاضلیة  ) :كافي لتكون معادلة تامةالشرط اللازم وال(مبرھنة 
  ( ) ( ), , 0M x y dx N x y dy+ =    

  تامة ھو 
  M N

y x
¶ ¶

=
¶ ¶

    

  ).ویسمى ھذا الشرط بشرط كوشي(
)الحل العام للمعادلة التفاضلیة التامة : نتیجة  ) ( ), , 0M x y dx N x y dy+   :علاقة یٌعرف بال =

  ( ),F x y c=    
)ھو التفاضل التام للمقدار Fحیث ) ( ), ,M x y dx N x y dy+وc ثابت اختیاري.  

)لحل المعادلة التفاضلیة التامة : تكامل المعادلة التفاضلیة التامة  ) ( ), , 0M x y dx N x y dy+ عتمد على ن =
Mشرط كوشي  N

y x
¶ ¶

=
¶ ¶

  لدینا . 

  
( ) ( ), ,

F FdF dx dy
x y

M x y dx N x y dy

¶ ¶
= +

¶ ¶

= +
      

  وبالتالي یصبح لدینا 
  ( ) ( ), ........... 1F M x y

x
¶

=
¶
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  ( ) ( ), ........... 2F N x y
y

¶
=

¶
      

)نكامل   :فنحصل على  xبالنسبة إلى 1(
  ( ) ( ) ( ), ,F x y M x y dx yj= +ò    

)ومنھ    ) ( )( ) ( ), ,N x y M x y dx y
y

j
¶ ¢= +

¶ ò        

)نجد  بالتاليو )yj  وبالتعویض نجد عبارة( ),F x y.  
  المعادلة التفاضلیة بین أن : مثال 

  ( ) ( )21 3 0x y dx x y dy+ + + - + =      
  .تامة ثم حلھا

  لدینا : الحل 
( ), 1M x y x y= + )و  + ) 2, 3N x y x y= - 1M، وبالتالي +

y
¶

=
¶

1Nو  
x

¶
=

¶
  .اذن فالمعادلة تامة 

)الآن لنقوم بحلھا، لدینا  ),F M x y
x

¶
=

¶
1Fومنھ   x y

x
¶

= + +
¶

  وعلیھ فإن  
  ( ) ( ) ( ), 1F x y x y dx yj= + + +ò    

)وبالتالي  ) ( )21,
2

F x y x xy x yj= + + )ومن جھة أخرى، لدینا . + ) ( ),F x y N x y
y

j
¶ ¢= + =
¶

وبالتعویض  

)نجد  ) 2 3y yj¢ = -   ومنھ +

  ( )
2

13
3

yy y cj = - + +    

  .ثابت اختیاري 1cحیث
  نجد .. وبالتعویض في 

  ( )
2

2
1

1, 3
2 3

yF x y x xy x y c= + + - - + +      

)ومنھ حل المعادلة ھو  ) 2,F x y c=  أي ھو  
2

21 3
2 3

yx xy x y c+ + - - + =  

  .ثابت اختیاري cحیث
)من المبرھنة السابقة نجد أن إذا كانت المعادلة : ملاحظة مفیدة  ) ( ), , 0M x y dx N x y dy+ تامة فإن حلھا  =

  ھوالعام 
  ( ) ( )

0 0

0, ,
yx

x y

M x y dx N x y dy c+ =ò ò      

)ثابت اختیاري، و  cحیث )0 0,x y أي نقطة معرفة عندھا الدالتین,N M.  
)لنحل المعادلة السابقة بھذه الطریقة المختصرة، لدینا  :مثال  ) ( )21 3 0x y dx x y dy+ + + - +   ومنھ  =

  ( ) ( )2

0 0

1 3 0
yx

x y dx y dy+ + + - + =ò ò    

  وبالتالي
2

21 3
2 3

yx xy x y c+ + - - + =  
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0لاحظ أننا اخترنا (  0 0x y= N,لأن كلا من الدالتین = M معرفة عند(   .)یار ممكنتوبالطبع ھو أبسط اخ 0,0(

  مة  المعادلة التفـاضلية غير التا: ثانيـًا  
)نقول أن المعادلة التفاضلیة : تعریف  ) ( ), , 0M x y dx N x y dy+   أنھا لیست تامة إذا كان  =

M N
y x

¶ ¶
¹

¶ ¶
  

)إذا كانت المعادلة التفاضلیة  :طریقة الحل  ) ( ), , 0M x y dx N x y dy+ لیست تامة فإننا نسعى إلى وضع =
)مة، وذلك من خلال ضرب طرفیھا في تابع المعادلة في صیغة جدیدة تصبح من خلالھا تا ),u x y  ویسمى

  .بعامل المكاملة
)لدینا  :ایجاد عامل المكاملة  ) ( ), , 0uM x y dx uN x y dy+   :ھذه المعادلة تكون تامة إذا تحقق الشرط الآتي  =

  ( ) ( )uM uN
y x
¶ ¶

=
¶ ¶

      

  : ومنھ یكون لدینا 
M u N uu M u N
y y x x

¶ ¶ ¶ ¶
+ = +

¶ ¶ ¶ ¶
  

  وبالتالي 
M N u uu N M
y x x y

æ ö¶ ¶ ¶ ¶
- = -ç ÷¶ ¶ ¶ ¶è ø

  

)وللتسھیل نفرض فرضیات حول التابع  ),u x y.  
0uفقط، عندھا یكون  xدالة في  u :الحالة الأولى 

y
¶

=
¶

  :لسابقة كما یلي وبالتالي تصبح العلاقة ا 

M N uu N
y x x

æ ö¶ ¶ ¶
- =ç ÷¶ ¶ ¶è ø

  

  ومنھ 
1 M N dudx
N y x u

æ ö¶ ¶
- =ç ÷¶ ¶è ø

  

 uفقط فإنھ یمكن ایجاد الدالة xمن خلال ھذه العلاقة نلاحظ أنھ إذا كان الطرف الأیمن لھذه العلاقة متعلقاً ب 
  .وإلا فلا

duالآن لنضع  f
u

)ینتج عن ذلك  = )1 M N f x
N y x

æ ö¶ ¶
- =ç ÷¶ ¶è ø

  وبمكاملة الطرفین نجد  

  ( ) ( )f x dxu x e ò=    
  : كما یلي  *المعادلة تصبح فقط، عندھا  yمتغیرًا بالنسبة إلى uإذا كان التابع   :الحالة الثانیة 

M N duu M
y x dy

æ ö¶ ¶
- = -ç ÷¶ ¶è ø

  

1ومنھ  M N dudy
M y x u

æ ö¶ ¶
- = -ç ÷¶ ¶è ø

  :فقط فیكون لدینا  yغیر بالنسبة إلىمت u، وحسب الفرض أن التابع

  
( )1 M N dy g y dy

M y x
æ ö¶ ¶

- =ç ÷¶ ¶è ø
  

  ومن ثَم نحصل على 
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( ) ( )g y dyu y e -ò=  
  :یمكننا تلخیص الحالتین كما یلي 

)إذا كان لدینا  · )1 M N f x
N y x

æ ö¶ ¶
- =ç ÷¶ ¶è ø

 فإن 

( ) ( )f x dxu x e ò=. 

)إذا كان لدینا  · )1 M N g y
M y x

æ ö¶ ¶
- =ç ÷¶ ¶è ø

 فإن 

( ) ( )g y dyu y e -ò=.  
)م تتحقق إحدى الحالتین فھذا یدل أنھ لا یوجد للمعادلة إذّا ل: ملاحظة ھامة  )E عامل تكمیل.  

  :حل المعادلة التفاضلیة التالیة :  مثال
( ) ( )2 22 2 0y x y x dx x y dy- + + - =  

)لدینا : الحل  ) ( )2, 2M x y y x y x= - )و  + ) 2, 2N x y x y= 22ومنھ  - 4 2 , 2M Nx y x x
y x

¶ ¶
= - + =

¶ ¶
  

Mنلاحظ أن  N
y x

¶ ¶
¹

¶ ¶
22، نجد أولاً الفرق فالمعادلة لیست تامة  4M N x y

y x
¶ ¶

- = -
¶ ¶

ومنھ  

( )1 2M N f x
N y x

æ ö¶ ¶
- = =ç ÷¶ ¶è ø

)وعلیھ فإن   ) ( ) 2 2f x dx dx xu x e e eò ò= = وھو عامل التكمیل الذي یحول المعادلة  =

  المعطاة إلى تامة، فتصبح 
( ) ( )2 2 2 22 2 0x xy x y x e dx x y e dy- + + - =  

  وحلھا ھو 
( )2 2xy x y ce -- =  
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  المحاضرة العاشرة
  المعادلات التفـاضلية  غير المحلولة بالنسبة للمشتق  

 ) معادلة كليرو -معادلة لاغرانج  (
  
ادلات یصعب لقد درسنا في المحاضرات السابقة بعض المعادلات التفاضلیة من الرتبة الأولى، لكن ھناك مع  

yحلھا بالطرق السابقة منھا المعادلات غیر القابلة للحل بالنسبة إلى  : أي لا یمكن كتابتھا على الشكل ( ¢
( ),y f x y¢ إن ھذه المعادلات لھا أصناف وأشكال متعددة لكننا سنقتصر في محاضرتنا ھذه على صنفین  ,)=

  .عادلة لاغرانج ومعادلة كلیرومھمین ھما م
 معادلة لاغرانج  -أولاً 

  : نسمي معادلة لاغرانج كل معادلة تفاضلیة یمكن كتابتھا على الشكل : تعریفھا 
  ( ) ( )y xa y b y¢ ¢= +    

): حیث  )a y y¢ b,و ¢¹ a  للإشتقاق على مجالدالتین قابلتینI من¡.  
dyyنضع : طریقة حلھا  p

dx
¢ = ): فنحصل مباشرة على العلاقة التالیة  = ) ( )y xa p b p= وبإشتقاق طرفیھا  +

): نجد  xبالنسبة للمتغیر ) ( ) ( )dp dpp xa p a p b p
dx dx

¢ ¢= +   وبتبسیطھا نحصل على  +

  ( )
( )

( )
( )

a p b pdx x
dp p a p p a p

¢ ¢
+ =

- -
    

  .وھي معادلة خطیة من الرتبة الأولى
  :أوجد الحل العام لمعادلة لاغرانج الآتیة  :مثال 

  ( ) ( )3 22 0y x y y¢ ¢+ - =    
): یمكن كتابة المعادلة كما یلي : الحل  ) ( )2 32y x y y¢ ¢= yوبوضع  + p¢ 2نحصل على  = 32y xp p= نشتق +

)فنجد  xبالنسبة للمتغیر )2 22 4 3dy dpp xp p
dx dx

= +   ومنھ  +

  4 3
2 1 2 1

dx px
dp p p

-
+ =

- -
    

وبحلھا نجد  xوھي معادلة تفاضلیة من الرتبة الأولى بالنسبة للمتغیر
( ) ( )

2 2

2 22 12 1 2 2 1
g

c p px
pp p

= - +
-- -

 ،

  : وبالتالي الحل لھذه المعادلة یتأتى من الجملة الآتیة 
  

2 32

g

y xp p
x x

ì = +ï
í =ïî

        

  .ویسمى ھذا الحل حلاً عاماً في شكلھ الوسیطي
0dpوذلك في حالة : الحلول الشاذة لمعادلة لاغرانج 

dx
)وبالتالي یكون  = )p a p=  ومنھ

{ }, 1, 2,......ip i klÎ )وبالتعویض في المعادلة  = ) ( )y xa p b p=   نجد  +
  ( )i i iy x bl l= +        

  ).قد تكون حلولا خاصة في بعض الحالات( وھي تمثل حلول شاذة
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0dpفي المعادلة السابقة لنبحث عن حلولھا الشاذة، لدینا : مثال 
dx

)إذن  = )2 1 0p p - 0pومنھ  = 1أو  =
2

p = 

2وعلیھ فإن  1
1 , 0
2

l l=   :، بالتعویض في العلاقة السابقة نجد أن للمعادلة حلان شاذان ھما =

1 0y 2و  =
1 1
2 8

y x= +  

  معادلة كلیرو  -ثانیا 
  :تسمى معادلة كلیرو كل معادلة تفاضلیة یمكن كتابتھا على الشكل التالي  :تعریفھا 

  ( )y xy b y¢ ¢= +        
)أي أنھا حالة خاصة من معادلة لاغرانج عندما ( )a y y¢ ¢=.(  

yلحلھا نضع: طریقة حلھا  p¢ )وبالتعویض نحصل على  = )y xp b p=   فنجد  x، بالإشتقاق بالنسبة إلى+

( )dp dpy x p b p
dx dx

¢ ¢= + +  

yلكن  p¢   ومنھ  =
  ( )( ) 0dpx b p

dx
¢+ =      

)نفرض أن  · ) 0x b p¢+ 0dpنقسم علیھ فنجد  ¹
dx

pومنھ  = c=  حیثc  ثابت اختیاري، وعلیھ فإن الحل

 :العام في ھذه الحالة ھو 
( )y cx b c= + 

)في حالة  · ) 0x b p¢+ )ومنھ  = )x b p¢=   وبالتالي نحصل على الجملة الآتیة -
( )

( )
x b p

y xp b p
¢ì = -ï

í = +ïî
  

 ً   .وتمثل الحلول الشاذة وسیطیا
  :نعتبر معادلة كلیرو التالیة  :مثال 

( )2y xy y¢ ¢= +  
  .عین الحل العام و الحل الشاذ لھا

yنضع  :الحل  p¢ ) :نجد  بالتعویض = )2y xp p= 2dpبالإشتقاق نحصل على  + dpy p x p
dx dx

¢ = + لكن  +

y p¢   ومنھ نجد  =
( )2 0dpx p

dx
+ =  

2إذا كان  · 0x p+ 0dpفنجد  ¹
dx

pومنھ   = c= ذن الحل العام ھو إ :  
  2y cx c= +      

  .ثابت اختیاري cحیث
2في حالة  · 0x p+ وبالتالي  =

2
xp =  :نجد الحل الشاذ كما یلي و بالتعویض  -

  
2

4
xy = -    
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  تمارين للحل 1.12
  : أجب بصحیح أو خاطئ لكل من الأسئلة التالیة مع التبریر:  )مفـاهيم أساسية (لتمرين الأولا

)المعادلة التفاضلیة .1 )3 2y y x¢¢ + =    . 2ودرجتھا  3رتبتھا  
)المعادلة التفاضلیة   .2 )2" 23 1y y=    .4ودرجتھا  2رتبتھا  +
 .یمكن حل جمیع المعادلات التفاضلیة .3
'المعادلة  .4

2

yy
x

(الحل المعدوم  = ( ) 0,y x x= " Î¡ ¡حلا لھا على  ) . 

5. ( )y x tgx=  ھو حل للمعادلة التفاضلیة( )" 22 1y y y= + . 
  .كل حل أعظمي لمعادلة تفاضلیة ھو حل شمولي .6

 : باستخدام طریقة بیكارد اوجد ما یلي: الثاني   التمرين
: ألةلمسا التقریب الثالث لحل )1 ' 22 2 3y y x= - )و  - )0 2y = 
: ألةالتقریب النوني للمس )2 'y xy=  و( )0 2y = 

   ثم عین ثابت لیبشیتز Dیتزعلى المیدان أثبت أن التوابع التالیة تحقق شرط لیبش: التمرين الثالث  
1( ( ) 2,

1
yf x y
x

=
+

 ,    2D = ¡ .  

2( ( ) 2,
1

xf x y
y

=
+

 ,    ( ){ }2, : ,D x y x a y= Î £ < ¥¡  . 

3( ( ) ( ) ( )2 22, cos sinf x y x y y x= +  , ( ){ }2, : ,D x y x a y= Î £ < ¥¡ .   
)بین أن التابع  : لرابع  التمرين ا ),f x y لا یحقق شرط لیبشیتز 

a( ( )
( ) ( )

( ) ( )

3

4 4 , , 0,0
,

0, , 0,0

x x y
x yf x y

x y

ì
¹ï += í

ï =î
,  ( ){ }2, : 1, 2D x y x y= Î £ £¡  

b( ( ) ( ) ( )

( ) ( )

sin , , 0,0
,

0, , 0,0

xy x y
xf x y
x y

ì ¹ï= í
ï =î

 ,      ( ){ }2, : 1,D x y x y= Î £ < ¥¡  

 : أدرس وجود ووحدانیة الحل للمسائل التالیة :التمرين الخامس  

1( ( )0 0y =   , 
2

' 31y y= +          , ( ){ }2 *, : , , ,D x y x a y b a b += Î £ £ Î¡ ¡ 
2( ( )0 1y =   , ( )' siny xy=        , ( ){ }2 *, : , 1 , ,D x y x a y b a b += Î £ - £ Î¡ ¡ 
3( ( )0 1y =   , ' yy e=        ,        ( ){ }2, : 2, 3D x y x y= Î £ £¡ 

4 ( ( )0 1y =   , ' x xy e
y

= +          , ( ){ }2, : 2, 3D x y x y= Î £ £¡ 

  لة التالیة تقبل حلا وحیدا على مجال یطلب تعیینھ في كل حالة أثبت أن المسأ: التمرين السادس  
1. ( )0 1y =   , ' 2 2y y x= -         , ( ){ }2, : 1, 1 1D x y x y= Î £ - £¡ 
2. ( )0 0y = ,   ' sin( ) yy xy e= +     , ( ){ }2, : 2, 1D x y x y= Î £ £¡ 
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3. ( )0 0y = ,   2 2' 2 cos siny y x y x= + , ( ){ }2, : , 1D x y x yp= Î £ £¡ 
4. ( )0 0y m= > ,   ' ( ) ( )y P x y q x= +   , ( ){ }2, : 1, 3D x y x y= Î £ تابعین  q و pحیث   ¡£

]مستمرین على المجال  ]1,1- . 
 نفس السؤال السابق :التمرين السابع  

1. ( )0 0y = , 2' sin( ) yy xy e= +       , ( ){ }2, : 2, 1D x y x y= Î £ £¡  
2. ( )0 0y = ,   ' 2 x yy x e +=  ,              ( ){ }2, : 1, 2D x y x y= Î £ £¡ 
3. ( )1 2y = ,   2' 2 yy x e -= +  ,           ( ){ }2, : 2, 1 3D x y x y= Î £ - £¡ 
4. ( )0 2y = ,   ' 2 2 4y x y y= +        , ( ){ }2, : 1, 1 5D x y x y= Î £ - £ £¡ 

 :حل المعادلات التفاضلیة الآتیة  : )المتغيراتالمنفصلة  المعادلات  (التمرين الثامن  
(1   22( ) 0xx xy dx e ydy+ + =       (4 2 3 3 2( 1) ( 5 6 ) 0y x dx x x x dy+ + - + =    

(2  2 2( 1) ( 4)x dy y dx+ = +        (5 3( 1) 0x dy ydx+ - = 
 (3  2cos 0x xdx tgydy+ =          (6 ( 1)sin (1 cos )ye xdx x dy- + = + ,  ( )0 0y = 

  :حل المعادلات التفاضلیة الآتیة : التمرين التاسع  
(1 ( )' 2 2 2 2 2 29 4y x y y x y x- = -    2( 2 2sin sin cos 0x ydx xdy- = 

 (3
1

2 cos 2 0yy x dx x e dy- =       (4 ' 2y ay by= -     , ( )0 0y a= >  .عددان حقیقیان bو  a حیث 
 :حل المعادلات التفاضلیة الآتیة :  )منفصلة المتغيراتمعادلات تفـاضلية ترد إلى   (التمرين العاشر

(1   ' 4 2 1y x y= + -          2( ( )2' 4y y x= -              (3 ( )' siny x y= -      
 (4 ( )' cosy x y= +             5 ( ' 2( 1)y x y= + -         6 ( ( 3) ( 2) 0x y dx x y dy+ - + + + =     

  نفس السؤال السابق: الحادي عشر   التمرين
(1  ' 3 4y x y= - +                   2( ( )2' 2 3y y x= + -                

  (3 ( )' siny x y= +                    (4 ( ) (2 2 1) 0x y dx x y dy+ + + + =  
  :باستخدام الإحداثیات القطبیة حل المعادلة التفاضلیة : الثاني عشر   التمرين

a( ( ) ( ) ( )2 2 0yx y xdx ydy xdy ydx
x

+ + - - =  

b( ' x yy
x y

+
=

-
 

المعادلات التفاضلیة التي ھذه  إلیك أختي الطالبة ،أخي الطالب : )معادلات تنتظر الحل(عشر  التمرين الثالث
   :كلھا متجانسة أو ترد إلى متجانسة  تنتظر منك أن تحلھا علما أنھا

(1  ( ) ( )2 2 0x y dx x y dy- + + =            2( ( )2 23 0xydx x y dy- + =   3( ( ) 0x xy dy ydx+ - =           

 4( ( )( ) ( )4 5 5 0x y x y dx x x y dy- + + - = 5 ( ' 2
4

x yy
y x

+ -
=

- -
            6 ( 

2
22

1
yy

x y
æ ö+¢ = ç ÷+ +è ø

 

.1 :الأجوبة  ( )2 2ln 4 yx y arctg c
x

+ + = 2. 2 26 ln yx y
c

=   3.
2 x

yy ce=   4. ( ) ( )2 2x y x c y x+ = -  

          5. 2 22 4 8y xy x x y c- + + - =  6. 2ln 2 2
1

yy arctg c
x

+
+ + =

-
 .ثابت اختیاري cحیث  ،
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  المحاضرة الحادية عشر
 المعادلات التفـاضلية ذات الرتب العليا  

  
  عموميات  2.1 

الأولى، وفي إنصب جل اھتمامنا على دراسة المعادلات التفاضلیة من الرتبة  السابقة المحاضرات في: مقدمة 
ھذه المحاضرات نسعى لدراسة معادلات تفاضلیة ذات رتب أعلى من الرتبة الأولى، ولعل أنسب ما نبدأ بھ 

الذي أخذناه في أول محاضرة لنا، ) nذات الرتبة(ھو استذكار الشكل العام للمعادلة التفاضلیة الخطیة النونیة 
  :تالي وھي التي تحمل الشكل ال

  ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1
1 1 0.........n n

n na x y a x y a x y a y f x-
- ¢+ + + + =        
1ویقال أن المعادلة ذات ذات معاملات ثابتة إذا كان كل من الدوال  0,............, ,na a a  ثابتًا، ویقال أنھا ذات

1معاملات متغیرة إذا كان كل من  0,............, ,na a a متغیرًا .  
)كما یقال أنھا متجانسة إذا كان  ) 0f x   .وإلا فھي غیر متجانسة =

1إذا كان كل من : خاصیة  0, ,....... ky y y حلاً للمعادلة النونیة المتجانسة  
  ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1

1 1 0......... 0n n
n na x y a x y a x y a y-

- ¢+ + + + =      
1فإن  1 2 0 ,....... k ky c y c y c y= +   .ھو حلا لھا +

1حیث  2, ,....... kc c c تشكیل خطي سیكون حلا للمعادلة نفسھابمعنى أي ( ثوابت اختیاریة.(  
  .واضح: الإثبات 
)لتكن  ) :الإستقلال الخطي(تعریف  ) ( ) ( )2 1,.......... ,k x x xj j j دوال معرفة على مجالI نقول أنھا  ¡من

  : مستقلة خطیًا إذا تحقق الإستلزام التالي 
  ( ) ( ) ( )1 1 2 2 1 2........... 0 ........... 0k kc x c x c x c cj j j+ + + = Þ = = =      

)نقول أن الدوال ) : الإرتباط الخطي(تعریف  ) ( ) ( )2 1,.......... ,k x x xj j j  مرتبطة خطیًا إذا أمكن إیجاد ثوابت
1 2, ,....... kc c c  غیر منعدمة في آن واحد بحیث:  

  ( ) ( ) ( )1 1 2 2 ........... 0k kc x c x c xj j j+ + + =      
2إذا كانت  ) :-Wronskianالرونسكیان (تعریف  1,.......... ,kj j j دوال قابلة للإشتقاق( )1n مرة على مجال  -

I فإن الرونسكیان لھا ھو المحدد التالي ¡من:  

( )( )

( ) ( ) ( )

1 2

1 2

1 2

1 1 1
1 2

. . .

. . .
. . . . . .

, ,......
. . . . . .
. . . . . .

. . .

n

n

n

n n n
n

W x

j j j

j j j

j j j

j j j- - -

¢ ¢ ¢

=  

  
ذكرى مكتشفھ عالم الریاضیات البولندي ھوني أطلق اسم الرونسكیان على ھذا المحدد تخلیدًا ل :ملاحظة 
  )م1853 –م 1778(الذي عاش خلال الفترة ) Hoene Wronski(رونسكي 

2لو أن  :مثال  1,j j  قابلتان للإشتقاق على مجالدالتانI فإن الرونسكیان ھو  ¡من:  
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  ( )( ) 1 2
1 2 1 2 1

1 2

,W x
j j

j j j j j j
j j

¢¢= = -
¢ ¢

   

2لتكن : مبرھنة  1,....... ,ny y y حلولا للمعادلة المتجانسة ذات المعاملات المستمرة على مجالI من¡،   
   Iمن xأجل كلإذا كان من 

 ( )( )1 2, ,.... 0nW y y y x ¹   
2فإن الحلول  1,....... ,ny y y مستقلة خطیًا.  

  : ھل الدوال التالیة  :مثال 
( ) ( ) ( )2

1 2 3
1, ,y x x y x x y x
x

= = =  

  تمثل حلولأً مستقلة خطیًا للمعادلة التفاضلیة 
3 2 2 2 0x y x y xy y¢¢¢ ¢¢ ¢+ - + =  

0xحیث >.  
  دینا ل: الحل 

( )( )
1 2 3

1 2 1 2 3

1 2 3

2

2

3

, ,....

1

1 61 2 0

20 2

n

y y y
W y y y x y y y

y y y

x x
x

x
x x

x

¢ ¢ ¢=
¢¢ ¢¢ ¢¢

= - = ¹

  

3وبالتالي الحلول  2 1, ,y y y مستقلة خطیا.  
   :الحل العام للمعادلة المتجانسة 

2لتكن  :مبرھنة  1,....... ,ny y y  حلولا مستقلة خطیًا للمعادلة التفاضلیة الخطیة المتجانسة ذات المعاملات
  المستمرة

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1
1 1 0......... 0n n

n na x y a x y a x y a y-
- ¢+ + + + =  

)مع  ) 0na x   الحل العام لھا ھو فإن  ،¹
1 1 2 0 ,....... n ny c y c y c y= + +  

1حیث  2, ,....... nc c c ثوابت اختیاریة.  
  في المثال السابق الحل العام للمعادلة المتجانسة ھو  :مثال 

  2
1 2 3

1y c x c x c
x

= + +      

   :غیرالمتجانسة الحل العام للمعادلة 
)حلاً خاصًا للمعادلة  pyلیكن :مبرھنة  )E  2ولتكن 1,....... ,ny y y  حلولا مستقلة خطیًا للمعادلة المتجانسة( )E ¢ 

)فإن الحل العام للمعادلة  )E  یكون على الصیغة التالیة:  
1 1 2 2 ....... n n py c y c y c y y= + + + +  

)حل للمعادلة  yلیكن :البرھان  )E  وبما أن كلا من,py y  حلین أیضا للمعادلة( )E  فإن الفرقpy y-

)للمعادلة سیكون حلاً    )E   وبتطبیق المبرھنة السابقة یكون  ¢
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1 1 2 0 ,.......p n ny y c y c y c y- = + +  
  وبالتالي 

1 1 2 0 ,....... n n py c y c y c y y= + + +  
  .وبھ یتم البرھان

}مجموعة الحلول  :ملاحظة  }1 0, ,....... ny y y المستقلة خطیا یُطلق علیھا مجموعة الحلول الأساسیة.  
  نعتبر المعادلة التفاضلیة من الرتبة الثالثة الآتیة : مثال 

22 2 2 2 4y y y y x x¢¢¢ ¢¢ ¢- - + = - -  
)تأكد أن  .1 ) 2

py x x= حلاً خاصًا لھا. 
)بیَن أن  .2 ) ( ) ( )2

1 2 3, ,x x xy x e y x e y x e -= =  .حلول أساسیة لھا =
  .م لھاأوجد الحل العا .3
   :الحل 
 .واضح .1
 لدینا  .2
  

( )( )
1 2 3

1 2 1 2 3

1 2 3

2

2

2

, ,....

2 0
4

n

x x x

x x x

x x x

y y y
W y y y x y y y

y y y

e e e
e e e

e e e

-

-

-

¢ ¢ ¢=
¢¢ ¢¢ ¢¢

= - ¹

  

}إذن المجموعة  }1 2 3, ,y y y ھي حلول أساسیة للمعادلة المعطاة.  
  الحل العام لھا ھو  .3

2 2
1 2 3

x x xy c e c e c e x-= + + +  
1حیث  2 3, ,c c c ثوابت اختیاریة.  
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  ة عشرالمحاضرة الثاني
 من الرتبة الثانية ذات المعاملات الثابتةالمعادلات التفـاضلية    

 
  المتجانسة    المعادلات التفـاضلية من الرتبة الثانية. أولا 

  المعادلة التفاضلیة الخطیة المتجانسة من الرتبة الثانیة ھي كل معادلة من الشكل : تعریف 
( )0.............ay by cy E¢¢ ¢+ + = 

,حیث  ,c b a أعداد حقیقیة ثابتة.  
xeعددًا مركبًا أو حقیقیًا، الدالة  lلیكن : مبرھنة  l  تكون حلاً للمعادلة( )E  إذا وفقط إذا كانتl  جذرًا

  للمعادلة الجبریة 
2 0a b cl l+ + =  

)نسمیھا بالمعادلة الممیزة للمعادلة ( )E(.  
)نشتق ونعوض في المعادلة : الإثبات  )E  فنجد  

( ) ( ) ( )
( )2

2

0

0

0

x x x

x

a e b e c e

e a b c

a b c

l l l

l l l

l l

¢¢ ¢+ + =

Û + + =

Û + + =

  

  .إذن المطلوب
تجانسة مرتبط بطبیعة جذور المعادلة الممیزة لھا، إن حل المعادلة التفاضلیة من الرتبة الثانیة الم :طریقة الحل 

  :نمیز ثلاث حالات 
0Dعندما .1 2(حیث  < 4b acD = 2فالمعادلة في ھذه الحالة لھا جذران متمایزان و لیكنا) - 1,l l فإن الحل

 العام لھا ھو
( ) 1 2

1 2
x xy x c e c el l= +  

2حیث   1,c c اختیاریان نثابتا. 
0Dعندما  .2  فالحل العام ھو lفالمعادلة لھا حل مضاعف ولیكن =

( ) ( )1 2
xy x c c x e l= + 

0Dعندما  .3 2فالمعادلة لھا جذران مركبان مترافقان > 1,i il a b l a b= - =  فالحل العام ھو  +
  ( ) ( )1 2cos sinxy x e c x c xa b b= +    

  :حل المعادلات التفاضلیة الآتیة  :أمثلة 
1( 2 3 0y y y¢¢ + - =               2( 4 4 0y y y¢¢ + + =         3( 2 2 0y y y¢¢ + + = 

   :الحل 
2 المعادلة الممیزة ھي )1 2 3 0l l+ - 4Dولدینا  = 2فنجد  = 11, 3l l= =  :وبالتالي  -

( ) 3
1 2

x xy x c e c e-= + 
2معادلتھا الممیزة ھي  )2 4 4 0l l+ + 0Dولدینا = 2إذن  = 1 2l l= =  :لي وبالتا -

( ) ( ) 2
1 2

xy x c c x e -= + 
2المعادلة الممیزة ھي  )3 2 2 0l l+ + 4Dولدینا  = = ومنھ المعادلة لھا جذران مركبان مترافقان ھما  -

2 11 , 1i il l= - - = -  وعلیھ فإن +
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  ( ) ( )1 2cos sinxy x e c x c x-= +    

  المتجانسة  غير  من الرتبة الثانية  المعادلات التفـاضلية. ثانيـًا 
  المعادلة التفاضلیة الخطیة المتجانسة من الرتبة الثانیة ھي كل معادلة من الشكل : تعریف 

( ) ( ).............ay by cy f x E¢¢ ¢ ¢+ + = 
,حیث  ,c b a  أعداد حقیقیة ثابتة، مع( ) 0f x ¹.  

أن الحل العام ھو عبارة عن مجموع الحل الخاص وحل المتجانسة أي أن  مما سبق علمنا: طریقة الحل 
p hy y y= +  

فالحل یكمن في تحدید الحل الخاص حیث یمكن ایجاده بطریق تغییر  طریقة ایجاده معلومة، إذنن إ hyإن 
  .وھناك حالات خاصة لإیجاده) ستأتي(الثوابت 

  :الطرف الأیمن للمعادلة على شكل كثیر حدود . لة الأولى الحا
)بمعنى  ) ( )nf x P x=  حیث( )nP x كثیر حدود من الدرجةn ففي ھذه الحالة الحل الخاص یأخذ الشكل الآتي ،

:  
( ) r

p ny Q x x=  
)حیث  )nQ x كثیر حدود من الدرجةn)أي من نفس درجةnP(  

   .عدد جذور المعادلة المساویة للصفر rو 
  :حل المعادلة التفاضلیة التالیة  :مثال 

2 1y y x¢¢ ¢+ = +  
2لحل العام للمعادلة المتجانسة معلوم أن ا :الحل  0y y¢¢ ¢+ 2ھو=

1 2
x

hy c c e -= ، إن الحل الخاص یأخذ الشكل +
):التالي  ) r

p ny Q x x= 1حیث, 1n r= )إذن  = )py ax b x= 1وبالإشتقاق والتعویض نجد  + 1,
2 4

b a= ومنھ  =

1یصبح  1
4 2py x xæ ö= +ç ÷

è ø
  و علیھ فإن الحل العام لھذه المعادلة ھو  

2 2
1 2

1 1
4 2

xy x x c c e -= + + +  

2حیث  1,c c ثابتان اختیاریان.  
)الطرف الأیمن من الشكل  :الحالة الثانیة  )x

ne P xa  
)أي أن  ) ( )x

nf x e P xa=  فالحل الخاص في ھذه الحالة یأخذ الشكل التالي :  
( ) r x

p ny Q x x ea=  
  .aعدد جذور المعادلة المساویة للقیمةrو  nكثیر حدود من الدرجة nQحیث
  : حل المعادلة التفاضلیة الآتیة  : مثال

4 3 xy y y xe¢¢ ¢- + =  
2لدینا المعادلة الممیزة ھي : الحل  4 3 0l l- + 2فنجد  = 13, 1l l= 3وبالتالي  =

1 2
x x

hy c e c e= ، إن الحل +
)الخاص یأخذ الشكل  ) r x

p ny Q x x ea=  1حیث, 1, 1n ra= = )إذن یصبح  = ) x
py ax b xe= نشتق ثم نعوض  +

1في المعادلة فنجد 
4

a b= = )ومنھ  - )21
4

x
py x x e= -   وعلیھ فالحل العام ھو  +

( )2 3
1 2

1
4

x x xy x x e c e c e= - + + +  

cosالطرف الأیمن من الشكل  :الحالة الثالثة  sina x b xb b+  
  : الحل الخاص في ھذه الحالة یأخذ الشكل التالي 
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( )cos sin r
py A x B x xb b= +  

iعدد جذور المعادلة المساویة  rحیث b.  
  :حل المعادلة التفاضلیة التالیة  :مثال 

siny y x¢¢ + =  
2الممیزة ھي  معادلتھا :الحل  1 0l + 2ومنھ  = 1,i il l= - 1:وبالتالي  = 2cos sinhy c x c x= ، إن الحل الخاص +
)شكلھ  )cos sinpy A x B x xb b= 1نشتق ونعوض فنجد  + , 0

2
A B= - 1ومنھ  = cos

2py x x= وبالتالي فإن  -

  :عام لھذه المعادلة ھو الحل ال
1 2

1 cos cos sin
2

y x x c x c x= - + +  

)الطرف الأیمن من الشكل : الحالة الرابعة  ) ( )( )cos sinx
n me P x x P x xa b b+  

m,حیث  nP P كثیري حدود من الدرجتین,m n  على التوالي، ففي ھذه الحالة یأخذ الحل الخاص الشكل الآتي:  
( ) ( )( )1 2cos sinr x

py x e Q x x Q x xa b b= +  
2 حیث 1,Q Q  كثیري حدود من الدرجةs  حیث{ },s Max m n= وr ھو عدد جذور المعادلة الممیزة المساویة

ia b+.  
  :التفاضلیة التالیة  حل المعادلة: مثال 

23 cosxy y e x¢¢ - =  
2المعادلة الممیزة ھي  :الحل  1 0l - 2وبالتالي  = 11, 1l l= - 1ومنھ  = 2

x x
hy c e c e -=   وفي ھذه المعادلة لدینا  +

0r = ،0s = ،( ) 0mP x = ،( ) 3nP x : وعلیھ فإن الحل الخاص یأخذ الشكل التالي  =

( )2 cos sinx
py e A x B x= 3نشتق و نعوض فنجد +

10
A = ،3

5
B 2ومنھ   = 3 3cos sin

10 5
x

py e x xæ ö= +ç ÷
è ø

  

  وعبارة الحل العام ھي  
2

1 2
3 3cos sin

10 5
x x xy e x x c e c e -æ ö= + + +ç ÷

è ø
  

2حیث  1,c c ثابتان اختیاریان.  
)حلا خاصا للمعادلة التفاضلیة  1y إذاكان : لاحظةم )1ay by cy f x¢¢ ¢+ + حلا خاصا للمعادلة التفاضلیة  2yو =

( )2ay by cy f x¢¢ ¢+ + 1فإن  = 2y y+  یكون حلا خاصا للمعادلة:  
( ) ( )1 2ay by cy f x f x¢¢ ¢+ + = +  

  
  
  
 
 
 
 
 
 
 



48 
  

  المحاضرة الثالثة عشر
  متغيرةمن الرتبة الثانية ذات المعاملات ال  الخطية المعادلات التفـاضلية

  
  معادلات أولر التفـاضلية 2.2

لخطیة من الرتبة الثانیة ذات المعاملات الثابتة، فقدمنا طریقة المعادلة فیما سبق تطرقنا للمعادلات التفاضلیة ا
الممیزة لھذا النوع، بینما في ھذا الصنف من المعادلات لا توجد نظریة عامة تضمن وجود ووحدانیة الحل فقد 

یسري أولر تم تقسیم ھذه المعادلات إلى أنواع مختلفة ومتنوعة سنھتم بمعادلات أولر نسبة إلى العالم السو
)1707-  1783.(  

  .لنبدأ بتعریف معادلة أولر التفاضلیة من الرتبة الثانیة
  :تُعرف معادلة أولر التفاضلیة من الرتبة الثانیة على أنھا المعادلة التي تأخذ الشكل الآتي : تعریف 

  ( )2x y axy by f x¢¢ ¢+ + =    
b,حیث a ثوابت وf دالة عددیة.  
)إذا كان  · ) 0f x  .فالمعادلة متجانسة =
)و إذا كان  · ) 0f x  .فالمعادلة غیر متجانسة ¹

  لحل ھذا الصنف من المعادلات ھناك طریقتان
)من الشكل لحل المتجانسة نفرض أن حل معادلة أولر المتجانسة  :الطریقة الأولى  ) ry x x=0حیثx ثم  ¹

  فیكون  rنبحث عن
1ry rx -¢ = ،( ) 21 ry r r x -¢¢ =   :وبالتعویض في المعادلة نحصل على المعادلة الجبریة التالیة  -

  ( )2 1 0r a r b+ - + =    
  ).لمعادلة الممیزة لمعادلة اولرتسمى با(

، فإما أنھما حقیقیان مختلفان أو حقیقیان مكرران أو أنھما لدینا ثلاث احتمالات بالنسبة لجذري ھذه المعادلة
  :لنفصل في ھذه الحالات حالة بحالة  .مركبان

2الجذران  :الحالة الأولى  1,r r  2المعادلة ھما حقیقیان مختلفان وبالتالي حلا 1
2 1,r ry x y x=   ولدینا =

  ( )( ) ( ) 1 2 1
2 1 2 1, r rW y y x r r x + -= -    

  حلین أساسیین للمعادلة وبالتالي الحل العام یكون  2yو 1yأن الحلین وھذا یعني 
( ) 1 2

1 2
r ry x c x c x= +  

2حیث  1,c c ثابتان اختیاریان.  
2الجذران : الحالة الثانیة  1,r r لدینا حقیقیان مكرران ،( )21 4a bD = - 0Dففي ھذه الحالة + ویوجد حل  =
1مضاعف ھو 

2
ar -

  فیكون الحل الأول  =

( )
1

2
1

a

y x x
-

=  
)وللحصول على الحل الثاني، نفرض أن  ) ( ) ( )2 1y x y x xf=  وبالتعویض في المعادلة نجد( ) lnx xf    ومنھ =

 ( )
1

2
2 ln

a

y x x x
-

=   
  وبالتالي فالحل العام یكون



49 
  

  ( ) ( )
1

2
1 2 ln

a

y x x c c x
-

= +   
2الجذران  :الحالة الثالثة  1,r r  0مركبان وذلك في حالةD وبالتالي المعادلة الممیزة لھا حلان مترافقان  >

1r p iq= 2rو  + p iq= )وعلیھ فالحلان ھما  مترافقان - ) ( )1 cos sinpy x x qx i qx= و  +
( ) ( )2 cos sinpy x x qx i qx=   عام لھذه المعادلة ھو اذن الحل ال -

  ( ) ( )1 2cos sinpy x x c qx c qx= +    
2حیث  1,c c ثابتان اختیاریان.  
   :أوجد الحل العام للمعادلة التفاضلیة الآتیة : 1مثال 

  5 2 0xy xy y¢¢ ¢+ - =    
2: یزة ھي ھذه معادلة أولر الخطیة المتجانسة من الرتبة الثانیة معادلتھا المم: الحل  4 2 0r r+ - المعادلة لھا  =

1حلان حقیقیان ھما  2 6r = - 2و  + 2 6r = -   وبالتالي الحل العام ھو  -
  ( ) 2 6 2 6

1 2y x c x c x- + - -= +    
  : أوجد الحل العام للمعادلة التفاضلیة الآتیة :  2مثال 

  5 2 0xy xy y¢¢ ¢+ - =    
2: معادلتھا الممیزة ھي : الحل  4 4 0r r+ + 1المعادلة لھا جذر مضاعف  = 2 2r r= = وعلیھ فالحلان ھما  -

( ) 2
1y x x )و  =- ) 2

2 lny x x x-=  ومنھ الحل العام ھو  
  ( ) ( )2

1 2 lny x x c c x-= +    
2حیث  1,c c ثابتان اختیاریان.  
  :أوجد الحل العام للمعادلة التفاضلیة الآتیة :  3مثال 

  4 6 0xy xy y¢¢ ¢+ + =    

2المعادلة الممیزة لھا ھي  : الحل  3 6 0r r+ + 1لھا جذران مركبان مترافقان ھما  =
3 15
2 2

r i= - و  +

2
3 15
2 2

r i= -   ومنھ الحل العام ھو  -

  ( )
3
2

1 2
15 15cos ln sin ln
2 2

y x x c x c x
- æ ö

= +ç ÷ç ÷
è ø

    

للحصول على الحل الخاص لمعادلة أولر غیر المتجانسة نستخدم  :الحل الخاص لمعادلة أولر التفاضلیة 
)، فنوجد أولاً الحلول الأساسیة طریقة تغییر الثوابت )1y x و( )2y x  للمتجانسة ثم نضع  

( ) ( ) ( ) ( )1 2py u x y x v x y x= +  
)وللحصول على الدوال  ) ( ),v x u x  نقوم بالإشتقاق والتعویض نجد  

  ( ) ( )
( )( )

2
2

1 2,
y f x

u x dx
x W y y x

-
= ò   ،( ) ( )

( )( )
1

2
1 2,

y f x
v x dx

x W y y x
= ò   

  :أوجد الحل العام للمعادلة التالیة  :مثال 
  4 24 4xy xy y x x¢¢ ¢- + = +    

للمتجانسة إن المعادلة  hyھذه معادلة أولر غیر المتجانسة من الرتبة الثانیة، لحلھا نجد أولاً الحل: الحل 
2: الممیزة لھا ھي  5 4 0r r- + 1حقیقیان ھما ولھا جذران  = 1r 2و  = 4r   وبالتالي الحل العام ھو  =

  ( ) 4
1 2y x c x c x= +    

)لنفرض أنھ على الشكل  pyالآن نبحث عن الحل الخاص ) ( ) ( ) ( )1 2py u x y x v x y x= اذن  +
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( ) ( )4
1py xy x x v x=   ولدینا +

( )( )
4

1 2 3

4

,
1 4

3 0

x x
W y y x

x

x

=

= ¹

  

v,الدالتینوللحصول على  u  نستخدم العلاقتین السابقتین فنجد  

  ( )
31

3 3
xu x x

æ ö
= - +ç ÷

è ø
)و   ) 2

1 1ln
3 2

v x x
x

æ ö= -ç ÷
è ø

    

4وبالتالي الحل الخاص یكون  4 21 1 1ln
3 9 2py x x x x= -   وعلیھ فإن الحل العام ھو  -

  ( ) 4 4 4 2
1 2

1 1 1ln
3 9 2

y x c x c x x x x x= + + - -    
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  المحاضرة الرابعة عشر
  المعادلات التفـاضلية الخطية النونية ذات المعاملات الثابتة  

  
  

  المعادلة النونية المتجانسة2.3 
  لتكن لدینا المعادلة التفاضلیة النونیة التالیة ) : المعادلة الممیزة(تعریف 

  ( ) ( )1
1 1 0......... 0n n

n na y a y a y a y-
- ¢+ + + + =    

0naحیث    ھي  المعادلة الممیزة المرتبطة بھاإن ، ¹
  1

1 1 0......... 0n n
n na a a al l l-

-+ + + + =    
فلا مناص أن یكون ) nكثیر حدود من الدرجة(nالمعادلة الممیزة ھي معادلة جبریة من الدرجة: ملاحظة 

 .ر قد تكون حقیقیة أو مركبة ومنھا ما یكون مختلفًا أو قد یكون مكررًاجذرًا، وھذه الجذو nلھا
  : حالة الجذور المختلفة : أولاً 

1إذا كانت المعادلة الممیزة : مبرھنة 
1 1 0......... 0n n

n na a a al l l-
-+ + + + ذات جذورًا مختلفة ولتكن  =

2 1,.............., ,nl l l  فالحل العام للمعادلة( )E  ھو  
  1 2

1 2 ............ nx x x
ny c e c e c el l l= + + +    

  :أوجد الحل العام للمعادلة التفاضلیة التالیة : مثال 
  4 6 0y y y y¢¢¢ ¢¢ ¢- + + =      

3: معادلتھا الممیزة ھي  :الحل  24 6 0l l l- + + 3وجذورھا ھي  = 2 13, 2, 1l l l= = = وبالتالي فالحل العام  -
  ھو 

  2 3
1 2 3

x x xy c e c e c e-= + +    
3حیث  2 1, ,c c c ثوابت اختیاریة.  

  : حالة الجذور المكررة  . ثانیًا
) مرة فإن الجزء من الحل العام للمعادلةkجذر حقیقي یتكررlإذا كان للمعادلة الممیزة  )E  المقابل لھذا الجذر

  المتكرر یكون من الشكل 
  ( )1

1 2 ......... k x
kc c x c x e l-+ + +      

)وإذا كانت الجذور )n k-  1المتبقیة حقیقیة مختلفة 2, ,.......,k k nl l l+   فإن الحل العام یكون كما یلي  +

  ( )1
1 2

1
......... j

n
xk x

k j
j k

y c c x c x e c e ll-

= +

= + + + + å      

   :لیة التالیة حل المعادلة التفاض: 1مثال 
  4 3 18 0y y y y¢¢¢ ¢¢ ¢- - + =      

  معادلتھا الممیزة ھي : الحل 
3 24 3 18 0l l l- - + ,3,3وجذورھا ھي  =   فیكون الحل العام كالتالي  -2

 ( ) 3 2
1 2 3

x xy c c x e c e -= + +    
 : حل المعادلة التفاضلیة التالیة : 2مثال 

  ( )4 5 6 4 8 0y y y y y¢¢¢ ¢¢ ¢- + + - =     
4معادلتھا الممیزة ھي : الحل  3 25 6 4 8 0l l l l- + + - = ,2جذورھا ھي    2, 2,   إذن الحل العام ھو  -1
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( )2 2
1 2 3 4

x xy c c x c x e c e -= + + +  
  : حالة الجذور المركبة .  ثالثا

i,إذا كان للمعادلة الممیزة جذران مركبان مترافقان : مبرھنة  ia b a b- من المرات فإن  kعدد مكررین +
  الجزء المقابل لھما في عبارة الحل العام یكتب على الشكل التالي 

( ) ( )1 1
1 2 1 2 2........ sin ........ cosx k x k

k k k ky e c c x c x x e c c x c x xa ab b- -
+ += + + + + + + +  

  : حل المعادلة التفاضلیة التالیة : 1مثال 
  3 19 36 10 0y y y y¢¢¢ ¢¢ ¢- + - =        

3 معادلتھا الممیزة ھي: الحل  23 19 36 10 0l l l- + - 13وجذورھا ھي  = ,3 ,
3

i i- +   فیكون الحل العام كالتالي -

  ( )33
1 2 3cos sin

x
xy c e e c x c x= + +      

  المعادلة النونية غير المتجانسة2.4 
  : طریقة تغییر الثوابت 

كان الحل العام للمتجانسة  طریقة تغییر الثوابت ھي طریقة لإیجاد الحل الخاص لمعادلة تفاضلیة نونیة، فإذا
  ھو 

( ) ( ) ( )1 1 2 2 .......h n ny c y x c y x c y x= + + +  
1حیث  2, ,....... nc c c ثوابت اختیاریة.  

  فیكون الحل الخاص على الصورة التالیة 
  ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 2 2 .......p n ny c x y x c x y x c x y x= + + +        

)حیث  ) ( ) ( )1 2, ,....... nc x c x c x ولاً جملة المعادلات دوال مجھولة یجب تعیینھا، ولإیجاد ھذه الدوال نحل أ
  : الخطیة التالیة 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

1 1 2 2

1 1 2 2

2 2 2
1 1 2 2

1 1 1
1 1 2 2

....... 0

....... 0
.
.
.

....... 0

.......

n n

n n

n n n
n n

n n n
n n

c y c y c y

c y c y c y

c y c y c y

c y c y c y xf

- - -

- - -

ì ¢ ¢ ¢+ + + =
ï
ï ¢ ¢ ¢¢ ¢ ¢+ + + =
ï
ï
ï
í
ï
ï
ï ¢ ¢ ¢+ + + =
ï
ï ¢ ¢ ¢+ + + =î

  

  
)حیث  )xf ثم نكامل كل منھو الطرف الثاني للمعادلة النونیة ،( ) ( ) ( )1 2, ,....... nc x c x c x¢ ¢ لنحصل على  ¢

)الدوال  ) ( ) ( )1 2, ,....... nc x c x c x ننا نبحث عن حل خاص واحدمع إھمال ثوابت التكامل فھذا مسموح لأ. 
:أمثلة   
3nفي حالة  ·  : نحصل على الجملة التالیة  =

( )

1 1 2 2 3 3

1 1 2 2 3 3

1 1 2 2 3 3

0

0

c y c y c y

c y c y c y

c y c y c y xf

ì ¢ ¢ ¢+ + =
ïï ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢+ + =í
ï ¢ ¢¢ ¢ ¢¢ ¢ ¢¢+ + =ïî

 

2nفي حالة  ·  :نحصل على الجملة التالیة  =
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( )
1 1 2 2

1 1 2 2

0c y c y

c y c y xf

ì ¢ ¢+ =ï
í

¢ ¢ ¢ ¢+ =ïî
 

1nوفي حالة  ·  : على نحصل  =
( )1 1c y xf¢ = 

یٌمكن تطبیق طریقة تغییرالثوابت لكل المعادلات التفاضلیة الخطیة سواء ذات المعاملات  :مجال الطریقة 
  .الثابتة أو المتغیرة

  :حل المعادلة التفاضلیة التالیة : مثال 
  siny y x¢¢¢ ¢+ =    

1الثالثة، لدینا  ھذه معادلة تفاضلیة من الرتبة: الحل  2 3cos sinhy c c x c x= + أي أن  +
3 2 1sin , cos , 1y x y x y= =   :وبالتالي نحصل على الجملة الآتیة  =

  
( )

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

1 2 3

1 2 3

1 2 3

1 cos sin 0

0 sin cos 0

0 cos sin sin

c c x c x

c c x c x

c c x c x x

ì ¢ ¢ ¢+ + =
ïï ¢ ¢ ¢+ - + =í
ï ¢ ¢ ¢+ - + - =ïî

    

3وبحل الجملة نجد  2 1ln cos , , cosc x c x c x= = - =   وبالتالي  -
( )cos cos ln cos sinpy x x x x x= - -   فالحل العام لھا ھو  وعلیھ +

( ) 1 2 3cos cos ln cos sin cos siny x x x x x c c x c x= - - + + + +  

تمارين للحل    2.5 
 :التالیة  حل المعادلات التفاضلیة: التمرين الأول  

(1 22 3 3y y y x¢¢ ¢- - = -              2( ( )7 6 2 xy y y x e¢¢ ¢- + = - 
 (3 2 siny y x x¢¢ + =                      (4 ( )32 1 xy y y x e¢¢ ¢- - = +     

  :نعتبرالمعادلة التفاضلیة من الرتبة ذات المعاملات المتغیرة المعرفة كما یلي : الثاني   التمرين 
  ( )E ( ) ( ) ( ) ( )3 4 13 4 14 4 xx y x y x y x e¢¢ ¢+ - + + + = +  

  .xeaللمعادلة المتجانسة لھا إذا علمت أنھ من الشكل 1yجد حلاً خاصًا  .1
1yبإجراء التحویل  .2 y z=  أثبت أن المعادلة تصبح على النحو التالي: 

  ( )E ¢( ) ( ) 23 4 xx z z x e -¢¢ ¢+ - = + 
)حل المعادلة  .3 )E  .ثم استنتج الحل العام للمعادلة ¢

   :عام للمعادلات التفاضلیة التالیة جد الحل ال: التمرين الثالث  
(1    ( )4 16 0y y+ =                       2( 2 2 0y y y y¢¢¢ ¢¢ ¢- - + =    3( 2 2 2x y xy y x¢¢ ¢+ - =             

   4( ( ) ( )2 1 2 1 2 0x y x y y¢¢ ¢- + - - =   5 ( ( )4 3 1y y x- = +           6 ( 4 5 2 2 3y y y y x¢¢¢ ¢¢ ¢- + - = +  
 :حل المعادلات التفاضلیة التالیة    : )معادلات تنتظر الحل(التمرين الرابع  

(1    ( )2
1x xy y e e -¢¢ ¢- = -       2 ( 2 3y y y xshx¢¢ ¢- + =      3 ( 2 33 3 0y ay a y a y¢¢¢ ¢¢ ¢- + - =   

   4( ( )4 5cosy y x- =            5 ( ( )5 4 0y y ¢¢¢- =                6 ( ( )4 2 42 8cosy a y a y ax¢¢+ + =     
.1 :الأجوبة   ( ) 2

1 22
x

xy c x e c x e
-

= + + + +        2. 2 2
1 2

1 1 7
4 12 6

x
x xy x x c e x e c e-æ ö æ ö= - + - + +ç ÷ ç ÷

è ø è ø
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           3. ( )2
1 2 3

axy c c x c x e= + +                 4. 1 2 3 4
5cos sin sin
4

x xy c e c e c x c x x x-= + + + -  

          5. 2 2 2
1 2 3 4 5

x xy c c x c x c e c e -= + + + +    6. ( ) ( )
2

1 2 3 4 2cos sin cosxy c c x ax c c x ax ax
a

= + + + - 

)أثبت أن الحل العام للمعادلة التفاضلیة   :التمرين الخامس   )n ny x=  ھو:  

( )
1

1
! ..........

!

n m
n

n
m xy c x c
m n

+
-= + + +

+
  

  بإستخدام طریقة تغییر الثوابت  :التمرين السادس  
3: أوجد الحل العام للمعادلة  .1 2 32 2 sinx y x y xy y x x¢¢¢ ¢¢ ¢+ - + 0xحیث  = وعلمًا أن حلول أساسیة  <

  .للمعادلة المتجانسة
): أثبت أن الحل العام للمعادلة  .2 )y y f x¢¢ + ]دالة مستمرة على مجال الحل  fحیث = ],a b  یُعطى

 :التالیة بالعلاقة 

( ) ( )1 2cos sin sin
x

a

y c x c x f t x t dt= + + -ò  2حیث 1,c c ثابتان اختیاریان. 

y: للمعادلة جد الحل العام  .3 y tgx¢¢ + =  
 :بإستخدام طریقة تغییر الثوابت أوجد الحل العام للمعادلات التفاضلیة التالیة : التمرين السابع  

1. 24 6 cosy y y y x¢¢¢ ¢¢ ¢- + + =  
2. ( )16 4y y tg x¢¢ + = 
3. ( )4 16y y x- )حیث  = ) ( ) ( ) ( )0 0 0 0 0y y y y¢ ¢¢ ¢¢¢= = = = 

) :نعتبرالمعادلة التفاضلیة الآتیة : التمرين الثامن   ) ( ) ( )y p x y q x y f x¢¢ ¢+ + دالتین  qو  pحیث  =
2ولیكن  ¡من  Iمستمرتین على مجال  1,y y حلین لھا. 

): أثبت أن العلاقة التالیة  .1 )( ) ( )( )
( )

0
1 2 1 2 0, ,

x

x

p t dt

W y y x W y y x e
- ò

=  

)أثبت أن  .2 ) ( )
( )

( )2 1 2
1

p x dxey x y x dx
y x

-ò
= ò 

): جد حلا ثانیا للمعادلة  a): تطبیق  .3 )2cot 0y tgx gx y¢¢ ¢+ - 1إذا كان  = 1y  .حلا لھا =
              (b  1: نفس السؤال من أجل 1 0y y y

x x
¢¢ ¢- + 0xحیث = 1yو  < x= حلا لھا. 
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  الجمل التفـاضلية  الخطية 
 ومفـاهيم أولية حول الإستقرار
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  المحاضرة الخامسة عشر
لخطية  الجمل التفـاضلية ا  

 
 3.1 عموميات

:نسمي جملة تفاضلیة خطیة من الرتبة الأولى كل معادلة تفاضلیة من الشكل  :تعریف   
   ( ) ( ) ( ) ( ).................Y t A t Y B t s¢ = +   

dYYحیث 
dt

¢ = ،( )

( )
( )

( )

1

2

.

.

.

n

n

y t
y t

Y t K

y t

æ ö
ç ÷
ç ÷
ç ÷

= Îç ÷
ç ÷
ç ÷
ç ÷ç ÷
è ø

، K = Ú¡ £ ، ( ) ( )( )
1 ,ij i j n

A t a t
£ £

nربعةمصفوفة م= n´ ،

( )

( )
( )

( )

1

2

.

.

.

n

n

b t
b t

B t K

b t

æ ö
ç ÷
ç ÷
ç ÷

= Îç ÷
ç ÷
ç ÷
ç ÷ç ÷
è ø

 ،t IÎ Ì ¡.  

  : ملاحظات 
)الشكل .1 )s یسمى بالشكل المصفوفي للجملة التفاضلیة. 
)یمكن كتابة الجملة .2 )s  على الشكل التالي: 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

1 11 1 12 2 1 1

2 21 1 22 2 2 2

1 1 2 2

........

........
.
.
.

........

n n

n n

n n n nn n n

y a t y a t y a t y b t

y a t y a t y a t y b t

y a t y a t y a t y b t

ì ¢ = + + + +
ï
ï ¢ = + + + +
ï
ï
í
ï
ï
ï
ï ¢ = + + + +î

  

 .ویسمى ھذا الشكل بالشكل الناظمي للجملة التفاضلیة
)إذا كان .3 ) 0B t )تسمى الجملة = )s جملة تفاضلیة متجانسة. 
)إذا كان .4 ) 0B t )تسمى الجملة ¹ )s جملة تفاضلیة متجانسة. 
   : أمثلة

 الجملة التفاضلیة إن  )1
1 2

2 1

siny y t

y y

ì ¢ = +ï
í

¢ =ïî
  

1: جملة تفاضلیة غیر متجانسة یمكن كتابتھا على الشكل المصفوفي التالي ھي  1

2 2

0 1 sin
1 0 0

y y t
y y

¢æ ö æ öæ ö æ ö
= +ç ÷ ç ÷ç ÷ ç ÷

è ø è øè ø è ø
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  :التالیة الجملة التفاضلیة  )2
1 1 2

2
2 1 2

3 1 2 3

y y ty

y t y y

y y y y

ì ¢ = -
ïï ¢ = -í
ï ¢ = + -ïî

  

 .ھي جملة تفاضلیة غیر متجانسة 
  .دلة تفاضلیة خطیة نونیة یمكن تحویلھا إلى جملة تفاضلیة من الرتبة الأولىكل معا: مبرھنة 
  :عرفنا مما مضى أن شكل المعادلة التفاضلیة الخطیة النونیة ھو : البرھان 

      ( ) ( ) ( )1
1 1 0.........n n

n na y a y a y a y f t-
- ¢+ + + + =    

0naحیث  )نضع ، ¹ )1
1 2 3, , ,............., n

ny y y y y y y y -¢ ¢¢= = =   :لمعادلة بالشكل الآتي وعلیھ یمكن كتابة ا =

      

( )
( )

( )
( )

( )
( ) ( )

1 2

2 3

0 1 1
1 2

.

.

.

........ n
n n

n n n

y y

y y

a t a t a t
y y y y f t

a t a t a t
-

ì ¢ =
ï
ï ¢ =
ï
ïï
í
ï
ï
ï

¢ï = - - - - +
ïî

    

  أو بالشكل المصفوفي

      

( )

1 1

2 2

0 1 1

0 1 0 . . . 0
0

0 0 1 0 . . 0
0

.
.. .

.
.. .

.
.. .

. . . . n
n n

n n n

y y
y y

a a a f ty y
a a a

-

æ ö¢ æ öæ ö æ öç ÷
ç ÷ç ÷ ç ÷ç ÷
ç ÷ç ÷ ç ÷ç ÷
ç ÷ç ÷ ç ÷ç ÷= + ç ÷ç ÷ ç ÷ç ÷
ç ÷ç ÷ ç ÷ç ÷
ç ÷ç ÷ ç ÷ç ÷
ç ÷ç ÷ ç ÷ç ÷ç ÷ ç ÷ ç ÷- - -è ø è ø è øç ÷

è ø

    

  : حوَل المعادلة التفاضلیة التالیة إلى جملة تفاضلیة : مثال 
      3 0y y y¢¢ ¢+ - =    

2كما ورد سابقًا نضع : الحل  1,y y y y¢=   :نحصل على الجملة التالیة ومنھ  =

      1 2

2 1 23
y y

y y y

ì ¢ï =
í

= -ïî
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)نقول أن ) : حل الجملة التفاضلیة(تعریف  )

( )
( )

( )

1

2

.

.

.

n

y t
y t

Y t

y t

æ ö
ç ÷
ç ÷
ç ÷

= ç ÷
ç ÷
ç ÷
ç ÷ç ÷
è ø

)أنھ حل شعاعي للجملة  )s  إذا تحقق الشرطان

  الآتیان
)لكل مركبة  .1 )1i i n

y
£ £

 .مشتق مستمر 
 .یحقق الجملة التفاضلیة Yعالشعا .2

   :نعتبر الجملة التفاضلیة التالیة : مثال  
      0 1

1 0
Y Y

-æ ö¢ = ç ÷
è ø

    

)إن  )1

cos
sin

t
Y t

t
æ ö

= ç ÷
è ø

)و  )2

sin
cos

t
Y t

t
-æ ö

= ç ÷
è ø

  .لھا انشعاعی نحلا ان یعتبر  

)نعتبر الجملة المتجانسة :  1خاصیة  ) ( )0............Y A t Y s¢ 2، إذا كانت = 1,........., ,nY Y Y  حلولاً لھا فإن العبارة  
1 1 2 2 .......... n ncY c Y c Y+ +   .لھا حلاً  +

  واضح :الإثبات 
)نعتبر الجملة التفاضلیة غیر المتجانسة :  2خاصیة  ) ( ) ( )............Y A t Y B t s¢ = حلاً خاصا  hYإذا كان  +

)المتجانسة  لجملةل )0s وpY  حلاً خاصًا لھا فإن الحل العام لھا یكونh pY Y Y= +.  
2إذا كانت الحلول  1في الخاصیة : ملاحظة مفیدة  1,........., ,nY Y Y  1مستقلة خطیا فإن 1 2 2 .......... n ncY c Y c Y+ + + 

  .ھو الحل العام لھا
  :  للجملة التفاضلیة الرونسكیان3.3.1 
)الرونسیكان للجملة  :تعریف  )0s  2للحلول 1,........., ,nY Y Y  ھو  

      ( )( ) ( ) ( ) ( )( )1 2 1 2, ,......, det , ,......,n nW Y Y Y t Y t Y t Y t=    
2تكون الحلول :  1  مبرھنة 1,........., ,nY Y Y للجملة المتجانسة( )0s  مستقلة خطیًا إذا وفقط إذا كان  

   ( )( )1 2, ,......, 0nW Y Y Y t ¹   

)في المثال السابق الحلان : مثال  )1

cos
sin

t
Y t

t
æ ö

= ç ÷
è ø

)و  )2

sin
cos

t
Y t

t
-æ ö

= ç ÷
è ø

  مستقلان خطیًا وذلك لأن  

      ( )( )1 2

cos sin
, 1 0

sin cos
t t

W Y Y t
t t

-
= = ¹    

2إذا كانت :  2  مبرھنة 1,........., ,nY Y Y  حلولاً مستقلة للجملة( )0s  فإن الإثباتات التالیة متكافئة:  
1( ( )( )1 2, , ,......, 0nt I W Y Y Y t" Î ¹ 
2( ( )( )0 1 2 0, , ,......, 0nt I W Y Y Y t$ Î ¹ 
}الجملة  )3 }1 2, ,......, nY Y Y ھي جملة أساسیة للحلول. 

  تفاضلیةالمصفوفة الأساسیة لحلول الجملة ال3.1.2 
)نسمي مصفوفة أساسیة لحلول الجملة: تعریف  )0s  كل مصفوفة أعمدتھا حلول مستقلة خطیا لھا، ونرمز لھا
)بالرمز )tf.  
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)في المثال السابق إن المصفوفة : مثال  ) cos sin
sin cos

t t
t

t t
f

-æ ö
= ç ÷

è ø
  .قةتعتبر مصفوفة أساسیة للجملة الساب 

)السؤال الذي یتبادر إلى الأذھان نفرض أننا وجدنا مصفوفة أعمدتھا تحقق الجملة  · )0s  نسمیھا
إن . ؟أن نعرف ھل ھي مصفوفة ھي مصفوفة أساسیة أم لامصفوفة حلول، فھل نستطیع أن نعرف 

 الجواب عن ھذا التساؤل في النظریة التالیة 
)مصفوفة أساسیة للجملة المتجانسة f الحلولتكون مصفوفة  :نظریة  ) ( )0............Y A t Y s¢   إذا وفقط إذا كان  =

      ( ),det 0t I tf" Î ¹    
)مصفوفة حلول للجملة  fكانت  إذا: نتیجة  )0s فیكون لدینا  

( ) ( )0 0I,det 0 ,det 0t t t I tf f$ Î ¹ Þ " Î ¹  
)تحقق الجملة  fإذا كانت المصفوفة  :ملاحظة  )0s فإن كل عمود فیھا یكون حلاً أیضًا للجملة( )0s.  

)لنعتبر المصفوفة التالیة : تحذیر  )
21

0 2
0 0 0

t t
t tf

æ ö
ç ÷

= ç ÷
ç ÷
è ø

)واضح أن   ),det 0t tf" Î مستقلة خطیًا، وأعمدتھا  ¡=

)فحسب النظریة السابقة المصفوفة  )tf أن تكون مصفوفة أساسیة لأیة جملة تفاضلیة دًابلا یمكن أ.  

)بین أن المصفوفة : مثال  )
0

t t

t

e te
t

e
f

æ ö
= ç ÷

è ø
  ھي مصفوفة أساسیة للجملة التفاضلیة 

1 1
0 1

Y Yæ ö¢ = ç ÷
è ø

  

1حیث 

2

y
Y

y
æ ö

= ç ÷
è ø

.  

)أولاً یجب أن نثبت أن ھذه المصفوفة ھي مصفوفة حلول، لیكن : الحل  )1 tf إذن لدینا  ھو العمود الأول لھا

( ) ( )1 1

1 1
0 10

te
t tf f

æ ö æ ö¢ = =ç ÷ ç ÷
è øè ø

  

)وبالمثل إذا كان   )2 tf ي لھا فإنھو العمود الثان  

      ( ) ( ) ( )2 2

1 11
0 1

t

t

t e
t t

e
f f

æ ö+ æ ö¢ = =ç ÷ ç ÷
è øè ø

    

)إذن  )tf ھي مصفوفة حلول.  

)ومن جھة أخرى لدینا  ) 1 0
det 0 1 0

0 1
f = = )وعلیھ فإن  ¹ ),det 0t tf" Î )وبالتالي قالمصفوفة  ¡¹ )tf  ھي

  .مصفوفة أساسیة للجملة المعطاة
  : الحل العام للجملة التفاضلیة المتجانسة 3.1.3 

)إذا كانت: مبرھنة  )tf  مصفوفة أساسیة للجملة المتجانسة( ) ( )0............Y A t Y s¢ فإن الحل العام لھا یعطى  =
  :بالعلاقة التالیة 

( ) ( )Y t t Cf=  
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أي على الشكل  ¡nاختیاري ثابت من شعاع Cحیث

1

2

.

.

.

n

c
c

C

c

æ ö
ç ÷
ç ÷
ç ÷

= ç ÷
ç ÷
ç ÷
ç ÷ç ÷
è ø

1و  2, ,............, nc c c ثوابت اختیاریة.  

  :أوجد الحل العام للجملة التفاضلیة : مثال 
      1 1

0 1
Y Yæ ö¢ = ç ÷

è ø
    

1حیث 

2

y
Y

y
æ ö

= ç ÷
è ø

.  

)لمصفوفة الاساسیة لھذه الجملة ھي حسب ما سبق ا: الحل  )
0

t t

t

e te
t

e
f

æ ö
= ç ÷

è ø
وبالتالي فالحل العام حسب  

)المبرھنة السابقة ھو  ) ( )Y t t Cf= حیثC 1أي على الشكل  ¡2شعاع اختیاري ثابت من

2

c
C

c
æ ö

= ç ÷
è ø

1و  2,c c 

  .ثوابت اختیاریة
)ومنھ  ) 1

20

t t

t

ce te
Y t

ce
æ öæ ö

= ç ÷ç ÷
è øè ø

  وبالتالي  

      ( ) 1 2

2

t t

t

c e c te
Y t

c e
æ ö+

= ç ÷
è ø

    

1أي أن  1 2
t ty c e c te= 2و  + 2

ty c e=. 
كوَنة من الجملة لتكن مسألة القیمة الإبتدائیة الم) : مسألة كوشي(حل مسألة القیمة الإبتدائیة 

( ) ( )0............Y A t Y s¢ )مع الشرط الإبتدائي  = )0 0Y t Y=  ولدینا سابقا( ) ( )Y t t Cf= نجد  منھو
( ) ( )0 0Y t t Cf= و بما أن ( )0det 0tf )إذن المصفوفة  ¹ )1

0tf )دة وعلیھ فإن تكون موجو - )1
0 0C t Yf و =-

  :بالتعویض نحصل على عبارة الحل العام التالیة 
( ) ( ) ( )1

0 0Y t t t Yf f -= 
  :حل مسألة القیمة الإبتدائیة الآتیة : مثال 

1 1
0 1

Y Yæ ö¢ = ç ÷
è ø

  

)مع الشرط الإبتدائي  )0

1
0

1
Y Y æ ö

= = ç ÷
è ø

.  

)حسب ما سبق لدینا  :الحل  ) ( ) ( )1
0 0Y t t t Yf f   ومنھ  =-

( ) 1 0 1
0 1 10

1
10

t t

t

t t

t

e te
Y t

e

e te
e

æ öæ öæ ö
= ç ÷ç ÷ç ÷

è øè øè ø
æ öæ ö

= ç ÷ç ÷
è øè ø

  

  وبالتالي نجد
      ( ) ( )1 t

t

t e
Y t

e
æ ö+

= ç ÷
è ø
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  :الحل العام للجملة التفاضلیة غیر المتجانسة 3.1.4 
)لتكن الجملة التفاضلیة غیر المتجانسة : مبرھنة  ) ( ) ( )............Y A t Y B t s¢ =   ، إن الحل العام لھذه الجملة ھو +

h pY Y Y= + 
  .الحل الخاص للجملة غیر المتجانسة pY ھو الحل العام للجملة المتجانسة و hYحیث 

hلدینا  :الإثبات  pY Y Y¢ ¢¢ =   وبالتالي نجد  +
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
( ) ( )

h p

h p

Y A t Y A t Y B t

A t Y Y B t

A t Y B t

¢ = + +

= + +

= +
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 المحاضرة السادسة عشر
 الجمل التفـاضلية الخطية ذات المعاملات الثابتة 

  
 

  :نسمي جملة تفاضلیة ذات معاملات ثابتة إذا كانت من الشكل : تعریف 
( )Y AY B t¢ = +  

  ).tغیرغیر متعلقة بالمت Aأي المصفوفة(
   الحلول الأسية الأساسية للجملة  المتجانسة3.2 

)نبحث عن حل للجملة  )0............Y AY s¢ )یكون من الشكل  = ) tY t e Vl= حیثV  شعاع ثابت منnK  ومنھ
( ) tY t e Vll¢ )وبالتعویض في الجملة  = )0s  نجدt te V Ae Vl ll AVوبالتالي  = Vl=  القیمةوھذا یعنيl تمثل

 لأشعةوا Aشعاع ذاتي مرفق بھا وعلیھ فإننا نبحث عن القیم الذاتیة للمصفوفة Vو Aقیمة ذاتیة للمصفوفة
  .الذاتیة المرفقة بھا

  :قابلة للتأقطر Aحالة
)یوجد في ھذه الحالة أساس )1 2, ,........., nv v v 1من الأشعة الذاتیة وتوجد 2, ,........., nl l l  قیم ذاتیة مرفقة بھ

jدالة حل  nوبالتالي نحصل على t
jt e vla )1حیث, 2,.......,j n= ( مستقلة خطیًا، وعلیھ فإن الحل العام في

  : ھذه الحالة یعطى بالعلاقة الآتیة 
( ) 1 2

1 1 2 2 ........... nt t t
n nY t c e v c e v c e vl l l= + + +  

1حیث  2, ,............, nc c c ثوابت اختیاریة.  
  :حل الجملة التفاضلیة التالیة : مثال 

1
1 2

2
1 2

6 3

2

dy y y
dt
dy y y
dt

ì = +ïï
í
ï = +
ïî

  

  
Yنكتب الجملة على الشكل المصفوفي : الحل  AY¢ 6حیث  = 3

2 1
A

-æ ö
= ç ÷

è ø
1و 

2

y
Y

y
æ ö

= ç ÷
è ø

لنبحث عن القیم الذاتیة  

2فنجدھا Aمصفوفةلل 14, 3l l= 1ونجد الأشعة الذاتیة المرفقة  = 2

1 2
,

1 3
V Væ ö æ ö

= =ç ÷ ç ÷
è ø è ø

ومنھ حل الجملة المعطاة ھو  

:  
( ) 3 4

1 2

1 2
1 3

t tY t c e c eæ ö æ ö
= +ç ÷ ç ÷

è ø è ø
  

  ).ستأتي(ة مصفوفة غیر قابلة للتأقطر نلجأ إلى أسی Aإذا كانت : ظة حملا
  :حساب المصفوفة الأساسیة 3.2.1 

1ولتكن ) حقیقیة أو عقدیة(مصفوفة عناصرھا ثوابت  Aلتكن :مبرھنة  2, ,........., nv v v  أشعة ذاتیة مستقلة خطیا
1مرفقة بالقیم الذاتیة  2, ,........., nl l l یة للجملة عندئذ المصفوفة الأساسY AY¢   :ھي بالشكل الآتي  =

( ) 1 2
1 2, ,..........., nt t t

nt e v e v e vl l lf é ù= ë û  
  :المصفوفة الأساسیة للجملة السابقة ھي : مثال 
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( )
3 4

3 4

2
3

t t

t t

e e
t

e e
f

æ ö
= ç ÷

è ø
  

  أسية مصفوفة  3.3 
nمصفوفة مربعة  Aإذا كانت :تعریف  n´ نعرف أسیة المصفوفةA ونرمز لھا بالرمزAe  كما یلي:  

      
2

.............. .......
2! !

n
A A Ae I A

n
= + + + + +                       

  فتصبح  Aبدل tAمتغیر حقیقي فإننا نعوض  tإذا كان : ملاحظة 
2

2 .............. .......
2! !

n
tA nt te I tA A A

n
= + + + + +  

  ).tفي المتغیر Aیمكن الحصول علیھا عن طریق ضرب أي عنصر من المصفوفة tAبالطبع (
  : خواص 

n(مصفوفتین مربعتین Bو Aنلتك :خاصیة أساسیة  n´(  قابلتین للتبادل)بمعنىAB BA= ( فإن  
      A B A Be e e+ =    

Aعموما : تنبیھ  B A Be e e+ ABإلا في حالة( ¹ BA=.(  
1نعتبر المصفوفتین  :مثال  0

0 0
A æ ö

= ç ÷
è ø

0و   1
0 0

B æ ö
= ç ÷

è ø
Aیمكن التأكد من أن   B A Be e e+ ¹.  

0eمن التعریف نجد :  1خاصیة  I=.  
Aeقابلة للقلب ومقلوبھا ھو Aeالمصفوفة :  2خاصیة  )بمعنى  - ) 1A Ae e

- -=.  
Aمن الخاصیة الأساسیة عندما یكون: الإثبات  B=   نحصل على  -

( )

0

A AA Ae e e
e I

+ -- =

= =
  

Aeقابلة للقلب ومقلوبھا ھو Aeأي أن المصفوفة  -.  
)لدینا دوما :  3خاصیة  )tA tAe Ae¢ =.  
)نضع : الإثبات  ) tAf t e= لدینا  

( ) ( ) ( )

( )
0

0

0

2
2

0

1 ...........
2!

lim

lim

lim

lim

h

t h A tA

h

hA
tA

h

tA

h

tA

f t h f t
f t

h
e e

h
e Ie

h

he hA A
h

Ae

®

+

®

®

®

+ -
¢ =

-
=

æ ö-
= ç ÷

è ø
æ ö

= + +ç ÷
è ø

=

  

  .وھو المطلوب
)وفة ھي مصفوفة أساسیة للجملة tAeالمصفوفة : مبرھنة  )0s.  
)مصفوفة حلول للجملة  tAeإن  3حسب الخاصیة :  الإثبات )0s  وبالتالي  2وبما أنھا قابلة للقلب حسب الخاصیة

  . فھي مصفوفة أساسیة
  ة مصفوفة في بعض الحالات الخاصة حساب أسی3.3.1 

لكن ھناك حالات خاصة لحسابھا , التعریف تنطوي على كثیر من التعقید بإستخدام tAeإن عملیة حساب 
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  :نذكرمنھا 
  تيلآكتابتھا على الشكل ا Aفي ھذه حالة  یمكن : قطریة  Aحالة ) 1

1 0 . . 0 0
0 .
. .
. .
. .
0 n

d

A

d

æ ö
ç ÷
ç ÷
ç ÷

= ç ÷
ç ÷
ç ÷
ç ÷ç ÷
è ø

  

  فإن

      

1 0 . . 0 0
0 .
. .
. .
. .
0 n

td

tA

td

e

e

e

æ ö
ç ÷
ç ÷
ç ÷

= ç ÷
ç ÷
ç ÷
ç ÷ç ÷
è ø

    

 لأن
1

2
1 1 1

2

2

0 . . 0 0 0 . . 0 0 0 . . 0 0
0 . 0 . 0 .
. . . . . .

............. .....
. . 2! !. . . .
. . . . . .
0 0 0

0 . . 0 0
0 .
. .
. .
. .
0 n

n

n
tA

n
n n n

td

td

d d d

t te t
n

d d d

e

e

æ ö æ öæ ö
ç ÷ ç ÷ç ÷
ç ÷ ç ÷ç ÷
ç ÷ ç ÷ç ÷

= + + + +ç ÷ ç ÷ç ÷
ç ÷ ç ÷ç ÷
ç ÷ ç ÷ç ÷
ç ÷ ç ÷ç ÷ç ÷ ç ÷ ç ÷è ø è ø è ø

æ ö
ç ÷
ç ÷
ç ÷

= ç ÷
ç ÷
ç ÷
ç ÷ç ÷
è ø

  

  
3إذا كانت : مثال  1

0 3
A æ ö

= ç ÷
è ø

  .tAeفأوجد  

3نستطیع كتابة  :الحل  0 0 1
0 3 0 0

A æ ö æ ö
= +ç ÷ ç ÷

è ø è ø
  والمصفوفتین قابلتین للتبادل إذن  

3 0 0 1
0 3 0 0

23 2

3

0 1 0 10
........

0 0 0 0 2!0

t t
tA

t

t

e e e

e tI t
e

æ ö æ ö
ç ÷ ç ÷
è ø è ø=

é ùæ ö æ ö æ ö
= + + +ê úç ÷ ç ÷ ç ÷

ê úè ø è øè ø ë û

  

لكن 
20 1 0 0

0 0 0 0
æ ö æ ö

=ç ÷ ç ÷
è ø è ø

  جدومنھ ن 

    3 1
0 1

tA t t
e e æ ö

= ç ÷
è ø

    



65 
  

  :قابلة للتأقطرAإذاكانت) 2
ومصفوفة قابلة  Dتكون قابلة للتأقطر إذا وجدت مصفوفة قطریة Aنذكر أن المصفوفة المربعة

1AثبحیPللقلب PDP 1A، ففي ھذه الحالة یكون =- De Pe P وفیما یخص  1حسب الحالة Dویمكن حساب =-
  یكون لدینا tAe بحساب

1tA tDe Pe P -=  
 : قوىعدیمة الAإذاكانت) 3

0rAبحیث  rتسمى مصفوفة عدیمة القوى إذا وجد عدد طبیعي ,ینتج عن ذلك  = 0rk r A" ³ وبإستخدام  ³
  التعریف نحصل على 

( )
2 1

..............
2! 1 !

r
A A Ae I A

r

-

= + + + +
-

  

نعتبر المصفوفة : مثال 
0 3 4
0 0 6
0 0 0

A
æ ö
ç ÷= ç ÷
ç ÷
è ø

  .tAeجد أو 

2لدینا : الحل 

0 0 18
0 0 0
0 0 0

A
æ ö
ç ÷= ç ÷
ç ÷
è ø

3و  

0 0 0
0 0 0
0 0 0

A
æ ö
ç ÷= ç ÷
ç ÷
è ø

  عدیمة القوى ومنھ  Aإذن المصفوفة 

  
2

2

2!
tA te I tA A= + +    

  وبالتالي نجد 
21 3 4 9

0 1 6
0 0 1

tA

t t t
e t

æ ö+
ç ÷

= ç ÷
ç ÷
è ø
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 رة السابعة عشرالمحاض
  حل الجمل التفـاضلية الخطية ذات المعاملات الثابتة  

 
  حل مسألة القيمة الإبتدائية  : أولاً  3.4 

)حل الجملة  ) :حل الجملة المتجانسة ( 1مبرھنة  )0............Y AY s¢ ): مع الشرط  = )0 0Y t Y=  ھو كما یلي:  
( ) ( )0

0
t t AY t e Y-= 

)لنتحقق من أن : البرھان  )0 0Y t Y= بالتعویض نجد  
( ) ( )0 0

0 0

0

t t AY t e Y
Y

-=

=
 و

)ومن جھة ثانیة عندنا  )tA tAe Ae¢   وعلیھ فإن  =
( )( )

( )

( )

0

0

0

0

t t A

t t A

dY dY e Y
dt dt

Ae Y
AY t

-

-

¢ = =

=

=

 

 .وبھذا ینتھي البرھان
)حل الجملة  ) :حل الجملة غیر المتجانسة ( 2مبرھنة  )Y AY B t¢ = )مع الشرط  + )0 0Y t Y=  ھو كالتالي:  

( ) ( ) ( ) ( )0

0

0

t
t t A t s A

t

Y t e Y e B s ds- -= + ò 

hلإثبات ذلك نستخدم طریقة تغییر الثابت، لدینا : البرھان  pY Y Y= +  
tAسابقاً أن أي حل الجملة المتجانسة  علمنا  hYنبحث عن : أولاً 

hY e C= حیثC شعاع ثابت اختیاري.  
)أي الحل الخاص للجملة  pYنبحث عن : ثانیاً  )Y AY B t¢ = )ھنا نستخدم طریقة الثابت نجعل  + )tA

pY e C t= 
  ومنھ 

( ) ( )tA tA
pY Ae C t e C t¢ ¢= )ومنھ  + ) ( )tAe C t B t¢ 0t، من أجل = IÎ  نجد  

( ) ( )
0

t
sA

t

C t e B s ds-= ò  

  :وعلیھ فالحل الخاص یكون كالتالي 

( ) ( ) ( )
0

t
t s A

p
t

Y t e B s ds-= ò  

  ومنھ الحل العام للجملة ھو 

( ) ( ) ( )
0

t
t s AtA

t

Y t e C e B s ds-= + ò دائي وبإستخدام الشرط الإبت( )0 0Y t Y=  نجد( ) 0
0

t AY t e C=  0ومنھ
0

t AC e Y-= 

  وبالتعویض نحصل على 
  

( ) ( ) ( ) ( )0

0

0

t
t t A t s A

t

Y t e Y e B s ds- -= + ò  
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  حل الجملة بدون شروط ابتدائية  : ثانيـًا  3.5 
  إذا كان لا یوجد شروط ابتدائیة یكون حل الجملة المتجانسة ھو 

tAY e C=  
  وحل الجملة غیر المتجانسة ھو 

  ( ) ( )tA tA sAY t e C e e B s ds-= + ò    

  .، ویمكن اھمال جمیع ثوابت التكامل عند حسابھاشعاع ثابت اختیاري Cحیث
  :حل الجملة التفاضلیة التالیة :  1 مثال

  
3

3

dx x y
dt

dy y
dt

ì = +ïï
í
ï =
ïî

    

): دائي مع الشرط الإبت ) 1
0

1
Y æ ö

= ç ÷
è ø

.  

xنعتبر: الحل 
Y

y
æ ö

= ç ÷
è ø

xومنھ  
Y

y
¢æ ö¢ = ç ÷¢è ø

  : إن الشكل المصفوفي للجملة یمكن كتابتھ كما یلي  

3 1
0 3

Y Yæ ö¢ = ç ÷
è ø

  

3نضع  1
0 3

A æ ö
= ç ÷

è ø
)وعلمنا سابقا أن حل الجملة ھو   ) ( )0

0
t tY t e Y-=  0إذن  من أجل 0t )نجد  = ) 1

1
tAY t e æ ö

= ç ÷
è ø

 ،

  وجدنا 
3 سابقا 1

0 1
tA t t

e e æ ö
= ç ÷

è ø
  :كما یلي وبالتالي نحصل على حل المسألة  

  ( ) 3 1
1

t t
Y t e

+æ ö
= ç ÷

è ø
   

  :الجملة التفاضلیة   حل   : 2مثال 
33 1

0 3 0

te
Y Y

æ öæ ö¢ = + ç ÷ç ÷
è ø è ø

  

)مع الشرط   ) 1
0

1
Y æ ö

= ç ÷
è ø

.  

)لدینا : الحل  ) ( ) ( ) ( )0

0

0

t
t t A t s A

t

Y t e Y e B s ds- -= + ò  وبالتعویض نجد  

( ) ( )
3

3

0

1 1
1 0 1 0

t s
t stA t s e

Y t e e ds- - æ öæ ö æ ö
= + ç ÷ç ÷ ç ÷

è ø è øè ø
ò  

  ومنھ نجد 
( ) 3 1 2

1
t t

Y t e
+æ ö

= ç ÷
è ø

  

  ايجاد أسية مصفوفة عن طريق المصفوفة الأساسية  3.6 
)و tAeبما أن  )tf  مصفوفتان أساسیتان للجملة المتجانسةY AY¢ بحیث  Cفإنھ توجد مصفوفة غیر شاذة  =
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( )tAe t Cf=  0بأخذx )یكون  = )1 0C f   :وبالتالي  =-
( ) ( )1 0tAe tf f -=  

6من أجل  tAeجد : مثال  3
2 1

A
-æ ö

= ç ÷
è ø

  

)وجدنا سابقا : الحل  )
3 4

3 4

2
3

t t

t t

e e
t

e e
f

æ ö
= ç ÷

è ø
)ومنھ    )1 3 1

0
2 1

f - -æ ö
= ç ÷-è ø

  وبالتعویض في العلاقة السابقة نجد  
3 4 3 4

3 4 3 4

3 8 3 2
3 6 3

t t t t
tA

t t t t

e e e e
e

e e e e
æ ö- - +

= ç ÷
- - +è ø

  

  )Cayly-Hamilten(هاملتون  -مبرهنة كايلي3.7 
  أي مصفوفة مربعة تحقق معادلتھا الممیزة أي إذا كان 

  ( ) 1 2
1 2 1 0det ........... 0n n

n nA I a a a a al l l l l-
-- = + + + + + =   

1فإن    2
1 2 1 0........... 0n n

n na A a A a A a A a I-
-+ + + + + =   

  : ھاملتون حل الجملة التفاضلیة التالیة -بإستخدام مبرھنة كایلي: مثال 
3 1
1 1

Y Y
-æ ö¢ = ç ÷

è ø
  

)لدینا  :الحل  ) 2det 4 4 0A Il l l- = - + )وھذا یعني أن  = )22 0l - ھاملتون -كایليوبالتالي حسب مبرھنة  =
)فإن  )22 0A I-   ومنھ   =

( )

( )

( )

2 2

22

2

2

2

2

1 0 1 0 1 1
0 1 0 1 1 1

1
1

t A I ItA

t A ItI

tI

t

t

e e

e e

e I t A I

e t

t t
e

t t

- +

-

=

=

é ù= + -ë û
é ùæ ö æ ö æ ö

= +ê úç ÷ ç ÷ ç ÷-è ø è ø è øë û
+ -æ ö

= ç ÷-è ø

  

  وبالتالي فالحل العام للجملة المعطاة ھو 
  

( ) 2 1
1

t t t
Y t e C

t t
+ -æ ö

= ç ÷-è ø
  

 .¡2شعاع اختیاري من Cحیث
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 المحاضرة الثامنة عشر
 الجمل التفـاضلية الخطية ذات المعاملات المتغيرة

 

من أجل الجمل التفاضلیة ذات ) حالة المعاملات الثابتة(الھدف من ھذه المحاضرة ھو تعمیم النتائج السابقة 
  .المعاملات المتغیرة

  الجملة التفـاضلية) résolvante(حالة  3.8 

)الجملة التفاضلیة المتجانسة نعتبر )0............Y AY s¢ nمصفوفة Aحیث = n´علىK معاملاتھا مستمرة.  

)للجملة  )La résolvante(نسمي الحالة :  )الحالة( تعریف )0sالمصفوفة  ( ) ( )1
0t tf f ونرمز لھا  -

)بالرمز )0,R t t , ونكتب  

( ) ( ) ( )1
0 0,R t t t tf f -=  

0tحیث  IÎ Ì ¡.  
  لدینا دومًا : نتیجة 

( ) ( ) ( )0 0, ,d R t t A t R t t
dt

=  

)علمنا أن : الإثبات  ) ( ) ( )1
0 0,R t t t tf f   ومنھ =-

( ) ( ) ( )( )
( ) ( )

1
0 0

1
0

,d dR t t t t
dt dt

t t

f f

f f

-

-

=

¢=
 

)وبما أن  )tf  مصفوفة حلول أساسیة، إذن( ) ( ) ( )t A t tf f¢ )وبالتالي یكون  = ) ( ) ( ) ( )1
0 0,d R t t A t t t

dt
f f -= 

)وھذا یعني أن  ) ( ) ( )0 0, ,d R t t A t R t t
dt

  .وبھذا یتم البرھان =

)الحالة : مبرھنة  )0,R t t للجملة  ھي مصفوفة أساسیة( )0s.  
)حسب النتیجة السابقة : الإثبات  )0,R t t ھي مصفوفة حلول، ولدینا  

( ) ( ) ( )( )
( ) ( )

1
0 0

1
0

det , det

det det 0

R t t t t

t t

f f

f f

-

-

=

= ¹
  

)وعلیھ  )0,R t tھي مصفوفة أساسیة للجملة( )0s. 
)الحل العام للجملة التفاضلیة المتجانسة :نتیجة  )0s  ھو كما یلي:  

( ) ( )0,Y t R t t C= 
  .شعاع اختیاري Cحیث

  : خصائص الحالة 
):یكون  Iمن tمن أجل كل .1 ),R t t I=. 
,من أجل كل .2 ,t s r منI  یكون:( ) ( ) ( ), , ,R t s R s r R t r=. 
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t,من أجل كل .3 s منI  یكون:( ) ( ), ,R t s R s t I=. 
t,من أجل كل .4 s منI  یكون: ( )( ) ( )1

, ,R t s R s t
-

=. 
  : الإثبات 

)لدینا  .1 ) ( ) ( )1,R t t t t If f -= =. 
,من أجل كل .2 ,t s r منI  یكون : 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( ) ( )
( )

1 1

1

, ,

,

R t s R s r t s s t

t r

R t r

f f f f

f f

- -

-

=

=

=

 

rمن أجل  1حسب  .3 t= نجد المطلوب. 
  عندنا  .4

 
( )( ) ( ) ( )( )

( )( ) ( )
( )

11 1

11 1

,

,

R t s t s

s t

R s t

f f

f f

-- -

-- -

=

=

=

   

)إذا كانت : مبرھنة  )A t مصفوفة مربعةn n´  أجل كلبحیث من,t u منI  یكون  
( ) ( ) ( ) ( )A t A u A u A t=  

  فإن 

( )
( )

0
0,

t

t

A u du

R t t e
ò

=  

  حل الجمل التفـاضلية ذات المعاملات المتغيرة  3.9 
)رأینا فیما سبق أن حل الجملة المتجانسة  :بدون شروط ابتدائیة . أولاً  )0s ھو( ) ( )0,Y t R t t C=  حیثC  شعاع
  .یارياخت

) حل الجملة التفاضلیة :  )حل الجملة غیر المتجانسة( مبرھنة ) ( )Y A t Y B t¢ =   ھو  +
( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 0 0, , ,Y t R t t C R t t R t t B t dt= + ò  

hنعلم أن : الإثبات  pY Y Y= )، حسب ما سبق لدینا + )0,hY R t t C= ولإیجاد الحل الخاصpY  نستخدم طریقة
)تغییر الثابت فیكون  ) ( )0,pY R t t C t=  ومنھ   

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

0 0

0

, ,

,
pY R t t C t R t t C t

A t R t t C t B t

¢ ¢ ¢ ¢= +

= +
  

)وبالتالي نحصل على  ) ( ) ( )0,R t t C t B t¢   ومنھ نجد  =
( ) ( ) ( )

( ) ( )

1
0

0

,

,

C t R t t B t

R t t B t

-¢ =

=
  

)إذن  ) ( ) ( )0 ,C t R t t B t dt= ò   ومنھ( ) ( ) ( )0 0, ,pY R t t R t t B t dt= ò ي وبالتال  
  ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 0 0, , ,Y t R t t C R t t R t t B t dt= + ò   

  ) :مسألة القیمة الإبتدائیة(بشروط ابتدائیة . ثانیاً
)حل الجملة :  )حل الجملة المتجانسة( مبرھنة )Y A t Y¢ ) مع الشرط = )0 0Y t Y=  ھو كما یلي  

( ) ( )0 0,Y t R t t Y=  
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)لة المتجانسة بدون شروط ابتدائیة ھو رأینا أن حل الجم: الإثبات  ) ( )0,Y t R t t C= 0من أجلt t=  نجد
( ) ( )0 0 0,Y t R t t C=  ومنھ( )0Y t C=  وعلیھ فإن( ) ( )0 0,Y t R t t Y=.  

)نسةحل الجملة غیر المتجا) : حل الجملة غیر المتجانسة(مبرھنة  ) ( )Y A t Y B t¢ = )مع الشرط  + )0 0Y t Y= 
  ھو

  ( ) ( ) ( ) ( )
0

0 0, ,
t

t

Y t R t t Y R t s B s ds= + ò    

hنعلم أن : الإثبات  pY Y Y= )وأن  + )0,hY R t t C=  وبإستخدام طریقة تغییر الثابت نضع( ) ( )0,pY R t t C t= 

)وبالتعویض نجد  ) ( ) ( )0 ,C t R t t B t¢ )ومنھ یصبح  = ) ( ) ( )
0

0 ,
t

t

C t R t s B s ds= ò وبالتالي نحصل على  

( ) ( ) ( )

( ) ( )

0

0

0 0, ,

,

t

p
t

t

t

Y R t t R t s B s ds

R t s B s ds

=

=

ò

ò
  

)ومنھ نجد  ) ( ) ( ) ( )
0

0, ,
t

t

Y t R t t C R t s B s ds= + ò  0وبإستجدام الشرط الإبتدائي نجدC Y= وبھ یتم البرھان.  

)في حالة : ملاحظة  )A t A=  أي المصفوفةA   ًذات معاملات ثابتة نجد الشكل الذي مر بنا سابقا  

  ( ) ( ) ( ) ( )0

0

0

t
t t A t s A

t

Y t e Y e B s ds- -= + ò    

  أي أنھ في ھذه الحالة یكون
( ) ( )0

0, t t AR t t e -=  
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 المحاضرة التاسعة عشر
  تفـاضليةمفـاهيم أولية حول استقرار الجمل ال

  
  تمهيدات3.10 

  : نعتبر الجملة التفاضلیة التالیة 
( )

( )
( )

1

2

, ,
.............

, ,

dx f t x y
dt s
dy f t x y
dt

ì =ïï
í
ï =
ïî

  

)لیكن  )x x t= و( )y y t=  حلین لھا یحققان الشروط الإبتدائیة التالیة:  

  ( )0 0
0

0 0

..........t

t

x x
H

y y
=

=

=ì
í =î

    

)ولیكن أیضًا  )x x t= و( )y y t= حلین للجملة( )s  یحققان الشروط الإبتدائیة التالیة:  
0 0

00

t

t

x x

y y
=

=

ì =ï
í

=ïî
  

)نقول أن الحلان : تعریف  )x x t= و( )y y t=  للجملة( )s ن یحققان الشروط الإبتدائیة اللذا( )0H  أنھما
tعندما : إذا تحقق الشرط الآتي ) Liapounov(مستقران بمفھوم لیبانوف  ®   یكون  ¥+

( ) ( )

( ) ( )
( )0, 0, 0 : ........... 1

x t x t
t

y t y t

e
e d

e

ì - <ï" > $ > " > í
- <ïî

  

  :والشروط الإبتدائیة تحقق 

  ( )
0 0

0 0

............ 2
x x

y y

d

d

ì - <ï
í

- <ïî

   

  :المعادلة  التفاضلیة من الرتبة الأولى التالیة نعتبر : مثال 
  1dy y

dt
= - +    

1tyإن حلھا العام ھو  ce -= )والحل الخاضع للشرط  + )0 1y 1yھو = الحل الذي یحقق ، الآن لنبحث عن =
00tyالشرط  y= 0فنجد  cنحدد قیمة = 1c y=   وبالتالي الحل ھو  -

( )0 1 1ty y e -= - +  
1yمن الواضح أن الحل  )مستقر، بالفعل  = )0 1 0ty y y e -- = - tعندما  ® ® )اینة كذلك المتب. ¥+ محققة  2(

0eكل من أجل    لأن  <
 0 1y d e- = <   

)نقول أن الجملة : تعریف  )s  مستقلة إذا أمكن كتابتھا على الشكل التالي:  

  
( )

( )

1

2

,

,

dx f x y
dt
dy f x y
dt

ì =ïï
í
ï =
ïî

    



73 
  

  التفـاضلية الخطية   لجملدراسة استقرار ا3.11 
  :نعتبر الجملة التفاضلیة الآتیة 

  ( ).................

dx cx gy
dt s
dx ax by
dt

ì = +ïï ¢í
ï = +
ïî

    

,حیث  , ,g c b a أعداد ثابتة.  
0xمن الواضح أن  =  ،0y )ھو حلاً للجملة  = )s       شروط التي یجب أن تحققھا الأعداد ، لنبحث عن ال¢

, , ,g c b a 0حتى یكون الحلx =  ،0y )، نكتب الجملة مستقرًا = )s Yعلى الشكل المصفوفي  ¢ AY¢ حیث  =
c g

A
a b

æ ö
= ç ÷

è ø
xو  

Y
y

æ ö
= ç ÷

è ø
  لدینا  ،

( ) ( )2A I b c ag cbl l l- = - + - -  
2فالمعادلة الممیزة لھا حلان و لیكنا  ،قیمة ذاتیة lحیث  1,l l.  

1بمعنى : الحلان حقیقیان مختلفان سالبان . الحالة الأولى 2 1 20, 0,l l l l< < فنجد في ھذه الحالة  ¹
1 2

1 2
t tx c e c el l= )و + ) ( )1 2

1 1 2 2
1t ty c c e c c e
g

l ll lé ù= - + -ë û.  

  :لنمیز الحالتین التالیتین 
,0إذا كان  .1 0a g¹ )فإن الجملة = )s  :تحول إلى المعادلة التالیة  ¢

( ) ( )
2

2 0d x dxb c ag bc x
dt dt

- + - - = 

 .yأیضا من أجل التابع ویمكن كتابتھا 
,0إذا كان  .2 0a g= )فإن حلول الجملة = )s 1ھي  ¢ 2

1 2,t tx c e y c el l= والحل الذي یحقق الشروط الإبتدائیة  =
0 0tx x= 00tyو  = y=  :تالي ھو كال =

1 10 0 1 1 0 0 0

1 2 1 2

t tcx gy x x cx gyx e el ll l
l l l l
+ - - -

= +
- -

 

( ) ( )1 20 0 1 1 0 0 0
1 2

1 2 1 2

1 t tcx gy x x cx gyy c e c e
g

l ll l
l l

l l l l
é ù+ - - -

= - + -ê ú- -ë û
  

0eمن أجل    بحیث  0yو  0xیمكن اختیار  <
  ( ) ( )0 : ,t x t y te e" > < <    

1عندنا  21, 1t te el l<   اذن  >

  ( )
( )

lim 0
lim 0

t

t

x t
y t

+¥

+¥

ì =ï
í =ïî

uuur
uuur

    

  .وعلیھ فالحل لھذه الجملة مستقر
Ø الشكل التالي یبین استقرار الحل في ھذه الحالة 
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,0استقرار الحل المعدوم  أدرس :مثال  0x y=   :للجملة التفاضلیة التالیة  =

  
2

dx x
dt

dy y
dt

ì = -ïï
í
ï = -
ïî

    

1المعادلة الممیزة للجملة ھي  :الحل  0
0

0 2
l

l
- -

=
- -

)أي أن   )( )1 2 0l l- - - - وبالتالي نجد  =

1 21, 2l l= - =  وعلیھ فالحل في ھذه الحالة ھو  -
2

1 2,t tx c e y c e- -= = 
0إذن الحلول مع الشرط  0tx x= 0و  = 0ty y=  :كما یلي  يھ =

2
0 0,t tx x e y y e- -= = 

tمن الواضح أنھ عندما  ® )نحصل على  ¥+ ) 0x t )و  ® ) 0y t   .وعلیھ فالحل المعدوم یتمتع بالإستقرار ®
1بمعنى :  وموجبانالحلان حقیقیان مختلفان . الحالة الثانیة 2 1 20, 0,l l l l> > tفي ھذه الحالة لما  ¹ ® +¥ 

1teنجد  l ® 2teو  ¥+ l ® )وھذا یعني أن  ¥+ )x t ® )و  ¥+ )y t ®   .مما یدل أن الحل غیر مستقر ¥+
v  حالة غیر مستقرةالحل في أن الشكل الآتي یبین 
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   : أدرس استقرار حلول الجملة الآتیة : مثال 

2

dx x
dt

dy y
dt

ì =ïï
í
ï =
ïî

  

1المعادلة الممیزة للجملة ھي : الحل  0
0

0 2
l

l
-

=
-

)أي أن   )( )1 2 0l l- - 1وبالتالي نجد  = 21, 2l l= وعلیھ  =

2فالحل في ھذه الحالة ھو 
1 2,t tx c e y c e= 0إذن الحلول وفق الشرط  = 0tx x= 0و  = 0ty y=  :ھي كما یلي  =

2
0 0,t tx x e y y e= )إن الحل غیر مستقر وذلك لأن  = )x t ® )و  ¥+ )y t ® +¥.  
1أي  :ختلفان في الإشارة حقیقیان و م جذرانال. الحالة الثالثة 20, 0l l> )في الشكل  >   0yو 0xمن أجل  *(

0صغیرین، وإذا كان  0 0 2 0cx gy x l+ - )فنجد  ¹ )x t ® )و  ¥+ )y t ® tوذلك لما  ¥+ ® عندئذ الحل غیر  ¥+
  .مستقر في ھذه الحالة

Ø  لا یتمتع بالإستقرارالحالة الشكل التالي یبین أن الحل في ھذه 
 

  
 
 

  :  أدرس استقرار حلول الجملة الآتیة : مثال 
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2

dx x
dt

dy y
dt

ì =ïï
í
ï = -
ïî

  

1المعادلة الممیزة للجملة ھي : الحل  0
0

0 2
l

l
-

=
- -

)أي أن   )( )1 2 0l l- + 1وبالتالي نجد  = 21, 2l l= = - 

2وعلیھ فالحل في ھذه الحالة ھو 
1 2,t tx c e y c e -= 0إذن الحلول وفق الشرط  = 0tx x= 0و  = 0ty y= ھي كما یلي  =

: 2
0 0,t tx x e y y e -= )إن الحل غیر مستقر وذلك لأن  = )x t ® +¥.  
1 بمعنى : مركبان والجزء الحقیقي سالب الجذران. الحالة الرابعة il a b= 2 و + il a b= 0aحیث  - ، إن >

   حل الجملة في ھذه الحالة ھو 
  [ ] ( )1 2cos sin .......... **tx e c t c ta b b= )و  + ) ( )1 2 1 2 1 2

1cos sinty e c c cc t c c cc t
g

a a b b a b bé ù= + - + - -ë û    

2بوضع  2
1 2c c c= + ،1sin c

c
d 2cosو  = c

c
d   نجد  =

  ( )sintx ce ta b d= )و  + ) ( ) ( )sin cos
tcey c t t

g

a

a b d b b dé ù= - + + +ë û    

2حیث  1,c c 0یقیان، بإستخدام الشرط ثابتان حق 0tx x= 0و  = 0ty y=   نجد  =
  0 sinx x d=  و( )sin coscy ca d b d

d
é ù= - +ë û    

1وبالتالي فإن  0c x=  و( )0 0
2

gy x c
c

a
b

- -
0فمن الواضح أنھ من أجل كل  = e< 0و 0,x y  یكون  

( )x t e<  و( )y t e<   وھذا یعني أن( ) 0x t )و  ® ) 0y t   .علیھ فالحل في ھذه الحالة مستقرًا،®
  :  أدرس استقرار حلول الجملة الآتیة : مثال 

  
dx x y
dt
dy x y
dt

ì = - -ïï
í
ï = - +
ïî

    

1المعادلة الممیزة للجملة ھي : الحل  1
0

1 1
l

l
- -

=
- - -

2أي أن   2 2 0l l+ + وبالتالي نجد  =

1 21 , 1i il l= - + = - 1aففي ھذه الحالة  - = - ،1b 1وحسب الشكل السابق  = 0 2 0,c x c y= ومنھ الحل یكون  =
  : كما یلي 

  ( )
( )

0 0

0 0

cos sin
cos sin

t

t

x e x t y t
y e y t x t

-

-

ì = +ï
í = -ïî

    

0كیفیة أن  tینتج من أجل من قیم  0x x y£ + ،0 0y x y£ tعندما  وبالتالي ،+ ® )فإن  ¥+ ) 0x t و  ®
( ) 0y t   .وعلیھ فالحل لھذه الجملة یتمتع بالإستقرار ®

1 بمعنى :الجذران مركبان والجزء الحقیقي موجب . الحالة الخامسة il a b= 2 و + il a b= 0aحیث  - < 
)حسب العلاقة  tمن الواضح جدًا أنھ عندما  **( ® )فإن  ¥+ )x t ® )و  ¥+ )y t ® وعلیھ فالحل لھذه  ¥+

  .الجملة غیرمستقر
 

  :  أدرس استقرار حلول الجملة الآتیة : مثال 
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dx x y
dt

dy x y
dt

ì = -ïï
í
ï = - +
ïî

    

1ادلة الممیزة للجملة ھي المع: الحل  1
0

1 1
l

l
-

=
- -

2أي أن   2 2 0l l- + 1وبالتالي نجد  = 21 , 1i il l= + = - 

)وبالتالي حل الجملة حسب    :ھو كما یلي  **(
( )
( )

0 0

0 0

cos sin
cos sin

t

t

x e x t y t
y e y t x t

ì = +ï
í = -ïî

  

tإذن لما  ® )ن فإ ¥+ )x t ® )و  ¥+ )y t ®   .وعلیھ فالحل لھذه الجملة غیرمتمتع بالإستقرار ¥+
1أي أن  :الجذران تخیلیان صرفیان . الحالة السادسة il b= 2 و il b= شكل الحل في ھذه الحالة ھو  إن، -

    : كالتالي
 1 2cos sinx c t c tb b= )و  + ) ( )2 1 1 2

1 cos siny c cc t c cc t
g

b b b b= - + - -   

2حیث  1,c c  0ثابتان حقیقیان محددان كالتالي 0
2 1 0,gy cxc c x

g
+

= 0كیفیة و tمن الواضح أن من أجل, = 0,x y 

)صغیران بقدر كافٍ فإنھ ینتج  )x t e<  و( )y t e< إذن الحل مستقر في ھذه الحالة.  
Ø الأشكال الموالیة تبینّ سلوكیات الحل في الحالات الثلاث السابقة  

 
  

2بمعنى  :الجذران أحدھما معدوم والآخر سالب . الحالة السابعة 10, 0l l< یكون على  فالحل في ھذه الحالة =
  :النحو التالي 

 2
1 2

tx c c e l= )و  + ) 2
1 2 2

1 ty c c c c e
g

llé ù= - + -ë û   

0من الواضح جدًا أنھ من أجل كل  e< 0و 0,x y صغیرین بما فیھ الكفایة، یكون( )x t e<  و( )y t e<   وھذا
)یعني أن  ) 0x t )و  ® ) 0y t   .،علیھ فالحل في ھذه الحالة مستقرًا®

  :  أدرس استقرار حلول الجملة الآتیة : مثال 

  
0dx

dt
dy y
dt

ì =ïï
í
ï = -
ïî

  

0المعادلة الممیزة للجملة ھي : الحل 
0

0 1
l

l
-

=
- -

1وبالتالي نجد   20, 1l l= = 0g، في ھذه الحالة - والحلول  =
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1xھي   c=  2و
ty c e 0xوالحل المشروط یكون  =- x=  0و

ty y e ، فمن الواضح أن ھذا الحل یتمتع =-
  .بالإستقرار

1أي أن  :الجذران متساویان و سالبان . الحالة الثامنة 2 0l l=   : كما یلي  ،الحل في ھذه الحالة ھو>
 ( ) 1

1 2
tx c c t e l= )و  + ) ( )1

1 1 2 1
1 1ty e c c c t ct
g

l l lé ù= - + + -ë û   

tإذن لما  ® 1یكون  ¥+ 0te l 1وكذلك  ® 0tte l 0ومنھ  من أجل كل  ® e<  2یمكن أن نختار 1,c c بحیث 
)یكون )x t e<  و( )y t e<  وعلیھ فالحل في ھذه الحالة مستقرًا.  
Ø  بالإستقرارالشكل التالي یبین أن الحل في ھذه الحالة یتمتع 

 

 
  

1بمعنى  :موجبان الجذران متساویان و . تاسعةالحالة ال 2 0l l=  من الواضح في ھذه الحالة أن  <
( )x t ® )و  ¥+ )y t <®   :وبالتالي الحل غیر مستقر، كما یوضحھ الشكل الآتي  ¥+

  
1 بمعنى : دومانمع الجذران. عاشرةالحالة ال 2 0l l= 1  نجد الحل في ھذه الحالة = 2x c c t= و  +

( )1 2 2
1y cc c cc t
g

= - + )فإن  وعلیھ - )x t ®   .إذن الحل غیر مستقر ¥+

  
  

  :  أدرس استقرار حلول الجملة الآتیة  :مثال 
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0dx

dt
dy y
dt

ì =ïï
í
ï =
ïî

  

1المعادلة الممیزة للجملة ھي : الحل 
0

0
l

l
-

=
-

1وبالتالي نجد   2 0l l= 1ولدینا  ،= 2x c c t= 2yو + c=  من

)الواضح أن  )x t ®  .إذن الحل غیر مستقر ¥+

  تمارين للحل3.12 
0 :نعتبر الجملة التفاضلیة الخطیة التالیة : ول  التمرين الأ 1

1 0
Y Y

-æ ö¢ = ç ÷
è ø

  

sinأثبت أن  .1
cos

t
t

-æ ö
ç ÷
è ø

cosو  
sin

t
t

æ ö
ç ÷
è ø

 .ھما حلین شعاعیین لھا 

 .شكل المصفوفة الأساسیة لھا مع التبریر .2
2  : ب جد الحل المشروط  .3

(1)
3

Y
-æ ö

= ç ÷
è ø

 

: ل العام للجملةجد الح .4 2

0 1
1 0

t
Y Y

t
- æ öæ ö¢ = + ç ÷ç ÷

è ø è ø
           

 : التالیة  غیر المتجانسة نعتبر الجملة التفاضلیة الخطیة: الثاني   التمرين
2 3 sin

x y
y x y t

¢ =ì
í ¢ = - - +î

  

0,1sin  : تحقق أن الشعاع )1 0,3cos
0,1cos 0,3sin

t t
t t
-æ ö

ç ÷+è ø
 .ھو حلا خاصا لھا 

 .حدد الحل العام لھا )2
)جد الحل المشروط ب  )3 ) 1

0
2

x
y

æ ö æ ö
=ç ÷ ç ÷

è ø è ø
.  

 :نعتبر المصفوفة التالیة :  التمرين الثالث
6 3 2
4 1 2

13 9 3
A

-æ ö
ç ÷= - -ç ÷
ç ÷-è ø

  

tAeجد  .1 . 
Yجد الحل العام للجملة  .2 AY¢ = . 

)  : جد الحل المشروط ب .3 )
2

0 1
4

Y
-æ ö

ç ÷= ç ÷
ç ÷
è ø

. 

 :ة السابقة من أجل نفس الأسئل: التمرين الرابع  
5 8 4 3 1 1 4 3 1

2 3 2 , 1 3 1 , 4 4 2
6 14 5 3 3 1 8 12 6

A A A
- - -æ ö æ ö æ ö

ç ÷ ç ÷ ç ÷= - = - = - - -ç ÷ ç ÷ ç ÷
ç ÷ ç ÷ ç ÷- -è ø è ø è ø

  

  : نعتبر الجملة التفاضلیة التالیة : التمرين الخامس  
7 9 9

3 5 3 0
3 3 5 1

te
Y Y

-æ ö- -æ ö
ç ÷ç ÷¢ = - + ç ÷ç ÷

ç ÷ ç ÷- -è ø è ø

 

 .حدد المصفوفة الأساسیة للجملة المتجانسة )1
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tAeاستنتج  )2 . 
  . أوجد الحل العام لھا )3

9  :مصفوفة جد الحل العام للجملة بإستخدام أسیة  :التمرين السادس   5
4 5

Y Y
-æ ö¢ = ç ÷

è ø
  

   :نعتبرالجملة التفاضلیة التالیة  :التمرين السابع  
2

2 2 2

2 2 2

1 2 1
1 1 1
1 3

1 1 1

t tx x y
t t t

t ty x y
t t t

ì -¢ = + +ïï + + +
í
ï ¢ = - + +
ï + + +î

  

 .ھل ھما مستقلین خطیا ؟ علل .أوجد حلین شعاعیین لھا .1
 .عین المصفوفة الأساسیة .2
 .یرالثابت جد الحل العام لھاتغی باستخدام طریقة .3
 . الجملة المتجانسة جد حالة .4
) : جد الحل الذي یحقق الشرط .5 ) 1

1
2

x
y

-æ ö æ ö
=ç ÷ ç ÷

è ø è ø
  

 : نعتبرالجملة التفاضلیة التالیة : التمرين الثامن
2

1 1 0
1 2 1
tY Y

t t

æ ö-ç ÷ æ ö¢ = +ç ÷ ç ÷
ç ÷ è øç ÷
è ø

0tحیث    >                                 

)ولتكن          ) ( )
ln

1 ln
t t t

t
t t t

a a

b b

æ ö-
F = ç ÷ç ÷- +è ø

   

a,أوجد  )1 b   حتى تكون( )tF مصفوفة حلول للجملة المتجانسة. 
)أوجد المعادلة التفاضلیة التي  )2 )det tF حلا لھا. 
) استنتج بطریقتین مختلفتین )3 )det tF  بدلالةt 
)ھل  )4 )tF مصفوفة أساسیة ؟ علل. 

) : جد الحل الذي یحقق الشرط )5 ) 0
1

1
Y æ ö

= ç ÷
è ø

 

) : ھل أن الحالة للمتجانسة ھي )6 ) ( )
0

0, exp
t

t

R t t A u du
æ ö

= ç ÷ç ÷
è ø
ò؟ علل.  

  : التالیة أدرس استقرار حلول الجمل التفاضلیة: التمرين التاسع  

  1(  
2 3

5 6

dx x y
dt
dy x y
dt

ì = -ïï
í
ï = +
ïî

        (2  
4 10

2

dx x y
dt

dy x y
dt

ì = - -ïï
í
ï = -
ïî

     (3 
12 18

8 12

dx x y
dt
dy x y
dt

ì = +ïï
í
ï = - -
ïî

        (4 
2

3

x x y
y y z

z x y z

¢ = +ì
ï ¢ = +í
ï ¢ = + +î
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