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chapitre 5: problèMe De transport 
 

Le problème de transport est un problème particulier de la programmation linéaire. Le plus connu 
de ces problèmes est le problème du transport de marchandises des usines (unités de production) aux 
dépôts (magasins).  

1. Modèle mathématique du problème de  transport et définitions: 

Etant donné m usines miAi ..1,   et n dépôts njB j ..1,   

Chaque usine produit une quantité miai ..1,  , qui doit être acheminée vers le dépôt 

njB j ..1,  , dont la capacité est njb j ..1,   .  

Le problème consiste à transporter les quantités produites vers les dépôts, avec un coût de 
transport minimum.   

Soit njmixij ..1,..1,   la quantité de produit à transporter de iA vers jB , et ijc  le coût de 

transport  d'une unité du produit à transporter de iA vers jB . 

Si une quantité ijx  est acheminée de iA vers jB , le coût de transport de cette quantité est égal à 

ijijcx  . De là le coût global de transport est égale à: )..1,..1,(.)(
1 1
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De plus les quantités à transporter doivent satisfaire les contraintes suivantes: 

 Toute la marchandise produite doit être acheminée:

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 Toutes les demandes doivent être satisfaites:

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 Toutes les quantités transportées ijx  doivent être positives ou nulles: 

njmixij ..1,..1,0   
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L'ensemble  njmixx ij ..1,..1,   est dit plan de transport du problème s'il satisfait les 

contraintes. Il est dit plan optimal de transport si de plus il réalise le minimum de la fonction objective. 
 

2. Condition d'existence d'un plan optimale de transport:  

On suppose que les quantités ia  et jb sont toutes positives ou nulles. De plus, pour que le problème de 

transport soit réalisable, il faut que les quantités produites soient supérieurs ou égales aux quantités 

demandées, c'est-à-dire:  
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Dans le cas où on aurait la condition précédente, on crée un dépôt fictif (supplémentaire), où 

on transporte la quantité produite restante pour avoir l'égalité:  
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Cette condition appelée condition de balance, c'est-à-dire l'offre est égale à la demande.  
 
Théorème:  

Le problème de transport possède un plan optimal si et seulement si la condition de balance est 
vérifiée.  

3. Graphe et tableau de transport associé au problème: 
Le graphe associé au problème de transport est un graphe simple biparti. L'ensemble U des arcs de ce 
graphe est de la forme:      nJmIJjIijiU ,..,2,1,,..,2,1,,),,(  . 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

On associe ainsi au problème un tableau de transport à m lignes et à n colonnes, défini de la 
manière suivante: 

Chaque ligne )( Iii  correspond au point de production iA et Chaque colonne )( Jjj  au 

point de distribution jB . 

La case (i,j) du tableau correspond au chemin qui relie iA et jB . 

Chaque case (i,j) contient les quantités associées à l'arc (i,j): 

 Le coût unitaire ijc  de transport de iA et jB ,indiqué en haut et à droite de la case. 

 La valeur de la variable ijx  écrite en bas et à gauche de la case. 

En outre, le tableau est bordé à droite par une colonne indiquant les disponibilités ia  et par une ligne 

située en bas et indiquant les demandes jb . 

Le tableau de transport présente alors la forme suivante: 
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Exemple1:   
Le sonatrach possède trois points de production, Hassi Messaoud )( 1A ,  Ain Salah )( 2A et Illizi 

)( 3A , avec des capacités de production 100 milles, 150 milles et 200 milles barils/jour respectivement. 

Et deux points de distribution, Skikda )( 1B et Arzew  )( 2B , avec des demandes de 250 milles et 200 

milles barils/jour respectivement.  
Les coûts unitaires de transport des points de production aux points de distribution sont donnés 

par le tableau suivant: 
 

 
1B  2B  Offres ia (en milliers) 

1A  90 DA 75 DA 100 

2A  80 DA 70 DA 150 

3A  60 DA 95 DA 200 

Demande jb (en milliers) 250 200 450 

 
Le problème consiste à déterminer le nombre d'unité que la société doit transporter des 

différents points de production aux différents points de distribution, de telle façon que le coût global 
de transport soit minimal. 

En définissant les variables ijx  de la manière suivante:  

ijx quantité à transporter du point de production i vers le point de distribution j. le problème 

peut être écrit sous la forme d'un problème de programmation linéaire suivant: 
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Le tableau  de transport correspondant à ce problème est le suivant:  
 

 1B  2B  ia  

1A  
90 

11x  
75 

12x  
100 

2A  
80 

21x  
70 

22x  
150 

3A  
60 

31x  

95 

32x  
200 

jb  250 200 450 
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4. Résolution d'un problème de transport: 
 

 4-1 Calcul d'un plan basique initial de transport: 
Il existe plusieurs méthodes d'obtention d'un plan basique initial. Les deux méthodes les plus 

utilisées sont les suivantes: 
  

 Méthodes du coin nord-ouest de l'angle: 
On choisit la case (1,1), située au coin nord-ouest du tableau de transport, et on lui affecte la 

quantité  1111 ,min bax  . 

Deux cas peuvent alors se présenter: 
a) Si 111 ax  , alors la quantité de 1A  est entièrement transporté et ceci sature la première ligne du 

tableau. Dans le tableau réduit, on remplacera 1b par )( 111 xb  et on répétera la même 

procédure que précédemment. 
b)  Si 111 bx  , alors la demande du point de distribution 1B est entièrement satisfaite par 1A  et 

ceci sature la première colonne du tableau. Dans le tableau réduit, on remplacera 1a  par 

)( 111 xa  et on fera la même procédure. 

 De cette manière, après (m+n-1) opérations, on trouve (m+n-1) quantités positives ijx  affectées à 

(m+n-1) cases, et les cases restantes auront des quantités nulles 0ijx  , on obtiendra ainsi un plan 

basique de transport. 
 
Exemple1:  
Dans le tableau suivant, trouver un plan basique initial par la méthode du coin nord-ouest. 
 

 
1B  2B  3B  4B  ia  

1A  1 4 2 3 20 

2A  5 1 3 4 21 

3A  2 5 1 2 35 

jb  12 23 28 13 76 

 
En appliquant la méthode du coin nord-ouest, on trouve  

  1212,20min11 x   ;   823,1220min12 x     

  15823,21min22 x  ;    628,1521min23 x  

  22623,35min33 x  ;    1313,2235min34 x  

Les composantes basiques du plan x  sont représentées en gras dans le tableau de transport ci-dessous 

et 0ijx  pour les cases restantes:  

 
 

1B  2B  3B  4B  ia  

1A  
1 

(12) 
4 

(8) 
2 3 20 

2A  
5 1 

(15) 
3 

(6) 
4 21 

3A  2 5 1 
(22) 

2 
(13) 

35 

jb  12 23 28 13 76 
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 Méthode de l'élément minimal:  

Cette méthode donne en général un plan basique initial plus proche du plan basique optimal que 
celui obtenu par la méthode du coin nord-ouest. 

Le principe consiste à choisir au début une case ),( 11 ji  qui correspond à l'élément 
11 jic tel que: 

 njmicc ijji  1,1,min
11

, puis on posera  
1111

,min jiji bax   dans la case ),( 11 ji . 

Si 
111 iji ax  , on exclut la ligne 1i et on remplace 

1j
b par )(

111 jij xb  . 

Dans le cas où 
111 jji bx  , on exclut la colonne 1j et on remplace 

1i
a par )(

111 jii xa  . Ensuite on 

refait la même procédure avec le tableau réduit. 
Ce processus sera répété (m+n-1) fois et permettra de trouver les (m+n-1) variables basiques du 

plan initial recherché.   
 
Exemple2:  
Refaire l'exemple précédant par la méthode de l'élément minimal.  
On a: 
 1min

,
11  ij

ji
cc ,   1212,20min11 x ; 

1min
1

22 


ij
j

cc ,   2123,21min22 x ; 

1min
2,1

33 


ij
ij

cc ,   2828,35min33 x ; 

2min
2,3,1

34 


ij
ij

cc ,   713,2835min34 x ; 

3min
3,2,3,1

14 


ij
ij

cc ,   6713,1220min14 x ; 

4min
3,2,4,3,1

12 


ij
ij

cc ,   22123,1820min12 x ; 

Les composants basiques du plan basique initial obtenu sont représentées dans le tableau de transport 

suivant et 0ijx  pour les cases restantes: 

 
 

1B  2B  3B  4B  ia  

1A  
1 

(12) 
4 

(2) 
2 3 

(6) 
20 

2A  
5 1 

(21) 
3 

 
4 21 

3A  2 5 1 
(28) 

2 
(7) 

35 

jb  12 23 28 13 76 

 

Soient x  et 'x les plan basiques obtenus respectivement par la méthode du coin nord-ouest et par celle 
de l'élément minimal, alors on aura: 
  ,125)132()211()63()151()84()121( xZ  

  ,101)72()281()211()63()24()121(' xZ  

On remarque bien que )()( ' xZxZ   
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 4-2 Méthode des potentiels: 
  
 Critère d'optimalité 
Le principe de la méthode des potentiels est issu de la théorie de la dualité. Pour cela, introduisons le 
problème dual de transport suivant: 

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧ � (�)= � � ��� + � � ��� → ���

�

���

�

���

�� + �� ≤ � �� , � = 1, �������, � = 1, ������

�ù � = (�, �), � = (��, � = 1, �������), � = ���, � = 1, �������

� 

 
Théorème 1: 
Soient x0 et  y0=(u0,v0) deux solutions optimales respectivement du problème et de son dual, alors les 
relations suivantes sont vérifiées: 

�

��
� + ��

� = ���, �� ���
� > 0,

��
� + ��

� ≤ � ��, �� ���
� = 0,

1 ≤ � ≤ �, 1 ≤ � ≤ �

�  

 
En s'inspirant de la métrique du simplexe, on construit les valeurs suivantes: 
∆��= �� + �� − ���, 1 ≤ � ≤ �, 1 ≤ � ≤ �  

Ici par construction, on a: 
�� + �� − ��� = 0, (�, �) ∈ ��  

∆��= �� + �� − ���, (�, �) ∈ �� 

Les ��(1 ≤ � ≤ �)  et ��(1 ≤ � ≤ �)  sont appelés potentiels et les nombres ∆�� sont appelés 

estimations des variables���. Les ��  sont appelés cases de base et les �� cases hors base. 

 
Théorème 1: (critère d'optimalité) 
Les inégalités: ∆��≤ 0, (�, �) ∈ �� sont suffisantes pour l'optimalité du plan basique de transport. 

 
Remarque: 
Les potentiels �� et �� sont de nombre (m+n) et doivent vérifier le système (�� + �� − ��� = 0, (�, �) ∈ �� ) 

qui constitué de (m+n-1) équations. 
Donc pour sa résolution, il faut choisir une valeur arbitraire par exemple �� = 0, et les autres 
potentiels sont alors déterminés d'une manière unique par les équations ,(�� + �� − ��� = 0, (�, �) ∈ �� ). 
Connaissant ainsi les potentiels �� et ��, on calcule les estimations ∆�� des variables non basiques.   

 
 Méthode des potentiels: 
 Soit x un plan basique de transport de départ, auquel correspond �� . Si le critère d'optimalité 
n'est pas vérifié, alors on cherche une case (��, ��) ∈ �� = ∆����

= ���∆ ��, (�, �) ∈ �� . 

 A l'aide de la case (��, ��) et des cases de �� , on construit un cycle qui est d'ailleurs unique. 
Puis on affecte des signes successivement (+) et (-) aux sommets de ce cycle, en commençant par le 
sommet (��, ��) affecté du signe (+) et en se mouvant dans le sens des aiguilles d'une montre ou dans le 
sens contraire.  
Parmi les sommets du cycle affectés du signe (-), on choisit celui où la variable ��� est minimale et on 

pose: �� = min ��� = �����
. 

 Pour les sommets affectés du signe (+), on ajoute aux variables ��� la quantité �� et on 

soustrait la même quantité des variables ���, correspondantes aux sommets affectés de signe (-). 

Toutes les autres ��� resteront inchangées. 
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 On obtient ainsi un nouveau plan basique de transport �,̅ avec un nouveau ensemble basique 
 ��
���� = {�� \(��, ��)}∪ (��, ��).  
Cette itération sera répétée jusqu'à ce que le critère d'optimalité soit vérifié. 
Exemple3: 
Résoudre par la méthode des potentiels le problème de transport, présenté dans l'exemple précédent: 

a) On commençant par le plan basique x trouvé dans l'exemple 1. 
b) On commençant par le plan basique x' trouvé dans l'exemple 2. 

 Dressons le tableau de transport avec les variables basiques x trouvée dans l'exemple1 en 
utilisant la méthode du coint nord-ouest: 

 
1B  2B  3B  4B  ia  

1A  
1 

(12) 
4 

(8) 
2 3 20 

2A  
5 1 

(15) 
3 

(6) 
4 21 

3A  
2 5 1 

(22) 
2 

(13) 
35 

jb  12 23 28 13 76 

 
 On posant u1=0, on calcule les autres potentiels par la formule (�� + �� − ��� = 0, (�, �) ∈ �� ). On 
placera les ui sur une colonne à droite des ai et les vj sur une ligne au-dessous des bj. En suite en 
utilisant la formule (∆��= �� + �� − ���, (�, �) ∈ ��), on trouve les estimations ∆�� qu'on va placer en bas et à 
droite des cases non basiques. Le nouveau tableau obtenu possède alors la forme suivante: 

 
1B  2B  3B  4B  ia  ui 

1A  
1 

(12) 
 - 4 
(8) 

 +   2 
4 

3 
4 

20 0 

2A  
5 

-7 
 + 1 
(15) 

    - 3 
(6) 

4 
0 

21 -3 

3A  2 
-6 

5 
-6 

1 
(22) 

2 
(13) 

35 -6 

jb  12 23 28 13 
76 

vj 1 4 6 7 
Le plan basique initiale n'est pas optimale, car ∆����

= ���∆ ��= ∆��= 4 > 0  

A l'aide de la case (1,3), on construit le cycle (1,3) (2,3)(2,2)(1,2), on aura alors: 
�� = �����

= ��� {8,6}= 6 

Pour le nouveau plan basique �,̅ on obtient: 
��̅� = ��� + � � = 0 + 6 = 6 ; ��̅� = ��� + � � = 15 + 6 = 21; ��̅� = ��� − �� = 8 − 6 = 2 
��̅� = ��� − �� = 6 − 6 = 0 
 Les autres ��̅� resteront inchangées. On commencera donc une nouvelle itération avec le 

tableau suivant: 
 

1B  2B  3B  4B  ia  ui 

1A  
1 

(12) 
  4 
(2) 

      2 
(6)      

3 
0 

20 0 

2A  
5 

-7 
  1 
(21) 

        3 
-4 

4 
-4 

21 -3 

3A  2 
-2 

5 
-2 

1 
(22) 

2 
(13) 

35 -1 

jb  12 23 28 13 
76 

vj 1 4 2 3 
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Le critère d'optimalité est vérifié dans ce tableau, donc �� = ����
� , 1 ≤ � ≤ 3,1 ≤ � ≤ 4 � avec: 

���
� = 12, ���

� = 2, ���
� = 6, ���

� = 0, ���
� = 0, ���

� = 21, ���
� = 0, ���

� = 0, ���
� = 0, ���

� = 0, 
 ���

� = 22, ���
� = 13, est optimale �� = min �(�)= �(��) = 101 

 
 Dressons le tableau de transport avec les variables basiques x' trouvée dans l'exemple2 en 
utilisant la méthode de l'élément minimal: 

 
1B  2B  3B  4B  ia  

1A  
1 

(12) 
4 

(2) 
2 3 

(6) 
20 

2A  
5 1 

(21) 
3 

 
4 21 

3A  2 5 1 
(28) 

2 
(7) 

35 

jb  12 23 28 13 76 

 
 On posant u1=0, on calcule les autres potentiels par la formule (�� + �� − ��� = 0, (�, �) ∈ �� ).  

�� = ��� − �� = 1 − 0 = 1, �� = ��� − �� = 4 − 0 = 4, �� = ��� − �� = 3 − 0 = 3 
�� = ��� − �� = 1 − 4 = −3, �� = ��� − �� = 2 − 3 = −1, �� = ��� − �� = 1 − (−1) = 2 
 
Calculons les estimations ∆��: 
∆��= 0, (�, �)���,  ∆��= �� + � � − ���, (�, �)��� 

∆��= �1 + � 3 − �13 = 0 + 2 − 2 = 0 ,     ∆21= �� + � � − ��� = −3 + 1 − 5 = −7  
∆��= �2 + � 3 − �23 = −3 + 2 − 3 = −4,     ∆24= �� + � � − ��� = −3 + 3 − 4 = −4 
∆��= �3 + � 1 − �31 = −1 + 1 − 2 = −2,      ∆��= �3 + � 2 − �32 = −1 + 4 − 5 = −2 
 
Le nouveau tableau obtenu possède alors la forme suivante: 

 
1B  2B  3B  4B  ia  ui 

1A  
1 

(12) 
4 

(2) 
2 3 

(6) 
20 

0 

2A  
5 1 

(21) 
3 

 
4 21 

-3 

3A  
2 5 1 

(28) 
2 

(7) 
35 

-1 

jb  12 23 28 13 
76 

vj 1 4 2 3 
 
 Le critère d'optimalité (∆��≤ 0, (�, �) ∈ ��) est vérifié, donc le plan de transport basique x' 
optimal, avec �(��) = 101 


