CHAPITRE 3: METHODE DU SIMPLEXE

a) Quelques définitions et notions
= Notion de redondance: concéderons un PL canonique =~ Max Z =C'.x

Ax<b
x>0
) . Ax<b . .
Une contrainte Zal/ ; <D, est dite redondante au systéme 50 s'il existe un ensemble
J=1 X2
d'indice L c {,2,......,m}—{i} tq: les vecteurs V, = {(a 1 )i<j<n > Di }pour k e L L {i}soient linéairement
dépendante.
Exemple:
Max Z=2X1+X2+X3 Max Z=2X1+X2+X3
X +x, +xy; <4 1
b O x, +2x, <3
X, +2x, 3 2 e
X=X, <1 (D=2)+(3)
Xy =X, Slo. 3)

X, Xy,%; 20
X;,X,,%; 20

» Notion de contrainte serrée et non-serrée: soit un PL canonique de la forme: Max Z = C"'.X

Ax<b
x>0
Concéderons un point x, = (x,),.,, du domaine {x eR"/Ax<b,x> ()} appelé POLYEDRE

- ondit que la i"™ contrainte est serrée au point x, si Za,/x/ =b,.

Jj=1

- ondit que la i"™ contrainte est non-serrée au point x, si z a,x; <b,

j=1
Dans se dernier cas, on définit la notion de variable d'écart associé a la contrainte i, on pose

e, =b — Zax/e_O

g

u La contrainte x. > (0 est appelée: contrainte de non-négativité.
j pp g

= Supposons que I'on ait un PL avec une variable x, < 0. Alors on pose Xi=-Xi, on se ramene
aussi a des contraintes de non-négativité.

b) Notion de base:
Soit un PL canonique de la forme : Max Z = C'.X

Ax<b
x>0
= Notion de base canonique: soit un PL canonique mis sous la forme standard
Max Z=C"'X Max Z=C"'X
Za,/x/ +e =b,i=1..m
. Zal/xj <b,Vi=1,... ,m
M contraintes — < 75 (D= 9x;20,j=1,...,n ()

X, 20,9/ =1,..,n e, 20,i=1..,m




(2) est la forme standard de (1)

La matrice (m°) est dite canonique (matrice associée aux variables d'écarts e=, i=1,...,m)

€ € €3 €m
1 00 ... 0%
0 1 .0 )
m ligne
I1=|0 ..
. .. 01 .
00 0 .. 1
< v
m colonne
Exemple:
Max Z=2x1+X»
X, —x, <4 X, —Xx,+e =4

2%, +3x, <5 92x, +3x, +e, =5
X%, 20 x,,%, 20,e,e, 20
On pose e;=x3 et e,=x4. On a alors: le PL standard
4 4
Max Z= z ¢;x; =2x1+x;t0e;+0e;  Max Z= z C;X,
J=1 J=1
X, —x,+x,=4 x=(x1,x2,x3,x4)

Ax=>b 1 -1 1 0
2x, +3x, +x, =5 = avec 4 et.A=

. x>0 b= 2 3 01
x;20,j=1.4 5

1 - 1 0
Ecrivons le systéme Ax=Db en introduisant les matrices N et Bou N = (2 J.et.B = ( IJ

Les variables utilisées: Matrice N=> x; et X, , Matrice B> x3 et x4

X X X
Ax=[N,B]{ N}oﬁ X, =[ ‘j,XB =( 3}
Xy X, X,

= Définition d'une base: soit un PL standard de la forme MaxZ=C"'x

Ax=>b
x>0

Une matrice carrée B(m?) extraite de A est dite base si elle est inversible (det(B)#0).
Exemple: Max Z=2x;+x,
X +x, +x, =7

1 1100
X, +x,=5
,A=|1 0 0 1 0
X, +2x, +x, =10
) 1 2 0 01
x,20,j=1.5
1 0 0]
B=[0 1 0 |estune base canonique (det(B)=1).
10 0 1]
1 1 0]
B=|0 0 1 |estune base (det(B)=2+£0)
12 0 0]




= Ecriture d'un PL par/ a une base B
Soit un PL standard Max Z =C'.x

Ax=b
{ ................... *)

x>0

Posons 4 = [B, N], alors Ax=5b = Bx, + Nx,, =b ot Xp,xx sont resp les variables associées a la base

B et a la matrice hors-base N.
Le pb (*) s'écrit de la maniére suivante:

MaxZ = Cyx, + Cyxy, MaxZ = Cyx, + Cyx)y,
{BxB +Nxy =b {xB =B'b—B'Nx,
2=

X, Xy 20 Xz,xy 20

MaxZ = Cy(B™'b—B'Nx, )+ Cix, =CyB'b+(C\, —CyB'N)x, =C,B'b+ A\ x,
{xB =B'b—B'Nx,

Xz,xy 20

= Solution de base
Soit un PL standard Max Z=C'x et B une base

Ax=5>b
x>0

Ax=>b
On appelle solution de base x(xg,xn) une solution au systéme { 50 tq x, = B™'b et xx=0.
x>

Exemple:
Max Z=2x1+X»
X, +x,<2 X +x,+x; =2
s tan dard
X=X, Sl = L9x—-x,+x, =1
X;,%, 20 x;20,j=1.4

A= @ _31 (1) (1)} B((l) (I)J mﬁée aux variables (x3,X4) est une base réalisable. On lui associée la

solution x, = B~'b=(2,1)= (x3,X4) Xn=0=(X1,X2) donc x=( X1,X2, X3,X4)=(0,0,2,1) est une solution de
1
base réalisable associée a la base B(O J , qui est associée aux variables x3,x4 (bien entendu, x, >0)

= Solution de base optimale:
Une solution de base x =(xp+,Xn*), associ€e a une base réalisable B+ est dite optimale si:

Z" =C,B.'b—A,x, = MaxC'x
Ax=>b
x>0

Théoréme: Une base B+ est optimale <> les cotts réduits A,. = C. —ChpB'N, <0



= Ecriture d'un PL par rapport a une base B '*Tableau de Simplexe*':

Etant donné un PL standard, et une base B Max Z=C'x

Ax=b
{x >0
Alors: Le PL s'écrit sous la forme suivante:
MaxZ =CyB'b+(Cy, —CyB 'N)x,
x, =B'b—B'Nx,
{xB,xN >0

Ecrivons le PL (**) dans un tableau:

Xp Xy
1
-1 -1
BN B7b Xy
1
0 0 Ay ~CLB7'b -Z
Exemple:
Max Z=2X1+X2 Max Z=2X1+X2
X +x,<2 o X +x, +x;=2
s tan dar
X =%, <l = Degx,—x,+x, =1
X;,x, 20 x,20,/=1.4
. 1 0 associée
Soit B = 0 1 - Xz =(x3,x,) 5 Xy =(x,x,)
Ecrivons (1)/ a la base B
CtN:(Cl 5C2)=(29 1) CtB:(C3 5C4)=(050) Ct:(za 1 3070)
1 0 2 1 1
B = bl LN =
0 1 1 1 -1
Donc on aura le tableau suivant:
X5 Xy X X,
1 0 1 1 2
1 -1 1
0 2 1 0
1 2 1 1 1 t t p-1 t p-l1
B b= 1,B N = . 1,ANzCN—CBB N=2)qC,B"b=0
Ou bien:
X X, X3 Xy
1 1 1 0 2

x, =B'b—B'Nx,
~Z=-C,B'b—A,x,




Question: la base B = (0 J , associée aux variables x3 et x4 n'est pas optimale car A, ne sont pas

< 0 (car tous les cofts réduits ne sont pas<0).

¢) Algorithme de simplexe:
Soit un PL standard Max Z =C'.x et By une base initiale, réalisable (il faut avoir une solution de

{A.x =b base réalisable associée a la base By).
x>0

Le but de l'algorithme du simplexe, découvert par DANTZIG en 1947, est d'atteindre une
base optimale B+ a partir de la base By. A chaque itération k, une base intermédiaire By est trouvée via
l'utilisation d'une opération de pivotage, on permettant une variable de base de By.; avec une variable
hors base Ny.;.

Fonctionnement:

Soit B une base courante, comment passe-t-on de B vers B'?

On applique les deux critéres suivants:

17¢ critére de Dantzig: Choix de la variable hors base qui entre: choisir la variable x. tq:

A, = Max{A’N, j.hors.base}

= 2%¢ critére de Dantzig: Choix de la variable x, sortante de telle sorte que (x, € x,: base)

2} b, |
L= Min{—,’,i..tq..aie >~ 0}
a.

a

se e

La nouvelle base B' sera définie par x,, = x, — {xS } + {xe } . On reconstruit le tableau par rapport
a B' et on réitére le processus jusqu'a ce que les cotits réduits soient tous négatifs ou nuls.

Construction du tableau de B':
L'élément a_, est appelé Pivot

= Transformation de la ligne pivot : elle est divisée par 1'é1ément pivot:

b= ety =29 i
S—a, c asj— - ,]— N

se a se

= Transformation de la colonne pivot : toutes les cases sauf la case pivot deviennent zéro.

a, = 071 = 17~'9S _I,S + 1,..,m
= Transformation des autres cases du tableau: On applique la régle suivante :

™y

= e
C El ‘ ligne pivol

colonne pivot

Formellement:
, a,a; a b | c,.a,; c,.b
e sy ie*”s ey _ e'”s
a; =a, — b, =b, — ,C;=¢C; = Z =7+
a a a a

se se se se



Exemplel: (doit trouver la solution de base réalisable et admissible)

Max Z=2x1+x;
X +x,+x; =2

X —x,+x, =1

x;20,/=1.4
X, x, X X, b
1 1 1 0 2 | x
Pivot mmmmp| 1 1 1 1 %,
2 1 0 0 -Z
X entre en base (lér‘?’ critére )T
X4 sgnt de la base (2% critére ) . X, X, X, X, b
d’ou xp=(x3,x) et le tableau devient: 0 2 1 X
-1 1 1 X,
0 3 -2 -2 -Z
X, x, X X, b
0 T | 12 | a2 | 12 | o«
2 | 12 | 32 |
0 0 -3/2 -1/2 -7/2 -Z

A r . 14 . A * * * * * 3 1 .
Tous les cofits réduits sont négatifs donc on s'arréte avec x = (x,,x,,x;,x,) = (5,—,0,0) est optimal

z=7
2
Graphiquement:
A
X2=2-X1 Xo= 1
[
|
1C !
2L /L !
| |
i i >
1 32 2

d) Méthode des deux phases:

L'algorithme de Simplexe est une méthode itérative constituée d'une ou plusieurs itérations.
L'itération de cette méthode consiste a démarrer d'une solution de base (point extréme) et de passer au
point extréme voisin et ainsi de suite.

Le probléeme est de trouver le point extréme de départ, c'est pourquoi Dantzig a proposé la
méthode des deux phases.



Exemple:
X, +x, +x; =225 lorsque cette inégalité est transformée en égalité par l'ajout d'une variable d'écart,

soit x,, devient x, +x, +x; —x, =25 la solution immédiate quand x, = x, =x; =0est x, = 25

Qui est une solution inadmissible car toutes les variable x; doivent €tre positives ou nulles.

Algorithme:
Etape 0: Ajouter les variables artificielles de facon a obtenir une matrice unité. Développer une

nouvelle fonction économique dénotée W. W = —Z X,,jeAou A est l'ensemble des variables

artificielles. Il faut transformer ensuite cette nouvelle fonction économique W sous forme
canonique par rapport a l'ensemble de base artificiel existant. En d'autre termes, il faut rendre les
coefficients c; égaux a zéro dans la fonction W pour je 4.

Enfin, il faut également rendre la fonction économique Z canonique par rapport a l'ensemble de
base artificiel.

Etape 1: utiliser l'algorithme du simplexe pour maximiser W.

1. Si Max W=0, cela signifie que les variables artificielles sont nulles dans la solution. Par
conséquent, il y a une solution de base admissible au programme linéaire. Procéder
directement a I'étape 2.

2. Si Max W<0, cela implique qu'il y a une ou plusieurs variables artificielles avec une valeur
positive. Ainsi, il n'y a pas de solution admissible: Stop, le programme lin¢aire n'a pas de
solution.

Etape 2: Employer l'algorithme du Simplexe pour maximiser Z car il existe une solution de base
admissible.

Exemple:
Max Z=3x+x;
x, <4
x, 22
x, <4

X, 22

1. Commengons par écrire le probléme sous forme standard en le mettant tout d'abord sous
forme canonique puis en ajoutant les variables d'écart.

Max Z=3x;+x,
x, <4
-x, <=2
x, <4
-x, <=2
Max Z=3x;+X,
x, +e =4
—-x +e, =-2
X, +te, =4

-Xx, +e, =2



2. Onrend le second membre positif.
Max Z=3x;+X

x, +e =4
X, —e, =2
X, +e, =4
X, —e, =2

3. On ajoute des variables artificielles (a;,a;) de maniére a faire apparaitre une sous matrice
identité et on résoud le probléme auxiliaire suivant grace a la méthode du simplexe en

tableau.
Max W=-a;-a,
x, +e =4

X, —e, +a =2
X, +te; =4
X, —e,+a, =2
o La base réalisable de départ est (e;; a;; e3; a,). Les variables hors base sont (X;; X2; €2; €4).
e Pour démarrer le simplexe, il faut d'abord écrire W en fonction des variables hors base.
Pour ce faire, on utilise les contraintes qui donnent les relations :
a1 = X1 -€ - 2
-y = Xp-6€4 - 2
On peut donc écrire W sous la forme suivante :
W=x;+x2-¢-¢e4-4
Soit : W -x; -X,+e; +tes=- 4
Les tableaux successifs du simplexe sont les suivants.

X1 X2 €1 €2 [S%] €4 a] ap b
el 1 0 1 0 0 0 0 0 4
a 1 0 | -1 0 0 1 0 2
es | 0 1 0 0 1 0 0 0 4
a | 0 0 0 0 | -1 0 1 2
W | -1 | -1 0 1 0 1 0 0 | -4

X1 X2 €1 (S%) C3 €4 a ar b
€1 0 0 1 1 0 0 | -1 0 2
X] 1 0 0 | -1 0 0 1 0 2
es | 0 1 0 0 1 0 0 0 4
a 0 1 0 0 0 | -1 0 1 2
W | 0| -1 0 0 0 1 0 | -2

X1 X2 €1 €2 [S%] €4 al ap b
€1 0 0 1 1 0 0 | -1 0 2
X1 1 0 0 | -1 0 1 0 2
es | O 0 0 0 1 0 | -1 2
X2 0 1 0 0 0 | -1 0 1 2
W | 0 0 0 0 0 1 1 0

Le test d'arrét est satisfait et le simplexe donne max W = 0.
4. Comme max W = 0, le probléme initial admet une base réalisable. De plus, on peut lire la
base réalisable de départ pour le probléme initial sur le dernier tableau du probléme



auxiliaire, il s'agit de la base (e;; X;; €3; X2). Les variables hors base sont (e;; e4; a;; az). Les
variables artificielles sont bien hors base comme on le souhaitait.
On retourne au probléme initial, i.e max Z = 3x;+ X, auquel on applique le simplexe a partir de
la base réalisable de départ donnée par la phase 1. C'est la phase 2.
o La base réalisable de départ est (e;; X1; €3; X2). Les variables hors base sont (e;; €4). On
n'a plus besoin des variables auxiliaires.
e Avant de commencer le simplexe, il faut d'abord écrire Z en fonction des variables hors
base. On peut le faire a l'aide des contraintes qu'on lit sur le dernier tableau de la phase 1 :
x1 =2+ (S%)
x2=2+¢ey
Etdonc Z=3x;+x, =32 + e) + (2 + e4) =8 + 3e; + €4, soit Z-3¢2-¢4 = 8.
Les tableaux successifs sont les suivants :

X1 | X2 | € e| e | e | b
e 0 0 1 0 0 2
X1 1 0 0 -1 0 0 2
€3 0 0 0 0 1 1 2
&) 0 1 0 0 0 -1 2
Z 0 0 0 -3 0 -1 8

X1 | X2 | € e2| e | e | b
€2 0 0 1 1 0 0 2
X1 1 0 1 0 0 0 4
€3 0 0 0 0 1 1 2
&) 0 1 |0 0 0 -1 2
Z 0 0 3 0 0 -1 | 14

X|I | X2 | € e2| e | e | b
€2 0 0 1 1 0 0 2
X1 1 0 1 0 0 0 4
€4 0 0 0 0 1 1 2
X2 0 1 |0 0 1 0 4
Z 0 0 3 0 1 0 16

Le test d'arrét est satisfait et le simplexe donne max Z = 16 pour x; =4 et x, = 4.



