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 مقدمة انمطبىعة

 

يدٕٓد يٍ انتذرٚض نًمٛاص انًٛكاَٛك انتحهٛهٙ ٔ انذ٘ ٚتًٛش تاَّ يزكش  ْذِ انًطثٕػح ْٙ ثًزج

 تصٕرج رئٛظٛح ػهٗ يثادئ ػايح تفاظهٛح ٔ تكايهٛح؛ ٔيٍ ثى تُتح انًؼادلاخ انتفاظهٛح نهحزكح.

ٔ انًٛكاَٛك انتحهٛهٙ نّ يٍ انتطثٛماخ لا تحصٗ ٔ لا تؼذ فٙ انفٛشٚاء ٔ ٔ انزٚاظٛاخ ٔ انكًٛٛاء 

 ٔ خاصح فٙ يٛكاَٛك انكى ٔالايٕاج ٔ انًٛكاَٛك الاحصائٙ ٔ حظاب انتغاٚز.ٔ انُٓذطح 

ٔ فحٕٖ انًادج انخايح انًمذيح فٙ ْذِ انًطثٕػح ْٙ انطزق انزٚاظٛح انتٙ تؼتًذ ػهٗ يؼادلاخ 

لاغزاَح ٔ ْايهتٌٕ ٔ انتٙ ْٙ فٙ الاطاص تطٕٚز نمٕاٍَٛ َٕٛتٍ ٔ انتٙ تصٛغ انًظائم انًٛكاَٛكٛح 

ٔ انزٚاظٛح صٛاغح حذٚثح تؤد٘ انٗ كٛفٛح انتؼايم يغ انًظائم ٔ تثظٛػ حهٕنٓا ٔ خاصح يُٓا 

ُا َٕع يٍ الاحذاثٛاخ. ٔ ْذا يا حٕن لأ٘انصؼثح ٔ تًتاس ْذِ انطزق اٚعا تظٕٓنح اطتخذايٓا 

 ٔ انتٙ تتكٌٕ يٍ ارتؼح فصٕل يغ تؼط انتًارٍٚ ٔ الايثهح انًختارج ػزظّ فٙ ْذِ انًطثٕػح

دكتٕراِ -زتياط-نثزَايح نٛظاَض (  )تخصص فٛشٚاء انٗ غهثح انظُح ثاَٛح  تالأطاص انًٕخٓح 

(   ) . 

ء ٔ ففٙ انفصم الأل َتؼزض انٗ يزاخؼح ػايح حٕل الادٔاخ انزٚاظٛح انتٙ َحتاج نٓا فٙ تُا

 صٛاغح انًؼادلاخ ٔ كذنك تذكٛز حٕل يٛكاَٛك انُمطح انًادٚح.

 ايا فٙ انفصم انثاَٙ ٚتؼزف انمارئ انٗ كٛفٛح صٛاغح يؼادلاخ لاغزاَح نهحزكح.

انفصم انثانث ْٕ ايتذاد نهفصم انثاَٙ ٔ َؼزض فّٛ كٛفٛح تطٕر انًٛكاَٛك انتمهٛذ٘ يٍ يُظٕر 

 َح انٗ يُظٕر ْايهتٌٕ.الاغز

انزاتغ ٚتًحٕر حٕل حزكح اندظى انصهة ٔ كٛفٛح حظاب يؤثز انؼطانح ٔ ػلالتّ تانؼشو انفصم 

 انحزكٙ.
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 انفهرس

 

 مقدمة انمطبىعة

 انفصم الاول

 تذكير حىل انميكانيك انتقهيدي

I-1 ٙ1 تذكٛز تانفعاء انشؼاػ 

I-1-1 ٙ1 اندًغ انشؼاػ 

I-1-2 ّ1 اندذاء انظهًٙ ٔ خصائص 

I-1-3  2 انشؼاػٙ ٔ خصائصّاندذاء 

I-1-4  ٙ4 انحظاب انتفاظهٙ انشؼاػ 

I-1-4-1  4 الاشتماق انتاوتذكٛز حٕل 

I-1-4-2  4 الاشتماق اندشئٙتذكٛز حٕل 

I-1-4-3 6 انتذرج 

I-1-4-4 ٌ7 انذٔرا 

I-1-4-5 7 انتفزق 

I-2 ) 8 حزكح َمطح يادٚح ) خظٛى 

I-3 ) 8 تحزٚك َمطح يادٚح ) خظٛى 

I-4 9 ٔ انطالح انؼًم 

I-5 . ٍَظاو يتكٌٕ يN 11 ٛحرخخظٛى ٔانمٕٖ انخا 

I-5-1 .11 تؼارٚف 

I-5-2 .13 تؼارٚف 

I-615 . تؼط انتًارٍٚ انًمتزحح حٕل انفصم الأل 
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 انفصم انثاني

 صياغة لاغرانج

II-1. 17 الاحذاثٛاخ انًؼًًح 

II-2. 19 انتحٕٚم تٍٛ الاحذاثٛاخ 

II-3. 19 انظزػاخ انًؼًًح 

II-4. 19 درخاخ انحزٚح 

II-5 21 احاخ انصغٛزج فٙ الاحذاثٛاخسالا 

II-6 22 انمٕٖ انًؼًًح 

II-7 24 يؼادلاخ لاغزاَح 

II-8 32 تطثٛماخ حٕل اطتخذاو يؼادلاخ لاغزاَح 

II-8-1 ( حزكح خظٛى فٙ حمم انثمانح الأرظٛحg) 32 

II-8-2 "33 حزكح خظٛى يزتٕغ إنٗ انُاتط انًزٌ " انٓشاس انتٕافمٙ انثظٛػ 

II-8-3 35 (     ):  ًٍٛيظأنح حزكح خظ 

II-9 " 38 يثذأ انفؼم الأصغز٘: "حظاب انتغاٚز 

II-11 ٘44 تًارٍٚ يمتزحح حٕل لاغزاَح ٔ يثذا انفؼم الاصغز 

 انفصم انثانث

 صياغة هامهتىن

III-1 .48 زجتالاحذاثٛح انًظت 

III-2 ."48 انذفغ انًؼًى انًٕافك " انؼشو انًٕافك 

III-3 .49 خصائص تؼط تاتغ لاغزاَح الإظافٛح 

III-4 ."ٌٕ51 انًٛكاَٛك انتمهٛذ٘ يٍ يُظٕر " ْايهت 

III-4-1 .ٌٕ51 صٛاغح تاتغ ْايهت 

III-4-2 .52 يؼادلاخ "ْايهتٌٕ" نهحزكح أٔ انًؼادلاخ انمإََٛح 
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III-4-3 .57  انتحٕٚلاخ انمإََٛح ٔانتٕاتغ انًٕنذج 

III-5ٌٕ61 خاكٕتٙ -. يؼادنح ْايهت 

III-663 ٔ يؼتزظاخ تٕاصٌٕ انتٕاتغ  . تطٕر 

III-7 65 . تؼط انتًارٍٚ انًمتزحح حٕل يٛكاَٛك ْايهتٌٕ ٔ انتحٕٚلاخ انمإََٛح 

 انفصم انرابع

 حركة انجسم انصهب

IV-1 69 .انطالح انحزكٛح 

IV-2 ."69 يؤثز انؼطانح "يصفٕفح انؼطانح 

IV-3 ٙ72 تًؤثز ػشو انؼطانح    ⃗⃗ . ػلالح انؼشو انحزك 

IV-4 ٙ73 تًؤثز ػشو انؼطانح    ⃗⃗ . تًارٍٚ يختارج حٕل انؼشو انحزك 
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 انفصم الأول

 تزكيش حول انًيكاَيك انتمهيذي

 

 

I-1  .تزكيش بانفضاء انشعاعي : 

I-1-1 . انشعاعي انجًع : 

 تح١س: ⃗⃗ ،  ⃗ ارا واْ ٌذ٠ٕا اٌشؼاػ١ٓ 

  ⃗  ⃗⃗        ⃗  (

  
  
  
)        ⃗⃗  (

  
  
  

) 

 ٚػ١ٍٗ

 -أ

 ⃗   ⃗⃗  (

     
     
     

) 

 ػذد حم١مٟ: λإرا واْ  -ب

        ⃗  (

   
   
   

) 

I-1-2 . و خصائصه  يسهًان ذاءانج: 

ْ ارا وا
3

R    ⃗  ⃗⃗ :ْفئ 

 ⃗  ⃗⃗                      
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⃗⃗  ⃗                                            أ:   ⃗⃗  ⃗  ‖ ⃗‖‖ ⃗⃗‖   ( ⃗  ⃗⃗) 

⃗⃗⃗                                                  ب: ⃗ ( ⃗⃗   ⃗)   ⃗ ⃗⃗   ⃗ ⃗ 

⃗  ⃗                                                                       ض:    

(⃗⃗  ) ⃗               :                                             د    ⃗  ⃗⃗ 

 :بعض الأيثهت حول انجذاء انسهًي في انًيكاَيك  -ٖ 

⃗⃗⃗⃗  خلاي الأرمــــاي  ⃗ ػًّ لٛج شاترٗ  انعًم: ⃗⃗  

     ⃗   ⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  

 ذىْٛ:  ⃗ ٚعشػرٗ   mاٌطالح اٌحشو١ح ٌعغُ ورٍرٗ  انطالت انحشكيت:

  
 

 
 ‖ ⃗‖  

I-1-3 .و خصائصه  يشعاعان ذاءانج: 

⃗⃗  ⃗ ارا واْ  ⃗  فئْ:        شؼاع. رٗٚل١ّ ⃗  ⃗⃗ ٘ٛ اٌعذاء اٌشؼاػٟ ِٓ ⃗⃗  

 ٚٔىرة:

 ⃗   ⃗⃗  |
 ⃗  ⃗  ⃗⃗
      
      

|  (

         
         
         

) 

 خصائص انجذاء انشعاعي

⃗⃗  ارا وأد اشؼح  -أ  ⃗⃗  ٚحذج ِٚشوثاذٙا وا٢ذٟ: ⃗⃗⃗⃗   ⃗⃗⃗⃗⃗   

  ⃗⃗ ⃗⃗  (
 
 
 
)    ⃗⃗⃗⃗⃗  (

 
 
 
)    ⃗⃗⃗⃗  (

 
 
 
) 

 إرْ: 
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  ⃗⃗ ⃗⃗    ⃗⃗⃗⃗⃗  |
 ⃗  ⃗  ⃗⃗
   
   

|    ⃗⃗    ⃗⃗⃗⃗  

 ٔلاحع دِٚا أْ ٔاذط اٌعذاء اٌشؼاػٟ ٘ٛ شؼاع ٚػّٛدٞ ػٍٝ ولا ِٓ اٌشؼاػ١ٓ أٞ أْ: 

                              ⃗   ⃗   ⃗⃗    ⃗   ( ⃗  ⃗⃗)  

                             ⃗   ⃗⃗     ⃗⃗   ⃗ 

                              ⃗  ( ⃗⃗   ⃗)   ⃗   ⃗⃗   ⃗   ⃗ 

                              ⃗  (  ⃗⃗)    ⃗   ⃗⃗         

                             
 ⃗   ⃗⃗   ⃗⃗

  ِرٛاص٠اْ⃗⃗  ⃗ 
      (

 ⃗⃗    ⃗     

 ⃗   ⃗⃗
) 

                             ‖ ⃗   ⃗⃗‖
 
    ‖ ⃗‖    ‖ ⃗⃗‖

 
 ( ⃗  ⃗⃗)

 
   (ػلالح لاغشأط)  

                              ⃗  ( ⃗⃗   ⃗)  ( ⃗   ⃗⃗)   ⃗  ( ⃗  ⃗  ⃗⃗  ( ⃗  ⃗⃗) ⃗ 

                          ⃗  ( ⃗⃗   ⃗)   ⃗⃗  ( ⃗   ⃗   ⃗  (  ⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ⃗⃗)  (ػلالح ظاوٛتٟ) ⃗⃗  

                           ⃗  ⃗⃗   ⃗   ⃗⃗  ⃗   ⃗    ⃗  ⃗  ( اٌعذاءاٌّخرٍظ) ⃗⃗  

                         ‖ ⃗   ⃗⃗‖  ‖ ⃗‖‖ ⃗⃗‖   ( ⃗  ⃗⃗)    

 .بعض الأيثهت حول انجذاء انشعاعي في انًيكاَيك* 11

  واٌراٌٟ ⃗  فأٗ ٠ٍّه و١ّح حشوح ⃗ عشػرٗ  ٚ m ارا واْ اٌعغُ ورٍرٗ  انعزو انحشكي:

 ⃗    ⃗ 

 ٠ؼشف وا٢ذٟ:   )تإٌغثح ٌٍّشوض  ⃗ أِا ػضَ و١ّح اٌحشوح 

 ⃗⃗     ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗   ⃗ 
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 ⃗⃗     ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗    ⃗ 

 ⃗⃗    (  ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗   ⃗) 

) أظش اٌشىً ( فئْ ػضَ ٘زٖ  Mلٛج شاترٗ ذؤشش ػٍٝ اٌعغُ فٟ إٌمطح  ⃗ إرا وأد  : عزو لوة

 اٌمٛج ٠ىْٛ: 

 

 

 

 ⃗⃗⃗    ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗   ⃗ 

I-1-4 .: انحساب انتفاضهي انشعاعي 

I-1-4-1 .تــزكيش حول الاشتـــماق انتــــــاو: 

 :وا٢ذِٟؼشفح  fٌرىٓ اٌذاٌح 

      

 ػٍٝ إٌحٛ ا٢ذٟ:  ٠ٚfىْٛ ِشرك اٌذاٌح  xٚلاتٍح ٌلاشرماق ػٕذ إٌمطح  xراخ اٌّرغ١ش اٌٛح١ذ 

  (      
    

 (       (  

  
 

 لاتٍح ٌلاشرماق ارا وأد لاتٍح ٌلاشرماق ػٍٝ وً ٔمطح ِٓ ِعاي ذؼش٠فٙا ٚٔىرة  fٚٔمٛي اْ اٌذاٌح 

  (   
  

  
 

I-1-4-2 . الاشتماق انجزئي:تــزكيش حول 

 ِؼشفح وا٢ذٟ:  fٌرىٓ اٌذاٌح 
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(          

    

 (           (      

  
 
  (      

  
 

 ٚتٕفظ اٌطش٠مح ٔحظً ػٍٝ أْ:

  (      

  
     

  (      

  
 

  (      

  
 
  (      

  
 

 :إِْٚٗ ٔعذ فٟ الأخ١ش 

  (       
  

  
   

  

  
   

  

  
     (     

 يثال: 

              )     : ٌــــ  اٌعضئ١حشرماخ ٌّاحغة ا

{
  
 

  
 
  

  
   (             (        

  

  
  (                                                          

  

  
                                                               

 

 شؼاػ١ح تذلا ِٓ داٌح ع١ٍّح : أٞ ٔىرة داٌح  f ٔفظ اٌّلاحظح ارا وأد

 ⃗⃗⃗   ⃗⃗⃗(         ⃗⃗⃗(       
  ⃗⃗⃗

  
   
  ⃗⃗⃗

  
   

  ⃗⃗⃗

  
     (     

 اٌعضئ١ح ٌٍشؼاع  ح١س: شرماخٌّا: أحغة يثال

 ⃗   ⃗(           ⃗     ⃗      ⃗⃗ 
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{
  
 

  
 
  ⃗

  
   ⃗     ⃗⃗                                                

  ⃗

  
    ⃗    ⃗                                                   

  ⃗

  
     ⃗    ⃗                                                       

 

I-1-4-3 .انتذسج: 

  ِؼشفح والاذٟ:  fٌرىٓ اٌذاٌح 

       

⃗⃗⃗⃗     ـــت fٚلاتٍح ٌلاشرماق ػٍٝ ِعاي ذؼش٠فٙا ، ٔشِض ٌرذسض ٘زٖ اٌذاٌح  ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ٚ٘ٛ شؼاع ٠ؼشف   ⃗

 وّا ٠ٍٟ :

    ⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗  

(

 
 
 
 

  

  
  

  
  

  )

 
 
 
 

 

 : خصائص انتذسج -أ(

 ِؼشفر١ٓ وّا ٠ٍٟ: g   ٚ fارا وأد اٌذاٌر١ٓ

          

 ٚلاتٍراْ ٌلاشرماق ػٍٝ ِعاي ذؼش٠فٙا فاْ:

1) 

    ⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗(         ⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗      ⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗  

2) 

    ⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗(     (    ⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ )       ⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗  
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 :     )( ٌذ٠ٕا ِٓ اٌّؼادٌح 3

   
  

  
   
  

  
   
  

  
  

                                        (
  

  
 ⃗  
  

  
 ⃗  
  

  
  ⃗⃗⃗ ⃗) (   ⃗     ⃗     ⃗⃗)

 

       ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗     ⃗⃗    (     

I-1-4-4 .ٌانذوسا: 

ٚاٌماتً ٌلاشرماق ػٍٝ ِعاي ذؼش٠فٗ تاٌشىً       اٌّؼشف ِٓ  ⃗⃗ ٔؼشف دٚساْ شؼاع 

 اٌراٌٟ: 

   ⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  |
|

 ⃗  ⃗  ⃗⃗
 

  

 

  

 

  
      

|
|  

(

 
 
 
 

   
  
 
   
  

   
  
 
   
  

   
  
 
   
  )

 
 
 
 

 

⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗   : خصائص انذوساٌ ⃗⃗ ⃗⃗ 

1-                                ⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗(    ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ )   ⃗⃗                  

2-  ⃗⃗      ⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗     ⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗   ⃗⃗                                     

I-1-4-5 .انتفشق: 

 ٚلاتً ٌلاشرماق ػٍٝ ِعاي ذؼش٠فٗ تاٌشىً اٌراٌٟ:       اٌّؼشف ِٓ  ⃗⃗ ٔؼشف ذفشق شؼاع 

    ⃗⃗   ⃗⃗⃗  ⃗⃗  
   
  
 
   
  
 
   
  

 

 divخظائض اٌرفشق 

   (   ⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗)    



RAHAL Achour

8 
 

I-2 .)حشكت َمطت ياديت ) جسيى: 

 

 

 

 

 :تعاسيف

 ُورٍح اٌعغ١i  :mi 

  ُشؼاع ِٛضغ " ٚضؼ١ح " ٌٍعغ١  ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗    ⃗⃗⃗  

  ُعشػح اٌعغ١i              ⃗⃗  
  ⃗ 

  
 

  ُو١ّح اٌحشوح ٌٍعغ١i        ⃗     ⃗⃗        

  ُذغاسع اٌعغ١i              ⃗  
  ⃗⃗ 

  
     

 ٌؼضَ اٌحشوٟ ٌٍعغ١ُ اi  تإٌغثح اٌٝ ٔمطحA ــــِٓ اٌفضاء ٠ؼشف ت : 

 
 ⁄
⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗
   ⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  ⃗   ⃗  

I-3 .َمطت ياديت ) جسيى( كيحشت: 

حش٠ه أٚ تّا عاعٟ ٌٍرْٛ الأٌذساعح ذطٛس ٔظاَ ِرىْٛ ِٓ ظغ١ُ اٚ ػذج ظغ١ّاخ تششط اعرؼّاي اٌمأ

  ١ٕٛذٓ ٚاٌزٞ ٠ٕض أْ :لأْٛ اٌصأٟ ٠ٌغّٝ 

 ⃗  
   ⃗⃗⃗ ⃗

  
 
    ⃗⃗ 
  

 

  فئْ: لا ذرؼٍك تاٌضِٓ    ٚػِّٛا ارا وأد ورٍح اٌعغ١ُ 

 ⃗    
  ⃗⃗ 
  
    ⃗  
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 :َظشيت انعزو انحشكي

 ػضَ اٌمٜٛ اٌخاسظ١ح ٘ٛ ِشرك اٌؼضَ اٌحشوٟ تإٌغثح ٌٍضِٓ.

⃗⃗                ا  اٌثش٘اْ : ٌذ٠ٓ   ⃗   ⃗          ⃗    ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗  

  ⃗⃗

  
 
 

  
( ⃗   ⃗  

  ⃗⃗

  
  ̇⃗   ⃗   ⃗  

  ⃗

  
             

  ⃗

  
  ⃗     

  ⃗⃗

  
  ̇⃗   ⃗   ⃗   ⃗                

  ⃗

  
  ⃗    

  ⃗⃗

  
  ⃗ ⃗̇     لأْ          ⃗     ⃗   ⃗⃗ 

 .ٚ٘ٛ ػضَ لٛج خاسظ١ح فؼلا

 : تطبيك

 ٠ىْٛ شاتد صِٕٟ؟ ⃗⃗ فأْ اٌؼضَ اٌحشوٟ  لٛج ِشوض٠ح    ⃗ د ارا وأتش٘ٓ أٗ 

 ⃗     ⃗ تّؼٕٝ اٌمٛج اٌّشوض٠ح    ⃗  : اٌثش٘اْ

⃗     ⃗             ٠ىْٛ         ⃗   ⃗     ⃗⃗          
  ⃗⃗

  
  ⃗⃗ 

 .شاتد صِٕٟ ⃗⃗  أٞ

I-4 .انعًم وانطالت : 

 ٠ؼشف وّا ٠ٍٟ: 2ٚ  1ػٍٝ طٛي اٌّغاس ِٓ ت١ٓ ٔمطر١ٓ     ⃗ اٌؼًّ ٌٍمٛج اٌخاسظ١ح 

     ∫  ⃗
       ⃗⃗⃗           ⃗    

  ⃗

  
  
  ⃗⃗

  
 

 

 

 



RAHAL Achour

11 
 

     ∫ 
  ⃗⃗

  
    ⃗⃗⃗         

 

 

 

     ∫  ⃗⃗   ⃗⃗         

 

 

 

     
 

 
∫   ⃗⃗   ⃗⃗  

 

 
(  
    

  
 

 

 

 : ٌىٓ اٌطالح اٌحشو١ح

   

 
   

 إرْ: 

           

 ٠ٍٟ: اٚ وإِح ٠ّىٕٕا ط١اغح ِا  ِشرمح ِٓ وّْٛ     ⃗ *فٟ حاٌح ارا وأد اٌمٛج 

 ⃗      ⃗⃗⃗  

     ∫  ⃗
       ⃗⃗⃗         

 

 

 

  ∫  ⃗⃗⃗     ⃗⃗⃗         

 

 

 

⃗    ⃗⃗⃗ ٌذ٠ٕا:      )ِٓ اٌّؼادٌح      

 ٚػ١ٍٗ       

      ∫           

 

 

  [ ] 
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            إرْ:                                   

            

 ٔغرٕرط أْ اٌطالح ا١ٌّىا١ٔى١ح ِحفٛظح   E=T+Vتٛاعطح ا١ٌّىا١ٔى١ح إرا ػشفٕا اٌطالح 

      

 ِشرمح ِٓ وّْٛ أٚ طالح وإِح ٚذغّٝ ٘زٖ اٌخاط١ح تٕظش٠ح اٌطالح ا١ٌّىأى١ح . ⃗ فٟ حاٌح اٌمٛج 

I-5 . ٍَظاو يتكوٌ يN يتسججسيى وانموى انخا: 

 

 

 

 

 

I-5-1 .ٌعٍّح إٌماط اٌّاد٠ح       :  تعاسيف             

 ِٓ أظً ظغ١ُ   ⃗⃗     ⃗ و١ّح اٌحشوح ٌعٍّح إٌماط ذىْٛ :  و١ّح اٌحشوح ( أ

 ⃗(   ∑ ⃗ 

 

   

(   ∑  

 

   

  ⃗⃗⃗(   

 ⃗⃗ اٌؼضَ اٌحشوٟ      ( ب
 ⁄
   ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗  ِٓ أظً ظغ١ُ    ⃗  

 ⃗⃗       ِٓ أظً  ظغ١ُ 
 ⁄
 ∑ ⃗⃗ 

 ⁄

 

   

 ∑  ⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  ⃗   ⃗ 

 

   

 

 ِشوض اٌؼطاٌح " ِشوض اٌىرً"  ( خ
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تإٌغثح إٌٝ ٔمطح ِٓ          )ٌعٍّح ِٓ ٔماط ِاد٠ح     ) ٠ؼشف ِشوض اٌؼطاٌح

 : ب   )اٌفضاء 

  ⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  
∑     ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗
 
   

∑   
 
   

 

 ِلاحظح: 

     ٌذ٠ٕا

(∑  

 

   

)  ⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  ∑    ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗

 

   

      

 تإٌغثح ٌٍضِٓ ٔعذ:  ٔذخً الاشرماق ػٍٝ طشفٟ اٌّؼادٌح فٟ 

(∑  

 

   

)  ⃗⃗  ∑   ⃗⃗ 

 

   

      

 عشػح ِشوض اٌؼطاٌح )عشػح ِشوض اٌىرً(  ⃗⃗ ح١س 

 ٔعذ:  ٔذخً الاشرماق ِشج اخشٜ ػٍٝ اٌّؼادٌح 

(∑  

 

   

)  ⃗  ∑   ⃗ 

 

   

 

(∑  

 

   

)  ⃗  ∑  ⃗⃗⃗
   

 

   

  ⃗    

  ⃗   ⃗
    

 :َظشيت  

ٚخاضؼح ٌٍمٛج خاسظ١ح  Mٔمطح ِاد٠ح ورٍرٙا اٌى١ٍح أٔٗ وٚ ٠رظشف  Gِشوض اٌؼطاٌح " اٌىرٍح" 

  iِغا٠ٚح ٌٍّعّٛع اٌمٜٛ اٌّؤششج ػٍٝ وً ظغ١ُ 
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I-5-2 .ذؼاس٠ف ٌعٍّح ٔماط ِغرّشج " غ١ش ِٕر١ٙح" " ظغُ طٍة"   :  تعاسيف     

             و١ّح اٌحشوح ( أ

                  ⃗(   ∫  (   ⃗⃗(   

 فئْ  Mٟ٘ وصافح اٌّادج اٌحع١ّح )اٌىرٍح اٌحع١ّح ( ػٕذ اٌّٛضغ    )ρارا وأد 

ρ(   
  (  

  (  
   (     (     

 ُ اٌؼٕظشٞ ٚٔىرة: حع٘ٛ اٌ    )  

 ⃗(   ∫( (      ⃗⃗(   

 :اٌؼضَ اٌحشوٟ ( ب

 ⃗⃗   ∫  ⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗  (   ⃗⃗(  )

 ⃗⃗   ∫(  ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗   ⃗⃗(  ) (    
 

 غ١ش ِٕر١ٙح :ٔماط ِشوض ػطاٌح ٌعٍّح  ( خ

  ⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  
∫     ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗

∫   
 
∫ (    ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗  

∫  (    
 

 اٌطالح اٌحشو١ح   ( ز

 (: 0)اٌطالح اٌحشو١ح ٌٕظاَ ِغرّش )ظغُ طٍة ( تإٌغثح ٌّثذأ الاحذاش١اخ 

 
 ⁄  
 

 
∫   ⃗⃗ 

 
 

 
∫( (      ⃗⃗ 
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 تًاسيٍ ًَورجيت:

 اٌّٛاضغ ا٢ذ١ح :  tذشرغً ػٕذ اٌٍحظح          شلاز ٔمظ  : 1ث

{
    

  ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗   
  ⃗    ⃗    ⃗⃗

 

{
    

  ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗   ⃗    
  ⃗     ⃗⃗

 

{
    

  ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗     ⃗    
  ⃗   ⃗⃗

 

⃗⃗⃗⃗  ،    ⃗⃗ ،    )⃗ اٌّطٍٛب : أحغة وً ِٓ   ِشوض اٌؼطاٌح . ⃗⃗

 : 2ث

ٔظف وشج لطش٘ا  ذذٚس حٛي اٌّحٛس  تغشػح صا٠ٚح شاترٗ  اٌّطٍٛب حغاب اٌّماد٠ش اٌرا١ٌح: 

 ⃗(    ، ⃗⃗    ،  ⃗⃗⃗⃗  ِشوض اٌؼطاٌح. ⃗⃗
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I-6. :بعض انتًاسيٍ انًمتشحت حول انفصم الاول 

 انتًشيٍ الأول :

 شؼاػاْ: تش٘ٓ اٌّؼادلاخ اٌرا١ٌح؟ a  ٚbداٌح ع١ٍّح،  Ψٌرىٓ 

 

 

 

 انتًشيٍ انثاَي : 

خاضؼح       )ٚإحذاش١اذٙا          )ذرحشن فٟ اٌّؼٍُ   ورٍرٙا   ٌرىٓ ٔمطح ِاد٠ح 

 ِشوثاذٙا اٌىاسذ١ض٠ح وا٢ذٟ :  ٌمٛج 

{

                       
               

              
 

 شٛا٠د.      ح١س 

 .       ) ِشرمح ِٓ طالح وإِح   أرا وأد اٌمٛج   حذد اٌصاتد  -(1

 .       ) أػظ ػثاسج اٌطالح اٌىإِح -(2

 : ثانثانتًشيٍ ان

⃗⃗⃗⃗⃗⃗  أحغة ِشوض اٌؼطاٌح     )ورٍرٗ ِٛصػح عطح١ا تأرظاَ     )ٌٕظف لشص لطشٖ    )

 ؟١س اٌىرٍح اٌغطح١ح شاترحح

 :  شابعانتًشيٍ ان
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ورٍرٗ ِٛصػح عطح١ا  OZٌذفح ِغرط١ٍح ذذٚس حٛي اٌّحٛس     )⃗⃗ ٚ    )⃗⃗⃗  أحغة ولا ِٓ

 ؟ح١س اٌىرٍح اٌغطح١ح شاترح (σ)تأرظاَ 

 : خايشانتًشيٍ ان

⃗⃗⃗⃗⃗⃗  أحغة ِشوض اٌؼطاٌح   ٌذفح ػٍٝ شىً ِصٍس ِرغاٚٞ   )

 : (σ)؛ ورٍرٗ ِٛصػح عطح١ا تأرظاَ  (a)الأضلاع طٛي ظٍؼٗ  

 ح١س اٌىرٍح اٌغطح١ح شاترح .

 :  سادسانتًشيٍ ان

  (R)ٌلأعطٛأح ِغرط١ٍح ٔظف لطش٘ا  L(t)؛  P(t)أحغة ولا ِٓ 

 : (ρ)أٔظش اٌشىً ؛ ورٍرٗ ِٛصػح حع١ّا تأرظاَ  OZذذٚس حٛي اٌّحٛس 

 اٌىرٍح اٌحع١ّح شاترح .ح١س 

 : سابعانتًشيٍ ان

؛ خلاي حشورٗ ٠ظٕغ ( l )ٚطٛي خ١طٗ  (m)ٌذ٠ٕا ٔٛاط تغ١ظ ورٍرٗ  

 ِغ اٌشالٛي (θ)اٌضا٠ٚح 

 )أظش اٌشىً اٌّماتً(. حذد ولا ِٓ :

 شؼاع اٌّٛضغOM؟ 

 شؼاع و١ّح اٌحشوح( )P t؟ 

  َاٌحشوٟشؼاع اٌؼض( )L t؟ 

 طث١ؼح اٌحشوح؟ 

 :  ثايٍانتًشيٍ ان

)؛  OGأحغة ولا ِٓ  )L t  ٌٕظف أعطٛأح ِغرط١ٍح ٔظف لطش٘ا(R)  اسذفاػٙا ٚ(h) 

 : (ρ)تأرظاَ  ِٛصػح حع١ّا اورٍرٙ  OZذذٚس حٛي اٌّحٛس 
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 الفصل الثاًٍ

 صُاغت لاغراًج

 

II-1.   الاحذاثُاث الوعووت:   

ٚصفٗ" ٚصفا واِلا تثلاثح اٌفعاء ) اٌفشاؽ( ٠ّىٓ ذؼ١١ثٗ " فٟ iٌمذ سأ٠ٕا أْ ِٛظغ اٌدغ١ُ سلُ 

أٚ وش٠ٚح   (     )أٚ الاعرٛا١ٔح  (     )احذاث١اخ ٚلذ ذىْٛ ٘زٖ الاحذاث١اخ واسذ١ض٠ح 

حغة اٌدغُ اٌّذسٚط ٚٔحراج إٌٝ احذاث١١ٓ فمػ إرا واْ الاحذاث١اخ ُ الاخر١اس ٠رٚ  (     )

اٌدغ١ُ ِم١ذ اٌحشوح فٟ ِغرٛ أٚعػ ت١ّٕا إرا واْ اٌدغ١ُ ٠رحشن ػٍٝ خػ أٚ ِٕحٕٝ ٔحراج إٌٝ 

 ٚاحذ.احذاثٟ 

 خصائص الاحذاث١اخ اٌّؼّّح 

 ١ٌظ تاٌعشٚسج واسذ١ض٠ح  7

 ٠دة أْ ذىْٛ ِغرمٍح  2

 ٠دة أْ ذىْٛ واٍِح  3

 Holonomieإٌظاَ ٠دة أْ ٠ىْٛ ٌِٟ٘ٛٛٔٛ  4

 ِغرمً : ػٕذِا ٔثثد وً احذاث١ا ذغرّش اٌحشوح فٟ الاحذاثٟ اٌّداٌٟ " اٌح١ض" 5

 واًِ : لادس ػٍٝ ذحذ٠ذ ِىاْ وً الاخضاء فٟ خ١ّغ الأٚلاخ  6

 الأِثٍح 

 ٔٛاط تغ١ػ  7

 

 

 

 

𝑙 

θ 
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  ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗     ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  (   )          

     ( )       ( )   

  ( )    ( )   

  ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗     ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ( ) 

 ؟  ط: ِارا ٔمٛي ػٓ الاحذاث١ح 

 أٙا ذٍؼة دٚس احذاث١ح ِؼّّح.  ج: ٔمٛي ػٓ الاحذاث١ح 

 ِضدٚج ٔٛاط تغ١ػ  2

 

 

 

 

  ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗      ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗   (     )            

 [     (  )       (  )]   [     (  )       (  )]   

   (     )     (     )   

  ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗      ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗   (     ) 

 ؟       ِارا ٔمٛي ػٓ الاحذاث١ر١ٓ ط:

 .ر١ِٓؼّّ احذاث١ر١ٓدٚس  اا ذٍؼثّأٙ       الاحذاث١ر١ٓج: ٔمٛي ػٓ 

ِٓ الاحذاث١اخ ٌرؼ١١ٓ ِٛاظغ  N3خغ١ُ ٔحراج إٌٝ  Nى١ح ِرىٛٔح ِٓ ١فٟ حاٌح ِٕظِٛح ١ِىأ

ٚاٌرٟ ذغّٝ الاحذاث١اخ اٌّؼّّح ٚٔشِض ٌٙزٖ  اٌدغ١ّاخ فٟ ٚلد ٚاحذ تصٛسج واٍِح.خ١ّغ 

 صا٠ٚح أٚ ِغافح .   ٚلذ ذىْٛ الاحذاثٟ            الاحذاث١اخ تاٌشِٛص 

 

𝑙  

𝑙  

𝜃  

𝜃  
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 II-2.  التحىَل بُي الاحذاثُاث:   

 Nى١ح ِىٛٔح ِٓ ١فٟ ِدّٛػح ١ِىأ  i٘ٛ شؼاع اٌّٛظغ ٌٍدغ١ُ سلُ     فٟ حاٌح ِا ارا واْ ٌذ٠ٕا 

 ٠ٍٟ:  ف١ّىٓ وراتح ِا ِٓ اٌدغ١ّاخ ) إٌماغ اٌّاد٠ح(.

                 ⃗      

فئْ اٌرح٠ًٛ ت١ٓ الاحذاث١اخ اٌىاسذض٠ح            :  ـــــاٌّؼّّح ت ٌلإحذاث١اخٚ إرا سِضٔا 

 ٚاٌّؼّّح ٠ىْٛ واٌراٌٟ:

{

     (            )

     (            )

     (            )
     

 ٔدذ: 7فٟ  2ٔؼٛض 

       (            )     

 ػٍٝ اٌشىً  3ٚأوثش اخرصاس ذىْٛ 

       (    )                

II-3.  الطرعاث الوعووت:   

ٚ ػذد٘ا ٠غاٚٞ ػذد  اٌّؼّّح ٌلإحذاث١اخاٌغشػاخ اٌّؼّّح ٟ٘ اٌّؼذلاخ "اٌّشرماخ" اٌض١ِٕح 

 ٚ ذغاٚٞ ا٠عا ػذد دسخاخ اٌحش٠ح أٞ اْ : اٌّؼّّح لإحذاث١اخا

 ̇   ̇     ̇            

    ̇  
   
  

           

II-4.   درجاث الحرَت:   

اٌرفاظ١ٍح( اٌّغرمٍح ٚ اٌرٟ ذرفك ِغ اٌم١ٛد اٌّفشٚظح  ٟ٘ ػذد الاصاحاخ الافرشاظ١ح )الاصاحاخ

 ) احذاث١اخ ِغرمٍح ( اٌلاصِح ٌرحذ٠ذ ِٛظغ اٌدغُ. اٌّؼّّح اٚ ٟ٘ ػذد الإحذاث١اخ
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  ) أظش اٌشىً ( ِم١ذ٠ٓ ١ّٓفّثلا فٟ حاٌح خغ

 

 

 

 

 6تذلا ِٓ  4دسخح اٌحش٠ح ػذد٘ا 

أٞ                 
         

  ( )     
 

 أخش: ٔٛاط تغ١ػِثاي 

  

 

 

 

 ٠رحشن فٟ اٌفعاء. فّا ٟ٘ دسخح حش٠ح إٌٛاط اٌثغ١ػ

         ػذد الاحذاث١اخ اٌّؼّّح      

 ٌٚىٓ ٠ٛخذ ل١ذ ٚاحذ ٚػ١ٍٗ:

               

 Lذّغح عطح وشج ٔصف لطش٘ا  Mلأْ خلاي حشوح إٌمطح  (   )ا اٌضا٠ٚر١ٓ اٌىش٠ٚح ّٚ٘

 اط.غٛي إٌٛ

 ٚوخلاصح ػاِح: 

 ـــت (        )خاخ اٌحشو١ح دس٠ؼشف ػذد 

            (   ) 
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 ح١ث 

 nٌٙاٌرٟ ذشتػ الاحذاث١اخ اٌش٠اظ١ح ١ٌِٛٔٛٛح ٟٚ٘ ػثاسج ػٓ ِدّٛػح اٌؼلالاخ : ػذد اٌم١ٛد ا

 أٞ:    tاٌّؼّّح ٚاٌضِٓ 

  
 (            ) 

m ٌٛٛ٘ اٌرٟ ذشتػ اٌش٠اظ١ح ١ِح ٟٚ٘ ػثاسج ػٓ ِدّٛػح اٌؼلالاخ ٔٛ: ػذد اٌم١ٛد اٌغ١ش

 أٞ: tالاحذاث١اخ اٌّؼّّح ٚاٌغشػاخ اٌّؼّّح ٚاٌضِٓ 

  
 (             ̇   ̇     ̇  ) 

II-5  احاث الصغُرة فٍ الاحذاثُاثزالا:   

 :" فئْ i٘ٛ شؼاع اٌّٛظغ ٌٍدغ١ُ "     إرا واْ 

   (        )     (            ) 

{

     (          )

     (          )

     (          )
 

{
  
 

  
     

   
   

    
   
   

        
   
   

             

    
   
   

    
   
   

        
   
   

             

    
   
   

    
   
   

        
   
   

             

 

             ⃗   

     
    
   

     
    
   

       
    
   

        

  ⃗   ∑
  ⃗  
   

    

 

   

   (    ) 
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تإٌغثح      ـــٟ٘ ِدّٛع اٌّشرماخ اٌدضئ١ح ٌ     ٚاظح أْ الاصاحح فٟ شؼاع اٌّٛظغ 

 .  اٌّؼّّح  ٌلإحذاث١اخٚٚاظح ا٠عا أْ اٌّشرماخ اٌدضئ١ح ٟ٘ دٚاي  ٌلاحذاث١اخ اٌّؼّّح .

 فّثلا: 

       (        )    
               

     ⃗  

 : (    )       ٚػِّٛا ارا واْ

 فئْ: 

  ⃗   ∑
  ⃗  
   

     
  ⃗  
  

   

 

   

    

 II-6  القىي الوعووت:   

 

 

 

 

 

 

٠ىْٛ    δفئٕٔا ٔؼٍُ أْ اٌؼًّ اٌّثزٚي    ٚذحد ذأث١ش لٛج      احح صذحد ذأث١ش ا iارا ٚلغ خغ١ُ 

 :δ            

 خغ١ُ واٌراٌٟ:  Nى١ح ِرىٛٔح ِٓ ١ٚاٌؼلالح اٌغاتمح ذصثح وزٌه ٌّدّٛػح ١ِىأ

δ  ∑ δ  

 

   

 ∑        
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 :(    ) اٌؼثاسجٌٚذ٠ٕا 

     ∑
    
   

    

 

   

 

 ٔدذ: 7فٟ     ٔؼٛض ػٓ 

δ  ∑    ∑
    
   

    

 

   

 

   

 

δ  ∑∑   

 

   

 

 

   

    
   

     

 ∑(∑   

 

   

 
    
   

)

 

   

     

 ∑     

 

   

 

 ح١ث: 

   ∑ ⃗⃗   

 

   

  ⃗  
   

   (    ) 

     ٌلإحذاثٟتاٌمٛج اٌّؼّّح اٌّشافمح  (    )اٌّؼشفح تاٌؼثاسج    ٔغّٟ اٌى١ّح 

 اٌحشوح ػٍٝ ِغرٛ ِائًِثاي ذطث١مٟ: 
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 اٌٙذف: ٘ٛ ا٠داد اٌمٜٛ اٌّؼّّح تطش٠مر١ٓ:

 :1ط

   (      )   (        )   

                        

δ       ⃗⃗⃗⃗  

δ  [(      )   (        )  ]     

δ  (      )                  

 :2ط

       
    
  

 (
      

        
) (

 
 
)         

II-7   هعادلاث لاغراًج:   

تئِىإٔا اشرماق ِؼادلاخ لاغشأح تؼذج غشق ِٕٙا اٌمأْٛ اٌثأٟ ١ٌٕٛذٓ أٚ ِثذأ اٌفؼً الأصغشٞ، 

ِثذأ اٌفؼً وطش٠مح اٌٚٝ ثُ ٔأذٟ ػٍٝ غش٠مح  اٌفصً اٌمأْٛ اٌثأٟ ١ٌٕٛذٓٚعٛف ٔغرخذَ فٟ ٘زا 

ٌٚىٓ ػ١ٍّح تٕاء ِؼادلاخ لاغشأح ذحراج إٌٝ تؼط اٌّؼادلاخ اٌش٠اظ١ح ٚخاصح  .الأصغشٞ

 ِٕٙا اٌمٜٛ اٌّؼّّح ٚاٌطالح اٌحشو١ح .

 اٌؼلالح الأٌٚٝ: 

  ⃗̇  
  ̇ 

 
  ⃗  
   

   (    ) 

 اٌثش٘اْ: 

      (    )    (  )     

 ̇   
    
  

 
 

  
      

 

  
∑

    
   

    

 

   

 



RAHAL Achour

25 
 

 ∑
    
   

  ̇      

 

   

 

 ٔدذ:   ̇ تإٌغثح إٌٝ اٌغشػح اٌّؼّّح   اٌّؼادٌح  ٌطشفٟتالاشرماق اٌدضئٟ ٔمَٛ 

  ̇  
  ̇ 

 
 

  ̇ 
(∑

    
   

  ̇ 

 

   

)

 
 

  ̇ 
(
    
   

  ̇  
    
   

  ̇    
    
   

  ̇    
    
   

  ̇ )

 
    
   

 

 اٌؼلالح اٌثا١ٔح:

 

  
(
  ⃗  
   

)  
  ⃗̇  
   

    (    ) 

أْ  II-5اٌثش٘اْ : ٌذ٠ٕا ِٓ اٌفمشج 
    

   
 دٚاي فٟ الاحذاذث١اخ اٌّؼّّح:  

    
   

  (  ) 

  (
    
   

)  ∑
 

   
(
    
   

)    

 

   

 ∑
 

   
(
    
   

)    

 

   

 

 
 

  
(
    
   

)  ∑
 

   
(
    
   

)  ̇  

 

   

 
 

   
∑(

    
   

)  ̇  

 

   

 

   
( ̇  )  

  ̇  
   

 ٚ٘ٛ اٌّطٍٛب  
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 اٌدضئٟ .اٌرفاظً  ِلاحظح: تصفح ػاِح ٠ّىٕٕا ذثذ٠ً ِٛظؼٟ اٌرفاظً اٌىٍٟ ٚ

 

  
(
  

  
)  

 

  
(
  

  
) 

 اٌؼلالح اٌثاٌثح: 

{
 
 

 
    
   

    ⃗̇   (
  ⃗̇  
   

)         (    )

   
  ̇ 

    ⃗̇   (
  ⃗  
   

)         (    )

 

 اٌثش٘اْ: 

 ٌذ٠ٕا

 )     
 

 
  [ ⃗  ]

 
 
 

 
  [ ̇  ]

 
 

   
   

    ̇  
    
   

ّطٍٛباٌ      ٛ٘ٚ 
 

 )    
   
  ̇ 

     ̇  
  ̇  
   

    ̇  
    
   

 

 ِؼادٌح لاغشأح:

( ٚورٍرٗ i) رٚ اٌشذثحخغ١ُ ٔأخز اٌدغ١ُ  Nى١ح ١ٌِٛٔٛٛ٘ح ِىٛٔح ِٓ ١إرا واْ ٌذ٠ٕا ِدّٛػح ١ِىأ

(  ػٕذ i٘ٛ شؼاع اٌّٛظغ ٌٍدغ١ُ )    ، فئرا واْ     ٚذؤثش ػ١ٍٗ لٛج    ٚاحذاث١اذٗ اٌّؼّّح    

 لأْٛ ١ٔٛذٓ اٌثأٟ ذىْٛ ِؼادٌح اٌحشوح وا٢ذٟ: ِٓ فئْ  tاٌٍحظح 

       ̈   

تعشب غشفٟ اٌّؼادٌح الأخ١شج فٟ اٌحذ 
   

   
 ٔحصً ػٍٝ : 

    
    
   

    ̈   
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  ̇ ػٍٝ اٌحذ   الاشرماقإرا اخش٠ٕا 
    

   
 ٔحصً:   (    )  اٌؼلالحَ اعرخذِغ ا تإٌغثح ٌٍضِٓ 

 

  
( ̇  

    
   

)   ̈  
    
   

  ̇  
 

  
(
    
   

)

  ̈  
    
   

  ̇  
  ̇  
   

 

  ̈  
    
   

 
 

  
( ̇  

    
   

)   ̇  
  ̇  
   

        

 ٔحصً ػٍٝ:    فٟ    تعشب غشفٟ اٌّؼادٌح 

   ̈  
    
   

 
 

  
(   ̇  

    
   

)     ̇  
  ̇  
   

 

 ٔدذ: (    )ٚ  (    )اٌؼلالر١ٓ  تاعرخذاَ

   ⃗̈  
  ⃗  
   

 
 

  
(
   
  ̇ 

)  
   
   

      (    ) 

خغ١ُ ف١ىفٟ اٌدّغ  N( أِا تإٌغثح ٌٍٕظاَ ٠حرٛٞ iِحممح ِٓ أخً خغ١ُ ) (    )اٌّؼادٌح 

 Nػٍٝ 

 أٞ : 

∑    ̈  
    
   

 

   

 ∑
 

  
(
   
  ̇ 

)

 

   

 ∑
   
   

 

   

 
 

  
(

 

  ̇ 
(∑  

 

   

)  
 

   
(∑  

 

   

))

 
 

  
(
  

  ̇ 
)  

  

   
        

 

 اٞ اْ:
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(
  

  ̇ 
)  

  

   
             (    ) 

 اٌمٜٛ اٌّؼّّح ٟ٘    ٚٔزوش : 

   ∑   

 

   

 
    
   

 

إرا وأد ٘زٖ اٌمٜٛ خضء ِٕٙا ِشرك  ( i)ح اٌمٜٛ اٌّفشٚظح ػٍٝ اٌدغ١ُ صٍٟ٘ ِح    ح١ث : 

   ِٓ وّْٛ ) غالح وإِح ( تشِض ٌٙا ب 
 

   ٚاٌدضء ا٢خش ٠ىْٛ لٜٛ احرىان ٔشِض ٌٙا ب  
 

 

 ٚػ١ٍٗ ٠ّىٕٕا أْ ٔىرة :

       
 
    

 
 

 ٔحصً ػٍٝ:    فٟ ػثاسج     ٔؼٛض ػٍٝ 

   ∑(   
 
    

 
)
    
   

 

   

                   ∑   
 
 
    
   

 

   

 ∑   
 
 
    
   

 

   

   
    

            

 

 ح١ث: 

  
  ∑   

 
 
    
   

 

   

∑  ⃗⃗   
    
   

 

   

         ⃗⃗   
  

    

  ∑
  

    
 
    
   

 

   

  
  

   

 

 دِٚا لا ذرؼٍك تاٌغشػاخ اٌّؼّّح؛ أٞ اْ : ىّْٛ ) غالح وإِح (ٚ وزٌه اٌ



RAHAL Achour

29 
 

  

  ̇ 
    

 

  
(
  

  ̇ 
)    

 :ِٕٗٚ 

   *
 

  
(
  

  ̇ 
)  

  

   
+    

  

 فٟ شىٍٙا الأخ١ش  (    )ٚ أخ١شا ذصثح اٌّؼادٌح 

 

  
(
  

  ̇ 
)  

  

   
 

 

  
(
  

  ̇ 
)  

  

   
   

  

 

  
(
  

  ̇ 
 
  

  ̇ 
)  (

  

   
 
  

   
)    

  

 

  
(
 

  ̇ 
(   ))  

 

   
(   )    

  

 :أٞ ٠Lشِض ٌٗ ب :     ح١ث اٌحذ 

      

 ٚٔىرة: 

 

  
(
  

  ̇ 
)  

  

   
   

    (     ) 

 ِثاي ذطث١مٟ :
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 ذ" ٚ٘زا اٌٛذM" ورٍرٗ "  w"  ذ( ٠ٕضٌك تذْٚ احرىان ِٓ أػٍٝ ٚذ  " رٚ اٌىرٍح ) Aاٌدغ١ُ "  

 .ٚسٖ ػٍٝ غاٌٚح أفم١ح تذْٚ احرىان٠ٕضٌك تذ

 w , Aحذد ذغاسع ولا ِٓ اٌدغ١ّٓ: 

 اٌحً:

        

{
        

            
  

{
       
     

 

 ٌذ٠ٕا: 

      {
     
       

      {
             

            
 

 

     
     

 {
   (  ( )   ( ))  ( ̇   )

   (  ( )   ( ))  ( ̇   ̇ 
        ̇      )

 

 

:ِٕٗٚ 

   
 

 
 *( ̇   ̇ 

     )
 
 (  ̇      )

 + 

   
 

 
 * ̇ 

 
  ̇ 

  
   ̇  ̇ 

     + 

   
 

 
 * ̇ 

 
+  

 

 
  ̇ 
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     (         ) 

 (      ): ّ٘ا ٚذٛخذ احذاث١ر١ٓ ِؼّّر١ٓ

 Lِٕٚٗ ذاتغ لاغشأح 

 (     
    ̇   ̇  )  

 

 
(   )  ̇

 
 
 

 
 * ̇ 

 
   ̇  ̇ 

     + 

   (         ) 

 ِؼادلاخ لاغشأح ٌٍحشوح:

        
 

  
(
  

  ̇ 
)  

  

   
  

 

  
*(   )  ̇  

 

 
(  ̇ 

     )+    

(   ) ̈    ̈ 
             

      
   

 

  
(
  

  ̇ 
 
)  

  

   
 

 

 

  
[
 

 
 (   ̇     ̇     )]     (     ) 

 

  
[ (  ̇    ̇     )]         

 (  ̈    ̈     )         

   ̈     ̈                  

,
(   ) ̈     ̈           

  ̈         ̈              
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 ̈  
          

(
   
 )       

  ̈   
     

  
 

   
     

 

II-8   :تطبُقاث حىل اضتخذام هعادلاث لاغراًج 

II-8-1.   ( حركت جطُن فٍ حقل الثقالت الأرضُتg:) 

خز  (اٌدارت١حذحد لٛج )اٌٙذف: إ٠داد ِؼادلاخ حشوح خغ١ُ ٠رحشن فٟ حمً اٌدارت١ح الأسظ١ح 

احذاث١ح   ِؼّّح ٚأحصً ػٍٝ ِؼادلاخ لاغشأح . ٚلاحظ أْ  والإحذاث١اخالاحذاث١اخ اٌمطث١ح 

 .دٚس٠ح ٚحذد أْ اٌؼضَ اٌحشوٟ ثاتد صِٕٟ 

 

 

 

  ⃗⃗⃗⃗⃗⃗     ⃗⃗  ⃗ 

 ⃗   ̇  ⃗⃗  ⃗    ̇  ⃗⃗⃗⃗  

  
 

 
     

 

 
 ( ̇     ̇ ) 

  
    

 
  

  

  
      

  

  
   

 (     ̇  ̇)  
 

 
 ( ̇     ̇ )  

  

 
 

  

  ̇
   ̇  

 

  
(
  

  ̇
)    ̈ 

  

  
    ̇     

𝝆 
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(  ̈     ̇ )             

  

  ̇
     ̇  

 

  
(
  

  ̇
)  

  

  
   

 

  
(    ̇)         ̇        

 ٚفؼلا اٌؼضَ اٌحشوٟ ثاتد صِٕٟ.

 ِٕٚٗ ِؼادلاخ اٌحشوح ٌٍدغ١ُ: 

,
 ( ̈    ̇ )     ( )    

    ̇       
 

  ٌٚحً ٘زٖ اٌّؼادٌح ٚاٌحصٛي ػٍٝ حً ٔأخز 
 

 
 

II-8-2.   :"حركت جطُن هربىط إلً الٌابض الورى " الهساز التىافقٍ البطُط 

( ٟٚ٘ ِثثرٗ فٟ إحذٜ oxِّثٍح تاٌّحٛس ) ( ⃗    )ِٛظٛػح ػٍٝ غاٌٚح أفم١ح ٍِغاء  mاٌىرٍح 

  l0( اٌطٛي اٌطث١ؼٟ ٌٍٕاتط Aِٛ٘ثثد ػٕذ إٌمطح )غشفٟ ٔاتط، ت١ّٕا اٌطشف اٌثأٟ ٌٍٕاتط 

 ٚورٍرٗ ٍِّٙح.

 

 

 

 

 

ا عٛف ذٙرض إٌٝ اٌخٍف ٙ" فئٔ x(  تّغافح صغ١شج "oxػٍٝ غٛي اٌّحٛس) m*إرا اص٠حد اٌىرٍح 

 " أظش اٌشىً اٌّماتً .2ٚأِاَ حٛي ِٛظغ الاذضاْ " 

ِؼّّح ٚح١ذج  وئحذاث١حاٌىاسذض٠ح  حالإحذاث١ x( ٔأخز mاٌٙذف: ٘ٛ ا٠داد ِؼادلاخ اٌحشوح ٌٍدغ١ُ )

 :١ح راٌٚٔحصً ِؼادٌح لاغشأح اٌ
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 اٌطالح اٌحشو١ح ٌٙضاص اٌرٛافمٟ اٌثغ١ػ 

  
 

 
   

            ̇

  
 

 
  ̇ 

 

 اٌطالح اٌىإِح اٌّش١ٔٚح ٟ٘: 

  
 

 
    

 لاغشأح ذاتغٚػ١ٍٗ 

      
 

 
  ̇  

 

 
    

  ٌٍحشوح: ِٚؼادٌح لاغشأح

 

  
(
  

  ̇
)  

  

  
  

  

  ̇
   ̇          

 

  
(
  

  ̇
)    ̈

  

  
    

 

 إرْ

  ̈      

  ̈  
 

 
   

 

 ١ح ِٓ اٌذسخح اٌثا١ٔح ظٍاذفاٌرٛافمٟ ٟٚ٘ ِؼادٌح  ٟٚ٘ ِؼادٌح اٌحشوح ٌٍٙضاص

 ٚحٍٙا:

 

 ( )       (    )

  √
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II-8-3.   وُيهطألت حركت جط  :(     ): 

إرا إٍّٔ٘ا حشوح أسض   ،   ٔؼرثش ٔظاَ ِرىْٛ ِٓ الأسض ٚاٌشّظ ورٍرّٙا ػٍٝ اٌرٛاٌٟ 

 .حٛي ٔفغٙا أورة ذاتغ لاغشأح ِٚؼادلاخ اٌحشوح ٌٍٕظاَ 

 

 

 

 

 

 فٟ الاحذاث١اخ اٌمطث١ح ( أ

 فٟ الاحذاث١اخ اٌىش٠ٚح ( ب

 Lوراتح ذاتغ لاغشأح :  ( خ

     

  
 

 
  ⃗̇   

 

 
  ̇   ( 

   

‖ ⃗    ‖
)

 ⃗    ⃗⃗⃗⃗  ⃗  
      ⃗ 

(   )
     

     ⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  ⃗    ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗     ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  

   ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗     ⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗    ⃗    

 ⃗           

 

 ٔدذ:  ⃗ ِٚشج ػٓ    ٔدذ تاٌرؼ٠ٛط ِشج ػٓ  2ٚ  7ِٓ 

{
     ⃗⃗⃗⃗  ⃗  

 

(   )
    ⃗  

 

(   )
  

 ⃗    ⃗⃗⃗⃗  ⃗  
 

(   )
    ⃗  

 

(   )
  

 

 ٔدذ:  Lفٟ ذاتغ لاغشأح   ̇⃗ ٚ   ̇ تؼذ اٌرؼ٠ٛط ػٓ 
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 ( ⃗̇  

 

(   )
 ̇ )

 

 
 

 
 ( ⃗̇  

 

(   )
 ̇ )

 

 
   

 
 

  
 

 
 ( ⃗̇   

  

(   ) 
 ̇    

 

(   )
 ̇  ⃗̇ )

 
 

 
 ( ⃗̇   

  

(   ) 
 ̇    

 

(   )
 ̇  ⃗̇ )  

   

 
 

  
 

 
(   ) ̇  

 

 

  

(   )
 ̇  

   

 
 

 ٌذ٠ٕا: 

 ̈     ̇          

 ِٕٗٚ 

  
 

 

  

(   )
 ̇  

   

 
 

  اٌىرٍح اٌّخرضٌح 

 

 
 

 

 
 
 

 
   

   

   
 

 ٔدذ:  Nتؼذ اٌرؼ٠ٛط ػٓ اٌىرٍح اٌّخرضٌح 

  
 

 
  ̇  

   

 
 

 ِؼادلاخ اٌحشوح:

 (   )فٟ حاٌح الاحذاث١اخ اٌمطث١ح  ( أ

 ٔدذ:      ٔؼٛض ػٓ 

,
     

 ̇   ̇    ⃗⃗⃗⃗    ̇  ⃗⃗⃗⃗ 
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 (   ̇  ̇)  
 

 
 ( ̇     ̇ )  

   

 
 

 . ٚلذ لاحظٕا فٟ اٌغاتك ٔفظ ٘زا اٌّثاي حاٌح حشوح خغ١ُ فٟ حمً خارت١ح

 

  
(
  

  ̇
)    ̈  

  

  
    ̇   ( ) 

 

  
(
  

  ̇
)      ̈  

  

  
   

 (       )فٟ حاٌح الاحذاث١اخ اٌىش٠ٚح:  ( ب

   

 ⃗   ̇      ̇           ̇ ⃗  

  
 

 
 ( ̇     ̇          ̇ )  

   

 

 

 ِٚؼادلاخ اٌحشوح :

 

  
(
  

  ̇
)    ̈  

  

  
    ̇          ̇   ( )                                       

 

  
(
  

  ̇
)      ̈  

  

  
                ̇      ̇ ̇                                   

 

  
(
  

  
)           ̈    ̇(   ̇                     ̇  )  

  

  
  

 

{

  ̈     ̇          ̇   ( )                                         

 (   ̈     ̇ ̇)                 ̇                                    

 (        ̈     ̇                     ̇  )          
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II-9.   " هبذأ الفعل الأصغرٌ: "حطاب التغاَر: 

 لاغشأح" تطش٠مح أخشٜ .٠غّح ٘زا اٌّثذأ تص١اغح ِؼادٌح" 

 ( اٌّرثغ خلاي اٌحشوح  ذؼش٠ف: اٌفؼً ٘ٛ اٌّمذاس اٌّشذثػ تاٌّغاس )

    ( )  ∫  
 

 

(    ̇  )   

  ِٓ ت١ٓ اٌّغاساخ إٌّطٍمح ِٓ  Bأٌٝ    ( ٘ٛ اٌّغاس اٌّرثغ فٟ الأرماي ِٓ ٔمطح  ح١ث ) 

ِٚٓ     ٗاٌحشوح " اٌرطٛس" ٚٔغ٠١ّٛخذ ِغاس فؼٍٟ ٚح١ذ ٠رثؼٗ إٌظاَ خلاي  Bاٌٛاصٍح إٌٝ 

(  )     ٠أخز ل١ّرٗ اٌحذ٠ح أٞ   (  )   أْ اٌفؼً . ٘زا اٌّغاس اٌفؼٍٟ  خصائص    . 

 أظش اٌشىً ادٔاٖ.

 

 

 

 

 ٌٚفُٙ ٘زا اٌّثذأ خ١ذا ٔأخز اٌّثاي اٌراٌٟ: 

 

 

 

        √   ٌذ٠ٕا:              

 إرا واْ : 

        
        
        

  

         
 
 
            

}        

   √        
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 أٞ:    ذىاًِ   ٌٍحصٛي ػٍٝ 

  ∫   ∫ √       
  

  

 

  ∫ √   (  
   

   
)

  

  

 

  ∫ √     
  

  

   

 :خ١ش تاٌشىً الاارْ ػِّٛا ٠ىْٛ اٌرىاًِ  .٠ّىٓ أْ ٠ىْٛ صِٓ، غٛي ، ِغاحح    

  ∫  (      )
  

  

   

   ِؼادٌح اٌّغاس اٌفؼٍٟ  ( ) 

   ِؼادٌح اٌّغاس اٌى١فٟ  ( ) 

 ح١ث اْ:

 ( )   ( ) }  ح١ث   ( )   
 (  )   

 (  )   
 

 (      )   (      ) 

 

 

 

 

 

 



RAHAL Achour

42 
 

 ح١ث 

( ) إرا واْ                                     ( )    ( ) 

 
  

  
  ( ) 

  ( )    ( )     ( ) 

 
   

  
   ( ) 

 ( )  ∫  (      )
  

  

   

  

  
|
   

   

  

  
|
   

 
 

  
∫  (      )

  

  

     

  

  
|
   

 ∫ (
  

  

  

  
 
  

   

   

  
)

  

  

     

∫ (
  

  
 ( )  

  

   
  ( ))

  

  

     

∫ (
  

  
 ( ))

  

  

   ∫ (
  

   
  ( ))

  

  

     

 ٔىاًِ اٌحذ اٌثأٟ ِٓ اٌرىاًِ الأخ١ش تاٌردضئح 

  ∫
  

   
  ( )

  

  

   

 ٔعغ : 
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{
   ( )

     ( )

{
  

  

   

   
 

  

  

   

 

  ∫
  

   
  ( )

  

  

   [
  

   
 ( )]

  

  

 ∫
 

  

  

   
 ( )

  

  

   

 ٌذ٠ٕا ِّا عثك:

 (  )   (  )    

 :ِٕٗٚ 

  ∫
  

   
  ( )

  

  

    ∫
 

  

  

   
 ( )

  

  

   

 إرْ: 

  

  
|
   

 ∫
  

  
 ( )

  

  

   ∫
 

  
(
  

   
)  ( )

  

  

     

  

  
|
   

 ∫ [
  

  
 

 

  
(
  

   
)]

  

  

 ( )     

( ) ِاداَ   فئْ    

  

  
 

 

  
(
  

   
)    

 ٟٚ٘ ِؼادٌح أٌٚش لاغشأح 
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 : 1هثال تطبُقٍ

 ( )ِٓ اٌّغرٛٞ  A ٚBأحغة ألصش ِغافح ت١ٓ ٔمطر١ٓ  

 

 

 

 

 

    ∫ √     ⏟      
 

  

  

   

  √      

  

  
    

  

   
 

  

√     
  

 

  
(
  

   
)     

  

   
     

  

√     
   

      (     )     
 (    )     

  
 
 

  

(    )
     

 

√    
   

  

  
 

        

 ٘ٛ خػ ِغرم١ُ A   ٚBِٕٚٗ ألصش ِغافح ت١ٓ 
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  Lذؼثش ػٓ ذاتغ لاغشأح  Fٚإرا وأد 

 فئْ: 

 (       )   (      ̇ ) 

  

  
 

 

  
(
  

  ̇
)    

 : 2هثال تطبُقٍ

خغ١ُ ٠ٕضٌك ِٓ اٌغىْٛ ػٕذ إٌمطح ِا ػٍٝ عٍه أٍِظ فٟ ِغرٛٞ سأعٟ إٌٝ ٔمطح أخشٜ ذحد 

 ؟أٚخذ شىً اٌغٍه ) ِؼادٌح إٌّحٕٝ( حرٝ ٠ىْٛ ألً صِٓ ِّىٓ –اٌدارت١ح ذأث١ش 

 

 ( )   ( ) 

 

 
      

 

 
      (    ) 

  
 

 
        

          √    

  

  
 √    

   
  

√   
           √         √       

  ∫
√    

√   

 

 

 



RAHAL Achour

44 
 

II-11.    لاغراًج و هبذا الفعل الاصغرٌتوارَي هقترحت حىل: 

 التورَي الأول :

 ؛ (R)ِثثرح فٟ ٔمطح ِٓ حافح ػدٍح ٔصف لطش٘ا  (m)ورٍح ٔمط١ح 

 ٚالؼح فٟ ِشوض٘ا  (M)اْ اٌؼدٍح ػذ٠ّح اٌىرٍح ِاػذا اٌىرٍح  

 )أٔظش اٌشىً اٌّماتً ( اٌؼدٍح ذذٚس ػٍٝ غاٌٚح أفم١ح تذْٚ أضلاق:

  تش٘ٓ أٗ ذٛخذ إحذاث١ح ٚاحذج( ِؼّّحθ؟ ) 

 حذد اٌمٜٛ اٌّؼّّح اٌّّىٕح ؟ 

 التورَي الثاًٍ :  

ٚ  aالاعطٛأح اٌصغ١شج ) ٔصف لطش٘ا ذرذحشج تذْٚ أضلاق  

ِٓ اٌذاخً ) ٔصف لطشٖ  ( ػٍٝ عطح اعطٛاGِٟٔشوض ثمٍٙا 

b   ِٖشوض ٚO) 

  وّا ِٛظحح فٟ اٌشىً ذرشن اٌدٍّح تذْٚ عشػح اترذائ١ح: 

 حذد الاحذاث١اخ اٌّؼّّح ؟ 

  ؟ ػذد دسخاخ اٌحش٠ححذد  

  َ١ش ٌِٟ٘ٛٛٔٛ ؟اٚغ ًٌِٟ٘ٛٛٔٛ٘ إٌظا  

 حذد اٌمٜٛ اٌّؼّّح اٌّّىٕح ؟ 

 ) هشابهت لحركت عجلت دراجت (التورَي الثالث : 

؛ ذرحشن ػٍٝ  (R)ٔصف لطش٘ا  (m)لطؼح ٔمذ٠ح ورٍرٙا 

تحش٠ح ذاِح ٚ تذْٚ أضلاق )أٔظش اٌشىً   غاٌٚح أفم١ح

 اٌّماتً ( :

  ْإٌظاَ غ١ش ٌِٟ٘ٛٛٔٛ؟تش٘ٓ أ 
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 : رابعالتورَي ال

 ٘ٛ ػثاسج اٌّماتًإٌظاَ ا١ٌّىا١ٔىٟ اٌّٛخٛد فٟ اٌشىً 

 ػٓ ٔٛاط تغ١ػ ِضدٚج ٠رحشن تذْٚ احرىان : 

 وُ ػذد الاحذاث١اخ اٌّؼّّح ٚ دسخاخ اٌحش٠ح ؟ 

 ٘اخ اٌمٜٛ اٌّؼّّح ؟ 

 :  خاهصالتورَي ال

ِرصٍر١ٓ تٛاعطح عاق  (m)خغ١ّٓ ِرغا١٠ٚٓ اٌىرٍح 

؛ إٌظاَ اٌّىا١ٔىٟ ٠رحشن ذحد  (l)ػذ٠ُ اٌىرٍح غٌٛٗ 

ذأث١ش اٌدارت١ح الاسظ١ح ٚ تذْٚ احرىان ٔحٛ الاعفً ػٍٝ 

 أٔظش اٌشىً اٌّماتً  (y-axis)غٛي 

 حذد الاحذاث١اخ اٌّؼّّح ٚ دسخاخ اٌحش٠ح ؟ 

 ٘اخ اٌمٜٛ اٌّؼّّح ؟ 

 :  لطادشالتورَي ا

١ّ٠ً ػٓ الأفك تاٌضا٠ٚح  (M)ٚذذ ورٍرٗ  ذرذحشج تذْٚ أضلاق ِٓ اػٍٟ (m)وشج ِردأغح ورٍرٙا 

 )    ( ٚ ٘ذا اٌٛذذ

  .ٔفغٗ ٠ٕضٌك ػٍٝ غاٌٚح أفم١ح 

 وُ ػذد دسخاخ اٌحش٠ح؟ 

 ٘اخ اٌطالح اٌحشو١ح اٌى١ٍح ٌٍٕظاَ ؟ 

 ٘اخ اٌطالح اٌىإِح اٌى١ٍح ٌٍٕظاَ ؟ 
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 : طابعالتورَي ال

 ٚذذٚس حٌٛٗ OZحٍمح ِٓ عٍه اٍِظ ِثثرح ػٍٝ اٌّحٛس اٌشالٌٟٛ 

 تح١ث  m؛ ٚظؼد خشصج ورٍرٙا  ωاٌثاترح  تاٌغشػح اٌضا٠ٚح 

 احرىان :ذىْٛ ِم١ذج ٌررحشن ػٍٝ اٌحٍمح تذْٚ 

 أٚخذ: 

 اٌم١ٛد ا١ٌٌِٛٔٛٛٙح ٚ دسخاخ اٌحش٠ح ؟ 

  ؟ِؼادلاخ لاغشأح ٌٍحشوح 

  ؟حٍٛي ِؼادلاخ لاغشأح ٌٍحشوح ٚ٘زا ِٓ أخً اٌضٚا٠ا اٌصغ١شج 

  :  هيالتورَي الثا

اٌّشذٚدج ٌٕاتط ثاتد  mٔٛاط ثمٍٟ تغ١ػ ِؤٌف ِٓ ) اٌىرٍح إٌمط١ح 

 ٠ٕٙض  ( r )( ؛ ٘زا إٌاتط تأِىأٗ ٠ٕٙض غ١ٌٛا فٟ الاذداٖ  kِشٚٔرٗ 

 .أٔظش اٌشىً اٌّماتً  ( ϕ )ػشظ١ا فٟ الاذداٖ 

  ٘اخ ذاتغ لاغشأحL ؟ 

 ٘اخ ِؼادلاخ لاغشأح ٌٍحشوح ؟ 

 :  ) ًىاش بطُط هع حاهل ههتس ( تاضعالتورَي ال

 ؛( l )ٚغٛي خ١طٗ  (m)ٔؼرثش إٌظاَ ا١ٌّىا١ٔىٟ اٌّؤٌف ِٓ ٔٛاط تغ١ػ ورٍرٗ 

وّا   ( x(t)=A cos(w0 t))ذٙرض أفم١ا تاٌّغافح  (M)إٌٛاط ِحّٛي ٌىرٍح 

 ِٛظحح

 فٟ اٌشىً اٌّماتً : 

  احغة اٌضا٠ٚح(θ)  ٌٍِٕٓٛاط تذلاٌح اٌض(t ,w0 ,w )؟ 

 

 

 

 

 

θ 

ω 

R 
m 
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 :  عاشرالتورَي ال

 تذْٚ احرىان ػٍٟ عطح ِخشٚغ (m)٠رحشن خغ١ُ ِم١ذ ورٍرٗ 

 )أٔظش اٌشىً اٌّماتً ( ح١ث ٠خعغ ٌمٛج اٌدارت١ح .

 حذد ِؼادلاخ اٌحشوح ؟ 

  ادا واْ اٌدغ١ُ ٠رحشن فٟ دائشج ٔصف لطش٘اr0  ٛ٘ فّا 

 ٔثط ٘ذٖ اٌحشوح؟

 

 :  حادٌ عشرالتورَي ال

 اٌّؼشفح والاذٟ: Fٔؼرثش اٌذاٌح 

 (      )  
(  ) 

 
     

 y(0)=0   ٚy(1)=1ِغ اٌششٚغ اٌحذ٠ح  [   ]٠ىْٛ  xتح١ث اٌّداي ٌـــ 

 أحغة اٌف١ّح اٌحذ٠ح ٌٍرىاًِ الاذٟ ؟ 

 ( )  ∫  (      )  
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 انفصم انثانث

 صياغت هايهتوٌ

 

 

III-1 .رة:تالاحذاثيت انًضت 

 ." L شاٗجؿ" لاط٤ـح ذاتغ  ػٖشج  إرا ًاٗد ؿائثح رٓغر   ٗوٍٞ ػٖ الادذاش٤ح 

 : يثال

 شاٗج ػ٠ِ اُ٘ذٞ اُرا٢ُ: ؿ( ذاتغ لاgٝجذٗا ك٢ داُح دشًح جغ٤ْ ك٢ دوَ اُجارت٤ح الأسػ٤ح )

 (     ̇  ̇)  
 

 
 ( ̇     ̇ )   ( ) 

 ادذاش٤ح ٓغرٔشج  ٜاػ٘أ١ ٗوٍٞ ؿائثح   شاٗج ُٜزا أُصاٍ إٔ الادذاش٤ح ؿٗلادع ك٢ ط٤ـح ذاتغ لا

  ادذاش٤ح ٓغرٔشج   :  َتيجت
  

  
   

 شاٗج ُِذشًح ؿٝتاُرا٢ُ دغة ٓؼادُح لا

 

  
(
  

  ̇
)  
  

  
    

  

  ̇
 ػضّ        

أ١ 
  

  ̇
 ذٌآَ أ٢ُٝ أٝ ٤ًٔح ٓذلٞظح  

III-2 .:"انذفع انًعًى انًوافق " انعزو انًوافق 

 :د٤س    ٛٞ    ُلإدذاش٤حاُؼضّ أُٞاكن 

    
  

   ̇
 

 ٛٞ ذٌآَ أ٢ُٝ لإٔ     ــــادذاش٤ح ٓغرٔشج ٣ٌٕٞ اُؼضّ أُشاكن ُ   ك٢ داُح إرا ًاٗد 
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    ٓغرٔشج 
  

   ̇
           

ذٌآَ أ٢ُٝ  ـٜا ٣ٌٕٞاُؼضّ أُشاكن ُإ  ادذاش٤ح ٓغرٔشج أ١   ٝٗشٟ إٔٗؼٞد إ٠ُ أُصاٍ اُغاتن 

         

    لا ذؼثش ػٖ ٤ًٔح دشًح
  

  ̇
     ̇ 

III-3 .خصائص بعض تابع لاغراَج الإضافيت: 

 " ذاتغ ٖٓ اُشٌَ Lشاٗج "ؿإ٠ُ ذاتغ لاإرا أػ٤ق  ( أ
  (   )

  
"  شاٗجؿكئٕ ٓؼادلاخ لا 

     ،    ٓؼادلاخ اُذشًح" لا ذرـ٤ش أ١ إٔ 
  (   )

  
ذظلٜا ٗلظ اُ٘ظاّ  

 ا٤ٌُٔا٢ٌ٤ٗ.

 : انبرهُت

     
  (   )

  
 

   

   
 
 

  
(
   

   ̇
) 

   

   
 
 

   
(  
  

  
)  
  

   
 
 

   
(
  

  
) 

 

  
(
   

   ̇
)  
 

  
(
 

   ̇
(  
  

  
))

 
 

  
(
  

   ̇
)  
 

  
(
 

   ̇

  

  
)

 
 

  
(
  

   ̇
)  
 

  
(
 

   ̇
(
  

  
 
  

   
  ̇))

 
 

  
(
  

   ̇
)  
 

  
(
  

   
)
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   ̇
 
 

  
(
   

   ̇
)  
  

   
 
 

  
(
  

   
) 

       إرا ًإ اُراتغ اُجذ٣ذ  ( ب

α ،  β  شاٗج ؿاُ٘ظاّ أُٞطٞف تراتغ لا شٞاتد ؿ٤ش ٓشذثطح لا تٌٔإ ٝلا تضٓإ ٣ظق ٗلظ

 "L " 

III-4 ."ٌانًيكاَيك انتقهيذي يٍ يُظور " هايهتو: 

III-4-1 .ٌصياغت تابع هايهتو: 

 " ػ٠ِ اُ٘ذٞ اُرا٢ُ L" ُوذ ػشك٘ا عاتوا ذاتغ لاؿشاٗج 

   (   ̇  ) 

ُ٘ذغة 
  

  
 

  (   ̇  )  
  

   
    

  

   ̇
   ̇  

  

  
   

  

  
 
  

   
  ̇  
  

   ̇
 ̈  
  

  
 

" ٛزا ٣ؼ٢٘  Lذاتغ لاؿشاٗج "ػثاسج ٣ظٜش تظشادح ك٢  اُضٖٓ  لاًإ أرا 
  

  
   

 ٝػ٤ِٚ 

  

  
   ̇
  

   
  ̈ 
  

   ̇
 

  

  
   ̇ (

 

  

  

   ̇
)   ̈ 

  

   ̇
 

  

  
 
 

  
(  ̇
  

   ̇
) 
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(  ̇
  

   ̇
)  
  

  
   

 

  
(  ̇
  

   ̇
  )    

  ̇
  

   ̇
         

̇  أ١ إٔ اُراتغ  
  

   ̇
 :ٌٝٗرة H ـــ" ٛآِرٕٞ" ٝٗشٓض ُٚ تٛٞ ذٌآَ أ٢ُٝ ٣ٝغ٠ٔ ذاتغ    

  ∑   ̇
  

   ̇
  (    ̇   )

   

   

 

أُؼٔٔح  كئٕ ذاتغ ٛآِرٕٞ  اخاُغشػلا تتاُضٖٓ ٝذرؼِن  اُطاهح اٌُآ٘ح لا U د*تشٖٛ أٗٚ إرا ًاٗ

 .٣ٌٕٞ ٓشاتٚ إ٠ُ اُطاهح ا٤ٌُٔا٤ٌ٤ٗح   

 ٓصلا  داُح اُغوٞؽ اُذش   اُثشٛإ: ٗأخز داُح اُذشًح ػ٠ِ تؼذ ٝادذ 

 (   ̇  )  
 

 
  ̇   ( ) 

 إرٕ: 

   ̇
  

  ̇
  (   ̇  ) 

   ̇  ̇  (
 

 
  ̇   ( )) 

  
 

 
  ̇   ( )  اُطاهح ا٤ٌُٔا٤ٌ٤ٗح       
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III-4-2 .يعادلاث "هايهتوٌ" نهحركت أو انًعادلاث انقاَوَيت: 

 ػ٠ِ اُ٘ذٞ اُرا٢ُ: H ُوذ ػشك٘ا إٔ ذاتغ ٛآِرٕٞ

   (   ̇  )  ∑   ̇
  

   ̇
  (    ̇   )

   

   

 

 ٢ٛ دسجاخ اُذش٣ح ُِ٘ظاّ     د٤س 

     ـــ أُٞاكوح ُ    ٝػشك٘ا أ٣ؼا إٔ اُؼضّٝ أُشاكوح 

 ػ٠ِ اُ٘ذٞ اُرا٢ُ:  

{
 
 

 
     

  

   ̇
                       

 ̇   
 

  
(
  

   ̇
)  
  

   

 

 ػ٠ِ اُ٘ذٞ اُرا٢ُ:  Hٝػ٤ِٚ ٣ظثخ شٌَ " ٛآِرٕٞ" 

   (   ̇  )  ∑     ̇   (    ̇   )

   

   

 

 ٗوّٞ ا٥ٕ تذغاب اُرلاػَ اُراّ ُِراتغ 

    ∑     ̇    

   

   

 

   ∑  ̇   

 

   

 ∑     ̇    

 

   

 

   ∑  ̇   

 

   

 ∑     ̇  {
  

  
   ∑

  

   

 

   

    ∑
  

   ̇

 

   

  ̇ }
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   ∑  ̇   

 

   

 ∑     ̇  
  

  
   ∑  ̇

 

   

    ∑  

 

   

  ̇ 

 

   

 

   ∑  ̇   

 

   

 ∑  ̇

 

   

    
  

  
   

 دغة ذؼش٣لٚ        ٖٝٓ جٜح أخشٟ ٌٗرة 

   ∑
  

   

 

   

    ∑
  

   

 

   

    
  

  
   

 تأُٞاصاج ٗجذ 

{
  
 

  
   ̇  

  

   

  ̇   
  

   
  

  
  
  

  

 

 ٤ٗٞٗح ُِذشًح.ِرٕٞ اُٞاطلح ُِذشًح ًٔا ذغ٠ٔ أ٣ؼا أُؼادلاخ اُوا٢ٛٝ ٓؼادلاخ ٛآ

خ ذلاػ٤ِح ٖٓ اُذسجح ؿشاٗج تٌٜٞٗا ٓؼادلآواتِح ٓغ ٓؼادلاخ لا "ٛآِرٕٞ"ذر٤ٔض ٓؼادلاخ 

ٗج ٖٓ اُذسجح اُصا٤ٗح( ٣ذٍ رُي ػ٠ِ إٔ شاؿالأ٠ُٝ تاُ٘غثح ُِٔشرن اُض٢٘ٓ ) أٗظش ٓؼادلاخ لا

شاٗج تشؿْ ٖٓ إٔ ػذدٛا ػؼق ؿ٣ٌٕٞ اعَٜ ٖٓ ٓؼادلاخ لا س٣اػ٤ا ٓؼادلاخ ٛآِرٕٞدٍِٞ 

 .شاٗج ؿػذد ٓؼادلاخ لا

 ٓصاٍ ذطث٤و٢: داُح دشًح جغ٤ْ ك٢ دوَ جارت٤ح  ٝجذٗا أٗٚ 

  
 

 
 ( ̇     ̇ )   ( ) 

 شاٗج ُِذشًح شْ ٓؼادلاخ ٛآِرٕٞ ُِذشًح ؿأٝجذ ٓؼادلاخ لا  

 

  
(
  

  ̇
)    ̈      

  

  
   θ̇

 

  ( )     ( )   
  

  
 



RAHAL Achour

54 
 

  ̈    θ̇
 

  ( )          

         
  

  
       θ̇            

 أٓا ذاتغ ٛآِرٕٞ ُِذشًح

  ∑   ̇   

 

   

 

     ̇     ̇  
 

 
 ( ̇     ̇ )   ( )

  

  ̇
   ̇       ̇  

  

 

 

  

  ̇
     ̇      ̇  

  
   

 

 ذٌٕٞ ػ٠ِ اُ٘ذٞ ا٥ذ٢:  Hٝٓ٘ٚ ػثاسج 

    
  

 
   

  
   
 
 

 
 (
  

  

 

   
  
    

 

)   ( )

 
  
 

 
 
  
 

   
 
 

 

  
 

 
 
 

 

  
 

   
  ( )

  
 

  
(  
  
  
 

  
)   ( )   (     )

 

 ِرٕٞ ُِذشًح ًاُرا٢ُ:ٝذٌٕٞ ٓؼادلاخ ٛآ

 ̇  
  

   
 
  

 
    ̇         

 ̇  
   

  
  *
  
 

  
(
  

  
)  
  

  
+ 

 ̇  
  
 

   
  ( )       ( )   
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:ٚ٘ٓٝ 

 ̇  
  
 

   
  ( )          

 ̇  
  

   
 
  
   
      ̇                  

 ̇   
  

  
     ̇              

 2لاؿشاٗج ٢ٛ ٖٓ ٓ٘ظٞس  ٓاأ  4ٛٞ  ِرٕٞذد ٓؼادلاخ اُذشًح ٖٓ ٓ٘ظٞس ٛآػ

ٗوّٞ تذغاب 
  

  
 (     )    ٗزًش إٔ:  

   
  

  
   ∑

  

   

 

   

    ∑
  

   

 

   

   

 
  

  
 
  

  
 ∑

  

   

 

   

 ̇  ∑
  

   

 

   

 ̇ 

 

 ِرٕٞ ُِذشًح: خ ٛآٝدغة ٓؼادلا

  

  
 
  

  
 ∑  ̇ 

 

   

 ̇  ∑ ̇ 

 

   

 ̇  

  

  
 
  

  
  
  

  
 

 ِرٕٞ ٛٞ ٗلغٚ أُشرن اُجضئ٢.ٝٓ٘ٚ أُشرن اُراّ ُراتغ ٛآ

 ٓلادظح: 

 ذٌآَ أ٢ُٝ  Hكئٕ  tؿ٤ش ٓشذثؾ طشادح  تاُضٖٓ  H إرا ًإ

H ٖٓٓغروَ ػٖ اُضt 
  

  
   

  

  
 ذٌآَ أ٢ُٝ          
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" دسجاخ اُذش٣ح     ٝػذدٛا  q تالإدذاش٤اخ٘ا ك٢ اُذاُح اُؼآح إٔ ذاتغ ٛآِرٕٞ  ٣رؼِن  لادظ

 (    ) ــاُح ُدٛٞ  Hٝٓ٘ٚ اُراتغ  tٝاُضٖٓ     ٝاُؼضّٝ أُشاكوح أٝ ػذدٛا أ٣ؼا  "

     ٓرـ٤ش أ١ أٗٚ ٣أخز ٖٓ 
 
→   . 

 t ٝاُضٖٓ  pأُشاكوح ٝاُؼضّٝ  qأُرٌٕٞ ٖٓ الادذاش٤اخ       ذؼش٣ق: ٣ؼشف اُلؼاء 

  .تاُلؼاء اُطٞس

 ٓصاٍ ذطث٤و٢  

 " ٛضاص ذٞاكو٢" ًر٢ِ ٗؼرثش ٗٞاط

  ؟ُٜزا اُٜضاص  H ِرٕٞدذد ذاتغ ٛآ 1

 ؟ِرٕٞ" شًح " ٛآدذد ٓؼادلاخ اُذ 2

 ؟دَ ٓؼادلاخ ٛآِرٕٞ ُِذشًح ٝٓصِٜا ت٤ا٤ٗا  3

 اُذَ: 

 :Hذذذ٣ذ ذاتغ ٛآِرٕٞ 

  ∑ ̇ 

 

   

     

   ̇     

  
 

 
  ̇  

 

 
    

   ̇   
 

 
  ̇  

 

 
           ̇  
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 ًٝأٗٚ اُ٘ظاّ ٓذاكع.

 ̇  
  

   
 
  
 
   ̇  

   

  
     

اُصا٤ٗح شْ ذؼ٣ٞغ أُؼادُح  1دٍِٞ ٛزٙ أُؼادلاخ ذٌٕٞ دٝٓاً تلاػِٚ " الاشروام" أُؼادُح الأ٠ُٝ 

 .ك٤ٜا ٝٗذظَ ك٢ الأخ٤ش ػ٠ِ ٓؼادُح اُذشًح 2

 ̈  
 

 
    

III-4-3 .انتحويلاث انقاَوَيت وانتوابع انًونذة : 

ٕٞ ك٢ ؿاُة اد٤إ إ٠ُ ذـ٤٤ش الادذاش٤اخ ٝاُؼضّٝ أُشاكوح ُٜا إ٠ُ ِرك٢ ٓؼادلاخ ٛآ ؼ٠ٗغ

٤ش كئٗ٘ا ع٘ذظَ ػ٠ِ ذاتغ ٤ادذاش٤اخ جذ٣ذج ٝرُي هظذ ذغ٤َٜ دَ ٛزٙ أُؼادلاخ ٝتٜزا اُرـ

اُجذ٣ذج إلا أٗٚ ٛ٘اى عؤاٍ ٓطشٝح: َٛ عرظٔذ أُؼادلاخ  الإدذاش٤اختٛآِرٕٞ جذ٣ذ أ١ ذاتغ 

٤ش؟ تؼثاسج أخشٟ َٛ ذرٔرغ ٓؼادلاخ اُذشًح تٞاعطح الادذاش٤اخ اُجذ٣ذج ٤اُوا٤ٗٞٗح أٓاّ ٛزا اُرـ

 ت٘لظ ط٤ـح ٓؼادلاخ ٛآِرٕٞ ؟

الادذاش٤اخ ذؤد١ إ٠ُ طٔٞد ٓؼادلاخ ٛآِرٕٞ تَ ذٞجذ اُجٞاب: ٤ُغد ًَ أُرـ٤شاخ ك٢ 

 .ذـ٤شاخ ٖٓ ٗٞع خاص ذؤد١ إ٠ُ ٛزا اُظٔٞد،  ذغ٠ٔ ٓصَ ٛزٙ اُرـ٤شاخ تاُرذ٣ٞلاخ اُوا٤ٗٞٗح

٣ظٔذ إرا   ٘ا إٔ ذاتغ رؼشف الإ ػ٠ِ خظائض ٛزٙ اُرذ٣ٞلاخ اُوا٤ٗٞٗح ُٝوذ ٝسد عاتوا ٝلادظٗ

ٖٓ اُشٌَ  اتغذ ػل٘ا ُٚا
  

  
 :ُذ٣٘ا ٣ٌٕٝٞ   

     
  

  
     

{
 
 

 
   ∑ ̇ 

 

   

    

   ∑ ̇ 

 

   

    
 

   →    

{
 
 

 
   ∑ ̇ 

 

   

    

   ∑ ̇ 

 

   

    
 

  

 ٗجذ:  ك٢ أُؼادُح    ٝ   ٗؼٞع ػٖ 
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∑ ̇ 

 

   

     ∑ ̇ 

 

   

    
  
  

  
 

  

  
 ∑ ̇ 

 

   

   ∑ ̇ 

 

   

   ( 
   )     

ُلؼاء اُطٞس الاط٢ِ ٝ الادذاش٤اخ  (     )٣رؼِن تالإدذاش٤اخ أُؼٔٔح الاط٤ِح   د٤س اُراتغ 

 اُراتغ أُُٞذ ٣ِؼة دٝس  اُراتغ كإ ؛ ٝ ػ٤ِٚ ذُلؼاء اُطٞس اُجذ٣ (     )أُؼٔٔح اُجذ٣ذج 

  ُجذ٣ذجٝ الادذاش٤اخ أُؼٔٔح ا (     )لإدذاش٤اخ أُؼٔٔح الاط٤ِح ِرذ٣َٞ اُش٣اػ٢ ت٤ٖ اُ

 ..حويلاث انقاَوَيتابع انًونذ نهتبانتٝ ٗغ٤ٔٚ (     )

 شٌَ ٝادذ اّ ػذج اشٌاٍ؟   أُطشٝح: َٛ ُٜزا اُراتغ  انضؤال

 استؼح ط٤ؾ ٓخرِلح ٝ ُِذظٍٞ ػ٤ِٜا ٗرثغ اُخطٞاخ اُرا٤ُح.  : ُِراتغ انجواب

 

 

 

 

 

 

 

 (     )        ٗأخز -1

  

  
 ∑

   
   

 

   

 ̇  ∑
   
   

 

   

 ̇  
   
  
      

 ٗجذ:  ٝ   تأُغاٝاج 

𝑭𝟑 

𝑭𝟐 

 

q                𝑭𝟏               Q 

 

 

p                𝑭𝟒                P 
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{
  
 

  
    

   
   

    
   
   

     
   
  

 

  ٗأخز -2

    (     )  ∑    

 

   

 

  

  
 ∑

   
   

 

   

 ̇  ∑
   
   

 

   

 ̇  
   
  
 ∑  

 

   

 ̇  ∑  

 

   

 ̇       

 ٗجذ:  ٝ    تأُغاٝاج 

∑ ̇ 

 

   

   ∑  

 

   

 ̇  ( 
   )  ∑

   
   

 

   

 ̇  ∑
   
   

 

   

 ̇  
   
  

 

{
  
 

  
    

   
   

   
   
   

     
   
  

 

 ٗأخز -3

    (     )  ∑  

 

   

   

  

  
 ∑

   
   

 

   

 ̇  ∑
   
   

 

   

 ̇  
   
  
 ∑  

 

   

 ̇  ∑ ̇ 

 

   

        

 ٗجذ:  ٝ   تأُغاٝاج 
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 ∑  

 

   

 ̇  ∑ ̇ 

 

   

   ( 
   )  ∑

   
   

 

   

 ̇  ∑
   
   

 

   

 ̇  
   
  

 

{
  
 

  
     

   
   

    
   
   

     
   
  

 

 ٗأخز -4

    (     )  ∑  

 

   

   ∑    

 

   

 

  

  
 ∑

   
   

 

   

 ̇  ∑
   
   

 

   

 ̇  
   
  
 ∑  

 

   

 ̇  ∑ ̇ 

 

   

   ∑  

 

   

 ̇ 

 ∑  

 

   

 ̇       

 ٗجذ:  ٝ   تأُغاٝاج 

 ∑  

 

   

 ̇  ∑  

 

   

 ̇  ( 
   )  ∑

   
   

 

   

 ̇  ∑
   
   

 

   

 ̇  
   
  

 

{
  
 

  
     

   
   

   
   
   

     
   
  

 

 ٝ الإ ِٗخض ًلا ٖٓ اُرذ٣ٞلاخ اُغاتوح ك٢ اُجذٍٝ اُرا٢ُ:
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 اُراتغ أُُٞذ ُِرذ٣َٞ اُوا٢ٗٞٗ اُرذ٣ٞلاخ أُشاكوح ُِراتغ أُُٞذ

   
   
   
  ٝ     

   
   
  ٝ       

   
  

 
    (     ) 

   
   
   
  ٝ    

   
   
  ٝ       

   
  

 
    (     ) 

    
   
   
  ٝ     

   
   
  ٝ       

   
  

 
    (     ) 

    
   
   
  ٝ     

   
  
  ٝ       

   
  

 
    (     ) 

 تطبيقي حول انتحويلاث انقاَوَيت:يثال 

 ٛٞ: (q,p,t)اُز١ ٣ظق دشًح ٛضاص ذٞاكو٢ ٣ٜرض ك٢ كؼاء اُطٞس  Hِر٢ٗٞ اُراتغ اُٜآإرا ًإ 

 (     )  
 

  
(         ) 

 (Q,P,t)اُز١ ٣ظق دشًح اُٜضاص ذٞاكو٢ ك٢ كؼاء اُطٞس    ِر٢ٗٞ اُجذ٣ذ اًرة اُراتغ اُٜآ

 ؟اُرا٢ُاُ٘اذج ػٖ اُرذ٣َٞ اُوا٢ٗٞٗ 

 (     )  
    

 
     

ٛاخ ٓؼادلاخ ٛآِرٕٞ اُجذ٣ذج ُِذشًح ٝ ٓصَ اُذٍِٞ ت٤ا٤ٗا ك٢ كؼاء اُطٞس الاطِة ٝ اُجذ٣ذ ٝ 

 ؟ ٓارا ذلادع

III-5 .ٌجاكوبي :-يعادنت هايهتو 

اُضٖٓ ٝ رُي ٖٓ خلاٍ دَ أُؼادلاخ ٣ٌٔ٘٘ا ٖٓ خلاٍ ذاتغ ٛآِرٕٞ ذرثغ اُجَٔ ا٤ٌُٔا٤ٌ٤ٗح ػثش 

اُوا٤ٗٞٗح ُِذشًح ٝ ٌُٖ لادظ٘ا ك٤ٔا عثن إ اخر٤اس الادذاش٤اخ أُؼٔٔح أُ٘اعثح ٣غَٜ ٖٓ ػ٤ِٔح 

ٔؼٔٔح  ٖٓ الاط٤ِح اُذَ اُش٣اػ٢ شْ لادظ٘ا ا٣ؼا إ ٝجذخ ذذ٣ٞلاخ ها٤ٗٞٗح ذذٍٞ الادذاش٤ح اُ

ؾ ُذٍِٞ أُؼادلاخ اُوا٤ٗٞٗح ُِذشًح. ٝ ػ٤ِٚ . ك٤ٌٕٞ ذثغ٤ٌٕٞ تؼؼٜا ٓغررشا٠ُ اُجذ٣ذج تذ٤س ٣

ٖٓ اُ٘رائج أُل٤ذج ُِرذ٣ٞلاخ اُوا٤ٗٞٗح ٢ٛ ا٣جاد دٍِٞ تشٌَ اتغؾ ؛ ٝ ا٤ًذ عٞف ٣ٌٕٞ اكؼَ ارا 

ٓغا٣ٝا ُِظلش لإ ك٢ ٛزٙ    ٝ جذٗا ذاتغ ُٓٞذ ُرذ٣َٞ ها٢ٗٞٗ تذ٤س اُراتغ اُٜآِر٢ٗٞ اُجذ٣ذ 

  ك٢ كؼاء اُطٞس اُجذ٣ذ ذٌٕٞ شاترح. اُذاُح دٍِٞ ٓؼادلاخ ٛآِرٕٞ ُِذشًح
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 :انبرهُت

 ارا ًإ 

  (     )    

 كإ ٓؼادلاخ اُذشًح 

{
 

  ̇  
   

  
  

 ̇   
   

  
  

 

 آا اُذٍِٞ ك٢ كؼاء اُطٞس اُجذ٣ذ ذٌٕٞ ػ٠ِ اُ٘ذٞ اُرا٢ُ:

{
         
         

 شٞاتد ص٤٘ٓح    

 الاذ٢:ٌٕٞ ػ٠ِ اُ٘ذٞ اُراتغ أُُٞذ ٣ا٤ًذ 

   (     )   (     ) 

 تذ٤س ٣ذون اُششؽ اُرا٢ُ:

  (     )   (     )  
 

  
 (     )    

 ا١ 

 (     )  
 

  
 (     )    

 .(     ) ٝ ُذ٣٘ا ٖٓ اُرذ٣َٞ اُوا٢ٗٞٗ أُشاكن ُِراتغ أُُٞذ 

{
 

   
  

  

  
  

  

           

{
 

   
  

  

  
  

  

  

 اُشٌَ اُرا٢ُ: ذأخزجاًٞت٢ –ٝ ػ٤ِٚ ٓؼادُح ٛآِرٕٞ 
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 (  
  

  
  )  

 

  
 (     )          

كإ   دلا ُِٔؼادُح  (     ) ُ٘ثشٖٛ إ ارا ًإ 
  

  
٣ٌٕٞ شاتد ػ٠ِ ًَ اُذالاخ؛ ٝ ٖٓ اجَ  

رُي ٣ٌل٢ تشٛ٘ح إ 
 

  
(
  

  
 ٝ ٛزا ٝاػخ جذا. (

 

  
 (     )    (  

  

  
  ) 

 

III-6 .و يعترضاث بواصوٌ :انتوابع  تطور 

ُِذظٍٞ ػ٠ِ  ( )ذاتغ ك٢ كؼاء اُطٞس ٣ظق ٓوذاسا ك٤ض٣ائ٤ا ُ٘ظاّ ٓرذشى  (     ) ٤ٌُٖ 

 : (     ) ٓغ اُضٖٓ ٗوّٞ تذغاب أُشرن اُراّ ُٜزا اُراتغ  (     ) ٤ًل٤ح ذـ٤ش اٝ ذطٞس 

  

  
 ∑

  

   

 

   

 ̇  ∑
  

   

 

   

 ̇  
  

  
 

 ٝ دغة ٓؼادلاخ ٛآِرٕٞ ُِذشًح ُذ٣٘ا :

{
 
 

 
   ̇  

  

   

  ̇   
  

   

 

 ٗجذ: ̇  ٝ  ̇  تؼذ اُرؼ٣ٞغ ػٖ 

  

  
 ∑

  

   

 

   

  

   
 ∑

  

   

 

   

  

   
 
  

  
 

 ارا سٓضٗا تــــ:

*   +  ∑
  

   

 

   

  

   
 ∑
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 ًاُرا٢ُ: (     ) ٝ تزُي ٣ظثخ أُشرن اُراّ ُِراتغ 

  

  
 *   +  

  

  
 

  ػثش اُضٖٓ. (     ) ذظق ٛزٙ أُؼادُح الاخ٤شج ذطٞس اُراتغ 

  ت٤ٖ اُراتؼ٤ٖ  تٞاطٕٞ ٓؼرشع +   *٣غ٠ٔ    . 

 ػ٠ِ ٗلظ اُظ٤اؽ:    ٝ تظلح ػآح ٣ٌٖٔ ذؼش٣ق ٓؼرشع تٞاطٕٞ ت٤ٖ اُراتؼ٤ٖ 

*   +  ∑
  

   

 

   

  

   
 ∑

  

   

 

   

  

   
 

 يلاحظت:

 :ٕارا ًإ  ذٌآَ ا٢ُٝ كا 

 
  

  
    → *   +  

  

  
   

 :ٕارا ًإ   ذٌآَ ا٢ُٝ ٝ لا ٣رؼِن تاُضٖٓ تظشادح كا 

  

  
   ٝ 

  

  
  → *   +    

 بعض خصائص يعترضاث بواصوٌ:

1. *   +   *   + 

2. *    +   *   + 

3. *       +   *   +   *   + 

4. *    +   *   +  *   +  

5. {  *   +}  {  *   +}  {  *   +}    

6. 
 

  
*   +  {

  

  
  }  {  

  

  
} 
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 َظريت حول انتحويلاث انقاَوَيت:

(   )٢ٌُ ٣ٌٕٞ اُرذ٣َٞ   ها٢ٗٞٗ ٣جة إ ذرذون اُؼلاهاخ اُرا٤ُح: (   ) 

{     }  {     }    

{     }      {
         
         

 

ٓؼرشػاخ اٝ اهٞاط تٞاطٕٞ ذِؼة دٝسا ًث٤شا ك٢ ا٤ٌُٔا٤ٗي اُرذ٢ِ٤ِ ٝ ٤ٌٓا٤ٗي اٌُْ  ك٢ اشروام 

"اعر٘ثاؽ" اُظ٤ؾ اُوا٤ٗٞٗح ُٔؼادلاخ اُذشًح ٝ ًزا اخر٤اس الادذاش٤اخ أُؼٔٔح أُ٘اعثح ٝ ٤ًل٤ح 

٤ي اٌُْ تذلا ػٖ اُطاهاخ اُذش٤ًح ٝ اٌُآ٘ح ك٢ ا٤ٌُٔا٤ٗي ادخاٍ أُؤششاخ اُرلاػ٤ِح ك٢ ٤ٌٓاٗ

 اُرذ٢ِ٤ِ.

 ٝ ك٢ ٣ؼذ ٝادذ اُز١ ٣ٞطق تــــ: ٣aرذشى ذذد ذغاسع شاتد  mجغ٤ْ ًرِرٚ : يثال تطبيقي

{
    

 

 
  
 

 
   

       
 

شْ  تٞاطٕٞتطش٣وح أهٞاط  ٣ٌٕٞ  ها٢ٗٞٗ تطش٣ور٤ٖ: (X,P)ا٠ُ  (x,p)لادع إ ٛزا اُرذ٣َٞ ٖٓ 

 تطش٣وح ذذذ٣ذ اُراتغ أُُٞذ ٖٓ اُ٘ٞع الاٍٝ.

 

III-7 .: بعض انتًاريٍ انًقترحت حول ييكاَيك هايهتوٌ و انتحويلاث انقاَوَيت 

 ٗؼرثش اُ٘ظاّ ا٤ٌُٔا٢ٌ٤ٗ ذاتغ لاؿشاٗج ُٚ ٛٞ : انتًريٍ الأول :

 (     ̇  ̇)  
 

 
( ̇   ̇ ̇   ̇ )  

 

 
(   )  

 أٝجذ :

 ِٓرٕٞ؟ذاتغ ٛا 

 ِٓرٕٞ؟ٓؼادلاخ ٛا 

   اُؼضّٝ أُشاكوحPi  الإدذاش٤اخ ٝqi؟ 
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 : ثاَيانتًريٍ ان

(m)٣رذشى جغ٤ْ ٓو٤ذ ًرِرٚ  تذٕٝ ادرٌاى ػ٠ِ عطخ ٓخشٝؽ ٖٓ داخَ د٤س  

اُجغ٤ْ ٝذلشع ػ٤ِٚ اُ٘ضٍٝ ٗذٞ الأعلَ  ٣٠خؼغ ُوٞج اُجارت٤ح اُر٢ ذؤشش ػِ

ٓؼادُح أُخشٝؽ ك٢ الإدذاش٤اخ الاعطٞا٤ٗح ٢ٛ  ٓؼط٤اخ : )أٗظش اُشٌَ أُواتَ(.

 (    ) 

 ًالإدذاش٤اخ ٓؼٔٔح ؟ (φ , z) اًرة ذاتغ ٛآِرٕٞ ُِجغ٤ْ ٓغرخذٓا  .1

 ؟  φ  ٝPφٝٓارا ٣ٌٔ٘٘ا اُوٍٞ ػٖ الإدذاش٤ح دذد ٓؼادلاخ اُذشًح  .2

 : ثانثانتًريٍ ان

ذذد ذاش٤ش  (y, x) ٣رذشى تذش٣ح ك٢ اُثؼذ٣ٖ  (m)ًرِرٚ  جغ٤ْخطأ! ًائٖ ٓؼٖٔ ؿ٤ش طذ٤خ.

 اُوٞج أُؼشكح ًالاذ٢ :

F(r) = F(x,y) = - (α+β/r) r 

(α+β) ٢ٛ شٞاتد ٓٞجثح . 

 ًادذاش٤اخ ٓؼؼٔح . (ρ,θ)اخرش الادذاش٤اخ اُوطث٤ح 

 اًرة ػثاسذ٢ اُطاهح اُذش٤ًح ٝ اُطاهح اٌُآ٘ح  ؟ .1

 ٛاخ ذاتغ ٛا٤ِٓرٕٞ ُِذشًح ؟ .2

 شاتر٤ٖ ص٤٤ٖ٘ٓ ؟ ٓذذدا رُي ؟اشثد اٗٚ ٣ٞجذ  .3

 :   رابعنانتًريٍ ا

 تاُؼثاسج الاذ٤ح : (ρ,θ,z)ذؼط٠ ك٢ الادذاش٤اخ الاعطٞا٤ٗح  (m)اُطاهح اٌُآ٘ح ُجغ٤ْ ًرِرٚ 

U(ρ,θ,z) = V0 Ln(ρ/ρ0 ) 

 V0 , ρ0   : ٢ٛ شٞاتد. 

 ٛزا اُجغ٤ْ ؟ ٛا٤ِٓرٕٞ ُذشًحٓاٛٞ ذاتغ  .1

 ٛاخ أُؼادلاخ اُوا٤ٗٞٗح ُِذشًح ؟ .2

 شلاز ذٌآلاخ ا٤ُٝح ؟دذد  .3
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  انتًريٍ انخايش : 

( ٓؼِن ا٠ُ عوق ع٤اسج  lٝ خ٤ؾ ؽُٞٚ   mٗظاّ ٤ٌٓا٢ٌ٤ٗ ٣رٌٕٞ ٖٓ ٗٞاط تغ٤ؾ ) اٌُرِح اُ٘وط٤ح 

؛ ارا ًإ اُ٘ٞاط  (a)تذشًح ٓغرو٤ٔح ٓرـ٤شج تأٗرظاّ ذغاسػٜا  (OX)ذرذشى ػ٠ِ ؽٍٞ أُذٞس 

 .أٗظش اُشٌَ أُواتَ  ( ϕ )ػشػ٤ا ك٢ الاذجاٙ ٣ٜ٘ض

 ٛزا اُجغ٤ْ ؟ ٛا٤ِٓرٕٞ ُذشًحٓاٛٞ ذاتغ  .1

 ٛاخ أُؼادلاخ اُوا٤ٗٞٗح ُِذشًح ؟ .2

 

 :ضادسانتًريٍ ان

ٗؼرثش ُذ٣٘ا ٛضاص ذٞاكو٢ ٣ٜرض ك٢ تؼذ ٝادذ خاػغ ُوٞج ادرٌاى ٣ؼط٠ ذاتغ ٛآِرٕٞ ُٜزا اُ٘ظاّ 

 ًا٥ذ٢ :

 (   )  
 

  
   
 

 
           

شاتد  γ. ٝ اُ٘ثغ اُطث٤ؼ٢ ػ٠ِ اُرشذ٤ة اٌُرِحٝ ٣ٔصلإ ٓٞجثح  دو٤و٤حشٞاتد  ω , mد٤س 

 . ٓؼآَ اُرخآذدو٤و٢ ٣ٔصَ 

 ٓؼادلاخ ٛآِرٕٞ ُِذشًح ؟ عرخِضا .1

̈ أشثد إٔ ٓؼادُح اُذشًح ك٢ الأخ٤ش ذؤٍٝ إ٠ُ اُشٌَ اُرا٢ُ :  .2    (    )  

  . 

 ؟    اُرٞاصٕ در٠ ذٌٕٞ اُذشًح اٛرضاص٣ح ٓغروشج دٍٞ ٝػغ  γٓا٢ٛ ه٤ْ  .3

 : ضابعانتًريٍ ان

 pٝ اُؼضّ أُشاكن ُٜا  qٗؼرثش ٗظاّ ٤ٌٓا٢ٌ٤ٗ ُٚ دسجح دش٣ح ٝادذج ٣ٞطق تٞاعطح الادذاش٤ح 

 .٤ٌُٖ ُذ٣٘ا اُرذ٣َٞ الاذ٢ :

(   ) → (   )                   {
      
      

 

    +   *أدغة ٓؼرشع تٞاطٕٞ . .1

 در٠ ٣ٌٕٞ ٛزا اُرذ٣َٞ ها٢ٗٞٗ . α ٝβدذد اُششؽ  اُز١ ٣ٞػغ ػ٠ِ  .2
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 :  تشٖٛ إٔ اُرذ٣َٞ   : يٍانتًريٍ انثا

{
     (

   ( )

 
)

      ( )

 

 شْ دذد اُراتغ أُُٞذ ُٜزا اُرذ٣َٞ أرا ػِٔد اٗٚ ٖٓ اُ٘ٞع الاٍٝ.٣ٌٕٞ ها٢ٗٞٗ؛ 

 :  تشٖٛ إٔ اُرذ٣َٞ   : تاصعانتًريٍ ان

{
       

  
 

 

 

 تاعرؼٔاٍ ٓؼرشع تٞاطٕٞ.  ٣ٌٕٞ ها٢ٗٞٗ .1

 .صا٢ٖٗٓ اُ٘ٞع اًُإ ُذ ُٜزا اُرذ٣َٞ أرا ٞاُراتغ أُ أػؾ ػثاسج .2

 .صاُسٖٓ اُ٘ٞع اًُإ ُذ ُٜزا اُرذ٣َٞ أرا ٞاُراتغ أُ أػؾ ػثاسج .3
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 رابعالفصل ال

 حركة الجسم الصلب

 

 

 

 

 

 

 

 

 

IV-1.الطاقة الحركية : 

 هي تعشف كالاتي: ( )انطاقت انحشكيت نُظاو يستًش )جسى صهب ( بانُسبت نًبذأ الاحذاثياث 

    
 

 
∫  ( ⃗   )

 
        ( )  ( ) 

IV-2. :"مؤثر العطالة "مصفوفة العطالة 

 كانتاني: ( )يعشف يؤثش انعطانت نُظاو يستًش ) جسى صهب ( بانُسبت نًبذأ الاحذاثياث 

    ⃗  ∫  [  ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗   ( ⃗    ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  )]    

 يتجه احادي يٍ انفضاء  ⃗ حيث 

 ( )  ( )     ارا كاٌ:

 َكتب:

y 

x 

z 
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    ⃗  ∫[  ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗   ( ⃗    ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  )] ( )  ( )    

 انًصفىفي:    تًثيم 

 ⃗  (

  
  
  
)           ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗   (

 
 
 
)  

 ⃗    ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗   |
     ⃗ 

      
   

|  (

       
       
       

)  

 ⃗    ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗   (

      
      
      

)(
 
 
 
) 

 ⃗    ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗   (
    
    
    

)(

  
  
  
) 

   ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗     ⃗  (
    
    
    

)(

  
  
  
) 

⃗⃗  ]∫  ⃗         نذيُا  ⃗⃗ ⃗⃗   ( ⃗    ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  )] ( )  ( )    

    ⃗   ∫[  ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗   (  ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗     ⃗ )] ( )  ( )    

    ⃗   ∫(
    
    
    

)(
    
    
    

)(

  
  
  
) ( )  ( )    

    ⃗   ∫[
    
    
    

] [
    
    
    

] ( )  ( ) ⃗     
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    ⃗  ( ∫[
    
    
    

] [
    
    
    

] ( )  ( )   )  ⃗  

     ∫[
    
    
    

] [
    
    
    

] ( )  ( )    

     ∫[

          

          

          
]  ( )  ( )    

    ∫[

           

           

           
]  ( )  ( )    

    

[
 
 
 
 
 ∫(     ) ( )  ( ) ∫    ( )  ( ) ∫    ( )  ( )

∫    ( )  ( ) ∫(     )  ( )  ( ) ∫    ( )  ( )

∫    ( )  ( ) ∫    ( )  ( ) ∫(     ) ( )  ( )
]
 
 
 
 
 

    

 

    [

         
         
         

] 
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IV-3.  بمؤثر عزم العطالة:    ⃗ علاقة العزم الحركي 

 :بًؤثش عضو انعطانت    ⃗ حىل علاقت انعضو انحشكي   يلاحظت

 

 

 

 

 

 

 

 ⃗    ∫  ⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗    ⃗ ( )      

 .(  ) انزي يًش بانًبذأ  (  )يذوس حىل  انًحىس  (  )حانت يا ارا كاٌ انجسى 

 فأٌ:

 ⃗ ( )  
   ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  

  
  ⃗⃗    ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗   

 ⃗    ∫  ⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗   ( ⃗⃗    ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  )      

 ⃗        ⃗⃗  

 

 

 

 

y 

x 

z 
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IV-4. بمؤثر عزم العطالة:    ⃗ العزم الحركي  تمارين مختارة حول 

 : ولالتمرين الا

نشفشة واحذة يٍ شفشاث انًشوحت  ) اَظش انشكم اسفهه ( ؛ كتهتها  Jأحسب يصفىفت انعطانت 

 : (σ)يىصعت سطحيا باَتظاو 

      (  )      )حيث انكتهت انسطحيت ثابتت  و 
 

 
    

 

 
). 

 

 

 :  نيالتمرين الثا

 : (ρ)نهًخشوط ) أَظش انشكم ( ؛ كتهته يىصعت حجًيا باَتظاو  Jأحسب يصفىفت انعطانت 

 انحجًيت ثابتت .حيث انكتهت 
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 سخامالفصل ال

 نظرية ليوفيل

 

 

دسخخ حش٠خ  فٟ صِٓ     ٌلأٔظّخ ا١ٌّىب١ٔى١خ راد  فٟ ص١بغخ ٘بٍِزْٛ اْ حبٌخ اٌحشوخ

ٚ    . ح١ث اْ اٌؼضَٚ اٌّشافمخ ٌٙب    ٚ     ِىزٍّخ اٌٛصف ثبلإحذاث١بد اٌّؼّّخِؼشف رىْٛ 

ثؼذ     ٚ ٘ٛ فضبء اٌطٛس.      رفُٙ ػٍٝ أٙب فضبء د٠ىبسرٟ وبسر١ضٞ رٚ ثؼذ٠ٓ    

 ضبء اٌؼضَ.فثؼذ ٠ّثً اٚ ٠ذػٝ     ٚ    ٠ّثً 

اثٕبء حشوخ إٌظبَ إٌمطخ اٌزّث١ٍ١خ  ٌٍّزحشن رشىً ِٕحٕٝ فٟ فضبء اٌّغبساد. ارا وبْ اٌزبثغ 

ِٓ  طٛس ثشىً وبًِ ٚ فش٠ذحغبة ِغبس اٌ ب ف١ّىٓاٌٛاصف ٌٍّزحشن ِؼشٚف   اٌٙبٍِزٟٛٔ

 ٠ّىٓ لا اٌّخزٍفخ اٌّغبساد ِٓ ٚاث١ٕٓفمظ ِغ١ش  ِغبس ٚاحذىً ٔمطخ ٌٌزا . ٚاحذح ٔمطخ إحذاث١بد

وً ِغبس فٟ فضبء اٌطٛس ٠ؼطٝ فٟ رّث١ً ٚع١طٟ صِٕٟ  اٌجؼض. أٞ ثؼضٙب ِغ رزمبطغ أْ

ثغجت رفشد٠خ حٍٛي ِؼبدلاد  ٚ ٘زا. (           ) ح١ث   ٚ    ِّثً ِٓ لجً 

 ٘بٍِزْٛ ٌٍحشوخ.

اٌّحبفظخ، إٌمطخ  ٌلأٔظّخ٠زطٛس إٌظبَ فٟ اٌششٚط اٌحذ٠خ اٌّخزٍفخ ػٍٝ طٛي ِغبساد ِخزٍفخ 

 ٌفضبء اٌطٛس ٠ششط: (      )رزدٗ اٌٝ ِغبحخ صائذ٠ٗ 

 (       )  ربثذ   

 ٚ ٌفُٙ ٘زا خ١ذا ٔأخز اٌّثبي اٌزبٌٟ:

 ِثبي : إٌٛاط اٌجغ١ظ ٚ رّث١ً اٌحٍٛي فٟ فضبء اٌطٛس.
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 .   ٚ اٌؼضَ اٌّشافك ٌٙب ٘ٛ  𝜑ٌذ٠ٕب فٟ ٘زا اٌّثبي احذاث١خ ِؼّّخ ٚح١ذح ٟ٘ 

 ( ٘ٛ ػٍٝ إٌحٛ اٌزبٌٟ:  ح١ث ربثغ ٘بٍِزْٛ اٌٛاصف ٌٍٕمطخ اٌّزحشوخ  ) اٌىزٍخ  

 (𝜑 �̇�  )  
 

 
   �̇�        𝜑 

 :ِٓ اٌزؼش٠ف 𝜑اٌّشافك ٌـــ    ٚ ٌذ٠ٕب ػجبسح اٌؼضَ  

      �̇� 

ٚ ٘ٛ ٠ّثً اٌطبلخ اٌى١ٍخ لاْ ربثغ لاغشأح لا  ربثغ ٘بٍِزْٛ رصجح ػٍٝ إٌحٛ اٌزبٌٟ ٚ ػ١ٍٗ ػجبسح

  :٠زؼٍك ثبٌضِٓ ثصشاحخ

 (𝜑     )  
  

 

    
       𝜑    

إٌمطخ اٌّزحشوخ فٟ فضبء اٌطٛس ) ِغبس اٌطٛس( اٚ ثبلأحشٜ اٌحصٛي ػٍٝ ِغبس  ثئِىبْٚ 

 اٌحصٛي ػٍٝ 

     (𝜑) 

  
 

    
       𝜑    

  
 

    
         𝜑 

     √    (        𝜑)    (𝜑) 

ٚ اٌطبلخ اٌى١ٍخ   ٚ ٘زٖ اٌّؼبدٌخ الاخ١شح فٟ اٌحم١مخ رّثً ِغبساد ِٕح١ٕخ حغت اٌٛع١ظ 

 ح١ث ٔلاحظ أٗ : الاثزذائ١خ

  فبٌّغبساد إٌمطخ اٌّزحشوخ فٟ فضبء اٌطٛس ِٕح١ٕخ ِغٍمخ  (     )ارا وبٔذ

 ثشىً ث١ضٛٞ  ٚ إٌٛاط ٠ٛاصً حشوزٗ ثشىً ا٘زضاص.
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  ِٓ فبٌٕٛاط  ِبصاٌذ ٌٗ طبلخ حشو١خ فٟ اػٍٝ ٔمطخ  (   )ارا وبٔذ اٌطبلخ اٌى١ٍخ اوجش

ٚ اٌشىً  .دٚسآِْ ِغبسٖ رّىٕٗ  ِٓ اعزّشاس فٟ اٌحشوخ ثذْٚ ػىظ الاردبٖ  اٞ 

زٛض١حٟ ادٔبٖ ٠ٛضح اٌّغبساد ٌٍٕمبط اٌّزحشوخ فٟ فضبء اٌطٛس ولا حغت اٌطبلخ اٌ

 الاثزذائ١خ اٌزٟ ٠ّزٍىٙب.

 

 

 

 

 نتيجة:

خ زطبثمِِٓ إٌمبط اٌّغزمٍخ ٚ   ٔؼزجش الاْ إٌظبَ ا١ٌّىب١ٔىٟ اٌغبثك ٠حزٛٞ ػٍٝ ػذد وج١ش 

ِغ الاخزلاف فٟ اٌششٚط   ١ِىب١ٔى١ب فٟ حشوزٙب ٌٍٕٛاط اٞ رٛصف ثٕفظ اٌزبثغ اٌٙبٍِزٟٛٔ 

ٚ اٌّٛصػخ فٟ ٔمبط ِزغبسػخ  حضِخ ٙبأٔو زخ١ً اٌدض٠ئبدٔ أْ ٠ّىٕٕب ، ِحذد وّثبيالاثزذائ١خ. 

 . -1-وّب ٠ٛضحٗ اٌشىً     ِشىٍخ حدُ  ِٓ فضبء اٌطٛس ػٕذ اٌٍحظخ اٌض١ِٕخ    إٌّطمخ  

                       

 .    اخزصبسا ٌــــ   ح١ث 

 وّب ٠ّىٕٕب رؼش٠ف وثبفخ اٌدض٠ئبد ػٍٝ إٌحٛ اٌزبٌٟ:

𝜚  
  

  
 

وّب ِج١ٕخ فٟ اٌشىً    رزحٛي طجمب ٌّؼبدلاد ٘بٍِزْٛ اٌٝ إٌّطمخ    ثفضً اٌحشوخ إٌّطمخ 

-2-. 
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 -1-اٌشىً 

 

 

 

 .-2-اٌشىً 

 بيان نظرية ليوفيل

  أٚ ٌٍّؼبدلاد اٌمب١ٔٛٔخ .اْ حدُ ِٕطمخ ِٓ فضبء اٌطٛس ارا إٌمبط حذ٘ب رزحشن طجمب 

 .ثبثذ اٌغبئً ِغ رزحشن ٔمطخ ِح١ظ فٟ اٌطٛس ِغبحخ فٟ إٌمبط وثبفخ ، آخش ثّؼٕٝ

  ٜدػٛٔب. خلاي ػٕصش اٌحدُ ٌفضبء اٌطٛس ِٓ حشوخ ٔمبط إٌظبَ فٟ لأثجبد رٌه ٔزحش 

 .  ٚ    الاردب١٘ٓ  طٛي ػٍٝ اٌدغ١ّبد رذفك ِىٛٔبد فٟ ٔفىش أٚلاا 

 ًإٌّطمخ رّث ABCD  ًِغزٜٛ ػٍٝ    حدُ ػٕصش إعمبط -3-اٌّج١ٕخ فٟ اٌشى 

     . 
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 -3-اٌشىً 

 خلاي ٚحذح اٌضِٓ ٟ٘:   اْ ػذد إٌمبط اٌذاخٍخ فٟ ح١ض ػٕصش اٌحدُ 

𝜚 ̇         

 ا٠ٓ؛

    ∏   

 

   
   

    

 فٟ AD الإعمبط ِغ اٌدبٔجٟ اٌغطح حدُ ٘ٛ        : ثؼذ( 2f-2)فٟ  اٌجبلٟ حدُ ػٕصش ٘ٛ

 .      اٌّغزٜٛ

 . BC اردبٖفٟ  رغبدس اٌزٟ ٌٍٕمبط رب٠ٍٛس رٛعغ

(𝜚 ̇  
 

   
(𝜚 ̇ )   )        

 ػٕذٔب:    ثشىً ِّبثً ٌٍدش٠بْ فٟ الاردبٖ

 : ABاٌّذخً ِٓ خلاي  

𝜚 ̇         
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 : CDاٌّخشج ِٓ خلاي  

(𝜚 ̇  
 

   
(𝜚 ̇ )   )        

 ػذد ٔمبط إٌظبَ ٌىً ٚحذح اٌضِٓ ٟ٘:   ٚ    ِٓ ِىٛٔبد اٌدش٠بْ فٟ الاردب١٘ٓ 

 (
 

   
(𝜚 ̇ )  

 

   
(𝜚 ̇ ))   

 فمظ رزٛافك اٌى١ّخ ٘زٖٚ  إٌمبط ِٓ ػذد ػٍٝ حصًٔ (         ) ػٍٝ دّغاٌ خلاي ِٓ

 ٔغزٕزح أْ ٠ّىٕٕب ، ٚثبٌزبٌٟ. dV فٟ ِضشٚثخ ٌٍىثبفخ ضِٓاٌ ِغ اٌزغ١ش ِغ

 𝜚

  
  ∑(

 

   
(𝜚 ̇ )  

 

   
(𝜚 ̇ ))

 

   

 

 ٔحٓ ٕ٘ب ٔزؼبًِ ِغ شىً ِؼبدٌخ الاعزّشاس٠خ 

   (𝜚 ̇⃗)  
 𝜚

  
   

 ثؼذ فٟ فضبء اٌطٛس ٠2fش١ش اٌزفشق اٌٝ 

  ∑
 

   

 

   

 ∑
 

   

 

   

 

إٌٛع فٟ ف١ض٠بء اٌزذفك )ا١ٌٙذسٚد٠ٕب١ِىٟ ٚ فٟ اغٍت الاح١بْ رظٙش ِؼبدٌخ الاعزّشاس٠خ ِٓ ٘زا 

 ٚ رجذٞ دائّب لبْٔٛ اٌحفظ.اٌذ٠ٕب١ِىب اٌىٙشثبئ١خ ٚ ١ِىب١ٔه اٌىُ( 

∑(
 𝜚

   
 ̇  𝜚

  ̇ 

   
 

 𝜚

   
 ̇  𝜚

  ̇ 

   
)

 

   

 
 𝜚

  
   

∑(
 𝜚

   
 ̇  

 𝜚

   
 ̇  𝜚(

  ̇ 

   
 

  ̇ 

   
))

 

   

 
 𝜚
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 ٚ ِٓ ِؼبدلاد ٘بٍِزْٛ ٌذ٠ٕب:

{
 
 

 
  ̇  

  

   

 ̇   
  

   

 

 ٚ ػ١ٍٗ:

  ̇ 

   
 

   

      
          ٚ      

   ̇ 

   
  

   

      
 

:ِٕٗ ٚ 

  ̇ 

   
 

   ̇ 

   
   

 .ثؼذ اٌزؼ٠ٛض ٠ٍٟٚ  ٚ ِٓ ٘زا ٠زشرت ِب

  

∑(
 𝜚

   
 ̇  

 𝜚

   
 ̇ )

 

   

 
 𝜚

  
   

 ضِٓ.ثبٌ زؼٍكوبٔذ ر ف١ّب اٌىثبفخ ِشزك ِدّٛع فمظ ٠غبٚٞ ٘زا

 اٞ ٔىزت:

∑(
 𝜚

   
 ̇  

 𝜚

   
 ̇ )

 

   

 
 𝜚

  
 

 𝜚

  
   

 

  
𝜚(       )    

 ٚ وزٌه 

𝜚(       )  ثابت زمني 
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 :مثال تطبيقي

 وثبفخ  فضبء اٌطٛس ٌٍدغ١ّبد رزحشن فٟ حمً خبرث١خ

؛   رزحشن فٟ حمً خبرث١خ ثبثذ   ٌٕؼزجش ٔضبَ ١ِىب١ٔىٟ ِزىْٛ ِٓ خغ١ّبد راد اٌىزٍخ  

 ٠ىْٛ ربثغ ٘بٍِزْٛ ٌٙزٖ اٌدغ١ّبد ػٍٝ إٌحٛ اٌزبٌٟ:

    
  

  
     

 اٌطبلخ اٌى١ٍخ ٌٍدغ١ُ رجمٝ ثبثزخ

 .رىْٛ لطٛع ِىبفئخ ( ) ٚ ِغبساد اٌطٛس 

  √  (     )   ( ) 

ػذد اٌدغ١ّبد راد اٌؼضَ اٌّحصٛس ث١ٓ   ٚ ثبٌطبلبد ث١ٓ          ٔؼزجش ػٕذ اٌٍحظخ  

فٟ فضبء اٌطٛس ٚ فٟ صِٓ ربٌٟ اٌدغ١ّبد رغطٟ   . ٠غطْٛ إٌّطمخ          

 ٠ٍّىْٛ ػضَ ثبٌم١ّخ اٌزب١ٌخ:   إٌّطمخ 

         

 ث١ٓ اٌمطٛع اٌّىبفئخ اٌّحذدح ثـــ:   ح١ث إٌّطمخ 

                  

 ادٔبٖ -4-اٚ وّب ِٛضح فٟ اٌشىً

 

 -4-اٌشىً
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  (   ⁄ )((    ⁄ )   ) 

  ∫   

  

  

∫   

(   ⁄ )((    ⁄ )   )

(   ⁄ )((    ⁄ )   )

 

  
(     )

  
∫   

  

  

 

  
(     )

  
(     ) 

 ٚ ػٍٝ ٔفظ إٌّظ.

   
(     )

  
(  

    
 ) 

   
(     )

  
(     ) 

 ِغبحخ فٟ إٌظبَ ٔمبط وثبفخ أْ رؼٕٟ      :Liouville ١ٌٛف١ً  ٌٕظش٠خ رٛض١ح ِدشد ٘زا

 اٌّشء ٠ٕظش ح١ث ، الإحصبئ١خ ا١ٌّىب١ٔىب ِدبي فٟ ١ٌٛف١ً ٔظش٠خ أ١ّ٘خ رىّٓ. ثبثزخ رظً اٌطٛس

 .ثبٌٕظبَ دل١مخ ِؼشفخ ٚخٛد ػذَ ثغجت اٌّدّٛػبد إٌٝ

 ِٓ وج١ش ػذد ٠خضغ ح١ث دغشػباٌّ فٟ ٍدغ١ّبدٌ اٌز١بساد رشو١ض ٘ٛ خبص زطج١كو

 غ١ش رٛع١غ إٌٝ ٌٍحضِخ اٌؼشضٟ اٌّمطغ رم١ًٍ ٠ؤدٞ أْ ٠دت ٕ٘ب. ِّبثٍخ ٌظشٚف اٌدض٠ئبد

 .َؼضاٌ ٌزٛص٠غ ف١ٗ ِشغٛة
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