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Exercices sur les Semigroupes 1°*°¢ Master

Exercice 1. Soit T': X — Y un operateur linéaire. Montrer que les assertions suivantes sont
équivalentes,

1) T est uniformément continu,

2) T est continu,

3) T est continu en 0,

4) 3C >0, ||Tz|y < C, Vz € X, |z|| <1,

5)3C >0, ||Tz|y < Clz|y, Ve € X.

Solution. Montrons 3) = 4)

Comme T est continu en 0 on a

Ve > 0,30 > 0;]z| < d = ||Tz|| <e

Prenons € = 1, et soit w € X tel que ||w| <1 alors,

ow 0 1)
5 =§HWHS§<5
donc HT (57“) || < 1 ce qui implique
§
SITely <1
et on a
2
[Tz < 5
Montrons 4) = 5).
Il est clair que |[|T (0)|| < C||0]| .
Supposons x # 0 alors H%\I e Xet Hﬁ“ =1, d’aprés 3) nous avons
I ()l <
[z
par suite
[Tz < Clz]|.

Montrons 5) = 1).
[Tz =Tyl =T (z =yl < Cllz —yll, v,y € X.

Soit € > 0. Alors, ilexiste § = & telque pour tous z,y € X, ||z —y|| <dona [Tz -Ty|| <cet T
est uniformement continu.

Exercice 2. Soit A € L(X) et soit {T'(¢),¢ > 0} une famille d’operateurs & un parametre
donnée par

th 2
T(t)=e=) A =T+tAd+ SA%+ .
k>0

Montrer que {T (t),t > 0} est un semigroupe fortement continu.

2
Solution. T'(0) =T



On a

2 3 2 3
ab a a b b
e’e (1+a+2+3!+ )<1+b++3’+ )
k=n Lin—k
ab 1
= _— = —_ bn
( k!(n—k)!) D p(atd)
n>0 \k=0 n>0

T (t)x — x| = Z Akx <
E>1 Al

Exercice 3. Sur X = Cy ([1, +o0[) = {f e C([0,+0c]): lim f(z)= } muni de la norme

T—+00

Ifllx = sup [f(2)],

z€[0,400[
on definit la famille {T"(¢),t > 0} d’operateur & un parameétre
T f(z)=f(x+t), >0,t>0.

montrer que {7 (t),¢ > 0} est un semigroupe fortement continu.
Solution. [T (1) f — I = sup|f (x)
x_

Exercice 3. Sur X = Cy ([1,4+o0[) = {f e C([l,4o0]): lim f(x)= } muni de la norme

r— 400

Ifllx = sup [f(2)],

x€[1,400[
on definit la famille {7 (£),t > 0} d’operateur a un paramétre
T(t) f(2) = f (ee'), © > 1,6 >0,

montrer que {7T'(¢),¢ > 0} est un semigroupe fortement continu.
Solution.2.

7)1 = fllx =sup|f (') ~ f (@)

Comme hm f(x)=0,0na

Ve > 0,3z > 1:|f(z)] < ;VIZIE-

Donc, pour = > x. on a
sup |f (ze') — f (z)] <e.

T>Te
Pour = € [1,z.] la fonction | f (ze') — f (x)| est continue sur le compact [1, z.] ,il existe alors z¢ (t) €
[1,z¢] tel que
sup |f (€)= f (@) = |f (zo (t) ") = f (z (1))

Ve>0,30 > 0|z —y| <d=|[f(y) — f(z)| <e

d’autre part

4]

Vo> 0,90 > 0: t<az’e—1‘ |5C‘

et parsuite
Ve >0,3a(z) >0t<a=|f(y)— f(x)<e

2



Exercice 4. Soit X = C ([0, 1]) et soit

T(t) f(z) = { et o8 T [ f (x) _OJ,C (f):o(;g,x], z€10,1] a0

T(0) = 1.

T(t+s) f(x) =€ 8787 [f (x) — f (0) log ]
lim ( sup |T'(t) f(x) — f(z)l)
t— z€[0,1]

Exercice 5. Soit X = Cy (Ry) = {f Ry — R, 1113 f(zx)= O} muni de la norme ||f]l =
sup |f (z)].

zER
Soit {T'(t),t > 0} une famille d’opérateur sur X définie par

T(t)f(z)=e 72 f (x+1).

Montrer que c’est un semigroupe fortement continu.
Solution.

T(t + S) flz) = e—t2—s2—25t—2taa—25xf (z+ s+ t)
— o1 2M(ats) [6782725zf(l, n s)}
=TT (s)f(x)

1T (t) f = fll = sup
R

TERL

e (@) - f ()]
Puisque lir& f(x) =0, alors,

Ve > 0,3z € Ry, |f (2)| < &,V > z..

Soit xg € Ry; f (z0) # 0, alors, il existe 21 > g tel que

|f($0)|.

Vo >z, |f (z)] < 5

Donc,

sup [f (z)] = sup |f ()]

z€R4 z€[0,z1]

et comme [0, z1] est compact,

3z € [0,z1] : sup |f (2)] = | (2)].

reER4

sup de

Exercice Soit A un opérateur de domaine D (A). Montrer que A est le générateur infinitésimal
du semigroupe T (t) = e'4.

Solution

[e%e] o k Kk
e(AfAI)t:Z(A A"t

!
Pt k!



Exercice 1. 8 points
Soit a € R. On définit sur X = L?[0, 1] la famille d’opérateurs T (¢) ¢t > 0 par

TH) f(x)=afx+t—k),sie+telkk+1,keN

1) Montrer que {T'(t),t > 0} est un semigroupe fortement continu.
2) Montrer que le générateur infinitésimal de {T (¢),t > 0} est l'operateur A defini sur

D(A)=H'[0,1]

par Af = f, ou f, est la dérivée faible (ou au sens des distributions) de f.
Indication : Pour montrer la continuité de {7 (¢) ,* > 0} utiliser la densité de Cj [0, 1] dans L? [0, 1].

Exercice 2: 12 points
Considérons le probléme aux limites suivant

Upt = Ugy — Uy, sur (0,7) X (0, 400)
0,t) = u(mt) =0, pour ¢t > 0, (P)
x,0) = ug (x), us (2,0) = uy (x), z € (0,7).

1) Ecrire le probléme (P) sous la forme

Ui (z,t) = AU (¢, )
U (2,0) = (uo (), uy ()"

ot A est un opérateur défini sur H =H¢ (0,7) x L2 (0,7), de domaine D (A) a déterminer.
‘H est muni du produit scalaire

<<u),<u*>> :/ uzu;dm+/ vo*de.
v v H 0 0

2) Utiliser le théoréme de Lumer-Phillips et montrer que pour

(uo (2) ,ur (x)) € D (A)
le probléme (P) admet une solution unique
u € C ([0, +o0[; H* (0,7) N Hy (0,7)) N C* ([0, +00[; Hy (0,7)) N C? ([0, 400[; L* (0, 7)) .
Indication: On admet que I’équation
Upe () — Pu () = h(z)
admet une solution de la forme
u(x) = k1™ + koe” ** + % /07T k(z,y) h(y)dy
avec

k(z,y) = eyl 0 <2,y <m.



Exercice 1. 6 points

Soit E = Cp (R4+) muni de la norme de sup, et soient ¢ : Ry — R une fonction continue et
bornée et {T'(t),t > 0} un semigroupe fortement continu sur £, On suppose que 7' (t) et ¢ satisfont
la propriété suivante

T (1) (etq@) f (z)) = @ (1) f (z), Vt > 0,Vz € R, Vf € E.

On définit une famille d’opérateurs a un parametre {S (t) ,¢ > 0} par

S(t) f(x) = "IT(t) f (x).

1) Montrer que S (t) est un semigroupe fortement continu.

2) Déterminer, 'expression de B le générateur infinitésimal de S (), en fonction de A le généra-
teur infinitésimal de T ().

Probléme. (14 points) Soit Q un ouvert de R, n > 2 et considérons le probléme

ugy = Au+ Aug — u, pour (¢,z) € (0,+00) X
g—:; =0, pour (t,z) € (0,+00) x 09, (A)
u (O,l‘) = Uo ($) y Ut (O,l’) = u1 (ZII) ’ dans

ou
ol I = Vu - n est la dérivée normale extérieure de u, et n le vecteur unitaire normal & 9 dérigé
n
vers l'extérieure de (2.
1) Calculer ’énergie associée au probléme (A) et déduire l'espace de Hilbert H (espace d’énergie)
de cette équation.
2) En posant u; = v et U = (u,v)" , écrire le probleme (A) sous la forme

{ Ut = AU
U (0,2) = (uo () ,u1 ()"
ouA: D (A) C'H —H est un opérateur differentiel de domaine D (A) = {u,v € H' (Q),u+v € H*(Q)}.

3) Montrer que A est dissipative.
4) Pour montrer que A est maximal, on considére I’équation (I — A)U = F, avec F' = (f, g)T eH

(A%)

et U = (u, 'U)T . Montrer que ceci peut s’écrire

u—v=Ff
géﬂ:) —Aw(z) =g (z), sur Q, (B)

— =0, pour (¢,2) € (0,+00) x 99,
on
ol w est une fonction dépend de u et v.
5) Montrer en utilisant le théoréme de Lax-Milgram que le probléme (B) admet une solution
unique w € H? (Q), en déduit que le probléme (A*) admet une solution unique U € D (A).
6) Préciser la régularité de la solution « dans le cas ou la donné unitiale vérifie (ug,u1) € D (A).



Exercice 1 Soit F = Cp (R,) muni de la norme de sup, et soient ¢ : R — R une fonction
continue et bornée et {T'(¢),t > 0} un semigroupe fortement continu sur £, On suppose que T (t)

et ¢ satisfont la propriété suivante
T(t) (et‘I(‘”)f (37)) = @ (1) f (z), Vt > 0,Vz € R, Vf € E.
On définit une famille d’opérateurs a un parametre {S (¢),¢ > 0} par

S(t) f(x) = "IT(8) f (x).

1) Montrer que S (t) est un semigroupe fortement continu.

S(0) f (z) = ™OT(0) f (2) =T (0) f (2) = f ().

S(s+)f(x) = CFNOT (s 1) f (2) = @O (5) T (1) f ()

T (5) 1O () f (2) = S (s) S (¢) f ().

1S@) f=Fl = supllS() f () = f(2)

") sup | T (¢) f (z) — f ()] + sup

IA

sup

1@ 1|11 (@)

et comme ¢ est bornée
eta(@)

lim su
t—0 p

d’autre part
Jim sup [T (2) f (@) = f (@) =0
et

ta(z) _ 1” — lim

t—0

etsupq(m) _ 1H =0,

donc
Jim 1S (©) £ = £ =0

ce qui termine la démonstration.

SOT (1) f (2) = 1) f () | + sup

M f (7))~ f ()|

2) Déterminer, 'expression de B le générateur infinitésimal de S (), en fonction de A le généra-

teur infinitésimal de T (¢) .

S(t) f(x) = f(x) eI (t) f (x) — f ()

lim = lim
t—0 t t—0 t
_ o ST f (@) — 1O (2) 4 O (2) — f (2)
o tino t
_ tq(z) _
= lim €"® lim () f (@) = f(@)] + f(z) lim et ol
t—0 t—s0 t t—0 4

En multipliant I’équation par u; et en integrant sur 2 on trouve

/uttutdx—/ (Au)utdsc—l—/ Aututdm—/uutdm‘
Q

1d [,
1% Qutda: —5%/ |Vul dm—/|Vut| dx — 2dt/ lu|? da

1
Ld (/ uf—&—/ Vu|2dx+/u2dx> :—/ (V) da
2dt \ Jo ) ) Q

H=H"(Q)x L*(Q)

donc

6

Af (@) +q(z) f (z).



muni du produit scalaire
(U, Uy = / u.u*dac—i—/ Vu-Vu*dw—i—/ vv*dx
Q Q Q

U = v
v, = Au+Av—u

0 1
A:{A—l A}

v U
(AU, U) = <<AU_U+AU>,<U)>/Qv.udx—i—/QVv~Vudx—|—/Q(Au—u+Av)vd:r
/vudm—l—/Vv-Vudx—/Vu~Vvdm—/'uudx—/|Vv|2da::—/|VU\2da:§O
Q Q Q Q Q Q

{ u—v=Ff
(v+u)—A(utv)=g

{ u—v=Ff
(v+u)—Aurv)=g

D(A) = {u,ve H (Q),u+v e H*}



