Chapitre 3 : Lois de conservations 2019/2020

1. EIéments de calcul indispensables
Nous rappelons ici sans en donner la demonstration les théoremes mathématiques qui
vont étre utilisés dans ce chapitre.
Soient n(x,t) est I'unité pointant vers l'extérieur vecteur normal, x est un point dans ur
région(D) et la variable d'intégration, dV et dS sont des éléments de volume et d¢
surface a x et v(x,t) est la vitesse de I'¢lément de surface. La fonction a peut étre ur
tenseur, un vecteur ou une valeur scalaire.
Formules de Green - Ostrogradsky:
La formule de Green - Ostrogradsky ou théoreme de la divergence permet de passer
d'une intégrale de volume a une intégrale de surface, c'est une formule d'intégration par
parties.
Pour a scalaire: ggrad(a)dv = § ands

D

Pour & vecteur: gdiv(d)dVv = § a.nds
D

Pour a tenseur: g div(a)dV = § ands
D

1D

Théoréme de transport de Reynolds
d
dt

da
dt

dv + § (v.h)ads

1D

Ce théoreme peut étre exprimee comme sulit:
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2. Conservation de la masse.

Le principe de conservation de la masse postule qu’il n’y a ni apparition ni disparitior
de matiere. En conséquence la variation de la masse au cour du temps est nulle

1. Forme intégrale:

Pour tout domaine (D) d'un systéeme matériel que I'on suit dans son mouvement(dont

constitué toujours de mémes particules), sa variation de masse au cours de temps es

nulle.
dm
dt

Par ailleurs et d'apres Ie théoreme de transport de Reynolds, nous avons

d
=0 Comme m = 0 rdVv alors —0 rdv =0

d—o rdv = Oﬂ—rdv + r\l;ndS alors: oﬂ—dv + r\SndS =0
dt Mt s Tt he
En utlllsant Ie théoreme de la divergence, on obtlent

ir

oﬂ—dv +0d|v(rv)dV =0

1. Forme locale:
En utilisant le théoreme de l'intégrale nulle, on obtient la forme locale de la loi de
conservation de la masse (ou équation de la contlnmte)

iTr

—+ div(r v

T (rv) =

de plus nous avons les relations:
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] r o wryuu dr ir wryuu
div(rv) = rdiv(v)+v.Nr et = + v.Nr
dt 1t
on obtient alors une forme de I'équation de continuité
dr : r
+ r div(v) = 0
1 (v)
Remarque:
Pour une fluide est incompressible ( r = contante),l'équation de continuité devient

~

N.v =0
3.2. Conservation de la quantité de mouvement: 3
1. Forme intégrale:
Soit un milieu continu ayant un volume actuel V
et une surface frontiére S soumis a des tractions
surfaciques de densité h et des forces volumiques
de densité De plus, on considére que le corps
en mouvement sous le champ de vitesse v = v;(x,t).
La quantité de mouvement P (t), définie par le vecteur:

P(t)=§rvdV

La loi de conservation de la quantité de mouvement, connue aussi sous le nom de
principe fondamental de la dynamique qui énoncé que toute variation (temporelle) de
quantité de mouvement résulte de I'application de forces exerces.

Donc, on peut écrire une relation générale de la forme:

d—(‘)rvdV:(‘)th+(‘)de
d t \% S \%
et commes n = h, en utilisant le théoreme de la divergence, on obtient

y (redv -div(s)- f)dv =0

ou ¥ est le champ d'accélération du corps.
1. Forme locale:
En utilisant le theoréme de I'intégrale nulle, et on note¥ = a, on obtient la forme locale
de la loi de conservation de la quantité de mouvement (ou équation de mouvement)
div(s)+ f = ra
Le cas important de I'équilibre statique, dans lequel les composantes d'accélératior
disparaissent, est donneé a la fois a partir de I'équation précedente comme
div(s)+ f =0
C'est I'équations d'équilibre, largement utilisées en mécanique des solides.
1. Forme intégrale:
Pour tout domaine (D) d'un systeme matériel que I'on suit dans son mouvement
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Notion de déformation:
On appelle déformation, un changement de distance entre deux points matériels d’un

milieu continu, elle s’accompagne géenéralement d’un déplacement ainsi que d’un
changement de forme.
Gradient de déformation:

De ce précedeona: x; = F (X ,,t), X, =y ,(x;,t)
et nous avons encore les relations suivantes an,
X; = X, (X ,,t), X, = X (x;,t) i i

|| n'_fw

Sous forme differentielle nous obtenons: \ : ]
I'\_‘_ Gl _.__,-"';

ﬂ Xi N o -
dx. = dX , b dx(t) = NFdX

i ﬂX ;
On peutdonc écrire: dx = FdX ce quiimpligue: dX = F “'dx

) .. TF . 1x.
En notation indicielle F,; = — = ' ou
ToIX 11X

1x,; 1x, X,
<, X, 91X,
x, x, x,
X, 11X, 91X,
1x, 1x, 71X,
X, X, X,

Le tenseur F qui apparait est appelé "tenseur gradient™ ou encore "application linéaire
tangente™.
Relation entre le vecteur déplacement et le gradient de déformation:

Les composantes de tenseur F peuvent étre calculées a partir du champ de déplacement

uuuu

en différenciant la relation suivante: u(X ;,t) = OM - OM , = x - X

on a donc: EJ:-lﬁ—:du-+JEL¢:|F::|+Nu|etdx-dx = FdX -dX = NudX
X, X,
Tu, , 4 Tu, Tu,
11X, X 11X,
F — ﬂu1 ﬂuz + 1 ﬂus
1TX , 1TX , 77X,
ﬂuz ﬂuz ﬂuB +1
X, X, 77X,
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Tens_eu,r des deforma_tlons N Four o uur ur o uuur

Considérons trois particules voisines X , X + dX et X + dX ¢. Aprés déformations,
elles occupent dans W (t) les positions respectlves B

r ; ;
X x + dx etx + dx¢ | R e

- | =1 il ﬂ'-' E"”\
Nous avons les relations : [ Lgf \ "
uur uuur uur uuur Ve o e
dx = FdX et dxt= F dX ¢ N =

Ce qui nous donne

uwr+ uur uuur uuwr uuu u u
d X dx@-(FdX) (FdX ¢t =dX FTFdXt=dX CdX:¢

Nous avons:

uua + Uur uutlr uuur

dx .dxt=dX CcdX! avec C=F'F

Dans cette relation, le tenseur C est appelé tenseur des dilatations de Cauchy-Green
droit.

u
X = F 'dxetdX t=F “*dxt

o

Nous avons aussi les relations : :
Ce qui nous donne
urs uur uuur uuur ¢ uuur uuur 1 UUUI’ uuur ¢ uuur ¢
dx dxt = (F ldX) (F 1dx¢)—o|x (FH'F 14X b= dX | (FF")tdX¢t=dX Tertdx e

Nous avons:

ua 1+ uul uua uadar
dx .dxt=dX c-'dX¢t avec ¢ = FET

Dans cette relation, le tenseur c est appelé tenseur des dilatations de Cauchy-Green
gauche.

Remarque: Tout comme F, ¢ et C ne sont pas des mesures de déformations car pour
un mouvement de corps rigide,ona C=c=1.

Le tenseur de déformation de Green- Lagrange E est défini par :

1 uwrs uur uuur+ uuuur uuur ¢
?(dx dxt - dX dX¢)-—(C—I)dX dX t=dX EdX:¢

ol 1 est le tenseur identité. Le tenseur E est un tenseur symétrique matériel du 2°™
ordre. Il se calcule en terme der par la relation suivante :
E:%(C-l):%(FTF-l) (4.1)
On définit également le tenseur de déformation d’Euler-Almansi e
1 uuu; uuur uwr, uur ur+ uuur ur+ uuwr
S (X dX 't - dx.dxt) = —(| - c‘l)dx .dxt=dx e dxt

Le tenseur € est un tenseur spatial symétrique du deuxieme ordre qui s’exprime en
fonction de F par:

_ 1 _ -1:1 _ -T - -1
e_E(I c ) 2(I FF™) (4.2)
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Résultat:
D'apres les relations (4.1) et (4.2), on peut démontrer que
e=F TEF™'; E=FTeF (4.3)
Relation entre le tenseur de déformation et le vecteur déplacement:

Exprimons le tenseur de déformation de Lagrange g, et celui d’Euler-Almansi e, er

fonction du vecteur déplacement 0 .

Sachant que :

2E| :Ci-_dl - ﬂxm ﬂxm _di.
J J J ﬂx.ﬂX, J
Et
— ﬂxi — TIui —
F”_ﬂXi —dij+ﬂxj, u; =u, (X ;,t)
Alors
& 0
2B, =gd, +inlig o+ Ma S g
e ﬂxiﬂg X3
Ce qui implique que
2E,=d,d, +d, . un g  IUn  TU, YU,

mj'ﬂxi ﬂxlﬂxj ij

2B, =d. + Y +‘Huj+‘ﬂum.‘ﬂum N
ij ij X, 11X, X, 11X, ij

Ce qui implique que

__1_a ﬂui_l_ﬂuj_l_ﬂum ﬂum
N T PO TR P

(4.4)

= -1-l- O

Le méme raisonnement conduit une relation entre le tenseur de déformation d’Euler:

Almansi ¢, et le vecteur déplacement & =d(x,t)

::I‘_aﬂui_l_ﬂuj_ﬂum TIUm
2

ETx,  Ix,  Tx, x,

(4.5)

i]

Q-l-l- O:

Petits déplacements et petites déformations : élasticité linéaire:
On admettra les hypothéses suivantes :

— Les déplacements sont petits par rapport aux dimensions du solide.
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1
Xi

1G__ 1G fx, , 1G fx, , 1G fx,
X, Tx 1X, 1%, 1%, Tx, 1X,

— Les dérivées des déplacements par rapport a x, sont petites devant I’unité: <<1

Si G un grandeur physique de x;, on en déduit :

Comme: X=X+ , SOit x = X, +u

Alors X _ gy MU X, _ Tu, Ax, _ YUy
xl TIX O TX,IXIX, X,
16 _ 16 &, , Ty 6,16 fu, , 1G fu, ., 16 . 16

X, x é 'nxl,z, x, 1X, ﬂx3 X, 1%, 7 1x

16 . 161G . 16

™, "%, I, X,

Tenseur des déformations linéarise

Le tenseur des déformations de Lagrange et d’Euler-Almansi définit par (4.3) et (4.4

ﬂU +&?— 1%ﬂu'+ﬂui¢)

De méme :

se reduita: E,

T =€y
%ﬂx ™5 0280 X
et on écrit
_ Ty, _ Tu, _ Tu,
€11 €1 €13 €11 7 x, €22 = 1x, Gas = X,

[e]:(eij):e21 €,, €,3|ou
€31 €3, €33

= ], ] e/

& .
e__:e__:£&+
251

Le tenseur [e] est appelé tenseur des déformations linéarisé.

Taux de déformation

Jusqu’ici nous avons introduit deux mesures de déformations dans les configurations
initiale et actuelle. 1l nous reste a introduire la vitesse de ces déformations appelée taux
de deformation.

Le tenseur taux de déformation (matériel) est la dérivée particulaire du tenseur de déformation
de Green-Lagrange, soit & . Ce tenseur donne, pour une particule donnée, le taux de variation
de sa déformation au cours du temps. C’est clairement une quantité lagrangienne.

De méme, nous introduirons le tenseur taux de déformation spatial noté b . Celui-ci est
relié a & par la méme relation (4.3) quirelie e a E :

D=F 'BF*, B=F'DF
On peut dégager I’expression du tenseur taux de déformation spatial en terme des
vitesses
v, 0

1
x = ?(Vi,j +Vj,i)
i g

1¢&qv,
D ?gﬂ—
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1°"¢ Master fondamental Faculte des §.Ei',._ ees exactes 2019/2020
Série des exercices 02
Exercicel:
Un solide déformable est soumis a des états de déformation dont la description lagrangienne est
ix, = X, +t2X,
X, = X, +t2X,
} X, = X

ou(X,, X,, X,) et (x,x,,x;) représentant les composant du vecteur position avant et apre:
déformation dans un repére orthonormé. Déterminer

1. I'équation de la trajectoire de la particule initialementa X =(1,2,1)

2. les composantes de vitesse et d'accélération de la méme particule lorsque t = 2s

Exercice?:

On considere le champ de déplacement défini dans le repére orthonormé direct (O, 51, gz : 53)
donné par b= 4Xfr'arl + szggz + X1X§c§3

Déterminer la position finale de la particule telle que la position initiale a(1,0,2) .
Exercice3:

Dans un repére cartésien (O,gi), on considére le mouvement d’un fluide, dont la descriptior

eulérienne est: Vv, = th, v, = 2L v, =0
Déterminer sous forme paramétrique la trajectoire de la particule se trouvant au point de
coordonnées (x,,x,,x;) a I’instant t = 0. Donner la description lagrangienne du mouvement er
prenant pour configuration de référence la configuration occupée ent = 0.

Exercice4:

Dans un repére cartésien (O,gi), on considére le mouvement d’un fluide, dont la descriptior

eulérienne est

v, = at
|Lv2:bx1
TV, =

a, b et ¢ étant des constantes de dimensions physiques appropriées.

1. Déterminer sous forme paramétrique la trajectoire de la particule se trouvant au poin
de coordonnées(x,, X,,x,) a I’instantt = 0. Donner la description lagrangienne du mouvement er
prenant pour configuration de reférence la configuration occupée en t = 0

2. Calculer sous forme paramétrique les lignes de courant de I’écoulement a I’instant arbitraire t,
3. Calculer le champ de vitesse en représentation lagrangienne, en prenant pour configuration de
référence la configuration occupée ent = 0.

4. Calculer I’accélération des points matériels en représentation eulérienne.

5. Calculer I’accélération des points matériels en représentation lagrangienne. Comparel
les solutions obtenues en partant des résultats trouvés en 3 et 4.



_’““v"““.”\ s e = 1 | | , .
On considére un mouvement defini dans la base B =(g,¢€,,e,) par sa représentation

lagrangienne (w est une constante positive) :

ix, = X,cos(wt)- X,sin(wt)
:'xzlesin(wt)+ X ,cos(wt)
}X3 = X3

1. Calculer le tenseur gradient F, le tenseur des dilatations C, et le tenseur des déformations E
de ce mouvement au point X eta l'instant t.
2. A quelle classe particuliere ce mouvement appartient-il ?

3. Pour un instant t donné, calculer la dilatation en un point X et dans une direction dX
4. Pour un instant t donné, calculer le glissement en un point X et pour deux directions

uuu uuul

orthogonales dX et dX¢.

5. On considére un milieu animé de ce mouvement, muni d'une masse volumique
homogéne r, a l'instant t,=0. Calculer le jacobien de la transformation, ainsi que la
masse volumique du milieu a l'instant t.

6. Calculer le champ de vitesse \}(X,t) et le champ d'accélération a(X,t) en coordonnées

lagrangiennes.
7. Exprimer les coordonnées initiales a partir des coordonnées actuelles. Calculer le

champ de vitesse \} (X,t) etle champ d'accélération a(X,t) en coordonnées eulériennes.

8. Calculer les tenseurs des taux de déformations eulériens B(X,t) et des taux de rotation V_V(x,t) .

Exercice6:
On considere I'état de déformation ci-apres :

2 1 -243 -3430
e(M) =10"¢-243 4 2 =

E-3v3 2 -5 i)

g
1. Calculer le vecteur déformation pure dans la direction 4= % (El' + J§E;) Conclusion?

2. Calculer les déformations principales et les directions principales de déformations.

3. Représenter sur le tricercle de Mohr des déformations les vecteurs déformation pure en M

dans les directions g g, et E..

4. Donner le tenseur déviateur des deformations. Que peut-on dire?

Exercice7:

On considere le champ de déplacement defini dans le repére orthonormé direct (O, él, é2 : é3) par:
U, = X, X5, U, = X; X5, Uz = X X,

1. Determiner le tenseur de déformations au point M (X, X,, X;) .

2. On considére les points D,(L-10) et C,(1,1,0), déterminer la dilatation en D, dans la

direction définie par le vecteur LS:E:L;“
3. Déterminer les déformations et les directions principales des déformations au point D, .
4. On suppose que le milieu est continu et élastique, déterminer dans le repére principale le

tenseur des contraintes en D, .
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