Chapitre 1

Rappels et préliminairs

1.1 Préliminaires

Définition 1.1. Soient X etY deux espaces vectoriels sur le méme corps des scalaires
R. Un opérateur linéaire de X dans Y est une application T : X — Y qui vérifie :

T (ax + By) =aT (z)+ BT (y), Vo, B € R, Vx,y € X.

On écrit souvent Tx au lieu de T (x). L’espace des opérateurs linéaires de X dans Y
se note L (X,Y), c’est un espace vectoriel sur IR pour l’addition et la multiplication
par les scalaires

(T'+ S)x =Tx + Sx,
Nz =X(Tx).

L’opérateur identité noté 1, est défini par I (x) = x,Vx € X.

Remarque 1.1. Soient X etY deux espaces vectoriels normés et T : X — Y un
operateur, alors, T est continu sur X, si

Ve X,Ve>0,36>0:VyeX;|lz—y||<d=|Tz - Ty| <e.

L’espace des opérateurs linéaires et continus de X dans Y est noté £ (X,Y).
Lorsque Y = IR, l'espace .Z (X, IR) s’appelle espace dual de X et se note X', ses
élements s’appellent fonctionnelles sur X.

Proposition 1.1. Soit T': X — Y un operateur linéaire, les assertions suivantes
sont équivalentes,

1) T est uniformément continu,

2) T est continu,

3) T est continu en 0,

4)3C >0:Vere X, ||z|]| <1 = ||[Tz|| < C,
5)3C >0, ||Tz| < Clz|, Vo € X.
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Démonstration. 1l est clair que 1) = 2) = 3). Montrons que 3) = 4), la conti-
nuité de 7" a 0 se traduit pour e = 1

36> 0:Vz € B, ||z]| <6 = |Tz|| < 1,

alors,pourxGE:||:13||<1onaH%“H<§etparsuite
ox

T+ )| <1

Gl

2

donc

Montrons que 4) = 5) Soit x € F : x # 0, alors, H”%HH < 1 et par suite,

I Gl =<

donc ||Tz|| < C||z||, pour x = 0 on a ||T°(0)|| = C'||0]]. Montrons que 5) = 1).
Soient xz,y € F et soit € > 0, puisque,

[Tz =Tyl =T (z —y)| < Cllz -yl

alors, pour que [Tz —Ty| < ¢, il suffit que, C'||lz —y|| < €, ce qui se vérifie si
|z —y|| < &. 1l suffit donc de prendre ¢ = &. O

Définition 1.2. Un opérateur linéaire T : X — Y est dit borné, s’il transforme
tout ensemble borné de X a un ensemble borné de Y, c’est a dire

3k > 0; |Tz|| < k||, Vo € X.

Remarque 1.1. I est a noté que d’aprés la proposition ci-dessus les termes borné
et continu n’ont aucune différence pour les opérateurs linéaires. L’espace £ (X,Y)
se note aussi B (X,Y).

Définition 1.3. Un opérateur T € £ (X,Y) est dit inversible s’il existe un opérateur
SeZ(Y,X), tel que TS = Iy, et ST = Ix. Dans se cas S se note T™1.

Exemple 1.1. Soient f € C[0,1] et Ty € L(L*[0,1]) defini par
(Tyu) (x) = f(v)u(x), we L?[0,1].
Alors Ty € £ (L*[0,1]). Soit f la fonction définie par f(x) = 1+ x. Alors, Ty est

tnversible.
Soit g (x) = -5, alors, Ty € B (L*[0,1]) et on a
(TyTyu) (z) = f(z) g (z) u(z) = u(z)
et
(TyTyu) (x) = g (2) f (z) u(z) = u(z)
donc T} est inversible et TJ?1 =1T,.
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Théoréme 1.1. Soient X un espace de Banach et T € £ (X) avec || —T| <
1,alors, T est inversible et
T = (I-T)".

n>0

Théoréme 1.2. Soient X et Y deux espaces de Banach, alors si'T € £ (X,Y) est
bijectif, il est inversible.

Démonstration 1.

Définition 1.4. Un opérateur non borné est un opérateur A : D(A) C X — Y,
définit sur D (A) un sous espace de X appelé domaine de A.
L’opérateur A est continu (borné) s’il éxiste une constante positive C' telle que

|Az|| < C'|z||, Yz € D (A).
La plus petite constante C' qui vérifie ['inégalité au-dessus est la norme de A,
|A|| =inf {C > 0, [|Az| < C||z||, Vx € D (A)}.
Exemple 1.2. Soient k : [0,1] x [0,1] — R wune fonction continue et M =
[

]
sup |k (z,y)| et soit A: C([0,1]) — C([0,1]) défini par

0<z,y<1

(Af) () = / k(e,y) f (4) dy.

1 1 1
A k d k dy < M dy =M
AF@I< [ kG £y < 16 [ Tk Gldy < (IS [ dy=210p)
Done. |lAf]| = sup |Af (@) < M |f]

|Al = sup [[Af]| <M
I1£1=1

et A est borné.

Exemple 1.3. Soit X = C([0,1],R) lespace des fonctions continues de [0,1] a
valeurs dans IR, muni de la norme de sup et soit A: X — X defini par

Af =1,
alors, D (A) = C' ([0,1],R).
Pour f(x) = 2" on a [[f[| = sup [2"] = 1, mais [|[Af]| = sup [f'(z)] =
2€[0,1] z€[0,1]

sup |nz™ Y =n, donc
z€[0,1]

VC >0,3f e D(A), f(x)=2",n>C:|f]l =1, |Af|| > C,

A est alors non borné.
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Topologie de . (X)
Soient X un espace de Banach et Z (X)) I'espace des operateurs linéaires continus
de X dans X, c’est une algebre de Banach pour la norme

||| = sup [Tz

fl=]|<1
et la multiplication des operateurs définie par
TS (z)=T(S(x)), z € X.

La topologie induite par la norme définie ci-dessus, s’appelle la topologie de la conver-
gence uniforme et elle est caracterisée par le fait que

T, — T dans Z(X) <= lim ||T,,—T| =0.
n—aoo

On peut aussi munir .Z (X) par la topologie forte caractérisé par le fait qu'une suite
(T},)nen converge vers un operateur 7' si

lim ||[T,x—Tx| =0, Ve € D(T),
n—-aoo

ou la topologie faible caractérisé par la convergence de (7},),en vers T' définie comme
suit
T, —~T<+= lim (f(T,,—T)z)=0,Ve € D(T),Vfe X

n——oo

Définition 1.5. Un opérateur A: D (A) C X — Y, est dit fermé si D (A) x R (A)
est fermé dans X x Y c’est a dire

V(z,) C D(A):limz, =z, alors, x € D (A),lim Az,, = Ax.

Théoréme 1.3. Soit A: D (A) C X — Y un opérateur linéaire. Si G (A) le graphe
de A est fermé alors A est borné.
Lemme 1.1 (Baire). Soient X un espace métrique complet et (F,) une suite de

fermés telle que F,, = @,VYn € N, alors,

( y F) — .
neN

Théoréme 1.4. Banach-Steinhauss. Une famille # ={T,: X — Y,a € S} C
Z(X,Y) d’opérateurs linéaires continus d’un espace de Banach X dans un espace
vectoriel normé 'Y est uniformement bornée si et seulement si elle est simplement
bornée,

(Sup | Toz|ly < oo, Vo e X> > sup ||Tall g(x.yy < oo

TaceF TaeF
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Démonstration. 11 suffit de montrer I'implication directe, le cas inverse est clair. Pour
chaque n > 1 on pose

F,={x e E:Vae S, |Tx|| <n}.

Alors, gan = E. 1l résulte du lemme de Baire, qu’il existe ng > 1 : F,,, # &. Soient
alors o € E et 1 > 0 tels que
B (zg,7) C Fy,.
Pour [|z|| <1ona y=xo+ ar € F,,. Par suite
| To (o + ar)|| < no, Va € 5.
Par conséquent
r[Taxll < no + [[Taxoll , Va, [Jzf| <1,Va € 5.
D’ou,

1
sup || To|| < - (ng + sup HTaon) < 00.
a€ES r a€csS

Autre dmonstration Il suffit de montrer 'implication directe, le cas inverse est clair.
Notons par F}, (S, E) l'espaces des fonctions f : S — FE telle que {||f ()|, € S}
est borné. C’est un éspace vectoriel normé de norme

1f1ly = sup [[f (@)l
a€gs
Pour tout x € E on pose f*(a) =T, (z). Par définition

{77 (@, a e St ={lTa (@)],a € 5}
est borné, donc f* € F,(S,FE). On définit opérateur A : E — F, (S, E) par
A(z) = f*. Alors, A est fermé. c’est a dire : G (A) le graphe de A est fermé. Soit (z,,)
une suite de F qui converge vers x et soit g = nliHmOOA (z,) . Alors,

lim_[lg (@) — A () (@) < lim_[lg— A ()], = 0

n——aoo

ce qui signifie que
lim A =
im A (zn) (@) = g (a)
et en prenant en considération la continuité de T, on obtient

g(a)= nli_>mooA () () = n@mTa (xn) =Ty () = A(2) (o) ,Va € S.
Donc g = A(x) et (z,9) = nli_1>noo (Xn, A (xy)) = (x,A(x)) € G(A), d'ou A est fermé.

Le théoreme de graphe fermé entaine que A est continu (borné). Par suite
[Te (@) = 1/ ()| < N7l = A @), < NAl ], Ve € S,V € E

donc

T, (x
|Ta|l = sup —H o (2)] < ||A|l,Va € S.
zexaro ||
ce qui conduit a

sup {[|Tall, o € S} < [|A].



Chapitre 2

Semi-groupe fortement continu

2.1 Cj-semigroupes

Définition 2.1. Une famille {T(t)}:+>o d’operateurs linéaires bornés sur un espace
de Banach X est appelée semi groupe fortement continu ou Cy — semigroupe si elle
vérifie les assertions suivantes :
i) T(s+t)="T(s)T(t), Vs,t >0,
i) T(0) =1,
iii) pour tout x € X, limT (t)x = x.

t—0t
Remarque 2.1. Le point iii) ci-dessus, se traduit par le fait que la famille T(t) tend
fortement vers I quand t — 0. Ce qui revient au méme de dire que l'application

T:R, — Z(F)
t — T(t)

est continue en 0 a droite par rapport a la topologie forte de £ (FE), ou encore l'ap-
plication
& 1 0,+00) — F
t— T(t)x

est continue.
Exemple 2.1. Soit Cy(R,,R) lespace des fonctions qui s’annulent a l'infini, ¢’est a

dire :
Ve > 0,3K.compact C R; |f(x)] <e, Vo € R — K,

c’est espace de Banach pour la norme de sup

If1] = sup [ f(x)]

zeR

Soit ¢ € C(R.,R) une fonction continue. On définit une famille d’opérateurs sur
Co(R+,R) par
T,(t)f = €',
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Exemple 2.2. Soit A € L(F), alors, la famille {T'(t)} définie par

th Ak

_ A
T(t)=e" = 1

k>0

est un semigroupe fortement continu.
En effet, il est clair que T(0) =1 .
En utilisant le produit des series formelles on montre que

T(t+s) = T(£)T(s),

d’autre part, pour tout x € K

lim ||7(t)x — z|| < lim Zw = lim (el —1) ||z =0
t—0t B ‘

t—0+ 1 k! t—0+

Exemple 2.3. Soit E = C,;, (R4, IR) l’espace des fonctions bornées et uniformement
continues de IRy dans IR muni de la norme

1fllx = sup |f (x)

zeR L

On définit une famille {T (t),t > 0} d’operateurs bornés a un parameétre sur E en
posant
T(t)f(x)=flz+1), s,t € Ry,

il est clair que T (0) f(s) = f(s) c’est a dire T (0) = I, d’autre part,
Tt+s)f(x)=fx+t+s)=T(s)f(x+t)=T )T (s) f (z).

En fin

lim [70) ~ fllx = Jim (sup T (2) — <x>r)

=0t \zeR,

:1m1<mm|f@+x)—fuﬂ),

t—0t+ me][i{Jr
Démonstration. comme f est uniformement continue
Ve>0, Ja>0Vee X:|t|<a; |[f(t+2)— f(z)<e

donc sup |f (t+z) — f(z)| < e, par suite
zeR ¢

Ve >0,3a>0, [t|<a=|[TWt)f— flly <e¢

ce qui signifie que lim |T(t)f — fllx = 0 et le semigroupe et fortement continu. [
t—0
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Proposition 2.1. Soit E un espace de Banach et F' une fonction d’un ensemble
compact K C IR dans L (F). Les assertions suiventes sont équivalentes.
1)V € E Uapplication

F()z: K —F
it — F(t)x

est continue.
2) F' est uniformement bornée sur K

sup || (1) () < o0
teK

et il existe un sous-ensemble D dense dans E telle que l’application

F()z:K —E
t— F(t)x

est continue pour tout x € D.
3) L’application

KxC—FE
(t,x) — F (t)x

est uniformement continue pour tout compact C C E.

Démonstration. 1) = 2) Puisque F est continue sur le compact K alors pour tout
x € EA{||[F(t)z||; t € K} < oo c’est a dire la famille {F(t),t € K} est simplement
bornée, alors le théoreme de Banach-Steinhauss entraine qu’elle est uniformément
bornée sur K.

2) = 3) Supposons qu’il existe M > 0 tel que

”F(twg)(x) <M, VvVt e K.

Soit € > 0 et C' un compact de F, alors il existe une recouvrement finie pour C,
€ .
{B()(a:i,M),lﬁsz, QTZED}

cestadireC C U By (xi, %) . Comme F'(.) x; est continue pour tout z; € D, 1 <
1<i<m

1 < m, alors il existe §; > 0 tel que
Vi,s € K; [t—s|<d;ona |[|[F(t)x; — F(s)z|| <e.

Pour 0 = min ¢;, on a pour tout 1 <7 <m
1<i<m

|F(t)x; — F (s)xi]| <e, Vt,s € K, |t —s| <.



CHAPITRE 2. SEMI-GROUPE FORTEMENT CONTINU 9

£

Soient x,y € C et t,5s € K verifient ||z —y|l, < 7
x; € {x1, 89, ...,z } tel que z € By (xl-, %) et par suite

[E @)z =T (s)yll < [F @)z = F @)z + |[F(8) 2 = F(s) i
HF () wi = F (s) ]| +[[F (s)x = F (s)y
< [[F @l Hx—aﬁzH () 2 = F (s) ]
+F ()] ||w—l“z|| +IE )z =yl

<MEyer ME FME =4

€
M M M

et |t —s| < ¢ alors, il existe

ce qui signifie que

Ve>0,30 >0et dN(e) > 0g; [z —y|| <A\t —s|<d=|[F({t)z —T(s)y| <4e

donc F' est uniformement continue sur K x C. 3) = 1) evident. O
Une conséquence immédiate du proposition 2.1 est le lemme suivant

Lemme 2.1. Pour un semigroupe {T (t),t > 0} sur un espace de Banach E, les
assertions sutventes sont équivalentes.
a) lim T'(t)z =z,

t—0F

b) il existe § >0 et M > 1 et un ensemble D dense dans E tel que
i) |17 ()] < M, vt € [0.0],
it) lim T (t)x =z, Vx € D.
t—0t
Démonstration. a) = b) si i) n’est pas vérifié alors il existe une suite (d,) converge
vers 0 tandis que |7 (d,)|] — o0, et par suite le théoreme de Banach-Steinhauss
assure l'existence d'un z € E tel que T{grgo||T(5n)m|| = 400 ce qui contredit la

continuité de 7' () x en 0 a droite. ¢)ii) est evidente.

b) = a) Soit §, M et D tels qu'ils sont indiqués en b), soit K = {t,,n € N} U {0},
ol (t,),cy st une suite inclue dans [0, 0] et converge vers 0, alors K est compact de
[0,4+00[. De i) de b) T (-) est bornée sur K, ||T(t)|| < M, Vt € K. ii) signifie que
T (-) x est continue en 0 a droite pour tout z € D, c’est a dire

V5>O,E|a>0:t<a:>HT(t)x—:cH<%.

Soit t, € K et 0 <t < « alors,
1T (tn +t)x =T (ta) zl| = |T )T (1) z — 2| <e,
|7 (tn —t)z =T (tn) x| = |T (t, = DI [IT (t) x — z|| <&, pour t <t,,

donc T'(+) z est continue sur K pour tout z € D. Il result de la proposition 1 (
2) = 1)), que T (-) x est continue sur K pour tout z € E et par suite

lim T (t,)z ==z, Vo € E.

n—-+o00

La suite (t,,) était arbitraire, alors lim T(t)x = x. O
t—0
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Théoréme 2.1. Soit {T'(t), t > 0} un semigroupe fortement continu, alors il existent
M >1etweR tels que

IT ()] < M, £2 0.
Démonstration. Montrons tout d’abord qu’il existe n > 0 et M > 1 tels que
17 ()]l ) < M, ¥ € [0,1]. (2.1)
Supposons que ceci n’est pas vrai, alors il existe un semigroupe {T(t), t > 0} tel que

v > 0,YM > 1, Jty: ||T (¢, ) > M.

Z(X)

Soit n € N*, pour n = % et M =n, onnotet, , =t,avect, € [0, %] alors on a

1T ()l 2 (x) > 7 (2:2)
Lorsque, n — 400, t, — 0 donc

lim T(t,)z =z, Vz € E,
n—>-+oo
ce qui entraine que la suite (7" (t,) =), cy- est bornée dans X, de théoréme de Banach-
Steinhaus on conclu que la suite (7" (t,,)),,cn- €st bornée dans .Z(£) ce qui est contra-
dictoire avec d’ou . Soit t > 0,alors il existe n € N* et § € [0,n] tels que
t =mnn+ 4, on a donc

17 @O =T () T ()] < M™ M.

t—90 t .
Notons que n = —— < — par suite
n
IT (4)]| < MMn = Men ™M = Me*t,
In M
avec w = - . ]
n

Définition 2.2. Un semigroupe fortement continu qui vérifie
HT(t)Hz(X) < Me', t > 0.

est dit de type (M,w) .
Un semigroupe de type (1,0) est dit semigroupe de contractions.

IT(t)] <1, Vt>0.
Définition 2.3. Soit {T'(t),t > 0} un semigroupe fortement continu, le nombre
wo = inf {w € R; IM,, > 1tel que |T(t)| < Moe**, Vt >0}

s’appelle la borne de croissance du semigroupe.
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Corollaire 2.1. Soit {T (t),t > 0} un semigroupe fortement continu, alors, la fonc-
tion
T:[0,+0[x E— E
(tr) — T ()
est continue.

Démonstration. Soient z,y € E,t € [0,+0c[ et h € R* tel que t +h > 0. Si h > 0,
alors,

I Tt+h)x =T @)yl =ITE+h)x=TE+h)yl+ T Et+h)y—=T¢)yl
<T@+ m) =yl + [T O (h)y -yl
< Ml |z — y|| + Me™ || T (h)y — yl| .

La continuité forte du semigroupe permet de choisir h assez petit h < ¢ tel que

19
Me™ || T (h)y —y| < 3

d’autre part, puisque h verifie h < ¢ et x — y, il est possible de choisir

€
— Y| < ==——
||':C y” 2M€twh

et par suite
T (t+h)x—T @) y| <e.
Si h <0, on aura
Tt +h)z=TE)yl=ITE+h)z-TE+h)T(=h)y|
< [T (t+h)| ch— (=h)yl
< |7+ n) (e =yl + [lo =T (=h)yl|)
< M (lz =yl + [l = T (=h) y))

et ||z —yl| < 555 et [l — T (=h) y|| — 0 quand —h — 0* conduisent au resultat.
[

Corollaire 2.2. Soit {T' (t),t > 0} un semi-groupe fortement continu. Pour tout
x € F la fonction
t—T(t)x

est continue sur [0, 400l .
Démonstration. Soient t, h > 0, alors
1Tt +h)e =T @)zl < T ONIT (h)z -zl < Me™ T (h)x — =]|.
Par définition, pour tout € > 0 il existe § > 0 tel que
T (h)x —z|| <e, Vh,0<h <
par suite pour tout ¢ > 0, hlg(l)JrT (t+h)xz =T (t)x d'ou la continuité a droite en
tout t € [0, +00[. Pourt >0et¢t>h>0,ona
1Tt —h)x =T )| <|T(E=hIT(h)x— x| < Me™ T (h)x — x|,

et la continuité a gauche en tout t € |0, +o00] s’en suit. O
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2.2 Générateur infinitesimal d’un semi-groupe for-
tement continu

Soit {T'(t), t > 0} un semigroupe d’opérateurs.

Définition 2.4. On appelle générateur infinitésimal du semigroupe {T'(t), t > 0}
loperateur A défini par

D(A) = {J; € E: lim M, em’ste} :

t—0+
Az = lim Wz
t—0+ t
Remarque 2.2. 1) Il est clair que
drT (t
Az = ®) x.
dt  |,_,

2) D (A) est un sous espace de E et A est en général un opérateur non borné.

Exemple 2.4. Soit {T'(t), t > 0} le semigroupe défini par

[e.o]

t"Amx
A
T(t)z = (¢ )xzz Y
n=0
|| T@)z—= : " A [t A oA
tl_l?(}Jr — Aw)) = tin(}“' ; n! = t1—1>1{)l+nz; n! = t1—1>r18+; n!

% g A" Al | —
e e EIE

t—0+ nlt

Exemple 2.5. Considérons le semigroupe {T (t),t > 0} défini sur l’espace de Banach
E =Cu (R) par
T(@)f(x)=f(z+1).

On a -
i LOL@ = F@)
=0t t t—0t
Pour que la limite lim M
t—0t

droite en chaque x € IR, alors

fle+t) - f(z)
. :

existe, il faut et il suffit que f soit dérivable a

D(A) ={f € Cuw(IR); f admet une dérivée a droite f'. en tout point de R},

de plus
Af = fL.

Remarque 2.3. On va montrer (Remarque 3. a) que f est dérivable en tout point
x €1R, et que Af = f.
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Lemme 2.2. Soit {T'(t),t > 0} un semi-groupe fortement continu sur l’espace de
Banach E. Pour tout x € E, on note par T, ['application

T, : 0,400 — F
it — T (t)x.

Les assertions suivantes sont équivalentes : i) T, est différentiable sur R, ii) T, est
différentiable a 0 a droite.

Preuve. Il suffit de vérifier que i) = 1).

Pour h > 0, on a

lim T(S—l—h)x—T(s)x:T(S) lim T(h)x—x:T(S) d;ftfx (0)

h—s0+ h h—s0+ h

et T, est différentiable a droite en tout point t € [0, +00].
Pour —s < h <0, on a

T(s+h)z—T(s)x

. ~T(s)

drT, T(-h)x—z d''T,
O =Teen (FEIEE T o)

LT (s + ) d;tT‘” (0) =T (s) d;? (0).

Notons que d’apres la premiere partie de la démonstration on a
T(-h)x—z d'T,

I _
- —h a0

en plus ||T (s + h)|| < oo, alors
T(-h)x—z d''T, x—x dTT,

lim
h—0~

‘T(erh)( — 7 (o))HshlgéHT(s+h)I|HT(—fi>h -

La continuité forte de 7' (¢) entraine

d*T. d*T.
li T z -T 2 =
i (Ten T E 0 -T0 S 0) <o
et T, est différentiable a gauche en tout point ¢ € |0, +oco[, d’ou la différentiabilité

de T} sur [0, 4+o0[, de plus

dT, (t) d*T,
=TIt 0).
Remarque 2.4. Sur le sous espace D (A) = {x € E : T, est différentiable sur [0,+o0[} C

E| la dérivée en O a droite d;fz (0) définie un operateur

A:D(A)CE-—E

cx— Ax =

c’est le générateur infinitesimal du semigroupe {T (t),t > 0}.
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Proposition 2.2. Soit A: D(A) C E — E le générateur infinitesimal d’un semi-
groupe fortement continu {T (t),t > 0} . Alors,
i) Pour tout x € E et toutt >0 on a

it) Pour tout x € E et tout t > 0, on a

/OtT(s)mdseD(A) etA(/OtT(S)de) T

i11) Pour tout x € D (A) et tout t >0, on a T (t)x € D (A), et Uapplication
0,400 — E
t—T(t)x
est de classe C' sur [0, +o0] et vérifie

d
7

iv) Pour tout x € D (A) et tout 0 < s <t < oo ona

T(t)x) = AT (t)x =T (t) Ax.

/:AT(T)l’dT:/:T(T)AxdT:T(t)x_T(s)x_

Démonstration. i) Soit h > 0, notons que

H%/tHhT(s)xds—T(t)x

_ H%/fh (T (s) = T (1)) 2ds
1

t+h
< —/ IT(s)z — T (t) 2| ds.
h Ji
En utilisant le corollaire 1. lithT(s)x —T(t)z|]| = 0 et le resultat s’ensuit. i)
s—

Soient x € E,t > 0 et h > 0, alors,

lim T(h)_j/tT(s)xds: lim Jo T (s+h)xzds — [, T (s)zds

h—0+ h—0+ h

1 t+h 1 t
= hlir:r(l)+ (E/h T (s) xds — E/o T (s) xds)
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et en utilisant ¢) on obtient
T(h)y—1 [ I 1"
hﬁ?ﬁ%/o T (s)xds = hE}é+ (%/t T (s)xds — E/o T (s) xds) =T (t)z—=x.

D’autre part

T(h)—1 T -T
lim T =1 T(s)x= lim (s+h)z (s) @
h— 0+ h h—s0t h

ce qui prouve i). 7i7) Soit « € D (A), alors, a) pour t > 0et h >0 on a

T(t+h)fb_T(t)x =HT<t>(%_M)H
<o) [FUE - a

—T(t) Az

et puisque ||7" (¢)|| < oo le second terme ted vers 0 ce qui prouve que
T(h)T -T
LT T @ - T
h—0+ h

et par suite T (t)x € D (A) et AT (t)x = T (t) Az. De plus T est differentiable a
droite de ¢ € [0, +00] et

LT () Ax

dtT (t)
dt
b) Pour t > 0 et h <0 tel quet+h > 0,0n a
HT(t+h)a:—T(t)x
h

=T (t) Ax = AT (t) x.

—T(t) Az

Sl e

_x—Ax

< m (| FEEE

+||T (=h) Az — Ax||)

en utilisant le fait que lim T(%zf_m = Az et lim T (—h)y =y, on aura
h—0~ h—0~

lim T{t+h)z—T(t)x

h—0~ h =1 (t) Az

d’ou la différentiabilité de T a gauche de tout ¢t > 0. La continuité de
t — T (t) Az

sur [0, +o0[, termine la démonstration de #ii). iv) La continuité de t — T (t) Az
permet d’integrer 1’égalité

d
(T ()a) = AT ()x =T (t) A

et par suite

/:AT(T)l’dT:/:T(T)AxdT:/St%(T(T>Qj)dT:T(t)x_T<S)x.
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Remarque 2.5. Notons que si x € D (A), le resultat de ii) peut s’écrit aussi

A(/OtT(s)xds> :/OtAT(s)xds:/OtT(s)Axds.

Remarque 2.6. En appliquant iii) a la générateur infinitisimal de semi-groupe défini
par

T () f(x)=f(z+1),

on conclu que
t— f(t+x)

est dérivable par rapport t, alors,

hmf(x—i—t—i—s)—f(x—i—t)

s—0 S

existe

ce qui signifie que [ est dérivable en tout y = x +t € IR, par suite

D(A)={feCu(R);feC" (R)},
Af =1

Corollaire 2.3. Pour tout ug € D (A), ou A est le générateur infinitesimal d’un
semi-groupe fortement continu, le probleme de Cauchy

dt

duled) — Ay, (x,t), t >0,
u(z,0) =g (),

admet une solution unique u (t) =T (t) uy qui vérifie
u e C([0,400[; D (A)) N C* ([0, +o00[; E) .

Démonstration. En effet, si ug € D (A) ona u(t) =T (t)up € D (A) d’apres iii) du
théoreme précédent, et
w:t — T (t)ug

est continue, d’'ot u € C([0,4o00[;D (A)). D’autre part, u est différentiable sur
[0, +00[ et

du d
de plus la continuité de u par rapport a t et de A sur D (A) entraine que
d
d’ou le resultat. O

L’unicité de la solution est une conséquence du théoreme 4. ci-dessous.
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Corollaire 2.4. Le domaine D (A) du generateur infinitisimal A d’un semigroupe
fortement continu {T (t),t > 0} est dense dans E et l'operateur A est fermé.

Démonstration. Soient © € E et n € N*, du théoreme 3 i), pour h = % > 0 on a
T, = %thT(s)xds € D(A) et dei)ona

1t
lim z, = lim —/ T (s)xds =T (0)x =z,
0

n—o0 h—s0+h

donc D (A) dense dans X. Soient (z,) C D (A) tel que z, — z et Az, — v,
d’aprés théoreme 3, iv) on a,

¢
/ T (s) Axpds =T (t) z,, — p,
0

puisque 7" (t) est borné (continu et défini sur F), alors lim T (¢)z, = T (t) x, d’autre

n—-—=o0
part
t ¢ ¢
‘/T(S)Axnds—/ T (s)yds|| = /T(s)(Axn—y)ds
0 0 0
¢
< [ Iz, - s
t
< M/ e || Azy — y|| ds
0
M
< —e Az, — y|| — 0,
wl
donc,

et par suite

1
y= lim — [ T(s)yds= lim

t—0tt Jg t—0t t

donc z € D (A) et Ax = y.
[

Théoréme 2.2. Soient T (t),S (t) deux semigroupes fortement continus de genera-
teurs infinitesimals A et B respectivement.

Si A= B, alors T'(t) = S (t) pour tout t > 0.

Démonstration. Soit x € D (A) = D (B), d’apres le théoreme 3. iii) s — S (s)x
est différentiable et S (s)x € D (A). En utilisant encore le théoreme 3. iii) et le fait
que s — t — s est differentiable, on constate que

fis—T({t—s)S(s)x
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est differentiable pour tout s € [0,¢]. Alors,

iT(t_S)S(S)UC:—%S(s)x—FT(t—s) diiiS)

ds
=—AT (t—s)S(s)x+T (t—s)BS(s)x
=-T({t—s)AS(s)z+T (t—s)BS(s)x=0.

X

L’application f est alors constante et par suite

ce qui entraine

]

Théoréme 2.3. Soit A le generateur infinitisimal d’un semigroupe fortement continu
T (t), et soit D (A™) le domaine de A", alors, Or_%OD (A™) est dense dans E.

Démonstration. Pour tout x € E et tout ¢ € Cg° (]0, +00[) on pose

y:m<¢):/o°°¢(s>T<s>xds.

T(hy-—y 1T
lim YTV oy o .
i . m /0 ¢ (s)T (s+ h)xds / s) xds
1/ [+
= hg%@ </h w(s— s) xds —/ :vds) .
Puisque supp ¢ C |0, +o0[ on a ¢ (s — h) = 0 sur |0, h[ et par suite
T(hy—y 1T
lim ———~> = lim — _
i HOY i ([T [T
+oo
L p(s=h)—p(s)
- ] T ds =
| 2o (s) xds =~ (&),
ceci prouve que z (¢) € D (A) et Az (p) = —x (¢'). O
Démonstration. En refaisant le méme travail avec y = —z (') on montre que —z (¢') =

Az (p) € D (A) et —Az (¢') =z (¢") ce qui signifie que
z(p) € D (A?) et A%z (p) =z (¢")
et par suite on montre par reccurence que

z(p) € D(A") et A%z (p)=(—1)"2("), VneN



CHAPITRE 2. SEMI-GROUPE FORTEMENT CONTINU 19

donc,
z(p) € N D(A").

n=0

Awwwyu:L

e (s) = éso (é) :

Il est clair que @, € C*™ (]0,400[) et que suppp. = esuppyp, alors, ¢. € C5° (]0, 4+00|)

et
+o0
/ ©e (s)ds = 1.
0

Soit ¢ € C§° (]0, +00]) telle que

Pour € > 0, on pose

D’autre part,

e ol =2 [ e (2) @) -oas
<2 [Te () I —alas

IN

1 / s
“ [ e ()T e —alas
€ Jsuppee €

< sup [T (s)a—af.
SESUPPPe

Notons que lorsque € — 0, suppy. se reduit a {0} et par suite sup ||7(s)z — z|| —
SESUPPPe
0, ce qui prouve que

Jir () =

et onOD (A™) est dense dans E.
B O

Corollaire 2.5. Soientn € N* et A le générateur infinitisimal d’un semigroupe T (t) .
Pour tout t > 0 et ug € D (A™), T (t)x € D (A™) et la fonction

w: [0, +o0[ — E
t—)T(t)Uo

est de classe C™ ([0, +00[) et est la solution du probléeme de Cauchy

{ u™ (t) = AMu(t), t >0 (2.3)

u®) (0) = Akug, k=0,1,...,n — 1.
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Démonstration. Le cas n = 1 était 'objet de la remarque 3. Montrons le cas général
par récurrence. Supposons que la propriété est vraie jusqu’au cas n et que uy €
D (A™) . Puisque D (A™) C D (A") alors z € D (A") et il existe une solution
unique de du probléme de Cauchy pour tout ¢ > 0. Soient ¢t > 0 et h € IR tels
quet+h>0.0na

1

(w6 ) — ) (1)) = % (AP (¢ + h) wg — A™T () ug) -

Notons que d’apres théoreme 3 iii) on a pour tout z € D (A") et s >0 on a
A"T (s)ug =T (t) A"ug
et on peut écrire

L (¢4 h) = u™ (8)) = 2 (T (¢ + h) Ao — T (1) A™u).

1

h h

Puisque A™uy € D (A) alors T (t) A"ug € D (A) donc la limite du terme a droite
existe et on a

u™ (t 4 h) — u™ (t) T(t+ h)AMug — T (t) A™uyg

lim = lim
h—0+ h h—0+ h
T T (t) A"ug — T (t) A™
_ i LW T A =T O A _ 7y gy,
h—0+ h

Ce qui montre que u™ est differentiable et que
u™Y (1) = AT (t) Aug = A"HT () uy.

Il est facile de vérifier que u® (0) = A*ug pour k= 0,1, ..., n. ]

2.3 Propriétés spectrales du générateur infinitesi-
mal

Définition 2.5. Soit (A, D(A)) le générateur infinitesimal d’un semi-groupe forte-
ment continu {T'(t),t > 0}, on définit :
a) p(A) l’ensemble résolvant de A par

p(A) :={\ € C, (M — A)~! existe et est continu}.

b) R(\, A) := (A — A)7Y, la résolvante de A.
c) o(A) :==C — p(A) le spectre de A.

Rappelons qu'un semi-groupe fortement continu {7°(t),t > 0} vérifie la proprieté
suivante :

IM > 1,w e R; || T(t)| < Me™, Vt > 0. (2.4)
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Lemme 2.3. Soit (A, D(A)) le générateur infinitesimal d’un semi-groupe fortement
continu T'(t). Alors, pour tout X € C et toutt > 0, les égalités suivantes sont vérifiées :

1) e MT(t)r — 2z = (A— \) /t e MT(s)ads sixz e X.
2) e MT () —x = /t e MT(s)(A — A)xds six € D(A).

Démonstration. On définit la famille d’opérateurs S(t) := e MT(t), c’est un semi-
groupe fortement continu de générateur infinitesimal B = A—AI de domaine D(B) =
D(A). 1) On applique le théoreme 3.i7) au semi-groupe S(t) on aura pour tout z € X

t
/ S(s)xds € D(B)
0
et
t t
B/ S(s)xds = (A — )\I)/ e MT(s)xds = S(t)r — x = e MT(t)x — x.
0 0
2) Pour x € D(B) on applique théoréme 3.iv) on aura
t t
S(t)r —x = / S(s)Bzds = / e T (s)(A — N)xds.
0 0

]

Théoréeme 2.4. Soient {T'(t),t > 0} un semi-groupe fortement continu de générateur
infinitesimal (A, D(A)) et M,w les réels qui vérifient

IT@)] < Me™,

alors, les propriétes suivantes sont satisfaites :
1) Si A € C tel que

RNz := /0+OO e T (s) xvds

+o0o
existe pour tout x € X, alors, X € p(A) et R(\ A) = / e Mads.
0
2) Si Re(\) > w, alors A € p(A),

+oo
R(NA) = / e T (s) vds
0

et

IRy (A) M — YRe(N) > w

P —
I'= Re(\)
La réprésentation de R(\, A) donnée en 1) s’appelle la réprésentation intégrale de la
résolvante, c’est une intégrale impropre

t

R(MN)x = lim e MT(s)xds.

t—>+o00 0
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+oo
Démonstration. 1) Si / e Mxds existe, alors,
0

+oo t
/ e Mxds = lim e T(s)xds € D(B) = D(A)
0 t—>+o00 0

et on a

(M —A)R(N)z=— lim (A— ) /t e MT(s)xds

t—+o00

et en utilisant le lemme précédent 1) on aura

— = — 1 —Xt =
(M — A)R(N)x tgrfrlooe T(t)xr +x ==z,
car | T(t)|| < +o00. D’ou
(ML — A)R(\) = 1.

D’autre part, pour x € D(A) on a

t t

R(AN)Az = lim e T (s)Azxds = lim e M AT (s)xds.

t—>+o0 0 t—>+o0 0
En utilisant le théoreme 3.7i7) on peut écrire

¢
R(\) Az = lim e dT(s)z

t—4o00 0 dS

ds

400
= lim [e_’\tT(t)x}g+)\/ e T (s)xds.
0

t—+o00

= —2 + AR(\)z,

ce qui signifie que
RAN)(M —A)=1.

Donc
R\ = (M — A= R(\ A).
2)
‘/t —)\ST( )d < M/t (w—Re()\))sd M [ (w—Re(/\))sj|t
e s)ds|| < e §=——————|€
0 0 (w — Re(X)) °
Lorsque t — 400 le second membre converge vers % siw— Re(N\) <0. O

Corollaire 2.6. Soit (A, D(A)) le générateur infinitisimal d’un semi groupe forte-
ment continu {T'(t),t > 0}, alors,
pour tout A € C; Re(\) > w on a

(-1

RO\ A= %
A A" = o Ty e

R\, A)x
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Démonstration. Du théoreme précéedent il result que
AR(MNA) — ARMNA) =1

par suite

La soustraction des deux égalités donne

R(A,A) = R(p, A) = (0= N RN, A)R(p, A)

ce qui entraine
= A
Le passage a la limite conduit a

= —R(\, A)R(y, A)

d
LR\ A) = —R(\, A)?
A A) = —R(A, A)

et on continu par récurrence. [



Chapitre 3

Semi-groupes de contractions et
théorie de Hille-Yoside

3.1 Semi-groupes uniformement continu

Définition 3.1. Un semi-groupe {T'(t),t > 0} est dit uniformement continu si il
vérifie la propriété suivante

lim ||T(t) —I]| = 0.

t—0t
Théoréme 3.1. Un operateur A est le générateur infinitesimal d’un semi-groupe
uniformément continu si est seulement si il est borné.

Démonstration. Supposons que A est un opérateur borné défini surX. On définit une
famille d’opérateur T'(t) en posant pour t > 0

La série précédente est majorée par la série

+oo n
Zt | Al
n!

n=0

qui converge pour tout t > 0 vers eIl Donc elle converge et définit pour tout ¢ > 0
un opérateur linéaire borné 7' (t). Il est facile de vérifier que T (s +t) = T (s) T (t)
et que 7' (0) = I. D’autre part, pour tout £ > 0 on a

400 400
tnAn tnAn
T(t)—1I|| = =t A —
70 =1 = 3= | = A1 ey,
<t HAH Al

ce qui prouve que
lim ||T(t) —I]| = 0.
t—0t+

24
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De plus
T()—1 X AT X2 4n
It N e e
<X mAT
=t ||A| < t|| A7 Al
AP | S gy <141
ce qui montre que
T (1) —
lim ®) I:A
t—0+ t

d’ou A est le générateur infinitisimal du semi-groupe T (¢). Réciproquement, Soit
{T (t),t > 0} un semi-groupe uniformement continu sur un espace de Banach X. Soit

p > 0 suffisament petit tel que
1 [°
‘[— —/ T (s)ds
P Jo

alors, - fo (s)ds est inversible et par suite [T (s)ds est inversible

T(h)_]/pT(s)ds:fop (s+h)ds— [JT (s)ds

Y

h
_ P+h d B fo
h
_ p+h 5) ds — fo s)ds — [y T (s)ds
B h
fpp+hT(s) ds — thT(s) ds

B h

En multipliant par ( J T ds) on obtain
T(h) -1 fpp+hT(3) ds — thT(s) ds [ [P -1
= T (s)ds
h I ;
. Lo +h : h
En utilisant le théoreme 3.7) linoh Sy =T (p) — I et hlglg% Jo T(s)ds =
T(h)—1
0, d’ou L converge uniformement, donc fortement, vers I'opérateur linéaire
borné
P -1
A= (T(p) = 1) (/ T(s)ds)
0

qui est le générateur infinitisimal de semi-groupe {7 (t),t > 0}. O

On résume que le générateur infinitisimal d’un semi-groupe uniformement continu
est un opérateur borné et que tout opérateur linéaire borné A engendre un semi-
groupe uniformement continu donné par
A

n!

Tt =

n=0
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Corollaire 3.1. Soit {T (t),t > 0} un semi-groupe uniformement continue, alors,
1) 1l existe un opérateur linéaire borné A tel que T (t) = e, t > 0.
2) Il existe w > 0, tel que | T (t)|| < e™, t > 0.

Démonstration. 1) D’apres le théoréme précédent, {T'(t),t > 0} admet un générateur
infinitisimal A, qui est un opérateur borné, cet opérateur engendre un semi-groupe
uniformement continu S (t) = €', I'égalité des semi-groupes qui ont le méme générateur
infinitisimal entraine que T' () = S (t). 2)||T (¢)| < el < e, ott w = || A4]| . O

3.2 Théorie de Hille-Yosida

Semi-groupes de contractions
Rappelons qu’'un semi-groupe fortement continu {7 (¢),t > 0} vérifie || T (¢)|| <
Me™, pour M >1et w e R.

Définition 3.2. St w = 0 le semi-groupe est dit uniformement borné. Si de plus
M =1 le semi-groupe est dit de contractions.
Un semi-groupe de contractions {T (t),t > 0} vérifie

T ()] <1, Vt>0.

Théoréme 3.2. (Hille-Yosida) Un opérateur (non borné) A est le générateur in-
finitisimal d’un Cy—semi-groupe de contractions, si et seulement si :

1) A est fermé de domaine dense.

2) 10, +oo[ C p(A) et pour tout A > 0,

IR Al = [[(AT = A7 <

> =

Démonstration. D’apres le corollaire 2. du Chapitre I, le générateur infinitisimal
d’un semi-groupe fortement continu est fermé et a domaine dense. O

Démonstration. Soit A > 0. Pour tout x € X 'application

t—T(t)x

est continue et uniformement borné (sup T (t) || < ||:E||) , Iintégrale
>0

+o00
/ e T (s) zds
0

converge donc A € p(A) et, d’apres le théoreme 7.1) du chapitre I, la résolvante
R (A, A) est donnée par

+0oo
R(MNA)x = / e MT (s) zds.
0
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De plus
+0o0 +oo 1
IR Al < [ e IT (alds <l [ eds = S lal)

donc 1
IR )] < 5

Pour montrer la suffisance des conditions i) et i) du théoreme on est besoin de
montrer quelques lemmes O

Lemme 3.1. Soit A un opérateur qui vérifie les conditions i) et ii) du théoréme
précédent, alors

lim AR\ A)z ==z, Vr € X.
A—>+00
Démonstration. Supposons que z € D (A), alors
INR(N,A)x —z|| = ||R(NA) ( Az — Az + Az) — x|
=[|[R(N\,A) (M — A)x + Ax] — ||

1
= |R(\ 4) As] < |14z

et 1
lim — ||Az| =
Jm_ 5 s =0
ce qui conduit a l'affirmation du théoreme pour x € D (A). Comme D (A) est dense

dans X et la suite {AR (A, A) , A € IR, } des opérateurs linéaires bornés est uniforme-
ment borné

alors,

lim AR\, A)z ==z, Vo € X.

A—r+00

Définition 3.3. Pour tout X\ > 0, on définit la régularisé Yoside de A par
Ay =MAR(NA) = NR(\A) — AL
A, est une approximation de A, de la maniere suivante :

Lemme 3.2. Soit A un opérateur qui vérifie les conditions i), ii) du théoréme précédent,

alors,
lim Ayx = Az, Vx € D(A).

A—>+o0

Démonstration. Pour x € D (A), on a

lim Ayz = lim AR(\ A) Az = Ax.

A—r+o0 A—r+00
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Lemme 3.3. Soient A un opérateur qui vérifie les conditions 1),ii) du théoréme
précédent et Ay sa régularisé Yosida, alors Ay est le générateur infinitisimal d’un
semi-groupe de contractions uniformement continu T (t) = e et pour tout x €
X, A u>0,0na

||etAAx - etA”x” <t||Axz — A,z|, vVt > 0.

Démonstration. Puisque A est fermé, Ay € Z (X) et est le générateur infinitisimal
d’un semi groupe uniformement continu 7' (t) = e*4*, de plus

=

et(A2R()\7A)—)\I)H N

2 _ 2 _
He o R()\,A)H < e MNIROA < g=Mgth —

D’apres les définitions de Ay, A, e et e commute et on a

1
< / t He“’tAAe(l’s)tA“ (Axz — Auz)| ds
0

HetA/\x o etAHIH — H/l % (estA)\e(lfs)tAMI)
0

S t HA)\.I — AMI‘H .

Fin de la démonstration du théoreme de Hille-Yosida Suffisance
Soit € D (A) et prenons t € [0,7], on a

HetA*x - etA“xH <t||Ax — A,z

<t||Axz — Azx|| + t|| Az — Az||

et en utilisant le lemme . ci-dessus on conclu que pour tout ¢t > 0, la suite {etAA;E}
est de Cauchy dans X, par suite elle converge vers une limite7" (t) x quand A — +o0.
La limite 7' (t) détermine un opérateur linéaire

T(t):D(A)CX — X

tel que pour x € D (A)
lim e =T )z
A—>+o00
uniformement dans tout compact de R,.
Comme HetAA” < 1et D(A) dense dans X, en déduit que T (t) est prolongeable
sur X et on a
lim ea =T (t)z, Vo € X.

A—r+o0

et
|7 (&) || < [|z]|l, ¥t >0,Vz € X.

La famille d’opérateur bornés {7" (t),t > 0} ainsi déterminer est un semi-groupe qui
vérifie
1T (@O < 1.
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De plus, pour tout ¢ > 0 et tout z,y € X on a
1T () e — || <|IT @)z =T @)yl +||T @)y — eyl + ||y =yl + Iy — 2|
<|T(6)y — eyl + [Jey —y]| + 21y — 2| .
Soient 7" > 0 et ¢ > 0, et on choisi y = z. € D (A) tel que ||z. — z|| < . Pour A
suffisament grand on a
T (t) z. — etAA:UEH <e
pour tout t € [0,7], donc
IT (t)x — z|| < 3e+ ||6tAAx€ -z

Puisque {etAA,t > 0} est un semi-groupe uniformement continu, pour tout £ > 0, il
existe 0 > 0 tel que

tAy

He —I||<6

pour tout tout t € [0,4], par conséquant
|e“Pae —z.|| < ellze]| , VO <t <6
comme x. € B (x,¢) alors, ||z.|| <n et par suite
IT (t)z — z|| <3¢+ |[ePa. —z.| <€

et {T(t),t > 0} est fortement continu.

Montrons que A est le générateur infinitisimal de T (¢) , notons par B le générateur
infinitisimal de T (¢).

Soit x € D (A), rappelons que R lim Ayr = Azet lim e“Ar =T (t) Ar dans

—+00 A——+00
tout compact [0, 7] alors,

e Ay — T (t) Az|| < || Aya — e Az| + ||e" Az — T (t) Az|
< e |1 Axe = Az + || Az — T (1) Az

ce qui prouve que
lim e Ayz =T (t) Az.

A—>r+00

Soit h > 0, alors,

h h
T(hyz—z= lim ("z—2)= lim M Ayadt = / T (t) Azdt,
A—>+o00 A—r+00 Jg 0
et par suite
_ h
i L= 1/ T (t) Azdt = Ax
h—0+ h h—0% 0

et déduit que = € D (B) et Bx = Az. Donc A C B.

Puisque B est le générateur infinitisimal d’'un semi groupe de contractions en
déduit de 2) que 1 € p(B), donc (I — B) est inversible par suite (I — B)™' X =
D (B).

Comme (I —B)D (A)=(I —A)D(A)etd’apres2) 1 € p(A)ona (I —A)D(A) =
X, en déduit que

(I-B)D(A)=X
ce qui entraine que (I — B)"' X = D (A), donc D (B) = D (A) ou B = A.
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3.3 Théoreme de Lumer-Phillips

Soit H un espace de Hilbert de produit scalaire (.,.), alors H sera identifié avec
son dual H'.

Définition 3.4. Un opérateur A : D (A) C H — H est dit dissipatif si pour tout
x € D(A) ona
Re (Az;z) <0.

Théoréme 3.3. Soit A : D(A) C H — H un opérateur, alors A est dissipatif si
est seulement si

Ve e D(A),YA>0ona
Mzl < A= A) ]|
Démonstration. Si A est dissipatif et A > 0 on a
Az, x) — Re (Az; ) > Az, 2) > 0 <= Re Mz — Az;z) > X|jz|* >0

et par suite

Mlzl|* < Re (A — Az;z) < [(\x — Az;2)| < | Az — Az ||| .
Réciproquement, si A ||z|| < |[(A — A) x| ,alors

0 < X |z|” < ||\ — Az||® = N2 ||z]|* — 2A Re (Az, z) + || Az||?

donc
—2ARe (Az, z) + ||Az||* > 0, YA > 0
ce qui est faux sauf que si Re (Az,z) <O0. O

Théoréme 3.4. Soit A : D(A) C H — H un opérateur linéaire et D (A) dense
dans H. Alors, A est le générateur infinitisimal d’un Cy—semi-groupe de contractions
si et seulement si :

a) A est dissipatif.

b) Il existe X > 0 tel que Im (A — A) = H. (A est mazimal).

Démonstration. Néssecité : Supposons que A est le générateur infinitisimal d’un semi
groupe de contraction, {7 (t),t > 0} . Alors, d’apres le théoreme de Hille Yosida,
10, +00[ C p(A) donc, AI — A est surjectif pour tout A > 0, c’est a dire Im (A — A) =
H. D’autre part, pour tout = € D (A),

(T (t)z,2)] < |T (@)l |2]| < [|=]”
Donc,
Re (T (t)z — x,2) = Re(T (t) z,2) — || < (T (t) &, z)| — |l[|* < 0.
En devisant par ¢t > 0 et on fait tendre ¢ vers 0 on obtain

lim Re(T (t)x —x,x) = Re (Az,x) <0
t—0t

et A est dissipatif. Suffisance : Démontrons tout d’abord le lemme n



CHAPITRE 3. SEMI-GROUPES DE CONTRACTIONS ET THEORIE DE HILLE-YOSIDE31

Lemme 3.4. Soit T € £ (X), ou X est un espace de Banach, les assertions suiventes
sont équivalente : i) T est inversible, it) Im (T') est dense et il existe o > 0, tel que

[Tzl > ||
Démonstration. Si T est inversible alors, Im (T') = X et
lell = 77T || < |7 172

dot »
Tl = (|77 [l -

Reciproquement, soit (y,) une suite de Im (7') = X et limy,, =y. On a y,, = Tz, et
[Yn = Ymll = 1T 20 — Tl > af|2n — 2| -

Puisque (y,) est convergente, elle est de Cauchy et parsuite (x,) est de Cauchy et
elle est convergente, soit lim x, = x, donc

Tr =T (limz,) =lim Tz, = limy, = y.

Im (7") est donc fermé. Comme Im (7") est dense on aura, Im (7) = X. D’autre part,
pour x € kerT" on a
0= [Tz = afl«]

et par suite x = 0 et T est injectif. En utilisant le théoreme d’isomorphisme de Banach
on constate que 1" est inversible. O

Suite de la démonstration de théoreme de Lumer-Phillips :
Puisque A est dissipative, alors, pour tout A > 0 on a

Ml < (A = A) =] (3.1)
Soit 1 > 0 tel que Im (ul — A) = H, de (3.1]) on a
pllzl] < l(ud — A) ]

alors, ul — A est inversible et
. 1
(I =)yl < p [yl

ce qui signifie que (ul — A)_1 est borné et par suite fermé. Il s’ensuit que ul — A est
fermé et A 'est aussi.
Pour montrer que Im (ul — A) = H, pour tout A > 0, on consideére ’ensemble

D= {\>0,Im(\ — A) = H}

D’apres, le lemme précédent A € p(A) dou I C p(A).
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p (A) est ouvert, alors pour tout A € p(A), il existe V' C C voisinage de A tel
que V C p(A), il est claire que VN IR, C I', ce qui prouve que I' est ouvert. Soit
(An) CT et lim A, = XA > 0. Pour tout n € Net y € X il existe z, € D (A) tel que

ATy — Azy =y (3.2)
d’ou (3.1 entraine
1
< =
lznll < 3l

et comme (A,,) est borné et structement positive, il existe existe C' > 0 tel que
1
lzall < Iyl < €.
n

De plus,
Am ||xn - xm” < ”)‘m (xn - xm) —A (Z'n - xm)H

< | Ann — A — Az, + Az |
< [ Amxn — Az — y|| = [ Amxn — Apay ||
< A = Al [[2a]] £ C A — Al

ce qui prouve que (z,) est de Cauchy, elle converge alors vers z € X. En utilisant

(3.2) on obtain

lim Ax, = Az —y

et comme A est fermé on a z € D (A) et lim Az,, = Az on aura
A — Az =y.

D’ou A € T" et T est fermé. I est a la fois fermé et ouvert et est non vide p € I' d’ou
r=10,1[.

Probleme de Cauchy abstraits

Exemple 1. Considérons le probleme

A:D(A) c L*(0,m) — L*(0,m)
Au = uy,, x € D (A)
u(0) =wu(mr)=0.

avec D (A) = H} (0,m) N H?*(0,7) .

Proposition 3.1. Loperateur A définie ci-dessus est le générateur infinitisimal d’un
Co—semigroupe de contraction.

Démonstration. 1) Rappelons que C§° (0,7) C H?(0,7) et que C5° (0, 7) est dense
dans L?(0,7) donc H?(0,7) est dense dans L? (0, 7). Méme chose pour H} (0, 7).
Le domaine D (A) est donc dense dans L? (0, 7). 2) A est dissipatif, en effet

(Au,u) = / Uz udx = —/ |ug|* dz < 0.
0 0
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3) A est maximal, soit f € L* (0, ), cherchons u € D (A) tel que
M —-A)u=f

pour un certain A > 0, ceci équivaut a

AU — Ugy = f
u(0) =u(r)=0
L’équation homogene Au — u,, == 0 a pour solution

u(x) =c () eV 4 ¢ (x) eV
ou ¢ (x), ¢y (x) satisfaient

Vz vz

+ ¢y (z) eV =0
—VAE, (z) eV + VA (1) e = f ()

¢ (z)e”

on trouve alors,

_ —/ Az vz 1 /7r
u(x) = ke + koeV M 4+ —— k(x, d
(x) =k 2 >/ s (z,y) f (y) dy

avec

) B eVNey) g<y<a<nm
(l"ay)_ eﬁ(y—l‘), 0<z<y<m

Exercicel. Soient 2 un ouvert borné de IR™ et uy € L* ().
Considérons le probleme

Z—? = Au sur Q x |0, +oo[,
u (0) = ug sur , (3:3)
u(x,t) = 0,sur 02 x |0, 400 .

1) Montrer que (3.3)) admet une solution unique u € C (|0, +oo[, H* () N HJ (2)) N
C1(]0, +ool, 12 (0).
n 82

Solution. Considérons l'opérateur A = A = )

-_1W : L2 (Q) — L2 (Q), de

domaine

D(A)=H*(Q)NHy ().
1) A est dissipatif.

<Au,u>:i/%u:/ﬂdiv(ku:/m (Vu.n)u—/Q(Vu)Qz—/Q]Vu|2§.0

Q i
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2) A est maximal
soit f € L? () et considérons 1'équation

M —-—A)u=f
pour A = 1 on obtient
/(u—Au)v:/fv, Vv € Hy (Q)
Q Q
ce qui peut écrire

/uv—l—/Vu.Vv:/fv, Vv € Hy (Q)
Q Q Q

et on applique Lax-Milgram le dernier probleme admet une solution.
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Exercice

Ut — Ugy 07
{u(t,O) =u(t,m) =0,
u(0,2) = ug (z),u (0,2) = uy ().

Pour toutes (ug,u1) € (H*> N HY) x H{, le probleme admet une solution forte unique
ue C (0,00, (H*NHy)) NC* (0,00, Hy) N C? (0,00, L?).

1) Hille Yosida
2) Lumer-Phillips

3.4 Théorie spectrale d’un operateur fermé

Soit A: D (A) C X — X un opérateur linéaire sur un espace de Banach X.
Définition 1. On dit que A est fermé si son graphe

I'A) ={(z,Az),z € D(A)}

est fermé dans E x E.

Proposition 1. Un opérateur A est fermé si et seulement si, pour toute suite
(z,) C D (A) qui converge vers x telle que (Ax,) converge vers y, on a x € D (A) et
y = Ax.

Preuve. Montrons tout d’abord que si x,, — = dans F et (x,, Az,) — (2, y)
alors, x = a’.Supposons que A est fermé et soit (x,) est une suite de D (A) qui
converge vers x, alors, (z,, Az,) est une suite de I (4) qui est fermé, elle converge
donc vers une limite (z,y) € I' (A).

lim [| (2, Azn) = (2,9)llp = 20 = 2l peay + [Azn =yl g = 0,
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