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0

22 !2....!22
n

n
nzzchz  

          Cz ∈                                    

( ) ( )

( ) ( )∑
∞+

=

−+−−+=

+−++=+

0

!1...11

....!2111

n

n
nzn

zzz

α

α

ααα

ααα

   

���� ��1 *��31 ح'�: � ��
ران �� ط+*H ا�UG��ق  -ا�% /�'�� ��*�
ر Z�D+ دا�� ������� ����
  أو ا�����31


ر ���ا�� �$�ل:�*�� +Z� Dا�( ) ( )izLogzf −= 
ار3$ ��iz 20     Yا��
�dر*� �.��ر �;+ع دا�� =

        ( ) 30 Logfw ==  

)�)�X �� ذ�7 �� ط+*H ا�H�Z1 ا��#: )
iz

i
zf

−

−
=′

3
  Ph
izzizzو � 22 −=′⇐+′= 

��izz أ$# ��)�H د/�
ر ����
ران Gن  20 =⇐=′ W�  و �
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 ب. �� ���

      ( ) ( )
( )

( )
∑

∞+

=

′−
=









′−

−
=

′−

−
=

+′−

−
=+′′=′

0 5551

1

5523
2

n
n

n
zii

zi

i

zi

i

izi

i
izfzg  


اه ��  YSz′ %��γ �������31 ط+�� ا�% ط+ف ����')� ا�% ��� ����� �1h}{ iC 5−− �A�  

   ( ) ( ) ( ) ( )
∫ ∑ ∫∑

∞+

=

∞+

=

′
′−

=′








 ′−
=′−=+′

γ γ00 5555
512

n
n

n

n
n

n

zd
zii

zd
zii

ziLogizf    

        
( )

( ) ∑∑
∞+

=

+∞+

=

+








 ′

+
−=

+

′−
=

0

1

0

1

51

1

515 n

n

n
n

n
zi

nni

zii
  

   W�)و � ) ( ) ( )
( )∑

∞+

=
+

+

+

′
−=−′−=+′=

0
1

1

51
552

n
n

n

n

zi
LogziLogizf  

izzو���+$
ع ا�% 2−=′  �A�( ) ( ) ( )
∑

∞+

=

−
−=−=

1 5

2
53

n
n

n

n

iz
LogizLogzf  

  � �� ��ران

�0�� ���� ������� �ا�� ��'"�ھ# *�31  z  7ذ� =h

ى؟ ا��21ل ا����� �[ ��'�/ #3U %�� ����21�
3
ن ]
ى� X�F ر
) و��3 ��'" /�'�� ��*� )0zz   /��)� و��'" �
$)� ���L+ورة−

zا�D ��21# ���ا�� �$�ل: 
e


ى �� 9_ل /�'��  1[ ��'�/ #3U %��،ر
�*��  

11 إذا ��ن 
1

>⇐< z
z

 e*
و ������� ��,
z

1
 G��z  ��'�'ا� ��∑

+∞

=

=
0 !n

n
z

n

z
e  

.... ���<# ��% ا�'�'��
!3

1

2

11
1

!

1
32

0

1

++++== ∑
+∞

= zzznz
e

n
n

z ى �ـ
�.��(  zوھ� /�'�� ]


ار$ ����00 /�'�� ��*�
ر  =z   

����� ����% 3U# /�'�� ذات ]
ى /��)� و �
$)�  Dأي أ�W *�31 ��21# دا�� ������� 
)ا��� )0zz 
ران−� �*+C� �A��� وھ�  


� ��ران ��,+��
  �+�رب �

) ,�)+ ا�'�'�� �   ) ( ) ( ) .....
2

02

1

01

1

0 +−+−=−
−−

+∞

=

−∑ zzbzzbzzb
n

n

n   

��رب ��8ه ا�'�'��، �����PL*� �<( ]�+ ا��
0

1

zz
w

−
�� ا�'�'�� ا�'���� ���<#  = e*
,����

+�N�1�� ر
�*�� ��'�/ %��w ر������ +�[ )>� 
1

lim
+

+∞→
=′

n

n

n b

b
R ر������ ����Rwو� ھ8ا  >′

�� أن,*r
R

zz =
′

>−
1


ى �Fودھ� ��
ى �
$)� و . و �<
رة ���� أ0[ ��'�/ ��ذا ���" ��*

 ���� �(��/( )0zz −  #3Zا� ��( ) ( ) ( )∑∑∑
+∞

−∞=

+∞

=

+∞

=

−
−=−+−

n

n

n

n

n

n

n

n

n zzczzazzb 00

01

و�'%1  0

أ�� ا�A@ء  ا�51ء ا�2���3
ران و �'�1 ا�A@ء �� ھ8ه ا�'�'�� ا�8ي أ/�F lوده /��)�  /�'��
�($
� W'/2  *'1% ا�8ي أ
�
  .ا�51ء ا��(
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 ب. �� ���

 PL�
1

lim
+

+∞→
=

n

n

n a

a
R  و

n

n

n b

b
r 1lim +

+∞→
=  ��أي أن ����� ا����رب �'�'� �
ران ھ� ا����� ا�1,+

 �������}{ RzzrCz <−<∈=ℜ 0;  

  

  ()'��� ��ران) )'���:

 �3��Cf →ℜ:  ��ا��� ��}{دا�� �������  RzzrCz <−<∈=ℜ �Jن ا��ا�� ;0f���[ +Z��� �  

)أي �
رانا�% /�'��  ) ( )∑
+∞

−∞=

−=ℜ∈∀
n

n

n zzczfz 0;                            

و 
( )

( )
..,.2,1,0,

2

1
1

0

∫ ±±=
−

=
+

γ
π

ndw
zw

wf

i
c

nn X�Fℜ⊂γ.  

) ا�'�'�� �;+ض أن)'���:  )∑
+∞

−∞=

−
n

n

n zzc }{����ر�� �� ا����� 0 RzzrCz <−<∈=ℜ 0; 


$� دا�� و��Fة � W�J�f ��ا��� �� �������ℜ X���( ) ( )∑
+∞

−∞=

−=
n

n

n zzczf 0  

و 
( )

( )
..,.2,1,0,

2

1
1

0

∫ ±±=
−

=
+

γ
π

ndw
zw

wf

i
c

nn X�Fℜ⊂γ.  


ران ���ا�� �$�ل:� +Z� Dو  ا�( )
( )( )21

2

−−
=

zz
zf :ا������ Hط���� ا�1  

21  )،          بz>1 )ا   << z2 )،            $ـ>z  

}{ا��#: EFG أن ( )
21

;2,1
−

+
−

=−∈∀
zz

zfCz
βα

  #3Zا� P� �����1م وا���ا�1 ��F
� �,�

�A� %�,11ا�−== βαأي أن( )
2

1

1

1

−
−

−

−
=

zz
zf  

∑  أي أن،  z>1 )ا  
+∞

=

−=
−

−

01

1

n

n
z

z
)و       ،   )

n

n

z

zz
∑

∞+

=









=

−
=

−
−

0 22

1

212

1

2

1
  

  W�)و� ) ( )∑∑∑
+∞

=

−−
+∞

=
+

+∞

=

−=+−=
0

1

0
1

0

12
2 n

nn

n
n

n

n

n
z

z
zzf  

21)ب  << z  ،11 ��1 أن
1

>⇐< z
z

 W�) و� ) ∑∑
+∞

=
+

+∞

=

−
=

−
=

−

−
=

−

−

0
1

0

111

11

1

1

1

n
n

n
n

zzzzzz
   

  �3� 21
222

1

0
1

<⇐<⇐=
−

∑
+∞

=
+

z
zz

z n
n

n

  W�)  و � ) ∑∑
+∞

=

+∞

=
+

−=
10

1

1

2 n
n

n
n

n

z

z
zf  

1�� ا�'�'�� ا��2��� �3
ن ��ا*� ا�'�'�� �� �nـn+1و ذ�7 �,� ا/�)�ال  �� l�� 0و.  

)و ������� و ��;l ا��+*�� �z �A<2 )$ـ ) ( )
∑∑∑

∞+

=

−∞+

=

∞+

=
+

−
=−=

1

1

10
1

1212

n
n

n

n
n

n
n

n

zzz
zf  

3�1
ن ��ا*� ا�'�'�� �� �nـn+1وھ8ا �,� ا/�)�ال   �� l�� 0و.  
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 ب. �� ���

 ا���� .2 ;�ار )+,� :�ذة �#5و��

"��#�: ���� و إذا ��ن ��\��3ن ��'" ������� ������� ا��Zذة fا��� �3
ن �� أ$��� ا��ا��0z�'�1 ا�

)إ*�Aد )δδ 
ار�<0Aن ا��� X��δ<− 0zzذة أ9+ي ���ا���U ���� ي أي
��* Gf �� )��.� 

0z '��10zذة �,@و���U ���� 

<.�
� �
  ا��+,� ا���ذة ا�+�=

"��#�: ����3�0
ن ا�z ا����� P�0zzإذا ���" ��� ���*� ������f��� �Uذة ]���� ��+ →  

00واh= أن�$�ل:  =z ذة �,@و�� ���ا���U ���� ھ�( ) zzzf sin= 1و أنsinlim
0

=
→

zz
z

   

��m أن�'� W�00و � =z ا����� P�)���� �Uذة ]���� ��+ ) zzzf sin=.  

 :���'(����3�0
ن ا�z ا����� P�اG/�س �� �Z+ ھ8ه  إذا و ��D إذا ��ن ا�A@ء�f��� �Uذة ]���� ��+

ار$ ��  �,�وم. 0zا��ا�� ا�% /�'�� �
ران 

)�,�)+ ا��ا�� ا�1+�)��$�ل:  )
2

cos1

z

z
zf

−
  ��� ا����� ا��Zذة ��8ه ا��ا��؟ -، =


ار ا����� ا��Zذة، ��ذا �'���m؟ -$ ��
ران اھ8ه ا��ا�� � +Z� Dا�    

00ھ� ا�����fا��#: ا����� ا��Zذة ���ا�� =z  

 +Z� ن:� Y�,�zcos ار
$ ��00 =z 
 ھ
( )
( )∑

∞+

=

+

+

−
=

0

12

!12

1
cos

n

nn

n

z
z  

و��

( )
( )

....
!6!42

1

!4!4!2
1

11

!12

111cos1

42442

22

0

12

222

−+−=







−+−−=

+

−
−=

−
∑

∞+

=

+

zzzzz

zz

n

z

zzz

z

n

nn

  


$)� أي أن� l/ذات أ ����ود ا�'�'�� �F أن EFG د
$
� +�d ران
� ��'�/ ��  ا�A@ء اG/�س 

��m أن ا����� ا��Zذة ]���� ��+�P ),�وم�( �'� W�  و�

  ���� �Uذة ���ا�� ��,�دة ا���Y وھ� )+,� ا��
�ع:

) :�$�ل ) ( ) 21
1 zzf ���00 ���� �;+ع =+ =z 

ارھ� ھ$ ��  و�Z+ھ� 

  ( ) ( ) n

n

znzzf ∑
+∞

=









+−××+=+= 1

2

1
...

2

1
11

21

  

  ا3&,�ب

)و$� ��د ���fا�� �,@و������ �Uذة  0z���"إذا  :�#��" )mINm *∈"��� X���  

 ( ) ( ) ( )∞≠=−
→

,0lim 0
0

AAzfzz
m

zz
 �1'�0z �(�+ا� �� �(�[m ن��1و إذا =m D�'� M�[  

)���ا�� ��� أنل: �$� )
( )4

3

iz

z
zk

−
= ��M�[iz �� ا�+�)� ا��2��2 � =0  

izا��#: واh= أن  )���� �Uذة و أن0= )
( )

iz
iz

z
iz

iziz
−==

−
−

→→

3

4

3
4

limlim أيiz =0 M�[ 
ھ

)]�)� �� ا�+�)� 0zا����� ا��Zذة�3
ن  )'���:�k ���ا���� ا�+�)� ا�+ا�, )mm إذا ��ن  ���fا��≤1
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 ب. �� ���


ارfا��ا�� ��Z+ ا�A@ء اG/�س �'�'�� �
ران$ ��0zا���ود �� W�� أي *��
ي ��% ��د �

( ) ( )
( ) ( )m

mn

n

n
zz

a

zz

a

zz

a
zzazf

0

2

0

2

0

1
0

0

....
−

++
−

+
−

+−= −−−
+∞

=

∑  

)��� أن ���ا�� �$�ل: )
( )3

1−
=

z

e
zg

z

  ]�M و��ھ� ر�)�W؟ 

10ا��#: واh= أن ���ا�� ����  =zذة ���ا���U( )zg  وأن( )
( )

e
z

e
z

z

z

=
−

−
→

3
1

3

1
1lim  

�� �Z+ ا��ا�� *��ze���10 =z
ھ
( )

∑
∞+

=

− −
==

0

1

!

1

n

n

zz

n

z
eeee������� و  

( )
( )

( )
( ) ( ) ( )

( )

( ) ( ) ( )
( )
( )∑

∑∑
∞+

=

∞+

=

−∞+

=

+

−
+

−
+

−
+

−
=

−
+

−
+

−
+

−
=

−

−
=

0
23

3

3

23
0

3

!3

1

1211

!

1

1211!

1

1

n

n

n

n

n

n

n

ze

z

e

z

e

z

e

n

ze

z

e

z

e

z

e

n

z

z

e
zg

  

��m أن�'� W�10و � =z.�2��2ا�+�)� ا� �� M�[  

  ا��+,� ا���ذة ا�����3

:"��#�  ����وھ� ���� �Uذة �.��( �� ا���M و���� ا������ ��+�P و���� ا�;+ع و ھ� أ*�L ا�
  ا��Zذة ا��� ��l ���ا�� ���ھ� ���*�.

)�3 ا��ا�����$�ل:  ) z
ezh

� ���00��� �Uذة =1 =z �3�0lim 1

0
=

−→

z

z
e �1���+∞=

+→

z

z
e1

0
lim  W�و�

��m أ�l�� W ���ا���'�h����� �*���0→z 00أي أن =z .��/�/ذة أ�U ����  

3�0
ن ا����� ا��Zذة )'���:zذة ا/�/�� ���ا���U ����fإذا D����ن ا�A@ء اG/�س �� �Z+  إذا و

ار $ ���0
ران ��8ه ا��ا�� z �Q��� G )����� +�d ي ��% ��د
  �� ا���ود.  )*��

)�,�)+ ا��ا�� �$�ل: )
z

zh
1

cos=ا����� ،h ذة�U ����00 =z    ن:� Y�,�و  

( ) ( )
( )

1
!2

1

!4

1
....

!2
cos

1
cos

24
0

21
1 +−+==== ∑

∞

=

−
−

zzn

z
z

z
zh

n

n

EFG أن ا�A@ء اG/�س �� ھ8ا  

��m أن�'� W����� و�� +�d +Z�00ا� =z ذة ا/�/�� ���ا���U ����h.  

�W�J �3# ��د �+��fM��� �Uذة ا/�/�� ���ا��0zإذا ���" �@2:)'��� ��?�A أ��اد ������� �$
�
�(�+�}{ nz
)�����0z X��ر�� �� ) Azf n

n
=

+∞→
lim  

)ا��ا�� ����3$�ل:  ) 1

1

−= zezT ����10ا� =z ������1ذة ا/�/��، وا���3 ا��U ����}{ nz  X���

1
1

+−=
n

zn 1وlim =
+∞→

n
n

z  و( ) 0limlim == −

+∞→+∞→

n

n
n

n
ezT.  

) �;�ار ا� )��0 )∞=0z  

�3��fق دا������� ا� �������+∞<<< zρ0ھ8ه ا����� ��+∞=0z ��
1A� �1'� ذة�U ����  

D��}{ ا� +∞<<<∈ zCz ρ0; .�*���_ار ا�
A�fار
$ �� �������+∞=0zأي أنρ>z  
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 ب. �� ���

Ph
�zw �Jن=1( ) ( )zf
w

fw =







=

1
ϕ��ا��� ���� و������� +,�ρ<< w0     

��  ���ϕا�� w=0ھ� �� �
��� ا����� ا��Zذة 0z=∞+إذن �
��� ا����� ا��Zذة �

) �)�� ��ران .2 ;�ار ا� )��0 )∞=0z  

��Z+( )zf ار
$ ��+∞=0z +Z� �;3*( )wϕار
$ ��0=w�1 أن� ،ϕ������� ار
$ ��0=w  

�� ا�أي ����ρ<< w0W�)و � ) ∑
+∞

−∞=

=
n

n

n wbwϕ ������� و:  

  ( ) ( ) ( ) ( )∑∑∑
+∞

−∞=

−

+∞

−∞=

−

+∞

−∞=

∈=====
n

nn

n

n

n

n

n

n

n

n Znbazazbzbzzf ;,*.........1ϕ  


ار ا�_���*� و �'�1 ا�'�'�� /�'�� �
ران )*( ا�'�'�� �'�1 �#��":$ �� ∑
+∞

=1n

n

n za  ء@Aا�

∑ا�'�'�� ا*�L �'�1 )*( ����'�' اG/�س
+∞

=0n

n

n za '�� ء ا�������@Aا���'� )*(.  

 ��A�(ا��+�, ��A 0=∞+ا���ذةz ا���
� �B����=( )zf  


را ن�إذا � ���� ��+��P��� �Uذة ]�3
ن  )1� +Z�) �ا���� نا�A@ء اG/�س � )zfار
$ �� 

+∞=0z وم�,� 

) �,�)+ ا��ا�� �$�ل: )
2

1 zezk −= ����)ا��ا�� +��Z��� �Uذة و  0z=∞+ا� )zk �
ارھ�  �$


)ھ ) ( )
∑ ∑

∞+

=

∞+

=

−
=







 −
=

0 0
22 !

11

!

1

n n
n

nn

znzn
zk +Z�
ي ��% �_EF أن ا���* G Aا� W�@ء اG/�س و�

 m�� .���� �Uذة ]���� ��+�0z P=∞+نأ�'�

3
ن  )2�����) ]�M ���ا��0z=∞+ا��Zذة ا� )zf �(�+ا� ��( )mm إذا ��ن ا�A@ء اG/�س ≤1
+Z� ��  +N]أ X��� ا���ود �� W��
ارھ� *�
ي ��د �$ ����#�0,�
ران ≠ma.  

)���3 �$�ل:     )
1

33

−

+
=

z

z
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