Cours Traitement de Signal All21

Chapitre 2 :

Les signaux déterministes a temps

continu

| . Introduction
Le lien entre la représentation temporelle d'umaliget sa représentation fréquentielle est la
décomposition en Série de Fourier (DSF), pour igsasix périodique ou la Transformée de Fourier

(TF) pour les signaux non périodiques.

[I. Propriétés temporelles
I.1. Energie et Puissance des signaux

Toute transmission d'information est liée a undfam d'énergie. Comment mesure t'on I'énergie d'un
signal?
Soit un signal x(t) défini su[_oo,+oo] et,To un intervalle de temps.

v' Energie de x(t) :
To
. 2 2
E = lim_ jT|x(t)| dt
T2
v' Puissance moyenne de x(t):

To

P = lim if|x(t)|2dt
To 3,

To -

2

v" Puissance moyenne des signaux périodiques de péribd

P = x (1) dt

'—.N‘—i

1
=

|
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[I.2 Fonction d’auto corrélation et d’inter corrél ation
Pour comparer deux signaux entre eux, ou fairergsane caractéristique d’un signal noyé dans le

bruit, on compare le signa(t) pris & un instant ¢ », a un signay/(t) pris a un instank t'=t -t ».

[1.2.1 L'inter corrélation
L'inter corrélation compare deux signaux réelf et(y(t) retardée, elle traduit la ressemblaneele

forme entre eux : C (=] xt)y (t-r)dt
Xy w

Pour les signaux complexesC (1) = [ x(t) Ey* (t-r)dt  (avec (*¥ conjugué)

Xy
Exemple : Si y(t) est une version retardéegiietx( t ), donc G,(t) sera maximale pour t =5t en
examinant son temps de pic, on peut estimer lelaige&ntre x et y (Application en radar)

[I.2.2 L’auto corrélation
L’'auto corrélation réalise une comparaison entrgignal x(t) et ses copies retardées
+ oo
Pour les signaux réels C: (n)= | x(t)&x (t—1)dt
X, X

[1.2.3 Propriétés de corrélation

v C xx(t) est maximale pour t = 0.
v Cxy(t) = Cxy(-t) : c'est une fonction paire.
v Cxy(®=x(t)*y(-t) et  Gu(®) =x(t)*x(-t).

1"l. Produit de Convolution
1.1. Définition

Soit le systeme ci-dessous, ayant pour entréempelsion de Diraé(t) et de sortie la réponse

impulsionelle h(t) .

5(t) —» Systeme | h(t)

Entrée : impulsion Sortie : la réponse
de Dirac impulsionelle

Figure (2.1):La réponse impulsionelle du systeme.

Un systeme linéaire est modélisé par sa réponselsiopelle.
La réponse y(t) d’'un systeme a une entrée x(mstsuperposition de réponses impulsionelle aréplifi

par des valeurs instantanées de x(t) ; cette apBrappelé : convolution de x par h ; noté (*).
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Systeme

h(t)

Figure (2.2): La réponse du systéme.

X(t) ——» — Y()=x(t)*h(t)

Equation générale de convolution :

Y(t) = x(t) * h(t) = :fx(t -71).h(r)dr = :fx(r).h(t -7)dr

o —c0

[1l.2.  Propriétés du produit de convolution
Soit les trois sighaux continusftf, fo[t] et fi[t] .
a- La commutativité :
fat] * fo[t] = ft] * faft]

b- La distributivité
(fat] + f2[t] )* falt] = (Faft] * f5[t]) + (F2[t] * f3[t])
c- L’associativité

fat] * fo[t] * faft] = fat] * (F2[t] * f3[t] ) = (Falt] * F2[t]) * F[t]
d- L’élément neutre

flt] *8[t] = Tf (r).0(t -7).dr =f[t]

e_
Soit le signal d’entré f(t), s(t) est la réponsesgstéeme tell que : f(t) 3(t-tg) = s(t) = f(t-¢ )

(t) At\ S(tt) A fit-t)) A

Figure (2.3) : La réponse du systéme g.t

v
v

v

to

» Le signal de sortie d’un systéme linéaire causariant dans le temps est donné par le produit
de convolution du signal d’entrée et d’'une fonctgt) appeléeéponse impulsionelle
La valeur du signal de sortie a l'instant t essaobtenue par la sommation des valeurs passées

du signal d’excitation, pondérées par la réponsgydteme.
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[11.2. Application

Exemple 1 :

Soit les signaux continus h(t) et x(t):
h({t)=2 pour &t<2 sinon h()=0 & x(t) = 2'epourt>0
a- Représenter les deux signaux.
b- Déterminer le produit de convolution y (t) = x{th (t).

> Correction ;
a- X(1) N h(t) 4

N

»

—p

2
Figure (2.4) : La représentation temporelle designaux x(t) et h(t).

b- le produit de convolution y (t) = x (t) *(§ = J.x(t -7)h(r)dr
Ar h(r)
5 2

X(t-1)
/’ §

t 2

% 1°cas:pour t<O

v

Figure(2. 5) : La représentation des signaux pot < 0.

Pas d’intersection entre les deux signauxoudy(t) =0 .

RX er .
» 27 cas:pour 0<t<? R )

X(t-1) 2

M/ t
0 t 2
Figure (2. 6) : La représentation des signaux pm 0<t <2.

»
»

y () =X (t) * h (tE J’x(t ~7).h(r).dr =[[2.2.e"CDdr =4 [ et e dr
= 4e7t fot.eT.dT = 4. é'[e'- 1]

yt) =48 - 4.6' pour0<t<?2

v
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3 3™ cas : pour t>2

y(®=x®*h - Tx(t -7)h(r)dr =[; 4.e" "D dr =4 [ e~t.e".dr

=4e~t [le".dr = 4.e'[e®~1] douyt)=4.8"'-4.6" pour t>2

Exemple 2 :
Soit un systéme 8 », caractérisé par sa réponse impulsiori€le
Si on excite ce systéme par un signél), on aura une réponget).
Soient les deux signaux continus (t) et h (t) telle que:
X({t)=1pour 0<t<4 sinonx(t)=0 & h (t) =1pour-2<t<2 sinonh (t)=0
a - Déterminer le produit de convolution(t) = x (t) * h ().
b - Représenter le produit de convolutip(t).

hy 4 o
» Réponse :

a-

v
—

v

2 2 0 4

Figure (2. 7): La représentation temporelle des ghaux x(t) et h(t).
Le produit de convolution y (t)=x () *h @ J'x(t -7).h(r)dr

RS

» 1% cas:pour t<O
Pas d’intersection entre les deux sigmaux dy¢thi=0 .

(1)
h(t - ) 1

t-4 t 0 4

Figure (2. 8) : La représentation de x() et h(t- ) pour t < Q.

A

RS

» 2°M%as:pour 0<t<4

h(t - 1) 1 x(7)

NN

t-4 0 t 4

v

Figure (2. 9) : La représentation de x{ et h(t- 1) pour le 2°™%as .
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y@®)=x@®*h(()= Tx(t -7).h(r).dr :fotldr =t

vit)=t pour0<it<4

3 cas : pour t>4 et t-4<4d’ou 4 <t <8
A

X3

*

X(™) h(t - 1)

v

t-4 4 t

Figure (2. 10) : La représentation de j et h(t- ) pour le 3*™tas .
y (& J’x(t-r).h(r).dr =[* ldr=4—t+r4=-1+8

y(t)= -t+8 pour #<8

4™ cas : pour t-4>4 d’olt >8

A

X(1) h(t - 7)

t

»
»

0 4 t-4 t
Figure (2. 11) : La représentation de x{ et h(t-t) pour le 4 tas.

Pas d'intersection entre les deux signaux udy() = O.
A

b- y(®)

v

Figure (2. 12) : La représentation temporelle du pduit de convolution.
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IV . Propriétés fréquentielles
IV.1. Transformation de Fourier des fonctions péiodiques : Série de Fourier

L’introduction de la transformée et de la Sérid-derier permet de donner une autre représentatisn d
signaux trés intéressante pour la théorie de Fmédion et du signal .Cette décomposition

exponentielle ou trigopnométrique permet d’expriteesignal en fonction de ses harmoniques.

IV.1.1. Décomposition sous une forme trigonométrau

Un signal périodique s(t) de période T, continu p@rceaux et vérifiant les condition de Dirichjet

peut étre décomposé en Série de Fourier selondarbygosition trigonométrique suivante :

Pour tout signal s(t) réel ou s(t) =s (tq), On peut écrire :

s(t) = A + Y [A cosp2/F 1) + B, sin(n27F t)] (1)
n=1
Avec
1 To
— | g(t)dt
T
2 P
A = T _[ S(t).cosf27F, t)dt pourn=1
o0
20
B,=— j S(t).sin(n27F, t)dt pour n=1
o0

Ao est la valeur moyenne de s(t).
Remarque :

v Si s(t) est paire => B0 pour nmN*
v' Sis(t) estimpaire => A0 pour N (A;=0).

L’expression (1) peut s’écrire :
s(t) =a +>C .cos2mFnt+¢ ) (2
0 n=1 n 0 n

avec: C, = /An2+ an et ¢ = Artgan (_b_n)
n an
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IV.1.1.1 Spectre du signal périodique
Le spectre en fréquence d’un signal périodiquec@sstituer de la composante continue avec a la
fréquence nulle d’amplitudeA du fondamental a la fréquence FO d’amplitudeeCdes différents
harmoniques situés aux fréquences f s diBmplitude respectives,C
Le spectre d'une fonction périodique, de périoBeaVec | = 1/, est discontinue et composé de
raies dont I'écart minimum est, sur I'axe des figpes, b
» Représentation spectrale unilatéral

A partir de I'expression (2), on peut constrd&reeprésentation spectrale du signal dans un

plan amplitude —fréquence.

C’est la succession de pics ou rai&amplitude C,, et positionnés aux fréquenass,.

C
Ao

/] -
0 Rk 2R 3k /" nky

Figure (2.13) : Représentation spectrale du signalt).
IV.1.2. Décomposition sous une forme exponengell

Un signal périodique s(t) de périodg, Tontinu par morceaux, peut étre décomposé ere Sigri
Fourier selon la Décomposition exponentielle suigan

L’expression (1) peut se mettre sous la forme cergkuivante :

s(t) = 3 S, (nFg)e” ™™

To ]
Avec S(nF.) = %(an — jbn) = Tij e "Fodt  pourn=1 et S(O)=a

Les valeurs négatives de n sont introduites danbutrde simplification, s(t) étant réel d’ou nous
avons :

& =a ethy=-h
S(nky) représente les composantes du spectre en frégdens(t),grandeur en général complexe, qui a

pour :
* module : IS(ny| = %\/a,% +b; =2
* phase: o (NRy) = Arctan(- b/ &)
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L’expression du spectre S(f) est :

S(f) =Xn=*2 S(nF,). 8(f — nF,) avec S(nB = |S(nk)|. & "

A S

S(-R) S(Fo)
S(-nk) S(-3R) S(-2) ser)  SGF)

S(0)

S(nk)

1 // | /] -
o T 3F 2m R 0§ 2% 3% R

Figure (2.14) : Représentation bilatérale du spectr d'un signal périodique.

IV.1.3. Propriétés

Si s(t) est paire = B0etg=5,
Si s(t) estimpaire => A 0et3=-S,

IV.1.4. Application

Décomposer en série de Fourier le signal représesur la figure suivante:
A (1)

3

>
t

1

Figure (2. 15) : Représentation temporelle du sl périodique f(t).

» Correction :
La période est: T=2s; Lapulsation estz.z?ﬂ = ; festune fonction paire 1B 0.

La valeur moyenne est :
1p 1 1
A=z j Mtydt=> j Mdt+ j v(t)dt

Oto[-1,0] Ot 0[oq]
vi)zat+b=sv(t) =X +3 S y(t) =3t +c=v(t) = -3t +3
Dou :

0
Ejo (3t+3)dt:£[§t2+3t} .
2% 2 2 .

Nlw
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1

2l e+t =1[—§t2 +3t} =3

2 2l 2 . 4

Ao = 3/4+3/4=3/2 Ag=3/2

To
2 2
A= j s).cosp2rENdt = A =2 j f (t) cos(r)dt

o0 o

A = _[ j (3t + 3) cos(ns)dt + _[Jl(—st + 3) cos(nt)dt

3 3

En intégrant par partie, on trouve = (" [1—(—1)”]+ ()’ [1—(—1)”]
. _ 6
Dou A= ()" [1- (-]

IV.2. Transformation de Fourier des fonctions

La transformée de Fourier permet d’obtenir uneésgmtation en fréquence (représentasipectrale
des signaux déterministe, continus et non pénaidElle exprime la répartition fréquentielle de
I'amplitude, de la phase et de I'énergie (ou deussance) des signaux considerés.

IV.2.1 Définition
Soit x(t) un signal déterministe non périodiquetraasformée de Fourier est :

) —»f TF |—» X

X(f) =T F{x(t)}

X(f) = tfo x(t).e ™t

X(f) indique quelle "quantité” de fréquence f psesente dans le signal x(t) sur l'interviteo,+oo[

v' X(f) est une fonction de f, généralement complexe :
X(f) = RXA +j{HXHy = | X(P) | €77
= X(f) | cose®) +i | X(® | sin@(f)
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-le module est 'amplitude du spectre :

X0 1= JRIX (D) 11X

1X(0] )
X))

v' La transformation inverse est donnée par :

-L’argument o(f) = arg (x(f)) = Arctg(

X —] TF 5 Xx(t)

x(H)= TF{X(f) }

12nft

X(t) = j X(f) .

I\VV.2.2 Application:

1. Calculer latransformée de Fourier de x(t) =ct

2. Représenter le spectre de x(t). o
XU a

1

v

-T/2 T/2

Figure (2. 16) : Représentation tempotilel d'un signal rectangulaire.

> Correction :

1. X(f) =T F{x(t)} = j rect (). “i2t

_2 - j2 mft _ T it
__J.l.e dt = jZIf[e ]
2
or sim =2—1- (-6 et sing =SNLA)
J Viog

D’ou X(f)— SIN@fT) = T. &= .sin@fT) = T.sinc(fT)

n‘

D'ou X(f) = T.sinc(fT)
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2. représentation de X(f) : 0
X

T
/\ /\ F > f
2T -UT 1T 27

Figure (2.17) : Représentation spectrale d’un signaectangulaire.

IV.2.3. Propriétés de la TF

Soit les deux signaux analogiques s(t) et r(t)

Linéarité a.s(t) + B.r(t) a.S(f) + B.R(H)
Translation s(t-t,) e ™MhS(f)
e> (1) S(f-f, )
Conjugaison s*(t) S*(-D)
Dérivation % (j2nf)" S(f)
Dilatation s(at) avec a # 0 % S(g)
Convolution s(t) *1(t) S(D+R(D)
s(t)er(t) S(H) *R(f)
Dualité S(t) s(-f)
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IV.2.4. Cas particulier : Transformée de Fourigte Dirac

Le signal : s(t) Transformée de Fourier Du signal :
S(f)
a(t) 1
d(t —7) g 2
g 12! o(f +f1,)

IV.2.5. Application :
Calculer et représenter la transformée de Fodhim signal sinusoidale s(t) d’amplitude S et de
fréequenced telle que : s(t) = S.cos(@ft)

> Correction :

S(f)= [ (e **dt = S [ cosrf, e " dt

el 2t 4 o127t

2
oo/ 27t —j 27t to . to .
S(f) = S_j & e_jz’ﬂdt :§ IeJZﬂot_e—szdt+ J‘e—Janot_e—lzmdt
2 2

—00

or cos@rft) =

—00 —00

- § TejZIT(fO—f)t dt+Te—j2n(f0+f)t dtl = § Te—jZIT(f—fo)t dt+Te—j2n(f+f0)t dt
2 —00 2 —00 —00

—00

S(1) =2 [o(F = £ +8(1 + £,

I T[S cosert ] = SIot - f)+a( + 1,

S(f)

S/2

Figure (2.18) : représentation temporelle et fréquatielle du signal cosinus.
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» Remarque :

» La transformée de Fourier d'une fonction cosinusfréguence 4 et d’amplitude S, est la
somme de deux impulsions de Dirac centrée surrégiénces ofet +h; et d’'amplitude la
moitié de celle du signal :S /2.

» La transformée de Fourier d’'une fonction sinugrdguence § et d’amplitude S, est la somme

de deux impulsions de Dirac centrée sur les fréceer$ avec une amplitude S/2 et sup +f
avec une amplitude -S /2.

IV.3. Transformée de Fourier du produit de convoluton

l TE[a(t) * b(t)] = ACF).B(f)
Remarque :

T[N * 3(t)] = TF[h@)|TF[a@)] = TF[h(t)| = H (1)
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