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(2 )  

(1 )  

(4 )  
(3 )  

(6 )  

I .ليكن   :المنحنيات   منحن في المستوي المركب تمثيله الوسيطي( ) ( ) ( ) , [ , ]z t x t iy t t a b= +   
 :فتعاريأ.  
:الدالة   إذا كانت ( منحن مستمرا  قوسا) يسمى  .  1 ( )z t z t   مستمرة أي: ( )x t x t    و: ( )y t y t   على    مستمرتان[ , ]a b     
:لم يقطع نفسه أي:  كان مستمرا و إذا جوردان قوسأو  قوسا بسيطا يسمى   .2 ( )z t z t   على    مستمرة[ , ]a b     حقق: ت و 

( )1 2 1 2 1 2( ) ( ), , ] , [t t z t z t t t a b     و إضافة إلى هذا إذا كان( ) ( )z a z b=  فإن  بسيطا مغلقا. اقوسيسمى 
:ة قوسا أملسا إذا كانت الدال . يسمى 3 ( ) ( ) ( )z t z t x t iy t   = )و مستمرة  موجودة و + ) 0z t  كل من أجل [ , ]t a b 
 كفافا إذا كان قوسا أملسا إلّا عند عدد منته من النقط.  . يسمى  4

 : أمثلة
(1 )2( ) , [ 1,2]z t t it t= +                   : ( معادلته1مكافئ)  و هو جزء من قطع  اقوسل تمث −
2y x=   :لأن:x t t  2و:y t t   مستمرتان على[ 1, 2]−. 
 
(2) ( ) , [0,2 ]itz t e t =  بسيط مغلق.   لوحدة في الاتجاه المباشر وهي قوسلدائرة ا وسيطي تمثيل  

: الدالة:لأن:  itz t e   0]على مستمرة, 2 ]   1و لدينا 2

1 2, ]0,2 [ ,
t i t it t e e    0و 2 1i ie e = =  

 
(3) ( ) , [0,3 ]itz t e t =  ا بسيطليس  قوسفي الاتجاه المباشر وهي لدائرة  تمثيل وسيطي  .  
  لأن:  

5

2 2
1 2

5
, :

2 2

i i

t t e e
 

 
= = = =  

(4) 
2 0

( ) 0 1

2 1 4

t it t

z t t it t

t i t

− −  


= +  
 − +  

      لأن: ليس بسيطا  مثل قوساي 

 لأن:  قوس أملس و مغلقدائرة الوحدة في الاتجاه المباشر هي ( 5)
: itz t e    0]مستمرة وقابلة للاشتقاق على, 2 ]   و: itz t ie    0]مستمرة وغير معدومة على, 2 ]  

(6) 
0 1

( ) 2 ( 1) 1 2

(3 ) 2 4

t t

z t t t i t

t i t

 


= − + −  
 −  

    ا مغلقاكفافيمثل  

:ة إذا كانت الدال :طول منحني. ب ( ) ( ) ( )z t z t x t iy t   = ] كل من أجلموجودة ومستمرة  + , ]t a b  
)يعطى بالعلاقة:  طول المنحني  Lفإن   )

b

a

L z t dt=   

): من المساواة  برهان ) ( ) ( )z t x t iy t= )نجد  + )y f x=   21ونعلم أن ( )

b

a

L f x dx= + 

)و لدينا   )
( ) .

( )

dy dy dt dy dt y t
f x

dx dt dx dx dt x t


 = = = =


)وأخيرا نكتب:   )

b

a

z t dt= 
2

2 2( )
1 ( ) ( ) ( )

( )

b b

a a

y t
L x t dt x t y t dt

x t

 
  = + = + 

 
  

)طول القوس الممثل وسيطيا بـ:  Lب : أحسمثال ) , [0, ]itz t e t −=  
)لدينا   ) itz t ie− = ومنه  −

0 0 0

( ) 1.itL z t dt ie dt dt

  

−= = − = =   

( 1) (3) 1z z i− = = − +  
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II .سندرس في هذا المحور تكامل الدوال المركبة لمتغير مركب على طول كفاف   :تكامل المركبال  .معطى 
)تمثيله الوسيطي   اكفاف : ليكن  تعريف. 1 ) , [ , ]z z t t a b=    وf دالة مستمرة عند كل z   من. 

كما يلي:   على طول الكفاف  fيعرف تكامل الدالة    
( )

( )

( ) ( ) ( ( )) ( )

z b b

C z a a

f z dz f z dz f z t z t dt= =   

2zالتكامل  : أحسب 1مثال  dz


  حيث  :الكفاف المعرف بـ( ) 2 , [0,1]z t t it t= +  

)   :الحل  ) ( )
11 1

2 32 2 3

00 0

1 1 2 11
2 (2 ) 2 (2 11 ) (2 11 )

3 3 3 3
z dz t it i dt i t dt i t i i



 
= + + = + = + = + = + 

 
   

موجه في الاتجاه المباشر)عكس اتجاه عقارب الساعة( بالرمز  نرمز للتكامل على كفاف مغلق   :ملاحظة


 

2Rez: أحسب التكامل  2مثال  z dz


  حيث  دائرة الوحدة( )( ) , [0,2 ]itz t e t =   

)2 :الحل  ( )) Re( ) cos2it it itf z t e e e t= )و    = ) itz t ie  ونكتب:       =
2 2 2 2

2 2 2

0 0 0 0

222 2 2

00 0 0

Re cos 2 (cos 2 sin 2 )cos 2 cos 2 sin 2 cos 2

1 sin 4 1 sin 2
(1 cos 4 ) sin 2 (sin 2 )

2 2 2 4 2 2

itz z dz ie t dt i t i t t dt i tdt t t dt

i i t t
t dt t d t t i

   



 



= = + = −

  
= + − = + − =  

   

    

 

 

 عدد مركب ثابت. kو  من   zعند كل  نمستمرتا  ندالتا gو   fكفافا ،  ليكن :خواص ب. 

1) ( ) ( )
C C

k f z dz k f z dz=    2)  ( )( ) ( ) ( ) ( )f z g z dz f z dz g z dz
  

+ = +   

فإن:    2هي بداية  1حيث نهاية   2و   1مكون من كفافين   إذا كان الكفاف   -3
1 2

( ) ( ) ( )f z dz f z dz f z dz
  

= +   

2zحسب التكامل لن: مثال dz


  حيث 1  قوسين البسيطينهو الكفاف المكون من ال   2و     :حيث

1 : ( ) , [0,2]z t t t =    2و : ( ) 2 , [0,1]z t ti t = +   

: الحل
1 2

2 1 2 1

2 2 2 2 2 2 2

0 0 0 0

2 11
1 (2 ) (4 4 )

3 3
z dz z dz z dz t dt i it dt t dt i it t dt i

  

= + = + + = + + − = +       

)إذا كان   -4 )f z M    من أجل كلz   من  وL  طول الكفاف   فإن| ( ) |f z dz ML


      

|أثبت أن:   :مثال | 2ze dz e


  حيث  دائرة الوحدة| | 1z = 

2Lهو   لدينا طول الدائرة  =  ،1| |z xe e e e=  |: ( نجد 4)حسب الخاصية  و بالتالي = | 2ze dz e


 

إذا كان   -5 )باتجاه معاكس  فإن:    هو الكفاف   − ) ( )f z dz f z dz

 

= −

−
   

( )z a  

( )z b  

  
( )z t . 
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D  

1z  

2z  

  

  

D  

zdz: أحسب مثال


  وzdz

 −
  حيث  :الكفاف المعرف بـ( ) ( 1) , [1,2]z t t i t t= + − 

  

:لدينا  :الحل ( ) ( 1) , [1,2], ( ) 1z t t i t t z t i = + −  =  وبالتالي:  +
2 2

2 2 2

1 1

1

(1 ) [( ( 1)] (1 )[(1 ) ] [ ( 1) ] [4 2( 1)] [1 ( 1)] 2
2

t
zdz i t i t dt i i it t i t i i i



= + − − = + − + = + − = + − − + − = +  

:لدينا كذالك  ( ) ( 1), 1 2z s s i s s − − = − + − −  −  :ونكتب : ( ) ( 1), 2 1, ( ) 1z s s i s s z s i − − = − + − − −   − − = −  ومنه  −
1 1

2 1

2

2 2

(1 ) [( ( 1)] (1 ) [( ( 1)] [ ( 1) ] [1 ( 1)] [4 2( 1)] 2zdz i s i s ds i s i s ds s i s i i i

 −

− −

−

−

− −

= − + − − − − = + − + = − − = + − − + − = − −       

 :التكامل المركب بحساب دالة أصلية. 2
 :ساسية للتكامل المركبالنظرية الأ  
Dعلى نطاق  مستمرة   ةدال fإذا كانت  -  ك دالة أصليةو تملF  أي( ( ) ( ) , )F z f z z D =     فإنه من أجل كل

يكون:  Dالنطاق داخل  و 2z  نهايته و 1z  بدايته كفاف 
2

1

2 1( ) ( ) ( ) ( )

z

z

f z dz f z dz F z F z


= = −  

)مغلقا فإن   إذا كان الكفاف   - ) 0f z dz


= 

): لدينا  برهان ( ))
( ( )) ( )

dF z t
F z t z t

dt
 =   : و نكتب

2 1

[ ( ( ))]
( ) ( ) ( ( )) ( ) ( ( )) | ( ( )) ( ( )) ( ) ( )

b b

b

a

a a

d F z t
f z dz F z dz f z t z t dt dt F z t F z b F z a F z F z

dt
 

 = = = = = − = −    

)النظرية السابقة نستنتج أن التكامل   تحت شروط  :نتيجة )f z dz


  بالكفاف  لا يتعلق. 

 : أمثلة
2zحسب التكامل لن باستعمال دالة أصلية   -1 dz



  حيث  :الكفاف المعرف بـ( ) 2 , [0,1]z t t it t= +   

 :الحل
22

2 2 3

0 0

1 2 11

3 3 3

ii

z dz z dz z i


++
 

= = = + 
 

   

lnحسب التكامل  لن -2 z
dz

z


   وarg z −    حيث   الكفاف المعرف بالشكل المقابل 

 :الحل
 

2 2

2 2 22 2
ln 1 1 1

ln (ln ) (ln ) (ln ) (ln ) 0
2 2 2 2 2

i ii

i

z
dz z d z z e e i i

z

 

 

 −

−

      
 = = = − = − − =       

       
  

zdzلنحسب التكامل   -3


  حيث  :الدائرة الممثلة وسيطيا بـ( )( ) , [0,2 ]itz t e t −=  

:الحل
2

0

2 0it itzdz i e e dt i





−= =    

III. نظريات كوشي : 
 :لنطاق بسيط الترابط 1نظرية كوشي. 1

)يكون:    Dداخل    من أجل كل كفاف مغلق   ه فإن   Dنطاق بسيط الترابط    في   تحليلية دالة    fإذا كانت   ) 0f z dz


=   

  :مثال
| | 2

0z

z

e dz
=

= 
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 1



 
2


 

1

 

2


 

0z  . 

  

D  

 . Dفي  Fفإنها تملك دالة أصلية   Dدالة تحليلية في نطاق بسيط الترابط   fإذا كانت   :نتيجة
 :لنطاق بسيط الترابط 2نظرية كوشي. 2

)أي Dدالة تحليلية في  fإذا كانت  و مغلقا بسيطا اكفاف بسيط الترابط حده نطاقا Dليكن  )D  
)فإن:   ) 0f z dz



=  

 : أمثلة
0لنثبت أن    -1

2

z
dz

z
=

−  حيث  دائرة الوحدة| | 1z = . 

:الدالة  :الحل
1

z
f z

z −
}تحليلية في المجموعة    ; | | 1}z z    وبالتالي حسب النظرية السابقة

| | 1

0
2

z

z
dz

z
=

=
− 

1لنثبت أن   -2
0dz

z


  حيث  الدائرة| | 3z : لحلا .في الاتجاه المباشر هةالموج =
2

0

1
. 2 0it itdz i e e dt i

z





−= =   

لنحسب  -  -3
2

| | 1

1

z

dz
z

=

. الحل: 
2

2

2

| | 1 0

1
. 0it it

z

dz i e e dt
z



−

=

= =  

 :نظرية كوشي لنطاق متعدد الترابط. 3
كفافا بسيطا مغلقا في الاتجاه المباشر ولتكن    ليكن  

2 1
,... ,

n
      في الاتجاه المباشر   كفافات بسيطة مغلقة   

 وعلى النطاق   دالة تحليلية على الكفاف   f، إذا كانت وتقع داخل   مثنى مثنى   ير متقاطعة ونقاطها الداخلية غ 

 لكفافات اط داخل اباستثناء النق متعدد الترابط الذي حده 
2 1

,... ,
n
    :فإن  

1

( ) ( )

k

n

k

f z dz f z dz
 =

=  

ليكن   :نتيجة
1
    و

2
   حيث    في الاتجاه المباشر   ين مغلق   ين بسيط   ين كفاف

2
    يقع داخل

1
  ، إذا كانتf   دالة تحليلية 

ين على الكفاف   
1
    و

2
  الواقعة بينهما فإن:   المنطقة في و

1 2

( ) ( )f z dz f z dz
 

=  

: أحسب التكامل  مثال
3

2( 1)

z
dz

z


−  حيث 2  طيل الذي أضلاعه كون من حدود المستالكفاف الم , 3y x =  

  :الحل
ليكن  

1
    :الدائرة في الاتجاه المباشر المعرفة بـ( ) 1 , [0,2 ]itz t e t − =  

الدالة
3

2
:

( 1)

z
f z

z −
و  تحليلية على   

1
   الواقعة بينهما وبالتالي:   و في المنطقة 

1

2 23 3 3
3 2

2 2 2

0 0

(1 )
( 3 3 1) 0

( 1) ( 1)

it
it it it it it

it

z z e
dz dz ie dt i e e e e dt

z z e

 

 

−+
= = = + + + =

− −    

 
  : صيغة تكامل كوشي. 4

  Dكفافا بسيطا مغلقا داخل   و  Dدالة تحليلية في نطاق بسيط الترابط   fإذا كانت   :نظرية
0( 1فإن:      داخل  0zمن أجل كل نقطة و 

0

( )
2 ( )

f z
dz if z

z z


=
−  

0zعند  fالمشتق النوني للدالة  (2 z=   :يعطى بالعلاقة( )

01

0

( ) 2
( )

( ) !

n

n

f z i
dz f z

z z n



+

=
−  1,2حيث,...n = 

 : أمثلة

D  
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sinلنحسب التكامل   -1

1

z
dz

z


+  حيث   :3المربع في الاتجاه المباشر و المعرف بـ 3 , 3 3y x−   −   

sinzالدالة  :الحل z  و على  تحليلية)صحيحة( في    0و النقطة 1z =  وبالتالي:   داخل  −
sin

2 sin( 1) 2 sin(1)
1

z
dz i i

z


 = − =
+  

لنحسب التكامل   -2
2( 4)( 1)

z dz

z z


+ −  حيث مباشر و المعرف بـ: في الاتجاه ال الدائرة| 2 | 2z − = 

الدالة   :الحل
2( 4)

z
z

z +
}تحليلية في     2 ,2 ]i i− 0و النقطة    و على   − 1z   وبالتالي:   داخل    =

2 2

1
2

( 4)( 1) 1 4

z dz
i

z z



 

=  
+ − + 

  

 
لنحسب التكامل    -3

2

cos

(2 1) ( 2)

z
dz

z z




+ −  حيث بـ:  ةمعرففي الاتجاه المباشر و  دائرة| 1 | 2z + = 

لدينا  :الحل
2

2 2 2

cos cos cos 1 ( )
.

1 1 1(2 1) ( 2) 4( 2)
4( ) ( 2) ( ) ( )

2 2 2

z z z f z

z z z
z z z z

  
= = =

+ − −
+ − + +

cosحيث   
( )

4( 2)

z
f z

z


=

−
 

)الدالة  )z f z   و على  −{2}تحليلية في    0و النقطة

1

2
z = ولدينا    داخل  −

2

4 ( 2)sin 4cos
( )

16( 2)

z z z
f z

z

  − − −
 =

−
  

  وبالتالي: 
2

2
2

cos ( ) 2 1
( ) 2

1(2 1) ( 2) 1! 2 10 5
( )

2

z f z i
f i i

z z
z 

   


− 
= = − = − = 

+ −  +
  

لنحسب التكامل    -4
3

3

2 1

( 2 )

z z
dz

z z i


+ +

−  حيث  :1مستطيل في الاتجاه المباشر و معرف بـ 4 , 1 1y x  −   

  :الحل
3 3

3 3 3

2 1 2 1 1 ( )
.

( 2 ) ( 2 ) ( 2 )

z z z z f z

z z i z z i z i

+ + + +
= =

− − −
حيث    

3 2 1
( )

z z
f z

z

+ +
 و بالتالي:  =

 

 

 

 
 

 

 

3

3 3

2 1 ( ) 2
(2 )

( 2 ) ( 2 ) 2!

z z f z i
dz dz f i

z z i z i
 

+ +
= =

− −    2ولدينا 1
( ) 2f z z

z
= + +  ،

2

1
( ) 2f z z

z
 = −  ،

3

2
( ) 2f z

z
 = + 

ومنه: 
3

3 3

2 1 2 2
(2 ) 2 2

( 2 ) 2! (2 ) 4

z z i
dz f i i i

z z i i


 
 
 + +

= = + = − 
−  

 

 هذه النظريات هي نتائج لصيغة تكامل كوشي: :نظريات مهمة. 5
 :نظرية موريرا

): Dداخل    من أجل كل كفاف مغلق و    Dفي نطاق بسيط الترابط    مرة ت مس دالة    fإذا كانت   ) 0f z dz


=   :فإنfتحليلية فيD. 

 :كوشي اتمتباين
| :0  لقرص المغلق الذي حدهدالة تحليلية في ا fإذا كانت  |z z r− )فإن:   = )

0

!
| ( ) | , 0,1,2...n

n

Mn
f z n

r
   :حيث   =

max | ( ) |
x

M f x


=.  
|) zمركب عدد ن أجل كل م  ومحدودة ()تحليلية على   صحيحة f: كل دالة نظرية ليوفيل ( ) | )f z M  .هي دالة ثابتة 

0لكل كثير حدود  :برالنظرية الأساسية للج 1( ) ... ( 0, 1)n

n n nP z a a z a z a n= + + +   .جذر واحد على الأقل 
 :نظرية غوص للقيمة المتوسطة

| :0لقرص المفتوح الذي حده دالة تحليلية في ا fإذا كانت  |z z r− )0فإن:  = )f z  هي القيمة المتوسطة للدالةf    على 
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أي:  
2

0 0

0

1
( ) ( )

2

itf z f z re dt




= + 

|0فإن:   داخل وعلى نطاق بسيط    و تحليلية   دالة غير ثابتة   fإذا كانت  : نظرية أكبر مقياس  ( ) |f z    تأخذ أكبر قيمة لها على  . 
)و   تحليلية داخل وعلى نطاق بسيط  دالة غير ثابتة و f:إذا كانت نظرية أصغر مقياس ) 0f z  داخل :فإن 

0| ( ) |f z  قيمة لها على  صغرتأخذ أ . 
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