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Solutions de la série 01

Exercice 1

A T'aide de les propriétés caractéristique de borne inférieur et des normes des
espaces, on montre que {||v||x+y = inf,—p,(||z]|x + [lylly) =z € X,y € Y}
est un norme.

-VveX+Y HUHXerzo{?

on a
[z]lx =0 et [lylly = 0;
d’ou
]l x + [lylly = 0;
alors

inf > 0:
ot (el + [lylly) > 0;

- ||U||X+y:0<:> v=07

On pose
[0l x+y =inf A, ot A= {[[z[|x + [[ylly : v=2+y}

1. =) Soit v € X + Y, supposons que inf A =0 i.e |[v]| =0

La propriété caracté ristique de la borne inférieure dit que

(Ve>03dz. € Atq: ze <inf A+e).

Soit 7 € N*, choisissons € = % Donc, 3z, € At.q:z; <0+ % = %

On sait que z; > 0 et que z; s’écrit forcement comme
2z =zl + llysll z; € X,y €Y Vj € N

Ainsi :

g 1
v €N 0 < flallx +flylly < = (1)



De plus, on sait que v = z; + y; par Vj € N,

on fait un passage a la limite dans (1) qui donne
gl 7250 A gl T2 0.
D’ou

6 %0 Ay Ys0 2)
Par conséquent (se rappeler que X — X +Y A Y < X +Y).
Par suite :

:>xj+yjﬂ0

=v=0.

2. (<)v=0=inf A =0 evident car v = 0+ 0 est une décomposition
possible et inf A > 0.

- Ve R,\V/ veX+Y, ||/\U||X+Y = |)\|||U||X+y ?

on a

IMvllxey = inf ([[Az]lx +[IAylly);

LnE (A2l + (Al );

inf (IM(lllx + [lollv):
v=x+Yy

= A inf (Jlallx +[lyllv);
= Mlollx+v-

-Nu=2'+y,v=x0+y) € (X +Y, X+Y) |lu+t+v|xiy <|ullxiy +
[vllx+y 7

onpose z=z+2 et 2 =y+y

on a

lutvllxey = inf ([z]lx +[llv);



< nf (el + 110 + lally + 1151l

< inf (el + llly) + (1 + 115Dl
< it (|fellx +1lglly) + in fumar (1 llx + 1111

< Jull x4y + |vll x4v-

Donc ||.||x+y est un norme.
En général

lollxsy = it (lallx +tlylly) ¥>0

est une norme. De méme maniere on le montre.

Exercice 2

1. Utilisant I'inégalité triangulaire on obtient
[F(25)=2"F(y)] < [F2%)—2f 2" y) |2l f (25 1Y) —F (25 y) |+ 4257 f(2y) —2f ()]
<(1+2+2%4 .. +28NHa=a(2F - 1) < 2%

2. Soit n > 0 et k > 0. Posons y = 2"z dans 'inégalité précédente et apres

division par 2" + k, on trouve

J@) fEe)
2n+k on - 9n
ce qui implique que la suite définie par x, = ! (22: ~ est une suite de

Cauchy.

Exercice 3

1. Pour a et b strictement positives, on a

1 1
Inab=Ina+Inb==-Ina? + —Ind?
b q



1 1
<lIn(-a? + =07,
p q

puisque la fonction expontielle est continue et croissante, on obtient :

1 1
ab < —aP + =b1.
p q

Sia=0oub=0, I'inégalité est évidente.
n
l
2. Posons a = - et b= iz, ou ||zl = (Z;\lep)f’ et lyll, = Zlyz i
7
Maintenant, en appliquant I'inégalité de Young, on obtient :

ab — |5y <1( Z; )P+1< Yi )q

lzlipllylle = Ml 191l
Lolml” 1yl
— _.I_i
p(chHﬁ <HqHZ

Passant a la somme, on trouve

i |yl }(Z?zl |~T¢|p)+1( i1 |yz'!p)
zllpllylly — 2N (=l g lyllg

Donc
1 & 1
Z|€L’zyz| < llzllpllylly = Z i) Z lyal®).
1=1
3. d’apres I'inégalité précedente (de Holder), on a

n n

Solz+ul? = |l (o + vl P+ D il + w7
=1 =1 =1

n 1 n 1—1 n 1 n 11
< (Xlai) (Xlestub) "+ (S ll) " (Slei+uip)
=1 =1 = =
< () + (S ) ) Sl i)

n

= (Ll ) < (X lel) + (zw)

i=1 i=1

’ﬁ\'—‘



Exercice 4
Supposons que (E, ||.||1) est de Banach. Soit (x,,) une suite de Cauchy dnas £

pour la norme |[|.||2, alors on a
Ve > 0,3ng € N,Vn,m > ng, ||z, — w2 < &,
puisque les deux normes sont équivalente, alors il existe ¢; > 0, tel que
cillzn = zmlly < flzn — zmll2 <,

ce qui implique (z,,) est de Cauchy dans (F, ||.||1), qui est complet, donc (z,,)

converge vers x € E pour la norme ||.||;, c’est a dire
Ve > 0,3ng € N,Vn > ng, |z, — z|j; <€,
I’équivalence de les normes nous donne :
|lzn — ]2 < ez — 2|1 < 1€

Par conséquent, (x,) est convergente dans (£, ||.||1).

Exercice 5

1. Il est clair que

|20 — 2| <y —mf| <e
2. L’inégalité précédente implique que (z,(k)) est Cauchy dans R, donc elle
est convergente vers x € R.

3. Puisque () (k) € €1, alors la serie>", xn()(k > 0) est convergente, et

par la défintion de la limite, il existe K € N tel que Y psfr Zn () (k) < €.



4. Pour n > N(e) fixé, on a

Z lza (k)] < Z T — :CN(E)(k>’ + Z $N(e)(k>

k>K k>K k>K
< Jan —ane (k)] +& < 26
Passanr a la limite quand n — oo, on obtient Y i x [z(k)| < 2e.

5. La série de terme générale |z(k)| est & termes positifs, d’apres la question
4, la suite des sommes partieles est majorée, donc la série est convergente,
ie., x el

Par ailleur, quand L — oo, alors pour tout n > N(g) on a

[2n (k) — 2 (k)] < g [ (k) = 2(R)[ + > wn(k) + > w(k),

E>K E>K

la premiere somme est finie et indépendant de n, donc il existe Nj tel

que pour tout n > N; on a
K-1
S [aulk) —2(k)] < <.
k=1
Par conséquant, pour n > max(Ny, N(¢)), on a
|20 (k) — 2(k)|| < 5e.

Donc, z,, converge vers x et ! est complet.

Exercice 6

Soit (T},) une suite de Cauchy dans £, alors on a
Ve’:‘, Elno Gavn7m Z no, HTTLSC - me”F S “xHHTn - Tm”£ - 07

alors (T,,z) est de Cauchy dans F', qui est complet, donc T,z — y.

définissons 'opérateur a tout x € E associe y.On va montrer que T est linéaire



borné et est une limite de la suite (7},).

En effet, pour x; et x5, on a
T(xy + x2) = lim T,,(z1 + 22) = lim Ty (1) + lim T, (1)
=Tx + T,
T(axy) = a lim To(z1) = axy
N Talle = Tnllel < | To — Tlle — 0
alors ||T,||z est de Cauchy dans £, donc elle est bornée, cest & dire

AM > 0,|| Tl < M,Yn €N

= [|Thzl|r < M|

Passant a la limite, on trouve que
| T||p < M||z]].
Pour € > 0 et tout x € E, tel que ||z]] <1, on a
[Tnspr — Tpxllr <€

Pour p — oo, on obtient

Tz —Tz|| =0

= sup |[Thx —Tzx|r=||T, —T|z — 0.
l=)| <1

Exercice 7

Théoréme 0.1. (Rappel : limites de fonctions dérivables)
Soit (f,) une suite de fonctions dérivables(de classe C*) sur [a,b] d valeurs

dans R ou C. S’il existe un point xq de [a,b] tel que la suite (fn(xq)) converge et



que la suite (f)) converge uniformement vers g. Alors, (f,) converge uniforme-
ment sur [a,b] vers f, f est dérivable (de classe C*) et f'(z) = g(x) = dim f,,.
C’est a dire (Agrgo ) = Jim fr=1r.

1. Pour n,m € N, on a
2+ 5 — (2 + )
Vit L+ y/2+ L

donc lim  sup |f, — fm| = 0.Alors (f,) est de Cauchy.

nM—00 _j<pcq

1 1
|§|47__47L
n m

|fn_fm’ :|

I1 est clair que le fn = Va? = |z|, alors pour tout n € N, on a
n oo
1

1 =
o2+ =5 = [zl = |5 = 0.

n

Donc lim sup |f, — f| =0.

1
n—=00 _1<a<q
Ce qui implique que (f,) est convergente dans C'([—1,1]), mais elle est

divergente dans C'([—1,1]), car f & C*([—1,1]).

2. Soit (f,) une suite de Cauchy dans (E, ||.||), alors
Ve > 0,3ng € N,Vn,m > no, | fo — fulleo + 1 /o = fiulloo < &,

ce qui implique, (f,) et (fm) sont de Cauchy pour la norme |||/, ¢’est
a dire dans C([—1,1]), ||-|loo, qui est complet. Puisque (f,,) converge uni-
formément vers f et (f]) converge unifomément vers g, alors d’apres le
théoréme de limites de fonctions dérivables g = f/, donc f € E, c’est a

dire (f,,) est convergente dans (E, ||.||).

Exercice 8

1.
o0 00
Tl = 3l < suplanl 32 [a0f? = sup o
n=1 n>1 n=1 n>1

Donc T € (-.



[T [l

2. Soit 1 = (1,0,0,...,0,...), alors =a; < ||T||z, on a aussi xy =

[Tas] e

T2

(0,1,...,0,...) et P =a; <||T||z-
Ty,

Donc Pour z,, = (0,0,...0,1,0,...), on a [T =a; <||T||z-
%] e2

Par conséquent, sup |a,,| < ||T||z, ce qui implique |||z = sup |a,|.
n>

Autre méthode : soit z,, = (0,0,...0,1,0,0,...), alors [|Tz,|| = |ax.| et
————
n—1
|z,|| =1 . Donc
sup || Tz, || = sup ||
n>1 n>1
et on a
Tx Tz
sl — Izl T

n>1 n>1 || Tall T azo |7

Exercice 9

ITf () = 1Tf (@) < 3[f(@)] + 2/ (= + 4] < 5[ fllo

Donc ||T|| < 5. Si on prend une fonction de C,(R) de norme 1, par

exemple :
1, <0
fl)=9 —z+1 0<a<4
-1, x>4
TfO) =5 =T flle =5,
alors

5 ITIOl _ T/ @)]

Ol T wer 2l

= I

Donc ||T]| = 5.



o0
. [
2. Puisque [r,] < suplral = ol on o [Plro)] < 3108 <
n=
Donc F est continue et || F|| < 1.
Définissons une suite comme suit
1, n<ng
Yn =
0, n>ng
=1
Il est clair que ||ynlleo = sglg|ynl = 1, donc F(y,) = o0 =1=
n> n—

F(y, F(z,
‘n (yn)’:lésup’ ()|
Yn|loo

= ||F||z. Par conséquent, ||[F||; = 1.
zn€Co ||£Bn||oo



Solutions de la série 2

Exercice 1

1. (a;) € £2, alors

n n
ITzlle = 3 lawi] <> |awi|
i=1 i=1

<> |a¢|2)%(z |ai|2)% d’apres l'inégalité de Holder
i=1 i=1

< M[z]|e
Donc T}, € (£*)*.
Soit
a;, 1<n
Zi =
0, >0
n
ITozi]l =1 laif*, et donc
i=1
T,z n 1
|| n' z” _ (Z |az|2);
=l =
< Tz

Tl = 13 Jageil < 3 Josail,
i=1 i=1
<> |ai|2)%(z |ai|2)% d’apres l'inégalité de Holder
i=1 i=1

< Mzl

Donc T* € (£?)*.

De éme argument, on peut arriver a ||7']|2) = (372, |a;|?)2.

Thx — Tzl =| Y |ami| =R, — 0.
i=n+1



Exercice 2

n o0
L Tl = |3 lazi] < 3" Jawi| < oo, done

i=1 =1
sup || Tz||c < oo.
n

2. Ona|T,|.=0 |ai|2)%, et d’apres Banach Steinhaus, on a
i=1

o0
1
sup [Tl = (O lai?)? < oo,
nz1 i=1

Exercice 3

1. Thx = (2, 41,0, ...), alors
o
Jim (| Tzl = lim > il
i=n
= i, Ry = 0.
Donc T,, converge ponctuelement (simplement) vers 0.
2. || Tu]ler = 1, ce qui implique qu’elle n’est pas convergente uniformément.

Exercice 4
Puisque f™ est continue et Kerf™ = (f*)~1({0}), alors Kerf" est fermé.
Autre méthode :
Soit (z,) dans Kerf™ telle que x,, — x, puisque f" est continue, alors 0 =

frx, — f"x. Donc f"x =0, ce qui implique x € Kerf™.

Exercice 5



1. Pourtout x € £, y=Txz € F,on a
lzlle = I1T" Yllr < N7~ lerm I Tl r-

Done [ Tz(|p = 11| z(p,m Il
2. Soit (y,) = (T'z,) une suite convergente vers y. On va démontrer que

y € R(T), en effet la suite (T'x,) est convergente, alors est de Cauchy,

c’est a dire
Ve > 0,3ng, Vn,m > ng, [|T(x, — xp)||lr = [|Txn — Trn|lr < e.
Utilisant la question précédente, on obtient
lzn = Zmlle < NT T (20 — 2m)llF <e,

ce qui implique que (x,,) est de Cauchy dans F qui est complet, donc elle
est convergente vers x, puisque 1" est continue, alors y, = Tx, — y =

Tz e R(T).

Exercice 6

1. I est linéaire et bijective( clair), pour la continuité, on a

1 1
lally = Wzl = [ la()lde < sup [a] [ dt =[]l
0 0<t<1 0

Donc ||I]|z < 1.

Soit x(t)=1, alorsonalli = 1 < ||1]|,.

[[]lo0

2. Pour z, = 1", alors [|#]lo = 1 et |lz]ly = ;35. Si I™" est continue alors il

existe C' > 0,tel que ||z]|oo]| I 2|00 =< n%rl, ce qui implique I'existence

de C', tel que C' > n + 1, pour tout n € N, et ca impossible.

3. Puisque X est de Banach, si Y est de Banach aussi, alors on peut appli-

quer le théoreme d’isomorphisme de Banach. Donc Y n’est pas complet.



