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Introduction S. Beloul

Introduction

Dans ce travail, on présente quelques éléments de la théorie des opérateurs,
définitions, concepts et théoremes. Ce travail s’adresse principalement aux étu-
diants de troisieme année, ainsi qu’a toute personne s’intéressant a ’analyse
fonctionnelle. On décompose en quatres chapitre avec des exercices a la fin de
chaque chapitre :

Le premier chapitre : Opérateurs linéaires bornés.

Le deuxieme chapitre : Théoreme Hahn Banach et applications.

Le troisieme chapitre : Opérateurs linéaires bornés sur des espaces de Hilbert.
Le quatrieme chapitre : Opérateurs linéaires compacts.

Dans le premier chapitre, on donne quelques définitions concernant un opéra-
teur linéaire, norme d’un opérateur et opérateur inverse avec certains théo-
remes fondamentaux, théoreme de Banach Steinhaus, théoreme de graphe
fermé et théoreme de 'application ouverte.

Le deuxieme chapitre a été reservé au théoreme de Hahn Banach et ses appli-
cations, on cite ses deux formes, analytique et géométrique.

Pour le troisieme chapitre, on présente quelques définitions qui concernent les
espaces de Hilbert, ainsi que des opérateurs linéaires bornés définis sur des
espace de Hilbert, on donne aussi un apercu sur la théorie spectrale d’opéra-
teurs.

Dans le dernier chapitre, on fait une étude sur des opérateurs compacts, défi-

nitions et théorémes.



Chapitre 1

Opérateurs linéaires bornés

1.1 Espaces de Banach

1.1.1 Espaces véctoriels normés

Définition 1.1. Soit E un espace véctoriel sur un corps K (R ou C). On
appelle une norme sur E toute application N : X — R, qui vérifie les propiétés
suivantes :

1. Pour tout x € E, N(z) =0 si et seulement si x =0 ;

2. Pour tout x € E et A € K, N(Ax) = |A\|N(x);

3. Pour tout v,y € E, N(v+y) < N(z)+ N(y).

Le couple (E, N) est appelé un espace vectoriel normé.

n n

Exemple 1.1. 1. Normes sur R". Ny(z) = > |z;|, Nao(z) = (Z]ml\z) ,

=1 i=1

[N

Ng(l’) = MaXj<i<n LUZ| .

Il est clair que N;,i = 1,2,3 sont des normes sur R™.

2. Normes sur (P(C) (espaces des suites).

Soit (P(C) = {(z,) C C,>_ |xn|p)% < oo}, pe€ [p,o0|, lapplication :

n=0
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(e.9]
= |zlle =D \xn\p)% est une norme sur (P(C).
n=0

Définition 1.2. Deuz normes ||.||1 et |.||2 sont dites équivalentes s’il existe

deuz constantes o et [ strictement posives telles que, pour tout v de F,
afjzlly < [lzlls < Bzl

1.1.2 La convergence et la continuité dans les e.v.n

Définition 1.3. Soient E un e. v.n et (r,) une suite dans E. On dit que la

suite () est

1. de Cauchy si et seulement si limy, ;oo [|[Tn — Tm|| = 0, €.,
Ve > 0,3ng € N,Vn,m > ng, ||z, — .| <e.
2. convergente vers x si et eulemet si lim,_, ||z, — || =0, i.e.,
Ve > 0,3ng € N,Vn > ng, ||z, — z|| < e.
Exemple 1.2. z, = %

Définition 1.4. On dit qu’une fonction definie sur un e. v.n est continue en

To st et seulement si

Ve > 0,3a >0, ||z — zol| < a — || f(z) — f(xo)| <e.

1.1.3 Espaces v.n complets

Définition 1.5. Soit E un espace métrique, on dit que est complet si et seule-

ment si toute de Cauchy dans E est convergent dans E.

Définition 1.6. On appelle espace de Banach tout espace véctoriel normé et

complet.
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Exemple 1.3. 1. 1R" 0 C" muni de l'une des normes : ||z, = (3 ]xl\p)%
i=1

et ||z||co = maxi<i<y || sont des espaces de Banach, pour tout p € N*.

2. Soit °(C) = {(z,) C C,>_ ]a:n|p)% < oo} lespace des suites dans C

n=0
n

muni de la norme ||z, = (D |xn|p)% est un espace de Banach.
n=0

°(C) = {(z,) C C,|z| < M} lespace des suites bornées dans C muni

de la norme

[2]|sc = SUP,>q |Znl| est un espace de Banach.

Proposition 1.1. Soient (E1, ||||1), (E2, ||||2) deuz espacesde Banach sur le méme
corp K, alors Uespace de produit Ey X Eo muni de la norme ||z||gxg, =

max{||z||1, [|z]l2} ou ||z|| g x5, = ||z||1 + ||z]|2 est un espace de Banach.

Démonstration. Soit (x,,y,) une suite de Cauchy dans F; x FE,, alors pour

n,m € N tel que n, m > ng,on a

“('xm yn) - (xrm ym)||E1><E2 - max{||xn - xm”En ”yn - ym||E2}

cequi implique que (z,) et (y,) sont de Cauchy dans E; et E, (resp), alors

elles sont convergentes vers z,y (rep), donc

12ns 4n) = (2, 9) | 212, = max{[lzn — ]|z, [lyn — |, } max{e, &)

Par conséquent, (x,,y,) est convergente vers (z,y). m

1.2 Espace des opérateurs Inéaires bornés

Définition 1.7. Soient E/ et F' deux e.v.n sur un corp K. On dit q’un opérateur
de E dans F' est linéaire si et seulement si

1. pour tout z,y € E, T(x +y) = T(z) + T(y).

7
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2. pour tout « € C, x € E, T(ax) = aT'(x).

T est dit additive si pour tout x,y € E, T(z +y) =T(z) + T(y).
T est dit homogene si pour tout a € C, z € E, T'(ax) = oT(x).

T est semi homogene si pour tout o € C, z € E, T(azx) < oT(z).

Exemple 1.4. Soit Vapplication T : C([a,0]) — R, définie par Tx(t) =
[P a(t)dt. T linéaire.

On note par L(E, F') I'espace d’opérateurs linéaires de F dans F.

Définition 1.8. Soit T' un opérateur linéaire sur E, on dit que T est borné
(ou continue) si et seulement s’il existe ¢ > 0 tel que |T(z)||r < c||z||g, pour

tout x € E.
Théoréme 1.1. T est continue si et seulement st T est borné.

Démonstration. Supposons T’ est continue et n’est pas borné. Alors pour tout

M > 0 il existe x,; tel que
[ Txar]| > Ml
En particulier, pour tout n € N il existe unesuite (z,) dans E telle que

[Tn]| > nllznl]

Posons y, = —=—, il est clair lim, ,o y, = 0, puisque T est continue, on

nllzn |’

obtient ||Tx,| — oo, et donc

1
IT4all = ——[feall 0.
allen]
Mais
1Tgall = — e = M2l
allea] allza]
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ce qui est une contradiction.
Réciproquement, si T" est borné, soit (z,) une suite dans £ converge vers z.
Alors,

1T (20 — )| < My — f| = o0

ce qui implique T'x,, — Tx. Donc, T est continue. m On note par L(E, F) a

I'espace d’opérateurs linéaires bornés (continues).

Théoréme 1.2. Pour tout opérateur linéaire T € L(E, F), les assertions sui-

vantes sont équivalentes :
1. T est borné.
2. T est continu sur l’espace E.

3. T est continu en un point 0 de [’espace E.

Démonstration. (1) = (2)

Soit g vecteur quelconque de H et (x,) une suite dans H. Comme

[Tz — Tol| = [|T (20 — xo) || < [ T[||2n — ol

on a donc T'x, — Txy quand x,, — x(, d’ou la continuité de S.

L’implication (2) = (3) est claire.

3)=(1)

Soit T un opérateur linéaire sur I/, continu en xq € E, supposons le contraire,

( soit non borné). Alors pour tout n € N, il existe un vecteur non nul z,, € H

1

tel que ||Tx,|| > n||z,||. Si on pose y, = —f=r, alors [jy,|| = -

x
ek

Or y, — 0, donc y, + xo — xg, mais

[Tl _ nllzall _

1T (yn + o) = Tl = [[Tynll = L,

nllzall ~ nlleall
donc T n’est pas continu en xy d’ou la contradiction, et par conséquent 1" est

borné. m
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Théoreme 1.3. Si T un opérateur additive et continu sur une espace v.n,

alors il est hmogeéne.
Démonstration. 1. Pour n € N, on a
T(nx) = T(Xn: x) =nTz.
1
2. Pour n =0, on a
T(x4+0)=Tx=Tx+T0—T0=0.

3. Pour n € Q, on a

(M) = mT(%

S

Posons y = £, alors

1
Tz =T(ny) =nTy — T(E =Tz
non

— T(mx) =Ty
n n

4. Pour \ irationnelle, alors il existe une suite (A, C Q telle que A\, — A,

car Q est dense dans R. Alors
T(x\,) — T(xA,
d’autre part, on a
T(xA,) = NTx — NTx

Donc T'(Ax)\T'x.

10
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1.2.1 Norme d’un opérateur

Définition 1.9. Soint E, F' deux espaces v.net T € L(E, F). On appelle norme
de T le plus petit nombre strictement positif cqui vérifie ||Tz||r < M| x| .
Clest a dire
IT)le = inf{M > 0, |Tallr < llo]l5}.
Proposition 1.2. Soit T' € L(E, F). Alors on a
L. Ve e B, |[Te|p <|IT||cllz]le

2. Ve >0,3zc € B, [|Tzc|[r = (1Tl — €)=l

Tx
9. 1 Tlle = suppayen [T, 1T e = sup,so 1221
Démonstration. 1. Si |T|| = My, alors on a Hlﬁft‘f‘\\ < Mp, donc
1T < [|T||]|]

2. Soit My = sup ””7;7‘”, alors par la définition de la supermum, pour tout

e > 0 il existe x. € F, tel que

1Tl

[ |

> MO — &
= 1 Tel| = (Mo — )|
3. Si ||z]] <1, utilisant la propriété (1) on a

1] < T[]l < 7]

S sup [Tl < I (L.1)
|z <1
Posons y. = ﬁ, alors on a
ITyell = || Tl = —(IT] - &)l
Y|l = Tel| = —&)||Te
X A

= [ Tyell = [T — e

11
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— ||T[| < sup (1.2)
S

Par conséquent, de (1.1) et (1.2), on arrive au résultat desiré.

Exemple 1.5. Soit T : C([a,b],R) — R definie par Tx(t) = [°x(t)dt.

a

[Tz]] < (b= a)ll«]
= T < (b= a).

Soit xg une fonction de C([a,b]) définie pour tout t € (a,b] par xo(t) = 2, alors

on a

T T

| Tzol| =2(b—a) — =
o w40 |7

Done |T|| =b—a.

1.3 Prologement d’un opérateur par continuité

Soit F un e.van et soit T': D C E — FE, ou D est sous espace vectoriel de
E. On dit T est borné sur D si il existe M > 0, tel que pour tout x € D, on
a | Tx||M]|z||. Le plus petit M > 0 qui verifie I'inégalité précédente est dit la

norme de 7', on note par ||T||p.

Théoreme 1.4. Soient E un espace de Banach, D un sous espace de E tel
que D =FE etT :D CFE — E. Alors T admet un prolongement a E tout

entier.

Démonstration. On définit un opérateur T sur E par

Te =Tz, Vr e D,
Tx =

1Tz = ITlp

12
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Soit x € E, puisque D est danse dans F, alors il existe une suite (x,,) C D,
telle que z,, — z. Donc elle est de Cauchy, c’est a dire ||z, — z,,|| — 0, quand

n,m — 0, i.e.,
Ve > 0,3dng € N,Vn,m > ng, |z, — zn| <e.
Donc pour n, m > ng, on a
[Tz — Tam| = |7 (20 — 2m)l] < [ Tlpllzn — zmll =0

Ce qui implique que (T'x,) est une suite de Cauchy dans E qui est complet,
alors (T'x,) est convergente dans F.

Par coséquent, Tz, — Tz. Clest & dire si z € E/D, alors I'image de = par T
est une limite d’une suite de D. L’unicité de T

Si (y,) une suite dans D qui converge vers x. Alors on a
[z = ynll < llen — 2]l + [lyn — ]|

Donc lim,, oo 2, = lim,,_oo y, = T'x.
T est linéaire

Pour 1,20 € F et a € K, on a

T(z) + x2) = Jim T(2WV + %) = Tay + Ty

T(oxy) = Jim T(azV) = aTx.

T est borné

|7 = lim TGl < 1T pl]

13
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= ||Tz|| < |T|[plll
= Tl <IITlp
Par ailleurs,

H G —

er |zl — xeD [Ea|

I = = 1Tl

Donc |T|lg = ||T||p. m

1.4 La convergence dans I’espace d’opérateurs
linéaires

Proposition 1.3. Soient E, F et T € L(E,F). L'espace L(E, F) est espace

véctoriel normé.

Démonstration. 1l est clair que L(E, F') est un espace véctoriel.

T
Il =0 ¢ sup Il _
E |z
&S T=0
Tz
|aT|| =asupS s ol T
S+ T S T
|5+ T, = SUPM < |5zl + sup |7zl
wcB |7 web ||zl zee |||

Donc ||.||z est une norme sur L(F, F). =

1.4.1 La convergence simple

Soient E, F et T,,,T € L(E, F). On dit que la suite (7},) converge simple-

ment vers T si et seulement si

14
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pour tout « € E, T,z — Tz et on note par T, —=T.
Onécrit T,, > T < Ve e E,T,x — Tx.

D’autre maniere

Vo € E,Ye > 0,3ng,Yn > ng, ||Tx, — Tx||r <e.
Exemple 1.6.

T, : (*(C) — *(C), T,z = (21, 29, ..., 7,,,0,0...}

Montrons que T,, — Ip27?.
Premiérement, on va voir T,, € L((*(C)).

En effet pour x € (2, on a

n

Tzl = (S |zal?)?

k=1=1
< (D fml)? =lzle
k=1=1

— || Thx|z <1

Pour z = (1,0,0,...) ona T,z = z, donc |T,z|| = 1 < supx € || T,z|| = ||T,.]-

Pour tout x € (2, on a

o0

. . 1
lim (| Tox — Lpaf| = lim (7 [af?)
k=n+1=1
A3 (Fn)? =0

Donc lim,,_,o T,, = 1.

1.4.2 La convergence uniforme

Soient F, F et T,,,T € L(E, F). On dit que la suite (7},) est uniformément
convergente vers T’ si et seulement si
pour tout x € F,limy, o0 Sup) <1 [|1m2 — Tx|r = 0.

On écrit lim |7, — T'||z = 0. On note par TnM>T_

15



Les opérateurs linéaires bornée S.Beloul

1.4.3 La convergence faible

Définition 1.10. Soit E un e.v.n sur un corp K. On appelle espace dual de

E, Uespace E* des formes linéaires continues de E dans K.

Le dual algebrique est strictement inclus dans le dual topologique.
On dit qu’une suite (z,) dans E est faiblement convergente vers z si et seule-
ment si pour tout f € E* fx, converge vers fx.
Une suite d’opérateurs (7,,) est faiblement convergente vers 7' siet seulement

si

f(Thx) — f(Tx), Yx € E,Vf € E”.

On note par T,,—-T.

Théoréme 1.5. Si (T,,) une suite d’opérateuts d’un espace v.n E dans F.

Alors on a

7, = 77
T = T,-T.
Démonstration. Pour tout x € E, on a
| Tha — Tollp = [(Tn = T)|| < | T = Tllz]z — 0
Pour tout x € E et f € F*, on a

f(Ty) = f(T)| = |f (Toa - Ta)| < |f]| T — T = 0.

16
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1.5 Théoreme de Banach Steinhaus

Définition 1.11. On dit q’une suite T,, € L(E, F) est uniformémént bornée

si elle est est bornée pour la norme ||.||z. C’est a dire
dM > 0,Vn e N, ||T,|; < M.
Ce qui est équivalente a

aM > 0,Yn € N, sup ||T.x| < M.

ll=]|=1
(T,,) est dite bornée( ou ponctuelement bornée) si et seulement si pour tout

z € E, elle est convergente pour la norme ||.||r. C’est a dire
Ve e E,3M > 0,Vn € N, || T,z||r < M.

Exemple 1.7. 1. T, : *(C) — (*(C), T,z = (1, %2, ..., Tp, 0,0...}.
On a déja vu | T,z < 1. Donc (T,,) est uniformément bornée.

2. T, : ('(C) = C,To = nwy + 52, 2-.

Tl < mlea + > == < mlan| + ) Joel < (n+1) 3
k=1 k=1 k=1
= (n+ 1|z
= ITall < (n+1).

Soit z = (1,0,0,...), il est clair que z € (* et )||z|| = 1 et )||Tnz|| = (n+1).
Donce ||T,,|| = (n + 1) = o0, alors la bornetude n’est pas uniforme.
Théoréme 1.6. Soient E un espace de Banach et F un e.v.n etT, € L(E,F).
Si la suite (T'n) est ponctuelement bornée, alors elle esr unformémént bornée.

C’est a dire

Vo € E,sup||T,x||r < oo — sup || T,z < oo.
n>0 n=0

17
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1.6 Théoreme de graphe fermé

Définition 1.12. Soint E et F' deuzespacesde Banach et soitT : D C E — F.

Onappelle graophe de T les sous espace de E x F défini par
G(T)=A{(z,Tx),x € D}

Proposition 1.4. Soient E, F' deux espaces de Banach et T € L(E, F). Alors

G est fermé.

Démonstration. Soit (x,,y,) — (z,y), alors x,, — x, par continuité de 7" il

devient T'x,, — T'x, mais y, = Tz, — y, donc y = Tz et G est fermé. m

Théoréme 1.7. Soint E, F' deuz espaces de Banach et T € L(E, F). Si G est

fermé alors T est continue.

Démonstration. Puisque G est fermé, alors il est complet, donc de Banach.
Soit Pp : G — FE,Pg(x,Tx) = x la projection sur E. Pg est linéaire et

continue, car
1Pe(x, To)|| = [lz]| < max{||z| g, |T2|r} = [|(z, Tz)]|c-
De méme manieére on defini la projection sur F.
Pr:G — E,Pp(x,Tx) =Tx,
la projection sur F'. P est linéaire et continue, car
1Pp(x, Ta)|| = | Tz|| < max{|[z]g, |T]r} = [|(z, Tz)|lc-
Donc T'=Prpo Pr € L(E,F). m

Théoréme 1.8. (Isomorphisme de Banach)
Soint E, F deuz espaces de Banach et T € L(E,F). Si T est bijective, alors il

existe un opérateur linéaireet continue T—' de F dans E.

18
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Théoréme 1.9. (Théoréme de lapplication ouverte)
Soint E, F deux espaces de Banach et T € L(E,F). Si T est surjective alors

T est ouvert.

1.7 Opérateurs inversibles

Proposition 1.5. Si T € L(E,F) et S € L(F,H),alors T € L(E,H) et
ST < ST

Démonstration. Pour tout z,y € F et a € K, on a
ST(ax+y) = S(T(ax +vy)) =S(aTx+ Ty)

= aSTx + STy.

Donc ST est linéaire. Pour tout = € E, on a
[1STz| < [|S|T]|

< [ISTHIT Il

Alors ||ST|| < [IS[[[[T]| =

Définition 1.13. Soit T € L(E, F), ou Eet F sont des espaces v.n. On dit que
T est inversible si et seulement s’il existe S € L(F, E), tel que Vx € E,STx =

x etVy € F, TSy =1y. On note a linverse de T par T—*.

Théoréme 1.10. Sient E un espace de Banach et T € L(FE). Si |T| < 1,

alors (I —T) est inversible, de plus (I —T)™! est borné et on a

I-T)"'=>T"=14+T+T"+ ...

n=0

19
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Démonstration. On a Vk € N*, 32K _ 1T < SF_, ||T|1™
= mn = n 1
ITH< 1= ST < ST = = < 0
n=0 n=0 H H
— > T" € L(E).
n=0
k k k
(=) T 1| = | T = S 7~ 1]
n=0 n=0 n=1
= |1 =T — 1| = | 7% < |7
Passant a la limite on obtient
n < . k+1 —
hm (I =1T) nz%T — I < kh_)IgOHTH 0
(I — TZT"-I—)I T)~ ZT"
n=0
[ |
Théoréme 1.11. Soit T € L(E, F), si Test inversible alors T' est unique.

De plus, si S € L(, F, H) et inversible, alors ST est inversible et on a (ST)™! =

T-15-1,
Démonstration. Si U et V sont deux inverses a T', on a
U=UI=U01TV)=UT)V

=1V =V

Si T et S sont inversibles, alors on a
(T'S ™ HST)=T ST =T""'=1

(STHT'S7Y) = S(TT )5~ = 557! =
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Définition 1.14. On dit qu’un opérateur est inversible a droite (gauche) s’il

existe Sy (Sz) tel que T'Sy =1 (SoT =1).
Théoréme 1.12. SOient E, F et T . Les assertions suivantes sont équiva-
lentes :

1. T est invesible a gauche.

2. F est injectif et Im(T) = R(T) est fermée.

3. 1l existe ¢ > 0, tel que pour tout x € E, ||Tx| > c||z|.

Démonstration. 1. Supposons T' € L(E) est inversible a gauche, alors pour

tout x1,x9 € E, ona

Txy=Txe — T Ty =T T,

— X1 = Ta.
Soit (z,, une suite dans E, telle que z,, — z, alors (T'z,,) € R(T) et
puisque T € L(F), il devient T'z,, — Tz ce qui implique Tz € R(T).

2. Comme E et F sont de Banach, alors I'opérateur T : E — T(E) est
bijevtive, donc par le théoréme d’isomorphisme de Banach il existe 7!

continue de T'(E) dans E, cest a dire

3> 0, [lz]| = e T]].

3. T est injectif, car si Tex = 0 — x = 0, donc KerT = {0}. De plus, R(T)
est fermé, ce qui implique la bijectivité de T'. Donc il admet un inverse

T
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1.8 Exercices

Exercice 01 : Soient p,q > 1 tels que % + % =1.

1. Montrer que pour tout a,b > 0 on a

1 1
ab < —a? + +-b1.Inégalité de Young
p q

(Ind : remarquer que pour tout A € [0,1] et tout x,y > 0,In(Ax + (1 —
ANy) > Alnz+ (1 —A)Iny).)

2. Pour x = (x1, 29, ...24),y = (Y1, Y2, ...yn) de R™, on pose

1 1

llly = 32 = 1"z:l")7, llylly = Zlyz )e.

Montrer que

n n

Yl < (Z ]a:z-\m)% (Z |y, |q|)

i=1 =1

-D\»—l

3. Montrer que

Q|

Slectud < (k) + (3 )
=t i=1 i=1

Exercice 02 : Soit F un espace vectoriel muni de deux normes qui sont
équivalentes ||.||; et [|.]|o. Montrer si E est de Banach pour la norme ||.||;, alors

il est aussi pour ||.||o.

Exercice 03 : Soit £ = C'([-1,1],C)

1. On muni £ de la norme de la convergence uniforme || f|loc = sup |f(z)].
<a<l1
Montrer que (E,|.||) n’est pas de Banach. (Utiliser la suite f,(z) =
1'2 + 732)

2. On muni £ de la norme || f|| = || flloc + || f']|cc- Montrer si (E, ||.||) est un

espace de Banach.
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Exercice 04 :Soient E = Cy,(R) 'espace des fonctions continues et bornées
sur R muni de la norme de la convergence uniforme. On considere 'opérateur

linéaire de E dans lui meme défini par (T'f)(z) = 3f(z) — 2f(z + 4)

1. Montrer que T est continue et calculer ||T|;.

[CSIE

2. Méme question pour S : Cy — R tel que S(z,) = X502, 2.
Exercice 05 :Soient () € ¢*(C) et T : £*(C) — ¢*(C), tels que T(x,) =
(ann)

1. Montrer que T' € L(¢?*(C), £*(C)).

2. Calculer |T|.

Exercice 06 :Soient (a;), (7;) deux suites de ¢?(C) et I'opérateur T,, de £*(C)
dans C, tels que T;, = Z a;X;.

i=1
1. Montrer que T}, € (£?)*, pour tout n € N*.

2. Montrer que HTnH(ﬁ)* = (Z |ai|2)%.

=1

3. Soit T : *(C) — C, tel que Tz =>_ a;x;
i=1
~ Montrer que T € (£2)* et ||T]|(2y- = (252 |ai]?)?.

— Montrer que (T;,) converge ponctuelement vers T' dans (£2)*.

Exercice 07 :Soient (a;) une suite des nombres complexes, (z;) € (2, tels que la
[e.9]

serie Z a;z; sera convegente dans C et Ty, : £2(C) — C tel que T;, = 31", a;;.
i=1
1. Montrer que (T},) est bornée ponctulement.

2. En utilisant le théoréme de Banach Steinhaus, montrer que a; € ¢*(C).
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Chapitre 2

Théoreme de Hahn Banach et

applications

2.1 Forme analytique de théoreme de Hahn
Banach

Définition 2.1. On appelle un sous norme sur un ensemble E toute applica-
tion p: E — Ry qui vérifie les propriétés suivantes :
1. p(Ax) = A\p(x),YA >0;

2. Pour tout x,y € E,p(x +y) < p(z) +ply) ;
Toute norme sur £ est une sous norme.

Lemme 2.1. Tout ensemble ordonné inductif, non vide, posséde un élément

maximal.

Rappelons que l'ordre est inductif si toute partie totalement ordonnée pos-

sede un majorant.
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Théoréme de Han Banach et applications S.Beloul

2.1.1 Théoréme de Hahn Banach réel

Théoréme 2.1. (Théoréme de Hahn Banach réel)
Soient E un espace véctoriel réel, G un sous espace de E, p une sous norme

sur B et f € G*, tels que
Vz € G, f(x) < p(z).
Alors il existe f € E* telque
Vo € G, f(x) = f(2);
Vz € E, f(x) < p().

Démonstration. Supposons G # E, alors il existe x € E/G, pour xy on definit

(G1 le sous espace de E comme suit :
G1 = {tx 4+ 9,20 € G,t € R}.

On va montrer 'existence d'une extension f; a f sur Gj.

Pour t € GGy, posons

fily) = filte 4 x0) = f1(2) + fi(zo) = te + f(zo),
tel que fi(x) = ¢ une constante que 'on choisit d’une maniére tel que
fi(tr + zo) = p(tz + o), (2.1)
ie., Vy € Gy, fi(y) < P(y). Par définition, f; est linéaire et vérifie
Vo € G, fi(z) = f(x),
on montre I'inégalité (2.1), dans le cas t > 0 'inégalité (2.1)est équivalente a
e+ < pla+2),
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puisque f; est linéaire et %2 € G, alors I'inégalité précédente est équivalentea

la suivante :

Lo Lo
e+ 7(2) < plo+ 2D),
ie.,
o Zo
p(x + 7) - f(7) > c. (2.2)
Sit <0, I'inégalité (2.1) est équivalente a
x x
file+=2) <pla+=2),
ce implique l'inégalité suivante :
i) Zo
—p(—z — 7) - f(j) <c (2.3)

Donc, pour arriver au résultat desiré il suffit de montrer 'existence de ¢ qui

vérifie (2.2)et (2.3). Pour 2/,2" € G, on a

f@") = f(@) < p(a” —2) = p((iv" +a') — (2" + ZU)) <p(x” +z)+p(—2' — ),
c’est a dire
—f@")+pa" +2) > —f(@) + p(a’ + z).

Posons

d = S}é%(_f(x/) —p(a' —x), = s/}le%(—f(a:”) — p(a” + 1)),

c et ¢ existent et ¢ < "), de plus f; définie par fi(tz + xo) = tc+ f(x) est

une forme linéaire sur G} et est une extension a f sur G vérifie
fi(tz + xo) < p(tz + o),

alors Yy € Gy, f1(y) < p(y).

Maintenant pour démontrer le théoreme on a deux cas :
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1. Il existe un ensemble dénombrable engendre I'espace E, c’est a dire £ =
U, Gy, alors il existe une extension fi a f sur Gy et f3 a f1 sur Go...ete.

Par récurence on arrive a f,, une exentension a f sur Gz, et vérifie

€ G, fuly) < p(y),

puisque E = U2 G, alors il existe une extension f* a f sur E vérifie

2. Dans le cas général on note par Ag, a toutes les extensions possibles g
de f vérifient :

Vo € B, g(x) < p(x).

On définit sur Ag, une relation <, pour tout f1, fo € Ag, par

G1 C GQ, ] .
fi< foe Larelation< est une relation d’ordre

Ve € G, fi(z) = fao(x)

partiel, soit (f;);c; un ensemble ordonné de Ag, , il est clair que f’ définie

sur G' = U;¢;G;, G; U'ensemble de définiton de f; et vérifie
Vo € Gy, f'(z) = filz),i€ 1

appartient & Ag, et est un élément majoré de (f;). D’apres le lemmede

Zorn l'esemble ' f;) a un émément maximal f* dans Ag,,.

On va démontrer que f’ est 'extension desirée dans le théoreme, pour
cela il suffit de montrer que f* est définie sur E tot entier. Par I’ab-
surde, sopposons f* n’est pas définie sur F tout entier, alors il existe une

extension a f* et ¢a est une contradicton que f* est un élément maximal.
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Par conséquent, il existe une forme linéaire f* définie sur E et vérifie :

Vr € G, f*(z) = f(x),
Ve € E, f*(x) < p(x)

Théoréeme 2.2. Soient E un espace vectoriel réel, G un sous espace de E et

f une forme linéaire définie sur G. Alors, f admet une extension f sur E tout

E* = Hf’

entier avec || f| G-

Démonstration. 11 suffit de prendre p(z) = || f||c||x|| et appliquer le théoréme

de Hahn Banach. m

Corollaire 2.1. Soit E un e.v.n, pour tout x # 0 de E il existe f € E*, tel
que f(z) = ||=| et [|f]] = 1.

Démonstration. 11 suffit de prendre G = Kz et f(Az) = Az
Alors soit G = {txo,t € R}. On definit la forme linéaire f(z) = f(txo) = t||zo]|.

Il est clair que f(zg) = ||xo| et
L @) = [tlllzoll = [ltzoll = [l]

= [[flle = 1.

Corollaire 2.2. Soit E un e.v.n, pour tout v € E et f € E*, on a

||l = su | = max |JT|.
ol = sup, 1] = pax |

Démonstration. On a

sup | fa| < || fl[lz]] < {l]]
(s

28



Théoréme de Han Banach et applications S.Beloul

Par ailleurs, il exite fy vérifie fo(z) = ||z|| et || fo]| = 1. Posons f = ”—ino(x),
on obtient
sup [f2] < sup 22 <
IS N
= If1-

Corollaire 2.3. Pour tout f € E*, f(z) =0 si et seulement si x = 0.

Démonstration. Si x = 0, il est clair que f(z) = 0.

Si f(z) = 0, alors pour tout f € B(0,1) C E*, on a

[F (@)l = 0 = sup [|f ()] = [[=[| = 0.

2.1.2 Théoreme de Hahn Banach complexe

Théoreme 2.3. Soient E un e.v complere, G un sousespace de E et p une

fonctions définie sur E vérifie les conditionssuivantes :
1. Ve e E,p(x) >0;
2. Vz,y € E.p(z+y) <px) +py);
3. Yx € EVA € C,p(A\x) = |\|p(x).

Si f est une forme linéaire compleze sur G, tel que pour tout x € G, f(x) <
p(x), alors il existe une forme linéaire complexe f vérifie Vo € G, f(x) = f(x)

et Ve € E, |f(z)| < p(z).

Démonstration. D’apres ’hypotheése on a :

f(x) = g(z) + ih(z),
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oug et h sontdes formes linéaires réelles. D’autre part pour tout x € GG, on a

et
f(x) = g(iz) +ih(z) = ig(x) — h(z)
=if(z)
Donc, pour tout x € G, on a h(z) = —g(iz).

D’apres le théoreme de Hahn Banach réel, il existe une extension g a g sur £

vérifie

Difinissons fcomme suit

mais

fliz) = gliz) —ig(—x)
= gliz) +ig(x) = if(v).
Alors, f est une forme linéaire complexe. Pour tout z € G, on a

f(z) = g(x) —ig(iz) = g(x) — ig(iz)
= g(z) +ih(z) = f(z).
Donc f est une prolongement & f. Maintenant, on va montrer que :

Ve e F, |f(x)| < p(x).

En effet, utilisant la formule expontielle d’'un nombre complexe, on obtient

fla) = g(a) —ig(iz) = re™™
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= |f(a)] =r=e"f(z) = f(ae”).

La derniere valeur est réelle positive, on a aussi

Par conséquent, Yz € E,|f(z)| < p(z). =

2.2 Forme géométrique de théoreme de Hahn
Banach

Théoreme 2.4. Soit £ un espace vectoriel normé. Soit C' et G deux parties
non vides de E disjointes et telles que C' soit convezxe et fermée, et G soit
convexe et compacte. Alors, il existe une forme linéaire continue p € E* telle
que :

sup Rep(x) < inf Rep(y).
zeC yeG

2.3 Exercices

Exercice01 : Soit Soit F, F' deux espaces de Banach, et T : £ — F li-
néaire.
Montrer que 1" est coninue si et seulement si pour tout f € F*, ona fol € E*.
Exercice02 : Soient F un espace vectoriel normé, F' un sous espace vectoriel
fermé de E et xy € E/F.

Montrer qu’il existe ¢ € E*, telle que ||¢|| = 1 et pour tout x € F, p(z) = 0.
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Exercice03 : Soient F un espace vectoriel normé et F' un sous espace

vectoriel de E.
1. Montrer que F = N{ker f, f € E*, F C ker f}.
2. En déduire que F est dense dans FE si et seulement si toute forme linéaire
continue sur £ qui s’annule sur F s’annule sur F,avec F = E < F*.
Exercice04 : Soient E,F deux espaces de Banach et T € L(E, F'). Rap-
pelons qu'il existe T* € L(F*, E*), appelé adjoint de T, telle que T*y(x) =
W(Tx), pour tout Y € F* et x € E.
1. Montrer queT Fest dense dans F' siet seulement si T est injectif.
2. Montrer que si T' est surjectif, alors il existe ¢ > 0, tel que ||[T*¢| >
[0l Vo € F™.

Exercice05 : Montrer qu'il existe ¢ € (£*°)* tel que pour tout (z,) C £,
on a

7}1_)1210 infz, < p(z,) < 7}1_)1210 SUp T,.
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Chapitre 3

Opérateurs linéaire bornés sur

des espaces de Hilbert

3.1 Espaces de Hilbert

Définition 3.1. Soit E un espacevéctoriel sur uncorps K (R ou C). On appelle
un produit scalaire sur E toute application (,) : E x E — K qui vérifie les

propriétéssuivantes :
1. (z,y) =0 2=0;
2. Vr € EVa € K, {ax,y) = alx,y) ;
) ;

3. Vx,y € E,(x,y) = Zy,x

4. Yz, y, 2 € B (x+ 2,y) = (z,9) + (2,y).
Le couple (E, (,)) est appelé espace préhilbertien.

Exemple 3.1. 1. Soit (*(C) l’espace des suites a valeurs complexes, tel que
> |z, |? < 0co. Llapplication (x,y) = S°°, 7 définie un produit scalaite

n=1

sur (?(C).
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2. E = R", Uapplication (x,y) = Y1, xy définie un produit scalaire sur
R™.

3. E =C", Uapplication (x,y) = > i, 7 définie un produit scalairesur C".

4. E = L*([a,b],C") muni du produit scalaire (f,g) = [° f(t)g(t)dt est un

espace préhilbertien.

Si E est un espace véctoriel muni d’un produit scalaire, alors la relation
||| = (z,)2 définie une norme sur E dite norme associée au produit scalaire.
Inégalité de Cauchy Schawarz
Lemme 3.1. Si E un espace préhebertien, alors pour tout x,y € E, on a

[z, ) < =yl
Démonstration. Pour tout x,y € F et a € K, on a
(r+ay,z+ay) = (z,2) + (z,ay) + {ay, 7) + (ox, ay) = 0,

alors pour y # 0, on a

(T, y)\,_  (z,9) (2, y)(z,y)
<$,$>+(Oz+ <y’y>)(04+ <y’y>)<y>y>_ <y7y> 20
, pour o = gz;, on obtient :
_{zy)(z,y)
(z,y) W) >0

= (z,2){y,y) = (z,y){z,y) = |(z,y)|

= [(z, y)[* <\ {z, 2)\/(y, ).

Pour y = 0, I'inégalité est vérifie, car

(y,y) =0 et (z,0) =0.
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Corollaire 3.1. Soit H un espace préhilbertien, la forme linéaire f, : y

(x,y) pour tout x € H est continue et || f,|| = ||yl

Démonstration. D’apres Cauchy Schawrz, pour tout * € H, on a :

1fy@)I1F < Nl llllyl
— fye H”

On a ||fyll < |lz|| et pour & = y, on obtient f,(y) = ||y||* ce qui donne
1Al =yl =

Définition 3.2. Deux éléments x,y dans un espace préhelbertient H sont dites
orthogonauz si et seulement si (x,y) = 0.

Si A C H, on note par At = {x € H,(x,y) =0,Vy € A}

Définition 3.3. Soit H un espace préhilbertien, H est dit un espace de Hilbert

st il est complet par rapport a la norme associée asonproduit scalaire.

Exemple 3.2. 1. C muni du produit scalaire (x,y) = Y1, 7 est un espace

de Hilbert.
2. 0*() muni du produit scalaire (x,y) = 3%, Y est un espace de Hilbert.

3. L*([a, b)) muni du produit scalaire (f,g) = [° f(t)g(t)dt est un espace de
Hilbert.

Théoréme 3.1. (Théoréme de Riez)
Soit H un espace de Hilbert, lapplication f, : y — (.,y) est surjective. C’est
dire il existe un élément unique y € H qui vérifie f,(z) = (z,y) pour tout

r € H.

Démonstration. Soit F' = Kerf, = {z € H, f,(x) =0} = f1({0}). Il est clair

que F est fermé, donc on peut écrire H = F @ F+.
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Soit g € F*, tel que ¢ # 0 alors zg € H/F, i.e., f,(x) # 0. Donc I'élément

2 = aof,(z) — xf,(x0) appartient & F, car
fo(2) = fy(xofy(x) — 2 fy(w0) = fy(zo) fy(x) — fy(@) fy(20) =0
Ce qui implique
(zo, zofy(x) — 2 fy(w0)) = (0, Tofy(2)) — (w0, 2fy(70)) =0
= fy(x) {0, 20) = (2, f,(w0)20)

— f,(x) = (z, %:230

Par conséquent, il existe y = fé’;:(;)(io vérifie f,(z) = (z,y).

L’unicité : supposons qu’il existe 3’ qui vérifie
Vo € H, fy(z) = (2,y) = (v, 9)
—Vre H {(x,y—y)=0

/

Y=y

3.1.1 Opérateur adjoint

Définition 3.4. Soient H, et Hy deux espaces de Hilbert et T € L(H,y, Hs).
On appelle opérateur adjoint a T

Dopérateur T . Hy — Hy qui vérifie
V(z,y) € Hy x Hy, (Tx,y) = (x, T"y)

Proposition 3.1. Soient H un espace de Hilbert et'T' € H. Alors T admet un

unique adjoint T* qui vérifie (Tx,y) = (x, T*y) et ||T*| = ||T]|.
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Démonstration. Soient y € H, alors f : x — (Tx,y) est un élément de H*,

donc d’apres le théoreme de Riez, il existe un unique 7%y € H vérifie
Ve e H,(Tx,y) = fix) = (z,T"y)

On a aussi

1Tyl = W< MWl = N7 < 177

D’autre part
| Tz||* = (Tw,T) = (x, T"(T))

= || T|* < [l=[1T* [ ]
= 1T ]| < [l {7

— [|T|| < [T

Exemple 3.3. Soit S, : >(C) — (*(C), tel que Sz = (0,1, To, ...Tp, ...),

ot v = (T1,Ta, ..., ...). Alors pour z,y € (*(C), on a

(Sz,y) = 1Yz + ToY3 + .. + TpTYng1 + ...

= T1Y2 + Toys + ...
= (2,97),

ot y* =Ty = (0,Y2, Y3, s Y, ---) -
1. T : L*(a,b],C) — L*([a,b],C) définie par Tf(t) = a(t)f(t), ou a €
C([a,b],C).

Pour tout f,g €, on a

(f.9) = [ a1
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= [ styatg()
Done T*f(t) = a(t)f(t).

2. SoitT : L*([a,b],C) — L?*([a,b],C) un opérateur borné définie par T f(t) =
JPk(t, s)z(s)ds, ot k € L*([a,b]?.
Pour f,g € L*([a,b],C), on a

(Tf,g) =€’ (/ab k(t, s)x(s)ds)Mdt

b

et f()( [ R 9)g(t)ds)

a

=(f.g") = (f.T*g).DoncT"f = [ k(t,s)f(s)ds.

Propriétés
Soient S et T deux opérateurs sur un espace de Hilbert
1. (T+S) =T+ 5"
2. (aT)x =aT*,a € C
3. (T*)*=T.

4. (ST)* = TostS™.
Démonstration. 1. ((S+T)z,y) = (Sz,y) + (Tz,y)
= (z,T" + (z,S*y)
2. {(aT)z,y) = (T(az,y)

= (ax, T"y) = (z,aT™y).
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3. (STw,y) = (T, S"y)
= (o, T*S™y)

— (ST)* = T*S".

Lemme 3.2. Soit H un espace de Hilbert et T € L(H), alors on a

1. kerT = (Im(T*)*.

2. Im(T) = (ker T*)*.
Démonstration. 1. z appartient a ker T si et seulement si Tx = 0, alors
rekerT & Vy e Im(T),(Tz,y) =0
& (x, T"y) =0
e (Im(T))*.
2. Par (1), si on prend T* a la place de T, on obtient

ker T* = (Im(T))*

& (ke T7): = (Im(T)M) " = Tm(T).

3.1.2 Opérateurs auto-adjoints

Définition 3.5. Un opérateur T d’un espace de Hilbert dans lui méme est
dit auto adjoint si et seulement s’il coincide avec sond adjoint. C’est a dire

T =T.
Théoréeme 3.2. Si T est auto-adjoint, alors ||T|| = supy,<; (Tx, z)|.
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Démonstration. Posons ar = supy,<; [Tz, z)|, alors d’apreée l'inégalité de

Cauchy Schawarz on a
(T, 2)| < | T[[[]«]] < [T

— ar < ||T. (3.1)

Pour tout x tel que ||z]| <1 on a

|<TI,CL’>| S sup |<T{L‘,CL’> = ar.

lzll<1
Siz#0,o0na
r
(T | < ar
]l [l

— (T, 2)| < arlz|?

Par ailleurs, pour tout x,y € H, on a
(T(z+y),x+y) = (Tz,x) + 2Re(T'z,y) + (T'y,y)

(T(x —y),z —y) = (Tz,z) — 2Re(Tz,y) + (Ty,y).

Alors

ARe(Tx,y) < ar([lz +yl* + llz — y[*)

«
— 4Re(Tw,y) < %(II%’II2 +lyl1*)

£

On prend z d'une fagon que T'w # 0 et posons y = prrT', alors ] = llyll-
De plus on obtient
|Re(T, y)| < ar(]|z]?
o Re(e, Ay = WL e, T < an(l)?
IT| IT|
= [[Tz| < agl]]
= |7 < ar. (3.2)

De (3.1) et (3.2), on arrive a ||T']| = a7p. m
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Théoréme 3.3. Si T est auto-adjoint, alors (T'x,x) est réel.
Démonstration. SiT = T, alors

(Tx,z) = (x,Tz)

— (Tx,z) = (Tx,x)

— (Tz,x) € R.

Propriétés des opérateurs auto-adjoints

Soient T" et S deux opérateurs auto-adjoints et soint o, 8 € C, alors on a
1. Topérateur (o1’ + B5) est auto adjoint.

2. Si, alors ST est auto-adjoint

Proposition 3.2. Soient H un espace de Hilbert et T € L(H), alors T est

invesible si et seulement s’i exuste ¢ > 0, tel que pour tout x € H, ||Tz|| > ¢||z||.

Il est clair, si T" est invesible, alors I'inégalité est évidente. Réciproquement,

supposons que 'inégalité est vérifie, alors T est injectif, car si x € ker T',alors
0=||Tz|| > ¢|z|]| & = =0.

Il reste de prouver la surjectivité de T', d’apres le Lemme ?? I'm(T) est dense
dans H, car

Im(T) = (ker T%"Per? = ({0})P"P = H.

11 suffit de montrer la fermeture de 1(image de T'. En effe, soit (y, = Tx,) une

suite dans I'm(T") qui converge vers y, alors (y,) est de Cauchy, i.e.,
Ve > 0,3ng € N,Vn,m > ng, cllz, — xn|| < | Tz, — Txn| <e,

donc (z,) estde Cauchy dans H, alors elle est convergente vers x € H, la

continuité de 7" nous donne y =Tz € Im(T). m
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3.2 Quelques classes d’opérateurs

1. T est dit normal si et seulement s’il commute avec son adjoint,i.e., T*T =
TT™.

2. T est dit positif si et seulement si pourtout = € H, (Tx,z) > 0. T est dit
de rang fini si et seument si dimR(T) < oco.

3. T est dit une projection si 7% = T.

4. T est dit une projection orthogonale si T? =T et T* = T.

5. T est dit une isométrie si T*T = Iy.

6. T est dit unitaire si T*T' =T1T> = Iy. .

3.3 Etude spectrale d’opérateurs linéaires bor-

V4

nes

3.3.1 Spectre d’un opérateur

Soint H un espace de Hilbert et T' € L(H). Consideére 1’équation
T—Nx=0 (3.3)

et I’équation non homogene

T— Nz =y, (3.4)

ou zest 'inconnue, y est donné et A un parametre.

S’il exite Ao tel que T), est invertsible et D(T), = H, on dit que \g est point
resolvant, ou Agappartient au resolvant p(T'), donc

p(T) = {\ € C,T)est inversible}.
On lespectre de Tet on note o(7") le complementaire de p(7T'), c’est a dire
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o(T) ={X € C,Tyn’est pas inversible}.

On appelle spectre ponctuel ’ensemble des valeurs propres,
o.(T) = {X € C,T\n’est pas injectif}.

On appelle spectre continu 'ensemble des valeurs A € C tels que T} * existe et
W = H, mais Ty ' n’est pas continu.

On appelle spectre residu I'ensemble des valeurs A € C tels que Ty ' existe,
mais D(Ty # H.

o,(T) = {\ € C,D(Ty # H}.

Donc on peut écrire

o(T) = o0.(T)o.(T)o.(T).

Le rayon spectral

Soit T' € I(H),on appelle rayon spectral le nombre défini par

r(T) = sup [A] = lim [T
Aeo(T)

Exemple 3.4. fdfl
Théoréme 3.4. Soit T € L(H). Si ||T|| < |A|, alors A € p(T).

Démonstration. On a

Ty = (T — AT) = —\(I — iT)

_ 1 T, _ 1. Tk
Ry = (T'— X) lz—x(]—x) 1=—XZV
k=1

la serie est convergente si et seulement si ||T'|] < |A|. Dans ce cas, Ty exite et

Aep(T). m
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Théoréme 3.5. Soient H un espace de Hilbert et T € L(H). Le spectre de T

est un ensemble fermé.

Démonstration. 11 suffit de montrer que le résolvant est ouvert,i.e., tout point
A € p(T est un point interne.

En effet, soit A\g € p(T), alors R), existe et continue, de plus E,, = H.

Soit (y,) une suite dans Ej,mpa, qui converge vers y, alors il existe (x,) C D(T),
telle que y, = Tx,. Puisque (y,) est convergente, alors elle est de Cauchyii.e.,

Théoréme 3.6. Siient H un espace de Hilbert et TL(H). Alors A € p(T) si

et seulement s’il existe k > 0 tel que
Vo € H, | Tl > K|l

Démonstration. Si A € p(T), alors T) est continuenement inversible , donc on

a

Ryl < [ Ballllyll

Si on pose y = Thx, on trouve
Il > ]
el > ——||z|].
1%

Réciproquement, s'il existe k& > 0 tel que pour tout x € H,|Thz| > k||
Donc R, existe et A n’est valeur propre, ce qui implique Ejgmpaa = H. 11 suffit
de montrer que Ejgmpdq est fermé. En effet, soit (y,,) une suite dans Ejgmpaa qui
est converge vers y, alors il existe (x,) C D(T), telle que y,, = T'z,,. Puisque

(yn) est convergente, alors elle est de Cauchyi.e.,
Ve > 0,3ng € N,Vn,m > no, ||[yn — ym|| < €

= kllzn =zl <N T(xn = 2m)ll = llyn — ymll <2
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Donc (x,) est de Cauchy, alors elle convergente vers x, la continuité de T’
implique
Ty, — The =y.
Doncy € Ey = (T — M\ )E.

3.3.2 Spectre des opérateurs auto-ajoints

Soient H un espace de Hilbert et T" € L(H), on sait que
o(T*) ={\ e a(T)},

donc si T' est auto-adjoint, alors son spectre est réel et symétrique par rapport

laxe réel.

Théoréme 3.7. Si H un espace de Hilbert T': H — H un opérateur linéaire
auto-adjoint, alors son spectre est contenu dans R. Plus précisément, si on

pose m = inf,cp(Tx,x) et M = sup, Tz, z), alors o(T) C [m, M].

Démonstration. 11 est clair si T' est auto-adjoint, ses valeurs properes sont
réelles.
Soit A € R/[m, M] et on va montrer que A € p(T).

En effet, soient A < m et ||z|| =1, alors on a
(T — X))z, 2) = (Tx,z) — Mz|]|* >m — A
=m— > (Thx,z) < |[|[Thz.

Donc par homogenéité on a

T
m— X < | Ta— |l = [[Taz]] = (m = A)|jz]|

]
=\ € p(T).

De méme argument si on prend A > M. m
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Corollaire 3.2. 57 T est auto-adjoint, alors son rayon spectral est égal a sa

norme, c’est adire r(T) = ||T||.

3.4 Exercices

Exercice 01 : Soit T': C([—m,7]) — R. Trouver les valeurs et les vecteurs

propres dans les cas suivants :
1. Tx(t) = z(—t)
2. Tz(t) = [ _sin(t + s)x(s)ds
Exercice 02 : Détérminer 7 dans les cas suivants :
1. T: L*([0,1]) — L*([0,1]), Tz(t) = x (=L
2. T:0*(C) — 2(C), Tr = (171, AaTg, ..., WpTp, ...), () C L.
3. T: L*([0,1]) — L*([0,1]), Tz(t) = a(t)z(t + h, h € R et a une fonction
continue sur (mathbbR
Exercice 03 : Soient ¢ : [0,1] — R une fonction continue et Tx(t) =
p(t) Jo e(t)x(t)dt

. Montrer que T € L(L?).

—_

2. Montrer que T est auto-adjoint.
3. Montrer qu’il existe A que 'on précisera, tel que T2 = \T..
4. Calculer le rayon spectral en fonction de \.

Exercice 04 :

1. Soit T : £3(C) — ¢*(C), tel que T(z1, o, ...) = (T2, T3, ...).
— Montrer que tout A € C, tel que |\| < 1 est valeur propre de T.

— Déterminer le spectre de T'.
2. Soit S : (?(C) — £%(C), tel que S(x1, 22, ...) = (0,21, To, ...).
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— Montrer que S ne poséde aucune valeur propre.

— Montrer que le spectre de S est le disque unité fermé D = {\ € C, |\| <

1.
Exercice 05 : Soient () une suite bornée dans C et 7' : £2(C) — ¢*(C),

définie pour = = (x,) par Tx = (a,x,).
(a) Montrer que pour chaque (¢,),n > 1 est une valeur propre.
(b) Montrer que si AMc,,n >}, alors Ao(T).
(¢) En déduire o(T") le spectre de T

Exercice 06 : Soit F = L*([0,1],C, et pour tout f € E on considére
Vopérateur T'f(t) = tf(t).

(a) Verifie que T'f € E.

(b) Montrer que 7" n’a aucune valeur propre. éterminer le spectre de T'.
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Chapitre 4

Opérateurs linéaires compacts

4.1 Opérateur compact

Définition 4.1. Soient E, F deux espaces de Banach et T € L(E, F).

T est dit compact si ['une des assertions suivantes est vérifie :

(a) T(B(0,1)) (I’image de la boule fermée par T ) est relativement com-
pacte ;
(b) L(image de tout ensemble borné B est relativement compacte ;

(c) Pour toute suite bornée de E, on peut extraire une suite de (Tx,,)

qui converge dans F'.
On note par K(E, F) au espace des opérateurs compacts.

Remarque 4.1. Si dim F < 00, alors tout opérateur borné car compact,
car l'image de tout ensemble borné est bornée et dans la dimension finie,
tout borné esr relativement compact.

Exemple 4.1. T : (*(C) — (2, tel que Tx = (4, %xz, s Q%xn, ).

T est compact, car l'image de B(0,1) est bornée.

48



Opérateurs linéaires compacts S.Beloul

Remarque 4.2. L’opérateur d’identité d’un espace de Banach dans lui

méme est continu, mais n’est pas compact.

Théoréme 4.1. Soient Eu un espace de Banach et T € K(E), si (1,))

une suite d’opérateurs compacts convergente vers T. AlorsT est compact.

Démonstration. 11 suffit de montrer que pour toute suite bornée (x,) C
E, on peut extraire de la suite (7'z,) une sous suite convergente dans F.
Puisque T} est compact, alors on peut extraire une sous suite (Tlxg))
convergente dans F.

Pour (Tyz(1), il existe une sous suite (Thz?)) convergente dans E. De
méme maniére il existe une sous suite (T3z?)) de (T32?)) qui est conver-
gente.

Enfin, on obtient une suite (z(™) telle que (7;,2") convergente pour tout
n € N*.

On vamontrer que (Tz("), pourcela il suffit de montrer que (Tx(™) est

n

de Cauchy, car E est complet. En effet, on a
|72 =Tl | < |1 Tl =T+ T =Tl |+ T =T
Soit ||z, || < ¢, on choisit & de maniere tel que ||T' — Ty || < 5, alors
(n) (m) £ _
Tz, — Tz, || < c||T — Tyl + 3 +c||T — Tkl = &.

Par conséquent, (T'z(") est de Cauchy. m

Proposition 4.1. L’espace K(E, F') est un sous espace fermé dans L(E, F).

Démonstration. Soit (T,,) une suite d’opérateurs compacts de F dans F,

tels que ||7;, — T'|| — 0.0n va montrer que 7' € K(F, F). En effet, par la
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définition de la limite, on a

Ve > 0,3ng € N,Vn > n, |1, — T <

Wl M

Pour z € B(0,1), on a || T,z — Tz|| < £, puisque T,,(B) est relativement

~—

compact, alors Tn(B) C Ur_, B(T,z;, §).

Donc pour tout j < k, on a

E & €
T2 ~Ta;)| < T2 ~Tya|l+ | Tozj—Tuall + | Ty~ Tyl < S+5+5 =<

—T(B) C U;?:lB(ij,s).

Par conséquent, on peut couvrir 7(B) par un nombre fini des boules

ouvertes. m

Proposition 4.2. Tout opérateur de rang fini est compact.

Démonstration. T'(B) est une partie bornée de T'(E), puisque dimT'(E) <

00, alors T'(B) est relativement compacte. m

Théoréme 4.2. Soient T € L(E,F) et S € L(F,G). ST ou S est
compact, alors ST € K(E, Q).

Démonstration. Si M un ensemble borné, alors SM est borné aussi. Donc
la compacité de T" implique T'(SM) est relativement compact.
Si S est compact, alors SM est relativement compact, puisque T est

continue, alors T'(SM) est relativement compact. m

4.2 L’opérateur adjoint d’un opérateur com-
pact

Théoréme 4.3. (de Schauder)

L’adjoint d’un opérateur linéaire compact est un opérateur compact.
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Pour la démonstration on va utiliser le théoreme d’Arzela-Ascoli.
Théoréme 4.4. Soient E un espace métrique compact et H une famille

des fonctions de C(E). Alors H est relativement compact si et seulement

si H est uniformément bornée et équicontinue.

Rappelons que H est équicontinue en xq si et seulement si
Ve e E,Ve > 0,30 > 0,d(z,z0) <6 = |f(z) — flxo)] <e,Vf eH.

Démonstration. de théoréeme de Schauder.

Supposons T est compact, on veut montrer que 7*(Bp-«) est relativement
compact. Pour cela considerons Soit (®) une famille de fonctions f,, de
TBg dans C définie par f,,(¢) = (@, 1¥,), ot ¢, € B.

(fn) est uniformément bornée :

[fa(@)lloo = sup [{p,¥n)| = sup
w€T B z€Be[(Tz,¥n)|<| T

Pour tout ¢ et ¢, on a

[ fn(p1) = fal@2) || < llellllor — @2l < lpr — all-

Alors ® est équicontinue, donc d’apres le théoreme d’Arzela-Ascoli ®
est relativement compact, alors on peut extraire une sous suite (f,x)
convergente vers f.

Pour tout = € Bg, on a

<T*wnk7x> = <wnk7Tx> = f"k(Tx) koo f(T:C)

Pour z € E, ¢(z) = limy_oo (T, , x) existe, linéaire et ¢/Bg = foT.

Comme

$(2) = Jim [T, @) < 17 W ] < 17 2]
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¢ est continue, donc ¢ € E*. De plus

HT*%k - ¢‘|E = Sup |<T*wnk - (b? QZ>’ = ank - f” — 0.

ll=l<1
Ce qui implique pour toute suite ,, on peut extraire une sous suite
convergente.
Réciproquement, si T*, alors d’apres ce que précéde T = (T*)* est com-

pact. m

4.3 L’étude spectrale des opérateurs com-

pacts

Théoréme 4.5. Soient E un espace de Banach et T € K(E), alors on
(a) dimker(I —T) < oo
(b) R(I —T)est fermé.

(c) Si (I —T)est injectif, alors (T — I) est inversible.

Démonstration. (a) Six € N =ker(I—T), alors Tz = z, alors si By la
boule unitée de N, on a T'By = By, comme Byest fermée dans N,
alors fermée dans F et on a By = T'By C T Bp est compacte, car
T est compact, donc N est de dimension finie (d’apres théoreme de

Riez de compacité).

(b) soit (y,) une suite dans (I —T") dont converge vers y. Alors, il existe
(xn) C E, telle que y,, = x,, — Tx,,. Si (z,,) est bornée, alors il exists
une sous suite (z,, )etcommeTestcompact, onpeutextraireunesoussuite(Tx,,
convergente vers Tz (par continuité de T'). Donc (I-T)x,, — x—Tx,

ce qui implique y =x —Tx € R(I —T).
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Si (x,) n'est pas bornée, soit d,, = d(x,,N), puisque Nest de di-

mensions finie, il existe (z,) C N, telle que
dy = ||zn — 20|

On va prouver (d,) est bornée, en effet par 'absurde, il existe une

Tn—Zn

sous suite (z,, ) telle que ||z, — 25, || = 00. Soit v, = G

on a
|lun|| < 1. Donc par compacité de T, il existe une sous suite (T'v,, )

convergente vers v € F. Puisque x,, — T'x, — y, on a

1
V=1 —=T)z, + Tz, = ﬁ(I—T)xn—l—Tzn -0

par la continuité de T', on a Tv = v, c’est a dire v € N = ker(I —T).

Comme || #3572 —v, || = [|v, —v|| — 0, alors pour n assez grand, on a
|lv,—v|| < 3 on obtient ||z, —2,—2d,v|| < d,,. 4est une contradiction
avec la définition de d,,. Donc, (d,,) est bornée, (x, — z,) aussi ce
qui donne z, € N et on a (I —T)(z, — 2z,) — y. On est raméné au

premier cas.

Pour appliquer le théoreme d’isomorphisme de Banach, il suffit de
montrer la surjectivité de (I —T).

Par I'absurde, sipposons
E,=TI-T)#E,
pour tout n > 1, posons
E,=[I-T)|={U-T)"E.££Comme

E.i1 = (I —T)E,, alors (E,) est suite des sous ensembles fermés
et décroissante.

D’autre part, (I — T) est injectif et £y # E, par récurence on a
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E, # E,.1.D’apres le lemme de Riez il existe (z,) C E, telle que

|z,|| =1 et d(x, Ent1) > 5. Alors, pour n > m, on a
Ty, —Tep =x,— I —=T)x,+ (I —=T)xym — Tp
etr, — (I =Tz, + (I — Tz € Epyq. Par conséquent,

1
|Tzn — T > d(@m, Ept1) 2 B}
on ne peut pas extraire de (T'x,) une sous suite convergente, c’est

une contradiction avec T compact.

Théoréme 4.6. (Hilbert-Schmidt)

Si T un opérateur compact et auto-adjoint sur un espace de Hilbert H,

alors il existe un systéme orthonormé {¢,} des vecteurs propres associé

auz valeurs propres non nulles {\, }, tels tout x H peut {etreécriresousun formeunique :x =

Sk Crpr + 2 onx’e KerT et Tx = Y, \uChor.

Si {¢,} est infinie, alors lim,, ,o, A, = 0.

Théoréme 4.7. Soient E un espace de Banach et T € K(FE). On a
(a) 0 €o(T).

(b) Tout élément A # 0 de o(E) est une valeur propre. De plus, dim ker(T'—
M) < o0.

Démonstration. (a) Supposons que 0c(T"). Alors T est bijectif et comme
T est compact on en déduit que Iy = T o T~! est compact en
tant qu'opérateur sur £. En particulier, B est compacte ce qui
implique que E est de dimension finie. C’est une contradiction, donc

0€oa(T).
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(b) Soit A € o(T) different de zero, alors (T' — AI') n’est pas inversible,
(T—\~1) aussi, donc n’est ps injectif ce qui implique A est une valeur
propre et dim ker(T' — A™'1) < oo, donc dimker(T — \I) < oo.

Théoréme 4.8. Soit H un espace de Hilbert et soit T € K(H) et auto-
adjoint, alors H admet une base helbetienne formée de vecteurs propres

de T

4.4 Exercices

Exercice01 : Soit £ = C([0,1]), espace de Banach des fonctions a va-
leurs complexes, continues sur [0, 1], muni de la norme uniforme. Soient

k :[0,1]> — C une fonction continue et T : £ — E définie par

Ta(t) = /0 Ukt $)a(s)ds.

(a) Montrer que T' € K(FE).
(b) Montrer que ||T|| = supy<,<; fy k(t, s)ds.
(¢) Déterminer ||T|| et o(T) lorsque k(t, s) = e'**.

Exercice02 : Soient E le méme espace définie dans le premier exercice

et T': E — E définie par

Tx(t) = /Ol_tx(s)ds.

(a) Montrer que |Txz(t) — Tz(s)| < |t — s||z||0o
(b) En déduire que T est compact.

(¢) Montrer que 0 est une valeur spectrale de T, mais n’en est pas une

valeur propre.
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Exercice03 : Soient H un espace de Hilbert complexe et T' € L(H).

(a) Montrer que si T" est normal, alors pour tout z € H, on a
1Tz ||* < [|T%|]|]].

(b) Montrer que si T est normal et 7% compact, alors T est compact.
Exercice04 : Soient H un espace de Hilbert complexe et T' € L(H).

(a) Montree que si T" est normal et compact, tel que o(7") C R, alors T

est autoadjoint.

(b) Montrer que si normal et compact, tel que o(T) C R, , alors T est

positif.
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