Exo7

Formes quadratiques

Exercices de Jean-Louis Rouget. Retrouver aussi cette fiche sur www.maths-france.fr

* tres facile  ** facile *** difficulté moyenne **** difficile ***** treg difficile
I : Incontournable

Exercice 1 **

Rang et signature des formes quadratiques suivantes :

1. O((x,y,z)) = 24> — 2y> — 622 + 3xy — dxz + Tyz.

2. 0((x,3,2)) = 3x% +3y* + 322 — 2xy — 2xz — 2yz

3. O((x,y,z,1)) = xy+yz+zt +1x.

4. Q((x,3,2,1)) = x>+ (4 +2)y* + (1 +42) 22 + At*> +4xy +2xz+4(1 — A)yz+ 24yt + (1 — 4 )zt
5. Q((x1,.-,%5)) = Licic janXiXj-

6. O((x15-,%n)) = Li<i jn LXiX)-

7. 0((x1, X)) :Zil<”<nxlxj

8. Q((xl,...,xn)):ZI<,7J<nInf(l J)xix;

Correction V¥ [005806]

Exercice 2 **

Soit E = .Z(IR?). Soit (A, 1) € R%. On pose

Vf € Z(R?), Q(f) = ATe(f) + pdet(f).

1. Vérifier que Q est une forme quadratique sur E.
2. Déterminer en fonction de A et u le rang et la signature de Q. Analyser en particulier les cas (A, 1) =
(1,0) et (A, 1) = (0,1).

Correction V [005807]

Exercice 3 **

Soit Q une forme quadratique sur un R-espace vectoriel E. On note ¢ sa forme polaire.
On suppose que ¢ est non dégénérée mais non définie. Montrer que Q n’est pas de signe constant.
Correction V¥ [005808]

Exercice 4 ***1]
Soient fi, f2,..., f, n fonctions continues sur [a,b] a valeurs dans R. Pour (i, ) € [1,n]*, on pose b;; =

f fi(t)fj(t) dt puis pour (x1,...x,) € R", Q((x1,...,x,)) = Yoi<ijn i jxix;-

1. Montrer que Q est une forme quadratique positive.

2. Montrer que Q est définie positive si et seulement si la famille (fi, ..., f,) est libre.

3. Ecrire la matrice de Q dans la base canonique de R” dans le cas particulier : Vi € [1,n], V¢ € [a,b],

filty=r-".
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Correction V [005809]

Exercice 5 ***

Soit S une matrice symétrique réelle, définie positive. Pour (xi,...,x,) € R", on pose

0 x1 ... x4
X1
Q((xl, ...,Xn)) = —det
S
Xn
Montrer que Q est une forme quadratique définie positive.
Correction ¥ [005810]

Exercice 6 **

Sur E = R? ou R? muni de sa structure euclidienne usuelle, réduire en base orthonormée les formes quadra-
tiques suivantes :

1. O((x,y)) = ** + 10xy +*.
2. O((x,y)) = 6x2 +4xy +9y2.
3. O((x,y,2)) = 4x2 4 9y* — 22 +2v/6xy + 10/ 2xz + 21/3yz.

Correction V¥ [005811]

Exercice 7 ***
Soit E = R,[X]. Pour P € E, on pose Q(P) = Y./ P(k)P(—k)e*.

1. Montrer que Q est une forme quadratique sur E.

2. Déterminer sa signature.

Correction V [005812]

Exercice 8 ** |
Soit A une matrice carrée réelle symétrique définie positive. Montrer qu’il existe une matrice triangulaire inver-

sible T telle que A ="TT.
Correction V [005813]

Exercice 9 *** |
Soit A une matrice carrée réelle symétrique définie positive. Montrer que le déterminant de A est inférieur ou
égal au produit de ses coefficients diagonaux (utiliser 1’exercice 8).

Correction Vv [005814]




Correction de ’exercice 1 A

2
1. 1ére solution. La matrice de la forme quadratique Q dans la base canonique de R3 est A = % -2 %

Le polynome caractéristique de A est

2-X 3 -2 1\ 3/ 3 5
w=| 3 -—2-x I |=0Q2-X)(X*+8X——)-(-x-2)-2(-2x+3
7 4 2 2 4
) I —6-X
:—x3—6X2+425X:—X(x2+6 —425>.

Puisque A est symétrique réelle, on sait que les valeurs propres de A sont réelles. Y4 admet pour racines
0 et deux réels non nuls de signes contraires (puisque leur produit vaut —%). Par suite, le rang et la
signature de Q sont

r=2ets=(1,1).

2éme solution. On effectue une réduction de GAUSS.

O((x,9,2)) = 2x* — 2y* — 62% + 3xy — dxz + Tyz = 24 +x(3y — 4z) — 2> + Tyz — 62°

3 > (3 ? 3 > 25
:2<x+4y—z> —2<4y—z> —2y2+7yz—622:2(x+4y—z> —§y2+10yz—8z2

5 +3 2 25 8 \?2
pr— x f— J— _ _ .
PR g V7 5°

Les formes linéaires (x,y,z) — x+ %y —zet (x,y,2) —y— %z étant linéairement indépendantes, on
retrouve le fait que Q est de rang r = 2 et de signature s = (1, 1). La forme quadratique Q est dégénérée
et n’est ni positive ni négative.
3 -1 -1
2. La matrice de Q dans la base canonique (i, j,k) est A= | —1 3 —1 |.Le nombre 4 est valeur
-1 -1 3

propre de A et puisque A est diagonalisable, 4 est valeur propre d’ordre dim(Ker(A —453)) =3 —rg(A —
45;) = 2. La derniere valeur propre A est fournie par 4 +4 + A = Tr(A) =9 et ? = 1. Ainsi, Sp(A) =
(1,4,4).
Les trois valeurs propres de A sont strictement positives et donc la forme quadratique Q est de rang 3 et

de signature (3,0).
Q est définie positive. I

O((x,y,2,1)) =xy+yz+zt+tx= (x+2)(y+1) = y(x+y+z+1)> — F(x—y+z—1)>

3. Effectuons une réduction de GAUSS.

Puisque les deux formes linéaires (x,y,z,t) — x+y-+z+t et (x,y,z,t) — x —y+z —1 sont linéairement
indépendantes, la forme quadratique Q est de rang r = 2 et de signature s = (1, 1).

4. Effectuons une réduction de GAUSS.

O((x,7,2,1)) = x>+ (4 4+ A1)y + (14+44)2% + A1 +dxy + 2xz+4(1 — A)yz + 24yt + (1 — 42zt
= (x+2y+2) Ay +4A2% + Ar® — dAyz+ 20yt + (1 —4A)z
1

1
= (x+ 2+ A0 =20+t = (4 2+ A0 - 224+ (2 +1) - 2= 0)”



Si A <0, 1a forme quadratique Q est de rang 4 et de signature (2,2).
Si A =0, la forme quadratique Q est de rang 3 et de signature (2, 1).
Si A > 0, la forme quadratique Q est de rang 4 et de signature (3,1).

01 111
1 01 11
5. lere solution. La matrice de la forme quadratique Q dans la base canonique est A = % 1 1 011
11101
01 1 11

Les valeurs propres de A sont —% qui est d’ordre 4 et 2 qui est valeur propre simple.Donc, la signature
de la forme quadratique Q est

s=(1,4).

2éeme solution.Effectuons une réduction de GAUSS.

O((x1,...yx5)) = x1X2 +x71 (%3 + x4 +x5) + 22 (X3 + X4 + X5) + X3X4 + X3X5 + X4X5

= (x1+x3+x4+x5) (X2 +x3+ x4 +x5) — (x3+ x4 +)C5)2 + X3X4 + X3X5 + X4X5

1 1
— Z()cl 4 xp 4+ 2x3 +2x4—|—2xs)2 — Z(XI —xz)2 —x% —xi —x% — X3X4 — X3X5 — X4X5

1 1 1 2 3 1 3
_ 1! ) P 22 — =y — )2 — 1 1 R 22
4(x1+xz+ x3 4 2x4 + 2x5) 4(x1 x2) (X3+2X4+2X5> 154 X —

1 , 1 s 11 \* 3 1 \* 5,
:Z(X1+XZ+2)C3+2)C4+2X5) —Z(X1—x2) — X3+§X4+EX5 ——|x4—=x5)] —=

et on retrouve s = (1,4).
6. Q(x1,...,%,) = (x1 +... +x,)? et donc

r=1lets=(1,0).

7. Pour n > 2, Q((x1,...,%)) = (X ixi) (Y= x7) = $ (T i+ 1)x:)> — § (X1, (i — 1)x;)*. Donc

r=2ets=(1,1)

car les deux formes linéaires (xi,...,x,) — Y1 (i4+ 1)x; et (xq,...,x,) — Y, (i — 1)x; sont indépen-
dantes pour n > 2.
1 11 1 1
1 2 2 2 2
1 2 3 3 3
8. Puisque la matrice de Q dans la base canonique est .
1 23 n—1 n—1

1 2 3 ... n—1 n

Q((x17”"xn)) = Z xXixj+ Z XiXj+ ...+ Z x,-x.,-+xﬁ
1<i,j<n 2<i,j<n n—1<i,j<n

= (X 4 oA X) P (2 x0) P e (1 )2 22

Q est donc définie positive. I

Correction de ’exercice 2 A




1. Sila matrice de f dans la base canonique de R2estA = ( Z 2 >,

O(f) = A(a*+2bc +d?) + u(ad — be).

Q est un polyndme homogene de degré 2 en les coordonnées de f dans la base canonique de £ (R?) et
donc Q est une forme quadratique sur .2 (R?).

2. ¢SiA=p=0,r=0ets=(0,0).SiA=0et u#0,
O(f)=4(a+d)?—L(a—d)* =2 (b+c)* +5(b—c)%,
etdonc r=4ets=(2,2).

¢ SiA#£0,
2 2 % B\
O(f) = Ad* + pad + (24 — p)be + Ad :l<a+ﬁd) +(21—u)bc+<k—M>d
_ BN N p Al o 2A—p
_A(a+md) +<7L M)d—k T (b+o) o

Maintenant, les quatre formes linéaires (a,b,c,d) — a + %d, (a,b,c,d) — d, (a,b,c,d) — b+c et
(a,b,c,d) — b— c sont linéairement indépendantes. Donc

S =2A (£0),r=1,

-siu =24 (#£21),r=3,

s |l £ 2021 (£0), r=4.

En particulier, siA =letu =0, alorsr=4ets=(3,1)etsiA =0etu=1,r=4ets=(2,2).

Correction de I’exercice 3 A

Dans le cas ou E est de dimension finie, la signature de Q permet de conclure immédiatement. Supposons donc
que E n’est pas de dimension fine.

Par hypothese, il existe un vecteur non nul xq tel que Q(xo) = 0. Supposons Q de signe constant. Ouite a
remplacer Q par —Q, on supposera que Q est positive. D ?apres I'inégalité de CAUCHY-SCHWARZ (valable
pour les formes quadratiques positives)

Vy€E, |(P(X0,y)| < V Q()C()) V Q(y) =0.

Donc Vy € E, ¢(xg,y) = 0 et xo est dans le noyau de ¢. Puisque xo # 0, on en déduit que ¢ est dégénérée.
En résumé, si Q est de signe constant, ¢ est dégénérée ou encore si ¢ est non dégénérée, O n’est pas de signe
constant.

Correction de I’exercice 4 A

1. Pour tout (xp,...,x,) € R",

Q) = Tucsjon (i HOL0)de) 5y = ] (Ercijewini i0)(0)) it =
J2 (X % fi(0))* de > 0.
Donc Q est une forme quadratique positive.

2. De plus, pour tout (xi,...,x,) € R", O((x1,...,x,)) =0 < ¥ ,x;f; = 0 (fonction continue positive
d’intégrale nulle). Donc

Q définie < V(x1,...,.x,) € R", [Q((x1,....%,)) = 0= (x1,...,%,) = O]
S V(xp,..xy) €RY [infi =0= (x1,...,%,) = 0]
i=1

(f1,..., f) libre.



3. Dans le cas particulier envisagé, la matrice de Q dans la base canonique de R" est la matrice de HILBERT

H,= (-1 )
TN g g

Correction de ’exercice 5 A

0 X1 ... X
M X, 0 X
Posons X = : etA = . = ( >
: : S X S
Xn
Xn

(0 X 1 0 0 ‘x5! ,
Un calcul par blocs fournit < X s ) < 0 s > = ( ¥ I > puis

0 'X 1 0 -1 0\ _ [0 x5! -1 0\ _ ['xs'x ‘xs!
(0 5) G0 ) )= ) ()= )
On en déduit que det(A) x det(S~!) x (—1) =’XS~'X puis que Q(X) = —det(A) =X ((det(S))S~ )X ='XS'X
o §' = (det(S))S~!.
Maintenant, la matrice S est définie positive et donc ses valeurs propres sont des réels strictement positifs. Les
valeurs propres de la matrice S’ sont les me(S) ol A décrit le spectre de S et donc la matrice S’ est aussi une
matrice symétrique définie positive. Q est donc une forme quadratique définie positive.

Correction de ’exercice 6 A

1. (Quand x? et y* ont les mémes coefficients, penser a faire une rotation d’angle %) En posant x = % (X +

Y)ety= \%(X—Y), on obtient

P 10xy+y* = 3(X Y2 +5X +Y)(X —Y)+3(X —Y)* = 6X> —4y2.
Ainsi, si on note (i, j) la base canonique de R? puis e; = %(H—j) etey = \%(z’— j),ona

x4 10xy+y? = Q(xi+yj) = Q(Xe| +Ye;) = 6X? — 472

g 5 > Les deux nombres 5 et 10 ont

une somme égale a 15 = Tr(A) et un produit égal a 50 = det(A) et sont donc les valeurs propres de A.
On sait alors que dans une base orthonormée (ej,e;) de vecteurs propres de A associée a la famille de
valeurs propres (5,10), on a Q(Xe; +Ye;) = 5X2 + 10Y2. Déterminons une telle base.

(A—5h) ( i > = ( 8 ) < x+2y =0 et donc Ker(A —5L) = Vect(e;) ou e; = \%(2,—1) puis

2. La matrice de Q dans la base canonique (i, j) de R? est A =

Ker(A — 10) = (Ker(A — 5L))* = Vect(ez) ol ey = %(1,2).
Donc, si e] = %(2,—1), er = 1-(1,2) et u = xi+yj = Xey +Yes, alors g(u) = 6x2 +4xy +9y2 =

5
5X2 4+ 10Y2. De plus, x = \}5(2)(\/; Y)ety= %(—X +27).
4 Ve 5v2
3. La matrice de Q dans la base canonique est A = V6 9 V3
5V2 V3 -1
4-X V6  5V2
wm=| V6 9-X V3 |=(@4-X)(X*—8X—12)—V6(—V6X —6V6)+5V2(5V/2X —42\2)
52 V3 —1-X

= X3 H12X% +36X —432 = —(X —6)(X +6)(X — 12).

Ensuite,



X —2x+v6y+5v2z=0 7= —V2x—/3y
y | €Ker(A—6hL) < { Véx+3y++/3z=0 S —2x+V6y+5vV2(—vV2x—+/3y) =0

Z Sﬁx—i—ﬂy—h:O Sﬂx—l—\ﬁy—ﬂ—\@x—ﬂy)zo
&4 —12x—4/6y=0 & ; e &
12V2x+8V3y =0 2= V2= V3(=y/3) =X r=
et Ker(A — 613) = Vect(ep) ol e] = %(\ﬁ,—\@, 1). De méme,
x 10x +v/6y+5v2z=0 z=—V2x—5V3y
y | €Ker(A+65) & Vox+15y+3z2=0 << 10x+v6y+5v2(—v2x—5v3y) =0
z 5V2x+/3y+5z=0 5vV2x+ 3y +5(—v2x—5v3y) =0
L=V | [y=0
y:O 7= —ﬂx
et Ker(A + 655) = Vect(ez) oll e = %(1,0, —V2).
Enfin Ker(A — 1213) = Vect(e3) ou
V2 1 V6
ex=eiher=-"- =3 | A 0 =_L 3
3v2 3v2
1 -2 V3
€ IR
Vi V33
Ainsi, si on pose P = —% 0 % alors PA’P = diag(6,—6,12) ou encore
1 21
Ve Ve Ve
1 IR
VioooV3 3
O(Xey +Yey + Zez) = 6X* —6Y? + 12722 ol Mat; ; 1 (e1,€2,€3) = —% 0 \Lﬁ
1 2
Ve Ve Vo
Correction de I’exercice 7 A
1. Soit P un élément de E. D’aprés un théoréme de croissances comparées, P(k)P(—k)e™* L0 ( k%) et
— oo

donc Q(P) existe.
Pour tout élément P de E, Q(P) = B(P,P) ou B est la forme bilinéaire symétrique définie sur E par
V(P,P) € E%, B(P,P,) = 1 (L5 (P (K)Po(—k) + Py (—k) Py (k))e )
et donc Q est une forme quadratique sur E.
2. Soit F le sous-espace vectoriel de E dont les éléments sont les polyndmes pairs et G le sous-espace

vectoriel de E dont les éléments sont les polyndmes impairs. F' et G sont supplémentaires dans E.

Soit P est un polyndme pair et non nul. Tout d’abord , Q(P) ¥/ (P(k))*e ™ > 0. De plus, comme P ne
peut admettre tout entier naturel pour racine, on a plus précisément Q(P) > 0. De méme, si P est impair
et non nul, Q(P) < 0.

Ainsi, la restriction de Q a F (resp. G) est définie positive (resp.négative). Enfin, si P; est pair et P> est
impair, on a

B(P1,P,) = Y5 Pi(k)Py(—k)e * = =L % P (k)P (k)e ™ = — L[5 PL(—k) Py (k)e * = —B(P, Py) =
—B(P,Py),



et donc B(P;,P,) =0 (F et G sont orthogonaux pour B).

Il existe un base de F dans laquelle O, est combinaison linéaire a coefficients strictement positifs de
carrés de formes linéaires linéairement indépendantes en nombre égal a dim(F) et de méme il existe
un base de G dans laquelle Q¢ est combinaison lin€aire a coefficients strictement négatifs de carrés de
formes linéaires linéairement indépendantes en nombre égal & dim(G). Maintenant, si P est un polyndme
quelconque de parties paire et impaire P; et P, respectivement,

O(P)=Q0(Pi+P) = Q(P1) +2B(P,P2) + Q(P2) = Q/p(P1) + Q/6(P2).

Donc la réunion des deux bases ci-dessus est une base de E dans laquelle Q est combinaison linéaire
de carrés de formes linéaires linéairement indépendantes dans laquelle dim(F) = E (ﬁ) + 1 coefficients
sont strictement positifs et dim(G) = E (”“) sont strictement négatifs. Finalement,

Q est donc non dégénérée de signature s = (E ( ) +1,E (%))

Correction de I’exercice 8 A

A est la matrice d’un produit scalaire ¢ dans une certaine base A fixée de R". Soit %’ I’orthonormalisée de
SCHMIDT de la base % pour le produit scalaire ¢ et T la matrice de passage de la base %’ a la base 4. La
matrice T est triangulaire de méme que la matrice 'T.

Puisque la base %’ est orthonormée pour le produit scalaire ¢, la matrice de ¢ dans la base %’ est I,,. D’apres
les formules de changement de base, A =T (Matg @)T ='TT.

Correction de I’exercice 9 A
Puisque la matrice A est définie positive, il existe d’apres le I’exercice 8 une matrice triangulaire superieure
inversible T telle que A ='TT. Posons alors T = (t; ;) 1<i,j<n-

det(A) = (det(T))2 = 12,..12,,

Mais pour i € [1,n], a;; = Y§_,17; > t7; et donc det(A) < [T\, ai.
Remarque. On a montré au passage que les coefficients diagonaux a; ; de A étaient des réels strictement positifs.




