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On appelle déterminant de A le déterminant des vecteurs lignes (ou colonnes)
de A

a1 alz)

Exemple : soit la matrice A suivanteA=(
dz1 Q2
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Exemple :

34)

soit la matrice A suivante Exemple : A=(2 c

Det (A) = |A] =|g §=3X5_2X4X=7

Théoreme :
Soit B,A € M, (K)
det(AxB ) = det(A ) xdet(B ) = det(B ) xdet(A) .
Déterminant d’ordre 3. 4l (e daall
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Soit E un K-ev de dimension 3 etf:E -5 K



trilinéaire si elle est linéaire par rapport a chaque vecteur Xi
f est antisymétrique ou alternée si elle est nulle lorsque «(i€{ 1;2;3)
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1. Déterminants d’ordre 2

1.1. Définitions
Soit E un K-ev de dimension 2

e Ondit que f est une forme bilinéaire de EXE dans K si V(x,x) eE* :
(X, +ux', X, )= AF (X, X, )+ uf (X, X, )
f(Xp, A%, + X', )= AF (X, X, )+ uf (X, X'5)

e Ondit que f est antisymétrique si V(x, x) eE”, f(x ,x ) =—F(x, x,)

e Ondit que fest alternée si VxeE, f(x,x)=0

Exemple : le produit scalaire x . y
1) le produit scalaire est une forme bilinéaire : V(X,y) eR*xR®?, x.y=Xxy +x Yy +X Y

11 2 2 33

2) il est symétrique: x.y=y.x

3) il n’est pas alterné : X'X:X2+X2+X21T %2 ”

1 2 3

Théoréme :
Toute forme bilinéaire antisymétrique est alternée et, réciproquement, toute forme bilinéaire alternée

est antisymétrique.
Démonstration (D1)

Théoréme :
Soit f une forme bilinéaire antisymétrique

Soit B={e,, e, } une base de E

Xy =285, +28,,6;
V(X,X,) € E*, 3(8,,845,8,1,8,,) € R'1 {

XFa6iae 5 ,
Alors f(x,,X,)=detg(x,,X,)xf(e,,e,)

Avec det; (X;,X,) =2a;, X8,, —a;, X8,

a; 4y
On note det, (, , X,) =

aZl a'22

Démonstration (D2)



Théorémes :
e L’espace A2 des formes bilinéaires alternées sur E est un K-ev de dimension 1
e Soit B={e,e,} et B'={e' e, } deux bases de E
detg (X, , X,) = detg (e, ,e,) xdetg (X, X,)

o Lafamille {x,,x,} est libre ssi dety(x,,X,)#0
Démonstration du 3°™ théoréme (D3)
1.2. Déterminants et matrices

Soit A € M2(K). On appelle déterminant de A le déterminant des vecteurs lignes (ou colonnes) de A.

Exemple : soit la matrice A suivante :
f(e) f(e,)

A :(an alzTé1
e

L% 3 )2

det(A) = det; (f (e,).f (e,)) = = a1 Xapp — a12 Xaz1

Théoréme :
Soit (A, B) e (M2(K))?

det(Ax B) = det(A) xdet(B) = det(B) xdet(A)
2. Déterminant d’ordre 3
2.2.Déefinitions

Soit E un K-ev de dimension 3 et f: E> - K
o festtrilinéaire si elle est linaire par rapport a chaque vecteur X; (ie{l, 2, 3})

o fest antisymétrique ou alternée si elle est nulle lorsque 2 vecteurs sont égaux.

f(X,,X,,X5)=0 dés que xi = x; pour 1 couple (ij)

Théorémes :

e Ajest’ensemble des formes trilinéaires alternées et est un K-ev de dimension 1
e Soit f une forme trilinéaire et B={e,,e,,e,} une base de E :

f (X1, Xz, X3) = detg (X, X;, X3) xF (6,8, ,€5)
e SiB et B’ sont deux bases de E :

detB (X1' X2 ’ X3) = detB (e17e2 7e3) ><detB (X17 X2 ’ X3)



o Lafamille {x,,x,,x,} est libre ssi detg(x;,X,,X5) %0
o SoitAetBe Ms(K), det(AB) = det(A) x det(B)

o SoitA e Ms(K), det('A) = det(A)

2.2. Calcul pratique
|(3.11 alz alS\

Soitlamatrice: A=la , L |
22
21 23
Lam a32 aSSJ
Notations :

e On note Ajj la matrice deduite de A en supprimant la ligne i et la colonne j
e Onnote a, le cofacteur de I’élément a; : a ;= (-1)"' x det(A )

det(A;) s’appelle déterminant mineur

En pratique, on développe le déterminant de A au moyen des cofacteurs relatifs & la 1 ligne (ou la
1% colonne).
all

det(A) =l @, @y

a31 a32 a33

det(A) =ay; x a11 +a,, x 512 +a,;X% 513
= a,, x det(A,;) —a,, x det(A,,) + a3 x det(A;)

=ad;; X —ag, X

a a

33 31

=a;; X (azzass - azsasz)_ Ay, X (a21a33 - a23a31) ta;3 X (a21a32 - a22a31)
3. Déterminant d’ordre n

3.1. Déterminant d’une matrice carrée d’ordre n
On a les résultats et les régles de calcul suivants :
e detA =0 si deux colonnes sont égales ou proportionnelles ou si une colonne est nulle
e detA change de signe si on permute deux colonnes
e detA ne change pas de valeur si on substitue a la colonne i la colonne i+kj (j étant une autre
colonne)

e detA est multiplié par A si on remplace la colonne j par Aj



Remarque : ces propriétés sont aussi valables pour les lignes



Propriétés :
det(AB) = det Ax det B
det(‘A) = det A

Exercice 1 :
Calculer le déterminant de la matrice suivante :
a a a a

a b b b
A =
a b ¢ ¢
a b ¢ d
Exercice 2 :

Calculer le déterminant de la matrice suivante :

(all a, - a,

-|-=||0 &, .. a }

detT=a,;x|... ... ..[=a&;X8,X|. .. ..|=4a17xa)xa33X...X anp

Le déterminant d’une matrice triangulaire est égal au produit des coefficients de la diagonale.

3.2. Comatrice

Définition :

Soit M eMy(K). On appelle comatrice de M, notée M*, la matrice des cofacteurs.

Exercice 3 :
Trouver la comatrice de la matrice suivante :

o at
ae

Théoréme :

20



VM e Mn(K), Mx‘ M*='M*xM = det Mx I,

21



22
Exercice 4 :

Reprendre I’exemple précédent et montrer que Mx'M* = det Mx |,

3.3. Matrices inversibles

Théoréme :

Soit M e Mn(K), M est inversible ssi det M = 0

OnaalorsM™*= thM*
det M

Propriétés :
Soit A et B deux matrices carrées d’ordre n telles que det A= 0etdetB =0

o det(Afl) = ﬁ

. (A—l )71 —A
e (AB)'=B*'xA*
.« A=(A)

Démonstrations (D4)

4. Déterminant d’un endomorphisme de E
Définition :

Soit f € £(E). On appelle déterminant de f et on note det(f) le déterminant de sa matrice associee dans

une base quelconque.

Remarque :

det(f) ne dépend pas de la base considérée

Démonstration (Ds)

5. Applications

5.1. Rang d’une matrice (rectangle ou carrée)

Rappels :

rgA = rgf = dim(Imf)

rgA = rang du systéme composé par les vecteurs colonnes de la matrice
rgA = rang du systeme compose par les vecteurs lignes de la matrice

rgA = taille de la plus grande matrice carrée extraite de A et de det =0



5.2. Systeme linéaire de n équations a n inconnues

a; X +a,X,+ ... +a,X,=b

|@, X+ @ 3,X 4 .. +8,, X =D,

(S)

A, X, +8,,X, +..+a,X, =b,

(Xl\ (bl\ (a‘ll aln\

I — |
On poseX=|... |,B=|... | etA J |donc on peut écrire le systtme AX =B
LXHJ lb nJ Lail annJ

Sidet =0, A est inversible et on peut calculer X = A™B

Définition :

(S) est dit systeme de Cramer si det # 0

< X=A"'B
< (S) posséde une unique solution

& f est une bijection sur E

Calcul de la solution unique (X1, X2, ..., Xn)

Lorsque I’on a une solution unique (X , X ,..., x ), on utilise les formules de Cramer : x _ 4

1 2 n i
A = det(A)

A; : déterminant déduit de A en remplacant la colonne a;j par la colonne b

Exercice 5 : Résoudre le systéme suivant :
4x, +5x, =3

[2xl +3x2 =1

Proposition : critéres d’existence de solutions

Soit ’application linéaire f : K*— K"dont la matrice dans les bases By et By est A.

Soit x et b les vecteurs de KP et de K" dont les coordonnées dans les bases By et Bn sont X et B.
Soit le systeme linéaire (S) défini par : AX =B

Alors (S) admet au moins une solution ssi I'une des conditions équivalentes suivantes est satisfaite :

1) be Imf
ali\

2)3( . ..hyeKPtgB=rrC avecC J [ 1a it™ colonne de la matrice A

1 2 p E ii i
LamJ



btenue

Démonstration (Ds)

24



