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II -  نحاول كتابة النهاية على الشّكل :
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  و لحساب - 2
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0شوارتز  أثبت أ�ّه من أجل   - مستعملا متراجحة كوشي : 02 تمرين  a b   :ّفإن
b

a

d x b a

x ab


.  

]دالتين تقبلان المكاملة حسب ريمان على gو fإذا كا�ت  : تذكير , ]a b  :ّ2فإن 2.
b b b

a a a

fgdx f dx g dx    
0من أجل  a b   طبّق المتراجحة من أجل�( ) 1f x    1و

( )g x
x

   :فينتج 
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x x x a b ab ab

                 
�1لاحظ أنّ المساواة تكون محققة إذا كان العدد 

ab
1هو القيمة المتوسطة للدّلة  

x
]على المجال   , ]a b  1معناه أنّ المعادلة 1

x ab
  

]تقبل حلاً في المجال  , ]a b,  ًخذ مثلاً  (وهذا غير محقق دوما[ , ] [0.1,0.2]a b ( .و بالتاّلي المتراجحة تامة  
    طريقة تبديل المتغيّر:  :40 تمرين 

�ضع لحساب  .1 2
1 1I x x dx    2 1t x    :  ّ2أي أنdt xdx :ّو بالتالي     

      
3

31 2
2 22 2

1

2 2
1 1

3 3
I x x dx t dt t dt t c x c             

�8ضع لحساب  .2 3
2 (sin ) (cos )I x x dx   sint x   :  ّأي أن cosdt x dx      :ّو بالتالي  
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)أنّ  معناه xبدلالة  tو لحساب الحدود الجديدة للتكامل يجب حساب  ) tant x arc x  و عليه    
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  و بالتاّلي :       
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4 و لحساب  .6
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و لحساب .7
8 24 9
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�3ضع لحساب  .8
9 tanI tdt   cosx t    ّأي أن sindx t dt    :و بالتاّلي 
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     وعليه:
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  المكاملة بالتجزئة  :05تمرين

2لحساب  .1
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 و بالتاّلي:   
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2 2

2 2
2 2 2

1 1 1 1 1 1
.arctan( ) .arctan( )
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1  �ضع مره ثا�ية

cos sin
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  نجد:  3Iفي عبارة  Jبالتعويض عن 
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2
3 00

cos 2 sin cos 2I x x x x x

 

           
  

4لحساب  .4 cos( )xI e x dx    :ضع�  
cos sin

x xu e u e
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  و التاّلي  
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ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ ــــــــــــــــــ
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)�sinضع مرّه ثا�ية لحساب  )xI e x dx     
 sin( ) cos
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)cosفينتج:    ) cos( )x xI e x e x dx     
نجد:    4Iفي عبارة  Iبالتعويض عن    4 sin cos( ) cos( )x x xI e x e x e x dx       :ّأي أن  

 4 4sin cos( )x xI e x e x I       و منه  
 42 sin cos( )x xI e x e x   

و أخيراً    4
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sin cos( )

2
xI e x x c    
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                  وعليه:               

5 2 2 2

1 1
arctan( )

2( 1) 2 1 2( 1) 2

x dx x
I x c

x x x
      

    
             

  ال الناطقة إلى كسور �اطقة بسيطةباستخدام  تحليل الدو حساب التكاملات :70تمرين
1. 1 3

1 2
0

2

2 1

x x
I dx

x x




    لاحظ أنّ درجة البسط أكبر من درجة المقام و بالتاّلي نجري القسمة الإقليدية للبسط�
                                       على المقام : 

    
و بالتالي:   
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)بضرب طرفي  )  في 2
1x  1 وأخذx    3 وأخذنجدB     
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   و عليه: 
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 و أخيراً:   
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2لحساب  .2 2
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  2ام  �كتب الشكل النموذجي للمق
2 1 3

1
2 4
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2
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2 2 1x x   3 2x x  
2x   3 22x x x    
  22x x   
  22 4 2x x   
  5 2x   

1
2

0

1 3
2 5ln 1 5ln(2) 3

2 1
x x x

x
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1 2 2 1
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1 3 31 3
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dx dx dt t x
J
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   نجد:    2Iفي عبارة  Jو    Iبالتعويض عن و  2

2

1 2 1
ln 1 3 arctan

2 3

x
I x x c

      
 

  
  

3.  3 2

( 1)

( 1)( 2)

x dx
I

x x




    لنبحث على, ,A B C    : حيث
2 2

( 1)
( )

( 1)( 2) 2 1

x A Bx C

x x x x

 
    

   
  

)بضرب طرفي  )  في 2x  2 وأخذx     3 نجدقيمة

5
A     

)و بضرب طرفي  )  في 2 1x       2 نحصل على( 1)
( 1)

( 2) 2

x A
x Bx C

x x


   

 
xو أخذ   i)  2لأ�ه جذر لـ 1x ( 

 صل على المساواة التالية: نح
( 1)

( 2)

i
Bi C

i


 


)و بكتابة العدد المركب    1)

( 2)

i

i




  نجد على شكله الجبري و   
3 1

5

i
Bi C


    : ّمعناه أن 

3

5
B   1و

5
C       )ال توحيد المقام و المطابقةيمكن استعم(  

3و بالتالي:    2 2

( 1) 1 3 3 1

( 1)( 2) 5 2 1

x dx x
I dx

x x x x

            

             
2 2

3 3 2 1

5 2 2 5 1 5 1

dx x dx
dx

x x x
   

      

                                                         23 3 1
ln 2 ln( 1) arctan( )

5 10 5
x x x c        

  
   :08تمرين

tan :المتغير لتبدي �عتمديمكن الحالة العامة في    تذكير:
2

x
t  ونجد

2

2

1

dt
dx

t



 ،

2

2
sin

1

t
x

t



2و  

2

1
cos

1

t
x

t





                   

)بوضع  :Biocheبيوش  ةعدقا: خاصة الةكح ) (cos ,sin )w x R x x  و لحساب(cos ,sin ) ( )R x x dx w x dx    
 :إذا كان ( ) ( )w x w x      :ضع�cost x      :إذا كان ( ) ( )w x w x       :ضع�sint x  
 :إذا كان ( ) ( )w x w x      :ضع�tant x  

 بواسطة قواعد مكاملة دالة كسرية من الشكل(cos ,sin )R x x  ،التالية حسب التكاملاتنل:  
1. 1 5 3cos

dx
I

x


  ضع� tan
2

x
t  2     :وبالتاّلي

2

1
cos

1

t
x

t





و  

2

2

1

dt
dx

t



 :وعليه  

  
2

1 2222
2

2

2
1 1 11 arctan(2 ) arctan 2 tan

5 3cos 4 1 4 2 21 15 3
1 2

x

dt
dx dt dttI t c c

x tt
t

t

       
            

     

3 لحساب  .2

2 5

cos

sin

x
I dx

x
   نضع ف  بيوش�طبّق قاعدة sint x  فيكون cosdt x dx  :و بالتاّلي 

  

        
   

23 2

2 4 25 5 5 5 3 4 2

1cos cos 1 1 1 1
cos

sin sin 4 2 4 sin 2 sin

tx x dt dt
I dx xdx dt c c

x x t t t t t x x
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 :لحساب   .3

 3 2 2sin tan

dx
I

x x


   ضع�   tan
2

x
t  فيكون

2

2

1

dt
dx

t



 ،

2

2
sin

1

t
x

t



2و  

2

1
cos

1

t
x

t




 

2  عليه و 

2
tan

1

t
x

t


 ّاليو بالت :   

   

 
 

 
 

2 2
2

3 2 22 2 2 6 2 4

2 22 2

2
1 11 11

4 4sin tan 4 4 1

1 1

dt
t dt t dtdx tI

t tx x t t t t

t t

    
  

 

     
  . الكسر و أكمل حساب التكاملك فكّ     

4.    4 22 sin

dx
I

x


 بنفس الوضع السابق نجد :  

 

22

4 2 4

22

2
11

4 1
2

1

dt
ttI dt

t t

t

 




   

   . الكسر و أكمل حساب التكاملك فكّ
    لاحظ أنّ: إرشاد:    4 2 21 2 1 2 1t t t t t       

  

)قواعد مكاملة الدوال من الشكل على اعتمادا :09تمرين , )px qxR e e،(ch ,sh )R x x  أو الدوال من الشكلcos sinp qx ب احس
التكاملات 

  التالية:
                           

  
  

            
 

2

2 2 2 2

2 22 2

2 2

2 2 1
2) , th 2argth ,sh ,ch

5ch 3sh 4 2 1 1 1
1 2 2 2 2 2

.
5(1 ) 6 1 6 9 33 34

21 1

dx x dt t t
I t x t dx x x

x x t t t
dt dt dt

c c
xt t t t t tt th

t t


       

    

      
      
 



     

2
2 3

3

0

0 12
1 12 2 2 2 2 2 3 5

0 0
0 1 0

3) cos sin , cos sin , 0, 1, 0
2

1 1 2
cos (1 cos )( sin ) (1 ) (1 )

3 5 15

I x x dx t x dt xdx x x t t

x x x dx t t dt t t dt t t






         

                 



  

  

  
  

 

3

1 2

2 2

2 2 2

1) ,
1

( )
arctan arctan

1 ( ) 1 1

x
x x

x

x x
x x

x

e dx
I t e dt e dx

e

e e dx t dt dt
dt t t c e e c

e t t
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       2 2 2
4

1 1 1 1 1 1 1 1
4) ch sh sh 2 (ch 4 1) sh 4 4

4 4 2 8 4 2 32 16
I x xdx x dx x dx x x c sh x x c

           
     

  

  :01تمرين
حساب تكامل من الشكل  تذكير: I x ax b dx

 
   :حيث،، أعداد �اطقة ، لحساب التكاملI :نميز ثلاث حالات 

عددا صحيحا( : إذا كانولىالحالة الأ  ضع: �ضع� (nx t   حيثn  هو المضاعف المشترك الأصغر لمقامي لعددين,   
1: إذا كانالحالة الثا�ية




  :ضع�pax b t     حيثp  هو مقام العدد الناطق   .  
1: إذا كانالحالة الثالثة 




    :ضع�pa bx t    حيثp ق هو مقام العدد الناط   .  
 لن،بتطبيق قاعدة مكاملة دالة كسرية من الشكل x ax b dx

 
  ملب التكااحس  

     11 3

2 4

4 3
1

1

x
I d x x x d x

x


 

   
  

       3لدينا 1
1 , ,

4 2
      1لدينا     

�4xضع:   t  34 فيكونdx t dt   ،1
22x t   3و

34x t  5  ومنه 5 2 2
2 3 1 3

3 3

2
2 3 3

3

4 ( 1) 4 4
1 1

4 3 4 4
4 ln | 1|

3 1 3 3

t t t t
I t t t dt dt dt

t t

t
t dt dt t t c

t

  
   

 

     


  

   
                               4 43 34 4

ln | 1|
3 3

x x c     
  

  :11تمرين
)2: طريقة حساب تكامل من الشكل تذكير: , )I R x ax bx c dx     بطريقة أولر حسب الحالات التالية: يتم  
0a: إذا كان 1الحالة  2: �ضع ( )ax bx c a t x      
2جذرا للمعادلة  1x: إذا كان 3الحالة 0ax bx c   2: �ضع

1( )ax bx c t x x     
 2لة كسرية من الشكلمطبّقا قاعدة أولر لمكاملة دا( , )R x ax bx c    ،التالين لينب التكاماحس:  

1. 1 2 2

xdx
I

x x


    :�2ضع 2x x t x     22كون في

2 1

t
x

t





2و  

2

2 ( 2 )

( 2 1)

t t
d x d t

t

  
 


  

2
2 2

2
2 1

t t
x x

t

 
  


  ومنه 

 
 

 
 

 2 2 2 2

1 2 2 2 2 22

2 22 1 2 4 1 4 4 1 4 9 1 1 4 9
2 . .

2 1 (2 1) (2 1) 2 (2 1) (2 1) 2 2 (2 1)2

t t tt t t t t t
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