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I  .تكامل ريمان على مجال مغلق ومحدود:   
aليكن  :عريف التقسيمت. 1 b المنتهية و المرتبة: . المجموعة  عددين حقيقيين 0 1, ,..., nd x x x  : 0حيث 1 ... na x x x b      

]للمجال nالرتبةمن  تقسيما تسمّى , ]a b  1و العدد الموجب تماما
1

( ) max( )k k
k n

d x x  
  هو خطوة التقسيم d .  

0 المجموعة  , ,.., ...,k n

b a b a
d x a a x a k x b

n n

        
 

bخطوته  nتقسيما منتظما من الرتبة   تسمّى  a
h

n


 .   

1مثال: المجموعة 

1 1 1 1
0, , , , ,1

6 5 3 2
d

   
   1خطوته  [0,1]تقسيم  من الرتبة الخامسة للمجال 1

1 5

1
( ) max( )

2k k
k

d x x  
  .  

1المجموعة  

1 1 3
0, , , ,1

4 2 4
d

   
   1خطوته  [0,1]تقسيم منتظم   من الرتبة الرابعة للمجال

4
h    

  :قابلية المكاملة لدالة حسب ريمان. 2
]دالة عددية معرفة على مجال fلتكن , ]a b ، 0 1, ,..., nd x x x  تقسيم  من الرتبةn لهذا المجال، 

kz  1 منعدد كيفي[ , ]k kx x 1و k n  بـ: و�رمزnS المستطيلاتمساحة موع لمج  
)منها واحد التي طول كل  )kf z  1وعرضه( )k kx x   1أي

1

( )( )
k n

n k k k
k

S f z x x





 .   
]ريمان على المجال تقبل المكاملة حسب  fالدالة �قول أن  :تعريف , ]a b  للمجموع إذا كانnS عندما يؤول  نهاية منتهيةn  إلى ،  رمز�

)ذه النهاية بالرمزله )
b

a

f x d x  1:و�كتب
1

( ) lim lim ( ) ( )
b k n

n k k kn n
ka

f x d x S f z x x


   


    :أي  
1

1
0 , ( ) 0 : ( ) m ax ( ) | ( ) |

b

k k n
k n

a

d x x S f x dx      
           

]قابلة للمكاملة بمفهوم ريمان على المجال  fإذا كا�ت  ملاحظة: , ]a b ّدوماّ  و بالتالي سنستعمل قيمة التكامل لا تتعلّق بالتقسيم المختار فإن 
  .التقسيمات المنتظمة

]تقسيما منتظما للمجال  d: إذا كان حالة خاصة , ]a b   خطوته b a
h

n


  وk kz x  فإن: 

1

( )
k n

n
k

b a b a
S f a k

n n





 
  

ويكون لدينا  مجموع ريمانى يسمّ
1

( ) lim ( )
b k n

n
ka

b a b a
f x d x f a k

n n



 


 
   

0aفمثلا في الحالة:  ،1b   :1فإن
h

n
  1و 2 1

0, , , .., ., ,1
k n

d
n n n n

   
 

1و يكون 

10

1
( ) l im ( )

k n

n
k

k
f x d x f

n n



  


   
f[0,1]:لتكن  :مثال     :حيث( )f x x  ، 1لنحسب

0

( )f x dx   
1لدينا  

10

1
( ) lim ( )

k n

n
k

k
f x dx f

n n






    
1 :يكون ومنه

2
1 10

1 1 (1 ) 1
l i m l i m l i m .

2 2

k n k n

n n n
k k

k n n
x d x n k

n n n

 

        
 


      

]دالة عددية مستمرة على مجال مغلق ومحدود  fإذا كا�ت: �ظرية , ]a b فإنf تقبل المكاملة حسب ريمان على [ , ]a b   
)أي أنّ                                         ) lim

b

n
n

a

f x dx S


 .موجودة  
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]دالة مستمرة على مجال مغلق ومحدود  fبما أن :البرهان , ]a b   :فهي محدودة وتدرك حديها الأعلى والأسفل أي

, , [ , ] : ( )m M x a b m f x M       حيث in f ( ) , su p ( )
a x b a x b

m f x M f x
   

  
ليكن 0 1, , ..., nd x x x  تقسيم  من الرتبةn  للمجال[ , ]a b ،kz  1عدد كيفي من[ , ]k kx x 1و k n  
)لدينا  )km f z M    1ومنه 1 1( ) ( )( ) ( )k k k k k k km x x f z x x M x x       :بالجمع نجد 

1 1 1
1 1 1

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )
k n k n k n

n
k k k k k k k n

k k k

S
m x x f z x x M x x m b a S M b a m M

b a

  

  
  

            
    

]و حسب �ظرية القيم المتوسطة فإ�ه: , ]: ( ) nS
c a b f c

b a
  


)و منه   )( ) lim ( )( )n n

n
S f c b a S f c b a


      

)النهاية موجودة  إذن  ) lim
b

n
n

a

f x dx S


 موجودة أي الدالةf تقبل المكاملة حسب ريمان على[ , ]a b.  
]ابقة إلى الدوال المستمرة بالتقطعّ و الدوال الرتيبة على المجال تعمّم النظريّة السّملاحظة:  , ]a b.  

II .تكاملال خواص:  
]تقبلان المكاملة حسب ريمان على دالتان gو fإذا كا�ت: قضيّة , ]a b و  ّالدوال فإن :f g ،f ،f لمكاملة قابلة ل

]حسب ريمان على , ]a b1)  :لدينا . و  ( )( ) ( ) ( )
b b b

a a a

f g x dx f x dx g x dx         
                                       (2   ( ) ( )

b b

a a

f x dx f x dx                           خطّية التكامل  
                     3(  ( ) 0

a

a

f x dx                  (4(  ( ) ( )
b a

a b

f x dx f x dx     
                     5(( ( ) ( ) ( ) , [ , ]

b c b

a a c

f x dx f x dx f x dx c a b               علاقة شال  
                    6( 0 ( ) 0

b

a

f f x dx       (7 ( ) ( )
b b

a a

f g f x dx g x dx         التكامل الترتيب و  
                     8(8(| ( ) | ( )

b b

a a

f x dx f x dx         

: من التعريف البرهان
1

( ) lim ( )
b k n

n
ka

b a b a
f x dx f a k

n n






 
  ج كل براهين الخواص السابقة.استنتيمكن ا  

]مستمرتين على يندالت gو fإذا كا�ت :)�ظرية المتوسط:(ة�ظري , ]a b :حيث , , [ , ] : ( )m M x a b m f x M        
]على المجال اشارتهغير إتلا  gو , ]a b فإ�ه يوجد[ , ]c a b  :يحقق المساواة( ) ( ) ( ) ( )

b b

a a

f x g x d x f c g x d x  

)) إذا كان 1 :البرهان ) 0g x  .فإن المساواة محققة  
)) إذا كان 2 ) 0g x    :و هذا يعني[ , ] , ( ) 0x a b g x    أو[ , ] , ( ) 0x a b g x   

)�أخذ الحالة  ) 0g x  و �ناقش الحالة)( ) 0g x (بنفس الطريقة 
f  دالة مستمرة على مجال مغلق ومحدود[ , ]a b    تدرك حديها الأعلى والأسفل وبالتالي:فهي محدودة و 



   03-04-2020                                           3/13                                  الحساب التكامليالموضوع: 
inf ( ) ( ) sup ( )

a x b a x b
f x m f x M f x

   
     ومنه( ) ( ) ( ) ( )m g x f x g x Mg x  :بالمكاملة نجد 

( ) ( ) ( ) ( )
b b b

a a a

m g x dx f x g x dx M g x dx     :ومنه
( ) ( )

( )

b

a
b

a

f x g x dx

m M

g x dx

 



      و   و حسب �ظرية القيم المتوسطة فإ�ه: 

)بالتالي:                                                              ) ( ) ( ) ( )
b b

a a

f x g x dx f c g x dx   
1gوإذا كا�ت  : حالة خاصة   على[ , ]a b ّفإن ( )f c للدّالة  سمى القيمة المتوسطةتf   على المجال[ , ]a b .  

  

  مينكاويسكي): -أولدر - شوارتز كوشي (متابينات :�3ظرية
] تقبلان المكاملة حسب ريمان علىيندالت gو fإذا كا�ت , ]a b :ّ1 فإن (

2

2 2
b b b

a a a

fgdx f dx g dx
 

  
 
   شوارتز) كوشي (متابينة 

)2) من أجل كل 2 , )p q  حيث :, 1p q  1و 1
1

p q
   :لدينا

1 1

| | | | | g |
p qb b b

p q

a a a

fg dx f dx dx
   

    
   

    هولدر(متابينة(  
1p ) من أجل كل عدد حقيقي3  :لدينا  

1 1 1

| | | | | | | |
p p pb b b

p p p p

a a a

f g dx f dx fg dx
     

      
     
    مينكاوسكي(متابينة(  

II .حساب التكامل:  
  :لدالة الدالة الأصلية .1

]دالة عددية معرفة على مجال fلتكن :تعريف , ]a b قول أن�: [ , ]F a b   دالة أصلية للدالةf  على[ , ]a b إذا كا�تF  تقبل
]الاشتقاق على  , ]a b   :وتحقق[ , ] ( ) ( )x a b F x f x    

  لحساب الدالة المشتقة.: ايجاد الدالة الأصلية يعني العملية العكسية ملاحظة
   :أمثلة
f:لتكن  - 1   2الدالة المعرفة كما يلي( )f x x  إذن الدالة:F    :31المعرفة بـ

( )
3

F x x  هي دالة أصلية للدالةf .
31كذلك الدالة  المعرفة بـ: 

( ) 1
3

G x x   هي دالة أصلية للدالةf.  
f:لتكن  - 2    الدالة المعرفة كما يلي( )f x x  إذن الدالة:F    :3المعرفة بـ

2
2

( )
3

F x x  هي دالة أصلية للدالة
fمن أجل كل . c  الدالة. F c  دالة أصلية للدالة كذلك هيf.  

]على  fدالة أصلية للدالة  Fإذا كا�ت  :�تيجة , ]a b :فإن كل دالة أصلية لـ f تكتب على الشكل( ) ( )G x F x c   حيثc  عدد
]دالة أصلية على   fأي أ�ّه إذا قبلت  (حقيقي ثابت. , ]a b من الدوال الأصلية على  فهي تقبل عدد غير منته[ , ]a b( .  

  

)بالرمز  �fرمز لمجموعة كل الدوال الأصلية للدالة )f x dx  أي أن( ) ( )f x dx F x c    
)و�سمي  )f x dx صلية لـ الأ الدوالد أو التكامل غير المحدf.  
)  fللدّالة  التكامل غير المحدد يجب التفريق بين  :ملاحظة )f x dx   للدّالة عددية ال والدّلا يمثلالذيf  على مجال  

]على  fللدّالة  تكامل ريمانالمحدد أو تكامل البينما               , ]a b ( )
b

a
f x dx هو عدد حقيقي.  

( ) ( )

[ , ]: ( )

( )

b

a
b

a

f x g x d x

c a b f c

g x d x

  



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f,لتكن الدالتين  :ةوال الأصليّدّلخواص الخطيّة ل g  دوالا أصلية على مجال تقبلانI,  و ليكن  	, عندئذf g  وf  تقبلان

  و لدينا:  Iدوالا أصلية على
1.   ( ) ( ) ( ) ( )f x g x dx f x dx g x dx    . 
2. ( ) ( )f x dx f x dx  . 

  بسيط باستعمال خطيّة الاشتقاق. البرهان:
  

:لتكن :�ظريـــة. 2 [ , ]f a b    0مستمرة ودالةx  عدد حقيقي ثابت من[ , ]a b .  
:الدالة . 1 [ , ]F a b    :المعرفة كما يلي

0

( ) ( )
x

x
F x f t dt   دالة أصلية للدالةهيf أيF  تقبل الاشتقاق على[ , ]a b   :وتحقق

[ , ] ( ) ( )x a b F x f x    
)فإن: fدالة أصلية كيفية للدالة �Fستنتج أ�ه من أجل كل. 2 ) ( ) ( )

b

a
f x dx F b F a  و�كتب:  ( ) ( ) ( )b

aF x F b F a   
]تقبل الاشتقاق على  F يكفي أن �برهن حسب التعريف أن:. 1 :البرهان , ]a b   :وتحقق[ , ] ( ) ( )x a b F x f x   
 لدينا:

0 0

( ) ( ) 1 1
( ) ( ) ( )

x h x x h

x x x

F x h F x
f t dt f t dt f t dt

h h h

           
]مستمرة على المجال fالدالة  , ]a b  وبالتالي محدودة على هذا المجال كذلك الدالة: 1g t  ة ومستمرg لا تغير اشارتها على المجال
[ , ]a b يوجد  حسب �ظرية المتوسط[ , ]c x x h  :1 بحيث 1 1

( ) ( ) 1. ( ). ( )
x h x h

x x
f t dt f c dt f c h f c

h h h

 
    0لما  اإذh  

cفإن  x و منه:  
0

( ) ( )
( ) lim lim ( ) ( )

h c x

F x h F x
F x f c f x

h 

      لأنf  مستمرة  و منه( ) ( )F x f x  
:. لتكن 2 [ , ]G a b   دالة أصلية للدالةf  :معرفة كما يلي( ) ( )

x

a

G x f t dt   
)إذن  ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0

x

a

F x c G x f t dt F a c G a        ومنه( )c F x  :إذن    
  
  بعص الدّوال المألوفةل الدالة الأصلية .3

ln
dx

x c
x

     ( )a      adx ax c      

( 1)m   11

1
m mx dx x c

m
 

     ( 0)a      1ax axe dx e c
a

        
cos sinxdx x c   sin cosxdx x c    

1
cos sinaxdx ax c

a
   ( 0)a   1

sin cosaxdx ax c
a

    

2

1

sin tan

dx
c

x x
     2

2
1 tan tan

cos

dx
x dx x c

x
      

chxdx shx c   shxdx chx c   

2
arctan

1

dx
x c

x
 

  
2

1 1
ln

1 2 1

dx x
c

x x


 

   

2 2

1
arctan

dx x
c

a x a a
 

  
2 2

1
ln

2

dx a x
c

a x a a x


 

   

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
x b

a a

F x F a f t dt f t dt F b F a     
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2

arcsin
1

dx
x c

x
 


  2

2
ln

dx
x x h c

x h
   


  

2 2
arcsin

dx x
c

aa x
 


  

2c

dx
thx c

h x
   

1

( ) 1
1

( ) ( 1) ( )n n

u x dx
c n

u x n u x


   

   ( )
ln ( )

( )

u x dx
u x c

u x


   

( )
2 ( )

( )

u x dx
u x c

u x


   11

( ) ( ) ( )
1

n nu x u x dx u x c
n

  
  

ln lnxdx x x x c     ( ) ( )( ) u x u xu x e dx e c    
  الدوال الأصلية في الجدول السابق.وجود  تيجب مراعاه مجالا لاحظة:م
  :طرق حساب التكامل.4

)حسابعند  )
b

a

f x dx  أو( )f x dx  فإ�نا �فكر أولا في استعمال الجدول السابق  
) : فعندئذ يكون لدينا fلـ  بشكل مباشرأصلية   Fيجاد دالة فإذا استطعنا إ ) ( ) ( )

b

a

f x dx F b F a     أو( ) ( )f x dx F x c   
)فإ�نّا �لجأ إلى حساب التكامل  �ستطع فعل ذلكا إذا لمأمّ )

b

a

f x dx  أو( )f x dx  التالية: الغير مباشره بإحدى الطرق 
  :تبديل المتغيرأ.
]:إذا كا�ت  �ظرية:  , ]f a b    دالة مستمرة و:[ , ] [ , ]g a b   1دالة من الصنفC  على المجال[ , ]  :  

)الدالة عندئذ ( )) ( )t f g t g t  قابلة للمكاملة على[ , ]  و لدينا:( )

( )
( ( )) ( ) ( )

g

g
f g t g t dt f x dx

 

 
    

) :لدينادد بالنسبة للتكامل غير المح ) ( ( )) ( )f x dx f g t g t d t . 
)  وضعنا أ�نا أي      )x g t   و بالتالي( )dx g t dt.  

): بما أن الدالة البرهان )f g g   قبل المكاملة و لتكن تمستمرة فإنF دالة أصلية للدالةf  :إذا( ) ( ). ( ).F g F g g f g g       
Fأي   g  دالة أصلية للدالة( )f g g  :إذا( )

( )

( ) ( ( )) ( ( )) ( )
g b

g

f g g dt F g F g f x dx


 

        
2لنحسب : لامث

1

1
ln

e
I x dx

x
   عتبر�lnt x  1إذاdt

dx x
  :وبالتالي dx

dt
x

  
1كذلك:   ln1 0x t    وln 1x e t e     1ومنه 12 3

00

1 1

3 3
I t d t t      

    
تقابلية على  g: زيادة على شروط النظريّة السابقة إذا كا�ت الدالةةملاحظة هامّ  ,   1فيمكن وضع ( )t g x  و بالتاّلي يمكن

  الا�تقال من الطّرف الثا�ي إلى الأوّل.
1لحساب    مثال: 2

0
1I x dx     ضع�sinx t  ّفإن cosdx t وarcsint x : و بالتالي  

     
arcsin(1) 2 2 21 2 22

0
0arcsin(0) 0 0

1 1 1
1 1 sin cos cos 1 cos 2 sin(2 )

2 2 2 4
I x dx t tdt t dt t dt t t

  

                 
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    :التكامل بالتجزئةب.

]على  1Cمن الصنف يندالت gو fإذا كا�ت    �ظرية:  , ]a b :ّفإن  
 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

b bb

aa a
f x g x dx fg x f x g x dx      

 :حيث                    ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
b

a
fg x f b g b f a g a   

)  :و بالنسبة للتكامل غير المحدّد لدينا ) ( ) ( ) ( ) ( )f x g x dx fg x f x g x dx     
دالة أصلية للدالة fg: البرهان fg   :حيث fg f g fg    :إذا 

   ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
b b b bb

aa a a a
fg x dx fg x f x g x f x g x dx f x g x dx f x g x dx             

 أي أنّ: ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
b bb

aa a
f x g x d x f g x f x g x d x     

1لنحسب  : لامث

0
arcsinI xdx   :ضع�( ) 1 , ( ) arcsing x f x x    وبالتالي

2

1
( ) , ( )

1
g x x f x

x
 


  

 
11 1 11 2

0 2 20 0 0 0

2
arcsin arcsin 1 1

2 4 41 2 1

x x
I xdx x x dx dx x

x x

               
    

  )بباقي تكاملي: (دستور تايلورتطبيق
1nCدالة عددية من الصنف  fإذا كا�ت  :�ظرية    على مجال مفتوحI  0يشمل عددx   فإ�ّه من أجل كل عددx  منI يكون:  

0

( ) ( 1)
20 0

0 0 0 0 0

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )( ) ( ) ... ( ) ( ) .....(1)

2! ! !

n n
xn n

x

f x f x f t
f x f x f x x x x x x x x t dt

n n


           

0nمن أجل �تحقق  ، نبرهن بالتراجعل: البرهان . لديناf  1دالة  من الصنفC  :ّلنثبت أن
0

0( ) ( ) ( )
x

x
f x f x f t d t    

fدالة  أصلية للدالة المشتقة  هي fواضح لأنّ    :أي
0

0
0( ) [ ( ) ] ( ) ( )

x x
xx

f t d t f x f x f x     
  1nكيفي و�ثبت صحتها من أجل  n صحيحة من أجل )�1فرض أنّ العلاقة (

لنثبت أنّ:
0

( ) ( 1) ( 2)
2 1 10 0 0

0 0 0 0 0 0

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )( ) ( ) ... ( ) ( ) ( )

2! ! ( 1)! ( 1)!

n n n
xn n n

x

f x f x f x f t
f x f x f x x x x x x x x x x t dt

n n n

 
 

           
     

 لنحسب التكامل:
0

( 1) ( )
( )

!

nx n

x

f t
x t dt

n



  :ضع�
( 2 )( 1 )

1

( ) ( )( ) ( )

( )( ) ( )( )
( 1) !!

nn

nn

u t f tu t f t

x tx t v tv t
nn





  
         

  ومنه يكون: 

0 0 0

0

( 1)( 1) 1 ( 2) ( 2)
( 1) 1 1 10( )( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
! ( 1)! ( 1)! ( 1)! ( 1)!

x nn n n nx x xn n n n n

x x x
x

f xf t x t f t f t
x t dt f t x t x t x t

n n n n n

   
    

             
  

 
cos: حساب تكامل من الشكلج.  ,sinp qI x dx   :2حيث( , )p q  حساب التكاملI  :يتم حسب الحالات التالية  

)فرديا  p: إذا كان الأولىالحالة  1 2 )p n   :ضع�sint x  :1نجد 2cos ,sin cos (1 )p q q nI x x xdx t t dt     
  .tإلى مكاملة دالة كثير حدود للمتغير Iوبهذا �كون قد حوّلنا التكامل 
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)فرديا  q: إذا كان الحالة الثا�ية 1 2 )q m   :ضع�cost x  :1نجد 2cos ,sin ( sin ) (1 )p q p mI x x x dx t t dt        

  .tإلى مكاملة دالة كثير حدود للمتغير Iوبهذا �كون قد حوّلنا التكامل 
q,: إذا كان ثالثةالحالة ال p  عبارتي زوجيين فإ�ّنا �ستخدمEuler  :cos

2

ix ixe e
x


  ،sin

2

ix ixe e
x

i


  دستور ثنائي و

  .)sinaxأو  cosaxمن الشكل  (و بالتالي هي مجموع تكاملات مباشرة راد حساب تكاملها إلى عبارة خطيّة لتتحوّل العبارة المُ الحدّ
  : مثال

2لحساب 4cos sinI x xdx     :�2ستخدم العبارات التالية 2 2 21 1
cos ( ) ( 2)

4 4
ix ix ix ixx e e e e       

4 4 4 4 2 21 1
sin ( ) ( 4 4 6)

16 16
ix ix ix ix ix ixx e e e e e e         :بعد الحساب نجد  

2 4 6 6 4 4 2 21 1
cos sin ( ) 2( ) ( ) 4 (cos 6 2cos 4 cos 2 2)

64 32
ix ix ix ix ix ixx x e e e e e e x x x                 

1و بالتالي:  1 1 1 1
(cos 6 2 cos 4 cos 2 2) ( sin 6 sin 4 sin 2 2 )

32 32 6 2 2
I x x x dx x x x x c          

ch :دراسة التكامل من الشكل -د ,shp qx dx  تتم بنفس طريقة التكاملcos ,sinp qx xdx  2حيث( , )p q  :فنضع  
sht x أوcht x  أحد العددين إذا كانp  أوq فردي.  

q,في حالة  و p  :2زوجيان و موجبان فإ�ّنا �ستخدم العبارات ch 2 1
ch

2

x
x


 ،2 ch 2 1

ch
2

x
x


  وsh2

sh ch
2

x
x x   

  عبارة خطيّة.لتتحوّل العبارة المراد حساب تكاملها إلى 
  : طريقة حساب تكامل دالة �اطقة.ه
ا بسيطا من النمط الأول كل كسر من الشكل : قًا �اط�سمي كسرً -   عريف:ت

( )k

A

x 
A,حيث      و*k .  

ا بسيطا من النمط الثا�ي كل كسر من الشكل: قًا �اطكسرً �سمي -          
 2 s

px q

ax bx c



 
  , , , ,a b c p q ثوابت حقيقيّة    

2و              4 0b ac    ) 2العبارة أي مميّزax bx c  سالب تماما(.  
2لة حا .1

px q
I dx

ax bx c




     حيث, , , ,a b c p q  0ثوابت حقيقيّة وa  ,  نميّز ثلاث حالات 
 :2 إذاكان أولا 4 0b ac     2و بالتاّلي العبارةax bx c  1 تقبل جذرين مختلفين 2,x x  لى الشكل عو تحلل  
              1 2a x x x x    في هذه الحالة �بحث على العددين الحقيقيّن,A B  : حيث  

         
2

1 2 1 2( )( ) ( ) ( )

px q px q A B

ax bx c a x x x x x x x x

 
  

     
  مجموع تكاملين بسيطين مباشرين  Iو بالتالي فإنّ 

1 22
1 2

.ln .ln
( ) ( )

px q A B
I dx dx A x x B x x c

ax bx c x x x x

 
            
   
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2 :  لحسابمثال 

2 3

2

x
I dx

x x




     9لدينا      1و 22, 1x x     2وبالتالي 2 ( 2)( 1)x x x x       
A,لنبحث على  B   :حيث

   
2 3

............( )
2 ( 1) 2 ( 1)

x A B

x x x x


  

   
   

2xمن أجل     ضرب طرفي�( )  في 2x   :2نجد 3 ( 2)

( 1) ( 1)

x x B
A

x x

 
 

 
2xبحساب نهاية الطرفين عندما      

1فنجد   

3
A   5، بنفس الطريقة نجد

3
B  و بالتالي:  

   2

2 3 1 5 1 5
ln 2 ln 1

2 3 2 3 1 3 3

x
I dx dx x x c

x x x x

 
             
      

 0: إذاكان ثا�يا    2العبارةax bx c   ً0تقبل جذراً مضعفاx و تحلل على الشكل  2

0a x x 
A,في هذه الحالة �بحث على العددين الحقيقيّن  B : حيث  

2 2 2
0 0 0( ) ( ) ( )

px q px q A B

ax bx c a x x x x x x

 
  

    
  و بالتالي فإنّ :   

 02 2
0 0 0

.ln
( ) ( )

px q A B B
I dx dx A x x c

ax bx c x x x x x x

 
            
   

2مثال: لحساب     

1

2 1

x
I dx

x x




   2لدينا 22 1 ( 1)x x x    نحسب العددين,A B  حيث  
                           

 2 2

1
............( )

( 1) 1 ( 1)

x A B

x x x


  

  
  

1xمن أجل    � ضرب طرفي( )  في 2
1x   1فنجد ( 1)x A x B     1عندما بأخذ نهاية الطرفينx   2و منهB   

2xو أخذ قيمة  Bبالتعويض عن قيمة    في( )  : 3 نجد 2A   ّ1أي أنA   و بالتالي  

 22 2

1 1 2 2
ln 1

2 1 ( 1) ( 1) 1

x
I dx dx x c

x x x x x

 
            
   

 2إذا كان:  ثالثا 4 0b ac     �2كتب العبارةax bx c   :على الشكل النموذجي  
2

2
22 4

b
ax bx c a x

a a

        
   

و �ضع      
2

b
t x

a
     2و

24
k

a


   

 

1 2

2 2

2 2

2
2 2

2

2 2
I I

p pb
ax b qpx q a aI dx dx

ax bx c ax bx c
p ax b pb dx

dx q
a ax bx c a ax bx c

  
 

   
         

 

 
  

1I 2   هو تكامل مباشر
1 lnI ax bx c    

  �ستعمل الشكل النموذجي و تغيير المتغيّر السابق فينتج  2Iو لحساب 
2

2 2 2 22
2

2

1 1 1 1
arctan arctan

2 4

b
a

a

dx dx dt t x
I

ax bx c a t k a k k akb
a x

a a



                       
   

    
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2          :منهو  2

2

1
ln arctan

2 2

b
a

a

p pb x
I ax bx c q c

a a ak 

               
  

2: لحساب التكامل  مثال

1

1

x
I dx

x x




    2لدينا
2 1 3

1
2 4

x x x      
 

1و بالتاّلي:   

2
t x    3 و

2
k    

21بعد حساب بسيط نجد    1 2 1
ln 1 arctan

2 3 3

x
I x x c

      
 

  
  

   الحالة العامّة:.2
  مقامه. درجة من تماماً أصغر بسطه درجة �اطق كسر كل �ظامي �اطق كسر �سمي تعريف:

)لحساب تكامل من الشكل  )

( )

f x
dx

g x  حيث( )f x  و( )g x ّبع الخطوات التالية:كثيري حدود فإ�نا �ت  
)إذا كا�ت درجة  :أولا )f x  من درجة  أو تساوي أكبر( )g x لـ  العاديّة ، نجري القسمة الاقليدية( )f x على( )g x :فنجد  

( ) ( )
( )

( ) ( )

f x R x
E x

g x g x
    حيث( )E x  حاصل قسمة كثير حدود و هو يمثلّ  هو( )f x على( )g x و( )R x  باقي القسمة و هو كثير
)من درجة  تماماً حدود درجته أصغر )g x  :ّأي أن( )

( )

R x

g x
  كسر �اطق �ظامي.  

)كيف �فكك الكسر النظامي  السؤال المطروح  )

( )

R x

g x
 النمط الثا�ي. )أو  (إلى مجموع كسور بسيطة من النمط الأول و  

)نحللّ المقام  :ثا�يا )g x من الشكل الأولى   عوامل من الدرجةل قوى إلى جداء( )nx   الثا�ية بمميّز عوامل من الدرجةل قوى جداء )أو(و  
)2سالب تماماّ من الشكل  )max bx c   حيث*,n m .  

  كل حدّ في( )g x  من الشكل( )nx   يُعطي مجموعn  :كسر بسيط من النمط الأول  

1 2
2( ) ( ) ( )

n
n

A A A

x x x  
 

  
1حيث     2, ,............., nA A A .ثوابت حقيقيّة يُطلب حسابها  

 كل حدّ في و( )g x 2الشكل  من( )max bx c   يُعطي مجموعm ثا�ي : كسر بسيط من النمط ال  

1 1 2 2
2 2 2 2( ) ( ) ( )

m m
m

p x q p x q p x q

ax bx c ax bx c ax bx c

  
  

     
1حيث   2, ,............., mp p p 1 2, ,............., mq q q  

  ثوابت حقيقيّة يُطلب حسابها.
)حساب التكامل  )

( )

f x
dx

g x   كثير الحدود  إلى مكاملةيؤول( )E x الكسور البسيطة السابقة. و  
 :مكاملة الكسور البسيطة .3

  :النمط الأول  
( )n n

A
I dx

x 


  حيث  *n   
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1

1

1 ln
( )

2 ( ) ( )
1

n n
n

A
si n I dx A x

x

A
si n I A x dx x

n




   


    


       




  

   :النمط الثا�ي
2( )m m

px q
J dx

ax bx c




     *m   

2mسنهتم فقط بالحالة      1لأنّ حالةm   2  من هذا الجزء. من أجل  1عُولجت في الفقرةm  .  
 

2
2

22 4

m
m m b

ax bx c a x
a a

        
   

 ضع و بو     
2

b
t x

a
     2و

24
k

a


    لدينا  

 
2 2

2 2

2
2 2

( ) ( )

2

2 ( ) 2 ( )

m m m

m m

I L

p pb
ax b qpx q a aJ dx dx

ax bx c ax bx c

p ax b pb dx
dx q

a ax bx c a ax bx c

  
 

   

         

 

 
 

I من الشكل هو تكامل مباشر 
m

u

u


 ّأي أن :   

2 2 1

2 1

( ) (1 )( )m m

ax b
I dx

ax bx c m ax bx c 


 

      
  ثمّ علاقة تراجعية باستعمال المكاملة بالتجزئة. �ستعمل الشكل النموذجي و تغيير المتغيّر السابق L و لحساب

         2 2
2 2 22

2

1 1
( )

( ) ( )

2 4
m

m
mm m m s

m I

dx dx dt
L t k dt

ax bx c a t k ab
a x

a a

    
       

   

     

2 :�ضع�ستعمل المكاملة بالتجزئة   mIلحساب  و            2 2 2 1( ) ( ) ( ) 2 ( )

( ) 1 ( )

m mv t t k v t mt t k

w t w t t

        
    

   و بالتاليّ  
2

2 2 2 2 1

2 2 2

2 2 2 2 1

2
2 2 2 2 2 2 1

2
12 2

2
( ) ( )

( )
2

( ) ( )

2 2
( ) ( ) ( )

2 2
( )

m m m

m m

m m m

m mm

t t
I m dt

t k t k

t t k k
m dt

t k t k

t dt dt
m mk

t k t k t k

t
mI mk I

t k









 
 

 
 

 

  
  

  






 
  

    و أخيراً نجد العلاقة التراجعيّة المطلوبة:       
1 2 2 2 2

1 2 2

(2 1)
1,2,3,........

2 ( ) 2

1
arctan

2

m mm

t m
I I m

mk t k mk

dt t
I k

t k k k a



    


        

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2لنحسب : مثال

2 2

3

( 1)( 4)

x x
I dx

x x

 


    2:  هو شكل التفكيك

2 2 2 2

3

( 1) ( 4) 1 ( 1) 4

x x A B C x D

x x x x x

  
  

    
  

)2بضرب الطرفين في  1)x  1التبسيط  ثمّ التعويض بـ:  وبعدx   1نجدB   
2بضرب الطرفين في  4x   :2وبعد التبسيط  ثمّ التعويض بـx i  :2نجد 1 1 1

2 ,
5 5 5

i
C i D C D


     


  

1نجد:  ثم نحسب نهاية الطرفين عند  x في بضرب الطرفين
0

5
A C A C       

2 ومنة التفكيك المطلوب هو:

2 2 2 2

3 1 1 1

( 1) ( 4) 5( 1) ( 1) 5( 4)

x x x

x x x x x

  
  

    
  :بالتاّليو    

2 2 2
2

2

1 1 1 1 1 1 2 1 2ln | 1 |
5 1 ( 1) 5 4 5 1 10 4 10 1 ( )

2
1 1 1 1

ln | 1 | ln ( 4 ) arctan
5 1 10 10 2

dx
dx dx x x dx

I dx x
xx x x x x

x
x x const

x


       

     

      


    
  

  .أو عدة متغيرات ا لمتغير أو متغيرينا �اطقًكسرً Rليكن  :دالة �اطقةا يؤول إلى حساب تكامل حسابه تكاملات.و
cos)تكامل دالة كسرية من الشكل .1 ,sin )R x x :ساب التكامل لح(cos ,sin )R x x dx  تبديل المتغير يمكن اعتمادالحالة العامة و في

tan
2

x
t  ونجد

2

2

1

dt
dx

t



 ،

2

2
sin

1

t
x

t



2و  

2

1
cos

1

t
x

t





                   

  

  : الينمث
                  2

2

2
1

2
1

ln | | ln tan
sin 2

dt
t

t
t

dx dt x
t c c

x t




                  1)  
                                     2 42

2 1
ln ln tan

cos 1 1 1 1
xdx dt dt dt t

c c
x t t t t

 
       

      2)            

  .لذا �ستعرض القاعدة التالية ,تغيير المتغيّر السابق فعّال ولكن قد يؤدّي إلى حسابات معقدّة ملاحظة: 
)بوضع  :Biocheبيوش  ةعدقا: خاصة حالة ) (cos ,sin )w x R x x  و لحساب(cos ,sin ) ( )R x x dx w x dx  :نميّز الحالات التالية  
 :إذا كان ( ) ( )w x w x      :ضع�cost x      :إذا كان ( ) ( )w x w x       :ضع�sint x  
 :إذا كان ( ) ( )w x w x      :ضع�tant x  
لحساب  : مثال

2

cos

1 sin

x dx
I

x


  ضع�sint x  لأن( ) ( )w x w x     :
2

arctan arctan(sin )
1

dt
I t c x c

t
    

 

)تكامل دالة كسرية من الشكل .2 , )px qxR e e :2 حيث( , )p q  التكامل  لحساب( , )px qxR e e dx يمكن اعتماد تبديل المتغير
xt e دالة �اطقة للمتغير للحصول على تكاملt.  

1)2لحساب  : مثال )

x

x

e dx
I

e


  ضع�xt e  :ينتج
2

1 1

(1 ) 1 1x

dt
I c c

t t e

 
    

    

x  

21 t  

21 t  

2t  
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ch)تكامل دالة كسرية من الشكل .3 ,sh )R x x لحساب التكامل :(ch ,sh )R x x dx  و في الحالة العامة يمكن اعتماد تبديل المتغير

th
2

x
t  نجدل 

2

2

1

dt
dx

t



 ،

2

2
sh

1

t
x

t



2و  

2

1
ch

1

t
x

t





  

لحساب     :مثال
1 sh

dx
I

x


  ضع�th
2

x
t   :ينتج     

                            
2

22 2 2 2

1 2 2 1 2
. 2 ln

1 2 1 2 1 2 21 2

t dt dt dt x
I c

t t t t t xt

 
      

      
     

  :ملاحظة
xtيمكن استخدام المتغير  e   لحساب(ch ,sh )R x x dx يعد أكثر صعوبة من استخدام  لكنth

2

x
t . 

)2: . حساب تكامل من الشكل4 , )I R x ax bx c dx  حساب التكامل :I  :يتم بطريقة أولر حسب الحالات التالية  
0a: إذا كان 1الحالة  2: �ضع ( )ax bx c a t x      
2جذرا للمعادلة  1x: إذا كان 2الحالة 0ax bx c   2: �ضع

1( )ax bx c t x x       
لحساب   مثال:

2 3 2

dx
I

x x


    : ّ2لاحظ أن 3 2 (2 )( 1)x x x x         :2)�ضع )( 1) ( 1)x x t x     
2ومنه  

2 2
2 2

2
(2 )( 1) ( 1) ( 1)

1 1

t t
x x t x x t x

t t


        

 
2كذلك   2

2 2 2 2

2 (1 ) 2 (2 ) 2

(1 ) (1 )

t t t t t
dx dt dt

t t

   
 

 
  

)2و   x ،dxبعد التعويض عن  1) 3 2t x x x      بدلالةt :نجد  
2

2 2 2

(2 )( 1)1 2 2
. 2 2arctan( ) 2arctan 2arctan
(1 ) 1 1 1

x xt t dt x
I dt t c c c

t t t x x

   
           

      
. حساب تكامل من الشكل5 I x ax b dx

 
   :حيث،، أعداد �اطقة ، لحساب التكاملI :نميز ثلاث حالات  

عددا صحيحا( : إذا كانالحالة الأولى  :ضع� (nx t   حيثn  هو المضاعف المشترك الأصغر  لمقامي لعددين, .  
1: إذا كانالحالة الثا�ية




   :ضع�pax b t    حيثp  هو مقام العدد الناطق   .  
1: إذا كانالحالة الثالثة 




    :ضع�pa bx t    حيثp  هو مقام العدد الناطق   .  
  : أمثلة
)23لحساب) 1 1)I x x dx   11لدينا

232
1 1

2 , , , ( 1)
3 2

I x x dx        
2لدينا     6و بالتالي �ضع:   6هو  3و  2و المضاعف المشترك الأصغر للعددينx t ومنه  

    13 911
6 6 6

23 2 5 12 10 8 13 11 91 2 1 1 2 1
1 6 6 2 6 6

13 11 9 13 11 9
I t t t dt t t t dt t t t c x x x c                  

      
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3) لحساب2 3 1I x x dx   1لدينا 1 1

3 3 2
1 1 1

, , , ( 1)
2 3 3

I x x d x        
1لدينا  1 / 3 1

4
1 / 3



 

     مقام العدد  و لدينا  2هوp   :1بالتالي �ضع
23 1x t   1ومنه نجد

23 1x t    :أي
2 3( 1)x t    :2ومنه 2 2 23( 1) 2 6 ( 1)dx t t d t t t d t     

    13 911
6 6 6

23 2 5 12 10 8 13 11 91 2 1 1 2 1
1 6 6 2 6 6

13 11 9 13 11 9
I t t t dt t t t dt t t t c x x x c                  

      


