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1. Nature des variables

» Comparer 2 moyennes : tester 1’association entre
» 1 variable quantitative continue

* 1 variable qualitative binaire

* Exemple : uL1 santé (age) # pulL1 sciences (age) ?
* age : variable quantitative continue

* L1 sante versus L1 sciences : variable qualitative binaire (dichotomique)

2. Comparaison d’une moyenne observée a une moyenne théorique
échantillon

Comparer une moyenne observée (m) sur un €chantillon issu d’une population de
moyenne inconnue (p) a une valeur théorique ou moyenne théorique connue (uHO)

d’une population de référence

population de
reféerence

population
My, o*

echantillon
m, s?

1. Formulation des hypothéses
HO : p=pnHO
H1:p « pHO

HHo

2. Risque a = 0.05 (5%) — a priori

3. Choix du test

Test Z de 1’écart réduit (n > 30)

Test t de Student (hypothése de normalité)
Test z de I’écart réduit

m = u (fluctuations d’échantillonnage)

Sous HO : p=pHO — p- pHO =0
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+Sin>30:m— N( o/Vn)

* Rappel : m est une réalisation de la V.A. « moyenne empirique d’un échantillon
de taille n » de moyenne p et d’écart type o/\n

Sous HO : p=pHO — p - pHO =0

'Sin230:m—>N(u,G/\/n)

m - pHO — N (0, 6/vn) (on a « centré » m en lui retranchant sa moyenne p. Or

étant inconnue, on lui substitue pHO qui est connue et dont on sait sous HO que p =

nHO)

z=""Hm 1)

(On a « réduit » (m - pHO) en la divisant par son écart-type o/vn)

La variance dans la population 6% étant le plus souvent inconnue, on lui substitue
son estimateur s? (s? = estimation de 62 a partir de I’échantillon)

7 - M~ Hyo — N (0, 1)

— = L . 0 AN + °9
v " hd
valeurs peu valeurs probables valeurs peu
probables de £ de £ probables de £
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Abscisse : valeurs possibles de Z sous HO

e m — o,

Densité de probabilité de loi normale centrée réduite (0,1)
a=5% (0,05)

P(Z <- 1,96) = 2,5% P(Z > 1,96) = 2,5%

/

+Z,=1,96  +%

-0 2 =-1,96 .

Abscisse : valeurs possibles de Z sous Hy

_ i
S_-g Z. = valeur de Z pour le risque a
== Z, = valeur observée de Z pour
n I’échantillon
_m-—py,

G=—p=

""’_

7 est la variable aléatoire \'n

* Za est une valeur particuliére de la variable aléatoire Z telle que P(Z > Za) = a.
« (Za est la valeur de Z pour le risque o)
- (en santé et biologie, o = 0.05)
* Zo est une réalisation de la variable aléatoire Z
* (Zo est la valeur observée/calculée de Z sur 1’échantillon dont on dispose)
Détermination de la valeur de Za correspondant a un risque a = 0.05
(5%)

Table de |’écart réduit

—
w
(-
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La table donne la probabilité o pour que 1'écart-réduit dépasse en valeur absolue
une valeur donnée g, c'est-a dire la probabilité extérieure a l'intervalle [-g,g]. La

probabilité a s'obtient par addition des nombres inscrits en marge

o 0,00 0,01 0,02 0,03 0,04 @ 0,06 0,07 0,08 0,09
\Tﬂ'

{ 0,0 - 2,076 2, 320 2,170 ZosT 1,960 1,881 1,812 1,751 1,695

0.1 1,645 1,598 1,565 1,514 1,476 1,440 1,405 1,372 1,341 1,311

0,2 1,282 1,254 1,227 1,200 1175 1,150 1,126 1,103 1,080 1,058

0.3 1,036 1.015 0,994 0,974 0,954 0.935 0,915 0.896 0.878 0.860
0,4 0,842 0,824 0,806 0,769 0,772 0,755 0,739 0,722 0,706 0,G30
0.5 0,674 0,659 0,643 0,628 0,613 0,598 0,583 0,568 0,553 0,539
0.6 0,524 0,510 0,496 0,482 0,163 0,454 0,440 0,426 0,412 0,399
0.7 0,385 0,372 0,358 0,345 0,332 0.319 0,305 0.292 0,279 0,266
0.8 0,253 0.240 0,228 0.215 0,202 0.189 0,176 0.164 0.151 0,138

0,9 0,126 0,113 0,100 0,088 0,075 0,063 0,050 0,038 0,025 0,013

Exemple : Zo=1.37 — P-value =0.17

Test t de Student

* Sous HO : p=pHO

» Si la distribution de la variable est normale dans la population (et quel que soit

I’effectif de 1’¢échantillon n) :

— t (n-1) ddl

Test t de Student : notion de ddl
Sous HO :

m — Wy — T (n-1) dai

| E—

La fonction de densité de probabilité de t varie avec ’effectif de 1’échantillon (en
fait, avec ’effectif de I’échantillon — 1 =n— 1)

— Il existe autant de lois t de Student qu’il existe d’échantillons d’effectif différent

~
b
L
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Table de 1 (*).

e Valeur de t, pour :

enfouctmdu nombre de degrés de liberiéid d.1.). -t 0 »t

e @) o
.*los 050|030 0o/ 00 @ 002 001 0001
S ‘\ 1. 1, |

0,158 | 1,000 | 1963 | 3,078 | 6,314 12,706 ’l!,&“l 63,657 |636,6I9
0,142 | 0,816 | 1,386 | 1,886 | 2920 | 4,303 | 6,965 | 9,925 | 31398
0,137 | 0,765 | 1,250 | 1,638 | 2,353 | 3,182 | 4,541 | 5841 | 12924

adi ™
1
2
3
0,134 | 0,741 | 1,190 | 1,533 Llnﬁuﬂ 4604 | 8610 n 1 ddl
(:) 0,132 0,727 | 1,156 | 1,476 | 2005 2,571) 3365 ' 4032 | esea_L_____ ( - )
0,131 | 0,718 | 1,134 | 1,440 | 1,90 |!,|43 3,707 | 595
7
]

D257

0,130 | 0,741 | 1,119 | 1415 | 1,893 | 2,365 | 2998 3499 | 5,408
0130 | 0706 | 1,108 | 1397 | 1850 | 2306 | 289% 3355 sl
0,129 | 0,703 | 1,100 | 1,383 | 1,833 2821 3,25 | 4781
0,129 [ 0,700 | 1,093 | 1372 |.s|2|$ R N T —— ("-1) ddl
I | 01290697 | 1,088 | 1363 | 1,796 | 2.201 | 2718 | 3106 | 4,437
12 | 0128|0695 | 108 | 1,35 | 1782 | 2,179 | 2681 3085 | 4318
13 | 0128 | 069e | 107 | 1350 | 17w | 2060 | 2850 3012 | a2
14 0128|0692 | 1,07 | 1345 | 1,761 | 2,045 | 2624 297 4140
15 | 0128 | 0,691 | 1074 | 1341 | 1753 | 2131 | 2,602 | 2947 | 4073
16 | 0128|069 | 1,071 | 1,337 | 1,746 | 2,120 | 2,583 | 2921 | 4015
17 |0128| 0689 | 1063 | 1333 | 1,740 | 2,110 | 2,567 2898 | 3,965
18 0,127 | 0,688 | 1,067 | 1,330 | 1,734 | 2,100 | 2,552 | 2,878 | 3922
19 |0127| 0688 | 1,066 | 1328 | 1,729 | 2.083 | 2539 2861 388
20 |0127| 0687 | 1,060 | 1325 | 1,725 | 2,086 | 2528 | 2845 3550
Lm0 0127|0686 | 1063 | 1,323 | 1,721 | 2080 | 2518 2,831 | 3819
|2 0027|0686 | 1061 | 13210 | 1,717 | 2074 | 2508 | 2819 | 3792
23 0,127 | 0,685 | 1,060 | 1,319 | 1,714 | 2,069 | 2,500 | 2,807 3,767
24 0,127 0,685 | 1,050 | 13I8 | 1,711 | 2,084 | 2,492 2,797 3,748
35 10,127 0684 1,058 | 1,316 | 1,708 | 2,060 2,485 2,787 | 3725
2% o.mjo.m 1058 | 1,315 | 1,706 | 2056 | 2479 2779 | 3,700
27 | 0127/ 0,684 1,057 | 1314 11,703 | 2052 | 2473 2771 | 3690,
| 28 0,127 ' 0,683 | 1,086 [ 1,313 | 1,701 | 2,048 | 2,467 2763 | 3674
| 2 1012710683 | 1,055 | 1,310 | 1,699 | 2,045 | 2.462 2756 | 3699
.DIIT , D681 | 1055 | 1,310 | 1,607 | 2,042 | 2457 2,750 3.“5;

‘ @ 0,26 074 | 1036 | 1,202 Loas (G560 2326 2576 sl (n-1) ddl > 30:1.96

10: 2.22

- (n-1) ddl = 5
: - 2,57 2,97 |
(n-1) ddI = 10
222 2,22
(n-1) ddI > 30
-1,96 1,96 (cf annexe 1)
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Condition de validité du test t de Student : la variable continue suit une loi
normale
* A ’examen :

* Soit ¢’est indiqué dans 1’énoncé

— (ex : « on suppose les conditions de validité vérifiées »)

* Soit on vous pose la question

— (ex : « Quelles sont les conditions de validité de ce test ? »)

» Soit on vous demande de vérifier empiriquement qu’on ne s’€carte pas de cette
hypothése (visuellement le plus souvent)

— (ex : on fournit un histogramme dans 1’énonc¢)

3- Comparaison de 2 moyennes observées sur 2 échantillons indépendants

population1 population 2

My, Oy My, O,
echantillon echantillon
my, S4 m,, S

« Indépendant » signifie que 1’échantillon 1 est constitué¢ de maniere indépendante

de I’échantillon 2 (par opposition aux échantillons appariés) :

* Les sujets de 1’échantillon 1 ne sont pas les mémes que ceux de 1’échantillon 2
* Les 2 échantillons peuvent étre d’effectifs différents.

1. Formulation des hypoth¢ses

HO : pul =p2

HI : pul #p2

2. Risque a = 0.05 (5%) — a prior1

3. Choix du test

Test Z de I’écart réduit (n1 > 30 etn2 >30)

Test t de Student (hypothése de normalité, variances comparables)
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Sous HO: g, = H,=H

n, > 30 m, m, =
/x (fluctuations d’echantillonnage)

n, > 30 L. =11
M=t m; = M
m 2 (fluctuations d’échantillonnage)
M1 -p2=0etmi1-m2=0
(fluctuations d’échantillonnage)
n,=

Sous HO : pl -pu2 =0

Rappel : m1 est une réalisation de la V.A. « moyenne empirique d’un échantillon
de taille n1 » de moyenne pl et d’écart type o1/Vnl : m1 — N(ul, o1/Anl)

m2 — N(u2, 62/\n2)

var (my-my) = var (my) + var (m,) — 2 cov (my,ms,)

a; o
var(m, —m, )=—1+—=2-2x0
n, n
1 2
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Sous H1: p; # M,

n1 = 30 m 1 m1 = p1
(fluctuations d’échantillonnage

n, > 30

my = H; |
(fluctuations d’échantillonnage)

mi-m2=pu1-p2
(fluctuations d’échantillonnage)
Test Z de I’écart réduit
*Sinl >30etn2>30
*Sous HO: pl =p2 - pul -p2=0

7 — m;, —m, My —m,
o IR 2 2 — N (0! 1)
Jvar(ml — s ) a0, O,
n, =a,
_ m, —m,
s? est un estimateur de o* — Z = = =
s 8,
+ —
n, n,

Test t de Student

* Conditions d’application :
» - La distribution de la variable continue est normale dans les 2 populations

* - Les variances o1? et 622 sont comparables (rapport 1 a 3)

*Sous HO: pl =p2 - pul -pu2=0
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m, —im,
1= [l l) _’t(n.,+n2-2)dd|

s°| —+—
Ny il

S > _(n,—1)s} +(n, —1)s3
(n1+n2 _2)

4- Comparaison de deux moyennes observées (échantillons appariés)

m1 m2 ’ & .
echantillons apparies

echantillons independants sujet pris comme son propre témoin

2 membres d’une fratrie

(ny =Ny ou Ny #ny) (ny=n;=n)

Les mesures PASI et PAS2 du sujet 1 ne sont pas indépendantes Les 2 mesures
ont été effectuées sur le méme sujet : si PAS1 ¢était trés élevée, il est probable que
PAS?2 restera €levée (mais moins que PAS] si le traitement est efficace)

Le test doit prendre en compte cette dépendance des observations PAS1 et PAS2

(En revanche, les mesures PAS2 du sujet 1 et PAS2 du sujet 2 sont indépendantes)

—
w
—?



Testtetz M. ALTA Zeid

Traitement anti-
hypertenseur

HO : mPASavant = mPASaprés
Z pour échantillons indépendants

ml —m2
var (ml—m2) = var (ml) + var (m2) — 2 cov(m1, m2) = var (m1) + var (m2)

7 N m.— L.
\/ var (m1 ) + var (_m2 )

* Z pour échantillons appariés
ml — m2
var (ml—m2) = var (ml) + var (m2) — 2 cov (ml, m2)

7 — m, —1m,

\/ var(m, )+ var(m, )—2cov(m,,m,)

z apparié > z indépendant — gain de puissance

Echantillons appariés

7 _ Ky — 1

\/var (m, )+ var (m,)—2cov (m,, m,)

| \

S° S-

— 2 ne peut pas étre estimée directement
car on ne dispose que d'une mesure

nl n, P q

= de m,; et une mesure de m;

10

—
—
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Echantillons appariés

\/ var (m1 )+ var (1113 )— 2cov (ml , M ) - 1/Var(md )

11

>4

1=1
n

b=

«(m,-m,)=m, avec My =

n

Z:(di —m, )2

1=l

(n-1)

md est une réalisation de la V.A. « moyenne empirique des différences d’un

2
. =g 2 ol
var (my) = s4*/ n, avec S,

échantillon de taille n » de moyenne pd et d’écart type od/\n
Test Z de I’écart réduit pour échantillons appariés

*HO: pd =0 (nul =p2)

*HI:pd#0 (ul #p2)

* Sin > 30 paires

1—a

(non-rejet de HO)

al/2
(rejet de HO)

a/2
(rejet de HO)

- _ My
o -z, %,
2 L. . N 7
S Y ~ v
d 1Z,] > Z, 1Z,| < Z, 1Z,] > Z,
n

Test t de Student pour échantillons appariés

*HO: pd =0 (ul = p2)
* HI : pd # 0 (ul # p2)

« Si la distribution des différences individuelles est normale
X

S'«cl

I

11

~
L
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Resumeé

m1 m2 effectif test conditions
observée théorique h=30 Y4 -
n t n-1) dal normalité
observée observée n,, n, > 30 Zz -
(indépendantes) n,n, t (n14n2 2) aal normalité

o? comparables

observée observée n > 30 paires Z -

(appariees) n paires t n-1) qa normalité d,

12

~
L



