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Avant-propos

Le présent polycopié est un cours de résistance des matériaux qui s’adresse essentiellement
aux étudiants de deuxiéme année LMD en Génie Civil, Hydraulique et Travaux publics.

Ce support de cours est élaboré conformément au programme pédagogique fixé par le
ministere de 1’enseignement supérieur afin de permettre aux étudiants de cette classe de
maitriser les notions de base de la RDM ainsi que les méthodes de calculs et de
dimensionnement des structures soumises aux différents types de sollicitations ( traction /
compression, flexion simple ...etc), il est rédigé de maniere simplifiée et beaucoup
d’exemples sont introduits aprés avoir donné des notions afin que 1’étudiant puisse assimiler
le contenu du cours et ait une vision claire de son application, et a la fin de chaque chapitre de
nombreux exercices, tous avec réponse permettront aux étudiants de tester I'avancement de
leurs connaissances.

Cet ouvrage contient six chapitres, le premier chapitre concerne une introduction générale a la
RDM (le but et les hypotheses considérées, les différents types de charges et d'appuis). Le
deuxieme chapitre est consacré a I'étude des caractéristiques géométriques des sections
planes. Le troisieme chapitre concerne I'étude de la traction et la compression simple ou sont
déterminés les efforts axiaux ainsi que les contraintes normales et les allongements. Dans le
quatrieme chapitre, est étudiée la flexion simple, phénoméne concernant les barres
horizontales (ou les poutres), dans cette partie, sont déterminés les efforts intérieurs dus a la
flexion, a savoir : le moment fléchissant et I'effort tranchant, ainsi que les contraintes
normales et tangentielles. Le cinquiéme chapitre concerne I'étude des sollicitations dues au
cisaillement. Pour finir, le dernier chapitre est dédié a I'étude des sollicitations dues au

phénomene de torsion.
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Cours RDM Introduction et généralités

1.

CHAPITRE |

Introduction et généralités

Définition :

La résistance des matériaux et un outil élémentaire mis a la disposition de I’ingénieur et
du technicien. A condition de vérifier certain hypothese la RDM permet de dimensionner
les différentes parties d’un systéme matériel afin :

Que ces piéces résistent aux sollicitations aux quelles elles sont soumises.
Que les déformations subies soit compatibles avec le bon fonctionnement du
mécanisme

Différents types de chargement :

Les charges qui sollicitent les systémes (poutres, portiques ...etc) comprennent :

Le poids propre (action de la pesanteur):

Les forces et les couples concentrées:
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- Les forces et les couples réparties:

Nous supposons que les charges extérieures sont appliquées aux fibres moyennes des
poutres.

3. Types d’appuis (liaison) :

3-1) appui simple :

Ce type d’appui permet la rotation et le déplacement horizontal

l Poutre R
Poteau o A— -

-
-

B

Ry : réaction d’appui suivant ’axe y
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3-2) appuis double :

Cet appui autorise uniquement la rotation

- —

b |

o Poutre & A

== R,
of—— —»

X
Foteau

Rx Ry : réactions d’appui suivant les axes X ety.

3-3) Encastrement :

Ce type d’appui interdit tout déplacement.

s o |

i e

Poutre A
b R,
> =
| y I o
FPoteau 4/ x
I

Deux réactions d’appui Ry Ry et un moment d’encastrement M

4. Principe général d’équilibre :

Un corps est dit en équilibre si la somme des forces est égale a zéro et la somme des moments
est nul également.

Equations d’équilibre :

ZFy:O ) ZM/yZO

D ¢
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5. Meéthode des sections :

Le principe de la méthode des sections est le suivant :
Un corps est en équilibre est coupé suivant une section (n-nt) I’une des parties est ensuite
rejetée il apparait alors des efforts intérieurs :

Ensuite en utilise les équations d’équilibre :

Y. E. =0 nous donne I’effort normal N
X E, =0 nous donne I’effort tranchant T
M =0 nous donne le moment fléchissant M
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CHAPITRE Il

Caractéristiques géométriques des
sections droites

Introduction :

La variété des formes des sections transversales des éléments utilisés dans le domaine de la
construction n’est pas un fait de hasard la plupart de ces formes ont été développée pour
répondre a des criteres de résistance de rigidité ou de stabilité.

Les principales caractéristiques de sections planes sont :

1) moment statique et centre de gravité :
Soit la section plane A, par analogie de la notion du moment d’une force on définie le

moment d’une surface élémentaire dA par rapport a un axe quelconque qu’on appelle
moment statique :

dy

dx

ds, = ydA

dSy = xdA




Cours RDM Caractéristiques géométriques des sections droites

dSx : moment statique de dA par rapport a x
dSy : moment statique de dA par rapport a y

pour la surface totale A :

Sx=fdsx=fydA
A A

S, = Ldsy = fodA SRR ¢ )

L’unité du moment statique c’est le (m3)

Les coordonnées du centre de gravité G(Xg,Yg)sont :

Sy = Ayg
Sy S AXG e e e e e (2)
Sy
Xg = Z
Sx
Ye 2 (3)

Application :

On calcul Sy et Sy et (Xg,Ys) pour une section rectangulaire :

b dA=b dy

v
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Pour le calcul de Sx on prend :

La surface dA = bdy

h yZh th
szf ydAzfybdyzb— =—
4 0 2 2
0

Pour Sy : dA = hdx

b 2 hbz
Sy—f di=f xhdx=hl—l = —
A 0 0 2

_S _b

X6 =Y T2

_Sx_h

YG—A—Z

- Remarque :

Le moment statique d’une surface par rapport aux axes passant par sont centre de gravité est
nul, on appelle ces axes “’axes centraux’’.

- Cas d’une section composée :

On proceéde a discrétiser la section en élément de surface A; leur centre de gravité G; :

Yes3

G:

Ye2

G,

Ye1

G3

Xe1 Xe2 Xa3

Donc le moment statique par rapport & un axe c’est la somme des moments statique des
surfaces partielles A; par rapport a cet axe :
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Se= ) 5.0 =) Aiya
5, = ZSy(i) - ZAi R

D’ou on trouve le centre de gravité :

o = Sy _ LAiXgi
67 A A
Sx XAy
Yo == S i (5)

Avec A =Y A;
2) moment d’inertie :
On définie le moment d’inertie d’une section comme le degré de résistance de la section aux

efforts extérieurs appliqueées.
Le moment d’inertie par rapport aux axes x, y est donné par :

I, = JyZdA
A
I, = fodA SRR (2)
A
Application :
Cas d’un rectangle (bxh)
y 4
b dA=b dy
[—>

On prend une petite bande dy donc : dA = bdy
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h
7 2 bh3

> 3
— % yzpay = p 12| =22
Ix—f_%ybdy—blgl_ﬁ 1
2

Pourlyona: dA = hdx

y A
b dA=h dx
I
G
>
A 4 ; X
b b
L 7 2 _hx32 _hb3
y T =T, T

2

3) moment d’inertie polaire:

C’est le moment d’inertie d’une section par rapport a un point qui s appel pole :

Ip = Lpsz RSN ¢)

dA

p : c’est la distance entre 1’aire dA et le point O (pdle)
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ona: p?=x?+y?
En remplace dans 1’équation (7) :
Ip =L+ 1,

Application :

Section circulaire de diamétre D et de rayon r

dA

dp

Onalabande dA = 2mp dp

Avec0<p<r

r p4 r
Ip =f p2dA =f 2mpddp = 21 l—l
A 0 2
0

L r4 B D%
P= 2 7 32

D%
k=ly="

10
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4) Produit d’inertie (moment centrifuge):

Le moment produit des axes orthogonaux (x,y) :

IL,=1,= fx YAA o2 (8)
A

5) Rayon de giration:

Le rayon de giration par rapport aux axes orthogonaux (X,y) est donné par :

. I : I
le\/% ,lyz\/% SRR )

6) Module de résistance:

Le module de résistance d’une section est donné par :

~

Avec v : la distance entre 1’axe considéré et le point le plus ¢loigné de la surface

11
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Exemple :
- Rectangle :
AN
h/2
N
7
h/2
_ I, _ bh3/12 _ bh?
*“h/2 h/2 6
_ 1 _ hb3/12 _ hb?
Y b/2  b/2 6
- Cercle:

>
I, nD?
el =TT ar

v

12
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Remargues :

- Le moment S peut étre positif, négatif ou nul.

- Les moments Iy, Iy, I, sont toujours positifs, tandis que Iy, peut étre positif, negatif ou
nul.

- Si lxy=0les deux axes x,y sont appelés axes principaux d’inertie.

- Si ly= 0 et I’intersection des axes X,y coincide avec le point G, ces axes sont appelés
axes principaux centraux.

- Moments d’inertie des sections COMpOSEes :
On procéde a discrétiser la surface en élément de surface A; et on calcul leur moment
d’inertie et on fait la sommation de ces moments comme suit :

Ly= D Iy e (1)

7) Variation des moments par rapport a des axes paralléles:
Soit une section A, ces moments d’inertie par rapport aux axes centraux (X,y) sont : Iy,

ly , Iy , on peut calculé les moments d’inertie Iy , ly1 , Iy par rapport aux axes
orthogonaux (x1,y1) qui sont paralleles aux axes (x,y)

Y1 Yy A

Y1

13
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Ona:

{X1=X+a
yi=y+b

le = f ylsz = .l-(y + b)sz
A

Ly = fysz+2bfydA+Jb2dA

Le point O coincide avec le centre de gravité G, les moments statiques Sx devienne

nul et on a:
Ly, = I, + Ab?
De la méme maniére on trouve :
L, =1L, + Ab?
Ly =L, +A4a% e e (12)

leyl = Ixy + Aab
La relation (12) s’appelle théoreme de Huygens.

8) Rotations des axes :

Y1

V1’

Soit une section A, ces moments d’inertie par rapport aux axes (x,y) sont : : Iy, Iy, Iy

14




Cours RDM Caractéristiques géométriques des sections droites

Déterminons les moments par rapport aux axes (X1,y1) :
Ona:

X =xcosa+ysina
Yy, =ycosa —xsina

Lq = f y12dA = f(ycosa — xsina)?dA
A

Et en utilisons la relation : 2 sin @ cos @ = sin 2«
On trouve :
Ly = I, cos? a + I, sin* a — I, sin 2a

De méme pour ly; , lxy1

(I, =1,cos?a+ I, sin® @ — I, sin 2a
J L,y = L sin®a + I, cos®? a + I, sin 2a (13)

| 1 .
leyl =3 (Ix - Iy) sin2a + Iy, cos 2a

D’apres ces relations on trouve :
Ly+Ly=L+L=1I
9) axes d’inertie et moments d’inertie principaux:
Lorsque I’angle a change Iy , Iy, Ixy1 changent également. Déterminons 1’angle o

pour lequel Iy , Iy, sont maximum. Pour cela on détermine la dérivee premiére de Iy
ou ly; par rapport a a et annulons la :

dl,
da

= —2I, cosasina + 21, sina cos a — 21, cos 2a = 0

tan 2 sin 2« _ 2Ly 14
anle=_———= [ L .(14)

La relation (14) détermine la position des deux axes dont le moment d’inertie est
maximal pour I’un et minimal pour I’autre, ces axes sont dites principaux.

15
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Moments d’inertie principaux :

En remplacant a tiré de la relation (14) dans (13) :

L. +1 1 2
Imax = xz y+§\/(1x—1y) + 412,

L. +1 1 2
Iin = x2 y—z\/(lx—ly) +4I%y

En annulant le produit d’inertie lyyq :

1
> (Ix — Iy) sin2a + Iy cos2a = 0

21,

=tan2a =
L, — I

Cela montre que le moment I, = 0 par rapport aux axes principaux

Les axes principaux qui passant par le centre de gravité de la section sont dits axes
centraux principaux.

16
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Caractéristiques géométriques des sections droites

Exercices
v A
b >
Exercice N°1 : 5 A2
Soit la section plane de largeur b et de hauteur h : G h Al
1) Calculer le moment statique de cette section par rapport
aux axes X, y, Al, A2
2) Calculer le moment d’inertie de la méme section par rapport Y 5 x
aux axes précédents
vV A
«—>
Exercice N°2 : /

La figure ci-aprés présente la section d’un élément

préfabriqué en béton armé.Calculer les coordonnées 44
du centre de gravité (xg , Ys) pour cette section.

On prend a=2cm

S—3

Exercice N° 3:
La section d’une poutre et de forme en T comme le montre y 4 4a

. AN A . «—2 >
la figure ci-aprés.Calculer le moment d’inertie de cette section
par rapport aux axes X, y, A. a $
On prend a=2cm « A

4a G
X o

Exercice N° 4: 5
Soit la section suivante :
1) Calculer la surface du triangle en utilisant I'intégrale Yo \

2) Déterminer la position du centre de gravité (xg, Yo )

3) Calculer les moments d’inertie Iy, I, Iy,

4) Déduire les moments d’inertie Iys, |y, lxoys

5) Déterminer la valeur de I'angle a pour que les axes Xg1, Vo1
seront des axes principaux

Exercice N°5:

AVG

XG1

Soit la section présentée dans la figure suivante (les unités en cm) :
1) Déterminer la position du centre de gravité pour cette section
2) Calculer le moment d’inertie de la section par rapport

a I’axe horizontal qui passe Par le centre de gravité

Calculer le moment d’inertie de la section par rapport a I’axe A,
ainsi que le rayon de giration de cette section

3)

17
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Solution

Exercice N°1 :

1) le moment statique de cette section par rapport aux axes :

axe Xx:
h 21h
szf ydAzf ybdyzbl—l
A 0 0
bh?
=

On peut trouver le méme résultat pour Sx par :

h bh?
Sx=AyG=bhE =T

axe y:
b xzb
Syzf dizf xhdxthTl
A 0 0
g _hb2
Y2

On peut trouver le méme résultat pour Sy par :

b hb?
Sy=Ax6=bh§ :T
axe Al :
h
% y?|?
SAlzf ydAzf ybdy = b |[—
N _h 2| h
2 )
SA1=0
axe A2:

—h yz —h
sw= [ yaa= [ yp-an=-bly
A 0 0

bh?
K

b dA=b dy

X@

v
x

— b dA=b dx

X@

18
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2) le moment d’inertie de cette section par rapport aux axes :

axe X:

h y3 h
= J. y2dA = f y2bdy = b l—l
A 0 3 0

axe y:

b 3 b
L, =.f x%dA =f x%hdx = h[—l
3
A 0 0

hb?

axe Al :

h 3
Iy = j y2dA = jz y2bdy = b ly—l
" h 3] n

NS

P L

On peut trouver Ia; aussi en utilisons le théoréme de Hyugens :

I, = Iy, + Ad?

IS L bh(h)z—bh3
AL X T3 2) 12

axe A2:

19
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Exercice N°2 :

Calculer des coordonnées du centre de gravité (xG , yG) :

On divise la section en trois surfaces 1 2 3 y A
2 >
Sy ZSiy :j® $ a
xG = —_—=
A A;
24 43 @
A=A+ A, + A; = 3a® + 4a® + a® = 8a?

_ 5 a 3 ' a
Sy=25iy=51y+52y+53y—3a25a+4a25+a25a = Q ¢ X
Sy = 11a3

11a® 1la

xG = [ —
8a? 8
_ & _ ZSix
Ve = A4 Y4,

a 7
S, = 3a25+ 4a?2a + azia = 13a3

_13a
Ve = 3

Exercice N° 3:

le moment d’inertie de la section en T par rapport aux axes :

A
axe X Y le—ta
a J XG2
D’apreés le théoreme de Huygens « "
4a G1 Idl
\4 X >
— 2 2 a
Iy = Iy + A1dy + Iy + Azd;
a(4a)? X ,  (4a)(a)? 29
I, = 12 + (4a“)(2a) +T+ (4a )(Ea)
308
I, =—a*

20
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axe y:

D’apreés le théoreme de Huygens

Iy = IyGl + Ald% + IyGZ + Azd%

4a(a)? 5 ,  (@(4a)?
Iy =1 + (4a°)(2a) +T
113
=3
axe A:

D’apreés le théoreme de Huygens

L, = I, + Ad?
Iy = I, — Ad?
On calcul yg

Ye =4 8a?
_ 13
Ve = 4 a
Iy =——a*—(8a®)(—a)’
109
IA =Ta4

+ (4a%)(2a)?

4a

4a

d=yG

v

v

21
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Exercice N° 4: 4
Yy
1) La surface du triangle
N
h y b—x dA=yd
b2z =5 (5)
b — X b h >\
X
y=h(1-3) y
Ona: " " R
X
b b x bh x d b
Azf dAzf ydxzf n(1-3)de=—
A 0 0 b 2
2) position de G
b b X th
S =f di=f xydx=f xh(1l——=)dx =—
g A 0 0 ( b) 6
Sy hb%2 2 b
xG = —= —_— = -
A 6 bh 3
h h 2
B B y _ bh
Sy = ]0 yxdy—j0 yb(l—z)dy—T
S bh? 2 _h
Y6 =4~ "6 bh 3
3) Calcule des moments d’inertie Ix ly Ixy :
h b bh3
L=] y*~(h— ==
b ,h hb3
Iy :fo X E(b—X)dX:E
h b—%y bZhZ
Ixy:f xydAzf y f xdx |dy =
A 0 0 24

4) les moments d’inertie Iys lyc Ixayc
Iy = Iy + (yG)ZA

bh3

L =1, — (yG)ZA = E -

*bh _ bh®
2 36

4

22
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Iy = IyG + (xG)ZA

=L —( )ZA_hb3 <b)2bh_hb3
e =y T T 7\3) 2T 36

3

3

2 72

b%h? b\ rh\ bh b?h?
IxGyGZIxy_xGYGAZW_()() =

5) la valeur de I'angle a pour que les axes Xg1, Y1 Seront des axes principaux

2Lye bR

tan 20 = =
Ly — L h? — b?

bh 1 bh
20 = ATCtg (m) =0 = E AT'Ctg (m)

Exercice N°5:

1) centre de gravité xg Ye

A
9 .
G2 T
L] GV
o/1
5 B sic 5y
A XG YG Sx Sy
1 135 7,5 4,5 607,5 1012,5
2 22,5 1,66 3 67,5 37,35
3 25,13 10 1,7 42,72 251,3

xG: 2

¥S, 6075—675—4272 497,28

87,37

XS, 1012,5-37,35-251,3 723,85
~ 135-—122,5—25,13

Ve = A

© 135-22,5-—125,13 87,37

= 8,28cm

=5,7cm
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Cours RDM Caractéristiques géométriques des sections droites

2) moment d’inertie Ig

le =1gy — Igz — I3

15(9)° ,
g1 = —75— + (12)*135 = 1105,65 cm!
5(9)3
Iy = 22 4 (27y222.5 = 265,27 em*
m(4)*
e = P9 _ (1.7y225,13] + (4922513 = 430 cm?

I = 1105,65 — 265,27 — 430 = 410,38 cm*
3) moment d’inertie |4
I, =1I; +d*A=410,38 + (9 — 5,7)(87,37) = 1361,84 cm*

4) rayon de giration

|l _ 136184 _
ta = 4 T |Tg737 T M

24




Cours RDM Traction simple et compression simple

CHAPITRE I

Traction simple et compression
simple

1) Définition :

1.1)  Traction : une poutre droite est sollicité en traction chaque fois que les actions a ses
extrémités es réduisent a deux force égales et directement opposées, qui tendent a

I’allonger.
F < > F
Exemple :
Un céble soulevant une charge
T N
P P

1.2) Compression : un corps est sollicité a la compression si les forces extérieures se
réduisent a deux forces égales directement opposées qui tendent a le raccourcir.
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Cours RDM Traction simple et compression simple

Exemple :
Un pilier supportant une partie du poids d’un plancher.

. Plancher —-—
Pilier

2) Effort normal :

Faisons une section dans la poutre entre les deux extrémités, des efforts intérieurs seront
apparaitre.

N
Fe— % —— F

\

N,
F €— o
F €+— N

Avec :
szadA
A

La résultante des contraintes qui s’exercent en chaque point de la section, se réduit au seul
effort normal N (appliqué au centre de gravité de la section)

SIN>0 ..o ¢’est un effort de traction
SIN<O ..., c’est un effort de compression
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Cours RDM Traction simple et compression simple

Exemple : N
I
X g
a
lFl:AP
a 1 _—1~ ] —1
Coupe 1-1
F2=P
0<z<a
YF/z=0
N
N <0 : N c’est un effort de compression
Coupe 2-2 F2=pP
a<z<3a

M PR
N+F2_F1:0$N:F1_F2:3P 2 2

N > 0 : N c’est un effort de traction

Diagramme de N : TF2=P
2a (&)
lFl
2 . e
+3P
a Q)
-P
T F2
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Cours RDM Traction simple et compression simple

La formule générale donnant la valeur de 1’effort normal (pour des charges concentrées P et

des charges réparties gy) :
N, =ZP +2qudx

Remarque :
La traction (ou compression) simple est satisfait a trois conditions :
Nx#0 , Ty=0 , M=0

3) Contrainte normale :

| =

szadAzaA >0
A

G : c’est la contrainte normal

>0 ..., contrainte normale de traction
O<O0.oiiiiiiiii contrainte normale de compression
Avec

ocenMpa , Nen Newton et A enmm?

4) Condition de résistance :

Dans tous les cas la contrainte calculée ¢ doit étre inférieur a la contrainte admissible Gagm :

g,
6 < Gadm avec: Oggm = —

Ce : la limite élastique du matériau déterminer par les essais.
n : coefficient de sécurité.

Exemple :

Si on impose une contrainte admissible de 100 MPa, déterminons le diamétre d minimal d’une
poutre en acier pour qu’elle résiste en toute sécurité, ainsi que le coefficient de sécurité
adopté. L’Effort appliqué N =62 000 N.

L’acier employ¢ a pour caractéristique : G, = 300 MPa
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Cours RDM Traction simple et compression simple

Détermination du diamétre d :

N_N _ i |2 dot d > 2810
= —= < = = (0] = , mm
o=~ wd Oadm — u
7}

Détermination du coefficient de sécurité :

O, Op 300
Ogdm = ; =2 n=

5) Les déformations :

5.1) les déformations longitudinales :

Soit une poutre de longueur initial Lo, si on applique une force F a I’extrémité de la poutre,
alors on peut définir :

AL : ’allongement total de la poutre
L : longueur final

——F

On appel déformation relative (€) le rapport de 1’allongement total sur la longueur initiale :

AL

£=—

Lo
5.2) les déformations transversales :

Le coefficient de poisson v caractérise le rapport entre les déformations transversales et
longitudinales :

Ad/2
"""""" L . AL
< L ~

AL Ad l g
E = — Ep = — alorsy = ——
: Ly ‘ dg &
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Cours RDM Traction simple et compression simple

6) Relation déformations-contraintes :
Pour un grand nombre de matériau, I’essai de traction montre qu’il existe une zone élastique
pour laquelle les déformations sont proportionnelles aux contraintes normales, cette propriété

est énoncée par la loi de Hooke qui traduit la dépendance linéaire des déformations par
rapport aux contraintes normales :

E=— ou o=¢E

Ou E est le coefficient de proportionnalité appelé module d’élasticité ou module de young
Dans cette relation on a:

cenMpa , €sansunitt et EenMpa

Dans une poutre en traction on a :

_N&)
TE)
A partir de la loi de Hooke
o N(x)
o, = Eé&, :g":Fx:EA(x)
, AL
e Ex = Lo
Si on introduit les déplacements :
Al=u
<>
du
& = = du = g,dx ’_>F
I:o

avechu=u=AL

N(x)
EA(x)

alors: AL = fsx dx =f

Si N, E, A sont constants ( c’est le cas en traction sur une poutre simple) :

AL N L,
T EA

Si on a une barre composée de plusieurs parties, I’intégration se fait suivant la longueur de
chaque partie, et I’allongement total est obtenu par la sommation des allongements partielles :

N;L;
AL = ZALi ~ LEA,
1“4
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Cours RDM Traction simple et compression simple

Application :

Déterminer les efforts, les contraintes et les raccourcissements (AL) dans les différents
troncons de la colonne représentée sur la figure ci-dessous, sachant que d;.; =50 mm, d,., =
100 mm,

ds3 =200 mm et E = 2.1 X 10° N/mm?

Section 1-1

N+400=0 = N = —400 KN 400 KN

N —400 x 103
O=—=———

1= h@s) = —203,7 N/mm?

oL _ —203,7 x 3000
E  21x10°

72«

ALyg = = —2,91mm

Section 2-2
800 KN

N+400+2x500=0 = N = —-1400 KN

N  —1400 x 103

=—= = —178,3 N/mm? 3
°T4 7(50)2 /
N
AL _OL_1783x3000
BCTF T 21x105 oo0mm
Section 3-3

N+400+2x500+2x%x800=0 = N =—-3000KN

N —3000 x 103
0o=—=

A= Tmqone T oo N/mm

oL —95,5x 3000

ALqp = — =
¢~ F 2,1 x 105

= —1,36mm

ALT = ALAB + ALBC + ALCD = _2,91 - 2,55 - 1,36 = _6,82 mm

3m

3m

3m
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Cours RDM Traction simple et compression simple

Exercices

Exercice N°1 :

Soit le systeme de barres défini sur la figure ci-apres.
Etant données: L1, L2, L3, Pet o
avec L2 = L3

Déterminer les efforts dans les barres 1, 2 et 3.

Exercice N°2 :

P

v

Déterminer les efforts, les contraintes et les raccourcissements (AL) dans les différents
troncons de la colonne représentée sur la figure ci-dessous, sachant que di; = 50 mm,

. = 100 mm, d3.3 =200 mm et E =2.1 X 10° N/mm?

800 KN

400 KN

3m

3m

3m

Exercice N°3 : D

4

Une barre solide de forme tronconique de section circulaire se rétrécit uniformément d'un

diametre d a sa petite extrémité et D a la grande extrémité.

Déterminer 'allongement du aux forces appliquées aux extrémités de la barre.

i

v

D/2
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Traction simple et compression simple

Solution

Exercice N°1 :

1- Aspect statique

2 Fx=0 0‘

N2 sina— N3 sina=0

N1+ N2 cosa+ N3 cosa-P=0

= N1+2N2cosa=P................... (2)

2- Aspect géométrique \/

AL2=AL3=ALlcoSc................. 3)

3- Aspect physique: P

g ML N2L2
~"EA € “"EA

En substituant dans (3), on obtient

N2 L2 _ N1L1 N2 L2 = N1L1
EA T Tpa osa = Cos o
on tire
N1 = N2 L2
7 L1 cosa

etonaussi: N1+ 2N2 cosa=P (onutilise L1 =L2 cosa)

on a donc deux équations avec deux inconnus N1 et N2 :

P

Nl =
1+ 2cosa3

t N2=N3 =——
¢ 1+ 2cosa3

AL

AL
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Traction simple et compression simple

Exercice N°2 :

Section 1-1

N+400=0

N —400 x 10°
7T AT T a5y

oL —203,7 x

= N =—400 KN

= —203,7 N/mm?

3000

ALAB =

Section 2-2

N +400+2x500=0

N —1400 x 103

E - 21x10°

=—-291mm

= N =—-1400 KN

==~ = _1783 N/mm?

TT AT T 1507 /mm

AL _OL_—1783x3000
BT T T 21x105 oM

Section 3-3

N + 400 + 2 X 500 + 2 X 800 = 0

N —3000 x 10°
7T AT T r(100)?

= —95,5 N/mm?

oL —95,5x 3000

ALCD = —

ALT = ALAB + ALBC + ALCD = _2,91 - 2,55 - 1,36 = _6,82 mm

E  21x10°

= —1,36mm

800 KN

400 KN

800 KN

= N =-3000 KN

3m

3m

3m
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Exercice N°3 :

X dx
— >
//

F <

L 4Pdx
AL =j i
0 En(d +X0- d))

L 4PL
"~ wEDd
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Cours RDM Flexion simple

CHAPITRE IV

Flexion simple

1) Hypothéses et définition :

1.1) hypotheses :

En plus des hypotheses déja énoncées au chapitre 1, la flexion simple nous améne a supposer
que :

- la poutre admet un plan de symétrie longitudinal.

- toutes les forces appliquées a la poutre sont disposées perpendiculairement a la ligne
moyenne et dans le plan de symétrie longitudinal (ou symétriquement par rapport a
celui-ci).

1.2) définition :

Il est fréquent que les barres subissent I’action d’une charge transversale ou des couples
extérieurs. Dans ces conditions, les sections droites de la barre sont sollicitées par des
moments fléchissants, c'est-a-dire des moments intérieurs dont le plan d’action est
perpendiculaire au plan de la section droite. L action d’une charge provoque I’incurvation de
I’axe de la barre comme le montre la figure ci-dessous.
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Cours RDM Flexion simple

Cette forme de sollicitation s’appelle flexion, et les barres qui travaillent surtout a la flexion
s’appellent “‘poutres’’.

La flexion est dite pure si le moment fléchissant est I’unique effort intérieur que supporte la
section droite M #0; T=0;N=0).

Il est plus fréquent, pourtant, que les sections droites des barres soient soumises en plus a des
efforts tranchants. Une telle flexion est dite ‘‘simple”” (M #0; T#0;N=0).

2) Effort tranchant et moment fléchissant :

La flexion simple engendre dans les sections droites d’une poutre deux efforts intérieurs le
moment fléchissant M et I’effort tranchant T.

La détermination de M et T se fait par I’application de la méthode des sections, pour illustré
cette méthode on prend 1’exemple de la poutre ci-dessous.

Pratiquons une coupe fictive a la distance x de 1’appui gauche, rejtons la partie droite de la
poutre et considérons 1’équilibre de la partie gauche (ou bien I’inverse, on élimine la partie

gauche et on considére 1’équilibre de la partie droite).

On remplace I’interaction des parties de la poutre par les efforts intérieurs M et T.

e R S

/a—l/ —d
/X—/ /—X/

Pour calculer M et T, on utilise les deux équations d’équilibre :

ZF/yzO = T+F,—-Ry=0 = T=R,—F,

T= ) (),

ZM/ozo = M+ F,(x—a,) —Rax =0
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Cours RDM Flexion simple

ainsi dans la section droite d’une poutre :

1°/ ’effort tranchant T est numériquement égal a la somme algébrique des projections sur le
plan de la section de toutes les forces extérieures appliquées d’un c6té de la section ;

2°/ le moment fléchissant est numériquement égal a la somme algébrique des moments

(calculés par rapport au centre de gravité de la section) des forces extérieures appliquées d’un
cOté de la section considérée.

Exemple 1) : cas d'une force concentrée a mi-travée

P
Détermination des réactions: A l
B
> MIA=0= Vg=05P é; é>
S Fly =0= Va=05P L >
Expressions des efforts internes:
Trongon 1: 0< x< L/2 '}M
T-Va=0= T=05P
Va T
M-Vax=0= M=0.5P x X
M(0) =0, M(L/2) =PL/4
Trongon I1: L/2< x< L
T+P-Va=0= T=-05P b
M
M —Vax+P (x—L/2)=0 )
= M=0.5P x-P (x-L/2) Va lT
L/2
M(L/2) =PL/4, M(L) =0 «
f—

Mmax = M(L/2) = PL/4
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Cours RDM Flexion simple

Exemple 2) : Cas d'une charge uniformément répartie

Détermination des réactions:

> MIA=0= VgL-qL (L/2)=0

= Vg =qL/2 g

X Fly =0= Va+Vg—-qL=0 ;;

= VA:C]L/Z L

Expressions des efforts internes:
0< x<L
T+gx—-Va=0

= T=qgL/2-qX

q
T(0) =qL/2 T(L) =—-qL/2 M
M+qgx(x/2)—Vax=0 3
Va -
M = gLx/2 — q x%2 X
f—

M(0) =0, M(L) = 0

Mmax = M(L/2) = qL%8

3) Diagrammes des efforts internes (M et T) :

Pour pouvoir tracer les diagrammes, il est indispensable de connaitre toutes les forces
extérieures y compris les réactions qui doivent étre prealablement déeterminées.

D’aprés les exemples précédents on a vu qu’on peut déterminer les expressions de M et T en
fonction de I'abscisse x, ce qui permet donc de connaitre la valeur de M et T en touts points
de la poutre, alors on peut tracer M et T graphiquement a 1’aide de leurs expressions en
fonction de x.

Remarques :
» L’effort tranchant dans la section m-n d’une poutre (Figl .a) est considéré comme positif,

si la résultante des forces extérieures a gauche de la section est dirigée de bas en haut, et a
droite de la section, de haut en bas, et négative dans le cas contraire (Figl .b).
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Cours RDM Flexion simple

Me( )Me —\

a) Tmn>0 b) Tmn<0

m F Fl m
A

T T

(a) Fig 1 (b)

P N4
N\

.//\

On admet que dans la section d’une poutre, par exemple dans m-n (Fig2 .a), le moment
fléchissant est positif si la résultante de tous les moments des forces extérieures a gauche
de la section est dirigée dans le sens horaire, et négative si elle est dirigée dans le sens
antihoraire (Fig2 .b).

a) Mmn>0 b) Mmn <0

) e

o -

(a) Fig 1 (b)

On en tire une autre regle des signes du moment fléchissant, plus commode a retenir. Le
moment fléchissant est considéré comme positif si dans la section envisagée, la courbure
de la poutre est orientée en bas. On trace toujours le diagramme du moment fléchissant de
coté des fibres tendues.

Pour tracer le diagramme de M et T on déterminer les valeurs numériques des efforts
intérieurs aux extrémités de chaque trongon. Ces points sont joints par des lignes ou des
courbes.

Sur les trongons ou il n'y a pas de charge répartie (uniquement des charges cncentrés), le
diagramme des T est délimité par des droites paralléles a la base tandis que le diagramme
des M est délimité par des droites obliques.

Sur les trongons ou la poutre supporte une charge répartie, le diagramme des T est
déelimité par des droites obliques tandis que celui des M est délimité par des paraboles, et

on doit connaitre la valeur du moment fléchissant en un point entre les deux extrémiées du
troncon considerée.

Les maximums et minimums des M coincident avec les sections ot T=0.
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Cours RDM Flexion simple

= Dans les sections ou les charges concentrées sont appliquées a la poutre, le diagramme des
T est caractérisé par des passages brusques aux niveaux de ces charges, celui des M, il y
aura des brisures dont la pointe sera dirigée dans le sens de la ligne d'action de la force.

= Dans les sections ou des moments concentrés sont appliqués a la poutre, le diagramme des
moments sera marqué par des passages brusques d'une valeur proportionnelle a ces
moments tandis que sur le diagramme des T, il n' y aura aucune modification.
Reprenons les exemples précédents, les diagrammes de M et T seront comme :
Exemple 1) : cas d'une force concentrée a mi-travée
P
A l B

P/2

)

v I

PL/4

Exemple 2) : Cas d'une charge uniformément répartie

q

ANANAANANAANNANANANANNNANANN B

2 it

pa
<

qlL/2

Sl

]
J

<
P
)

2
ql?/8 41




Cours RDM Flexion simple

4) Relations différentielles entre les charges et les efforts M et T :

IIs existent des relations différentielles entres les forces extérieures et intérieures et qui
constituent la base de la méthode directe pour la détermination des efforts internes.

Pour déterminer ces relations on considére un cas de charge arbitraire d'un systéeme de
sollicitations donné dans un plan avec:
gy : intensité de la charge extérieure selon l'axe y

M Gy M+dM
T l } T+dT
dx

Entre l'intensité qy, I'effort tranchant T et le moment fléchissant M qui
agissent dans une certaine section, existent les relations différentielles suivantes:

T—-qy(x)dx—T—-dT =0

= dT/dx = —qy(x)
M + Tdx — qy(x)dXZ/Z —M—-dM =0
en negligeant le terme quadratique en dx2 on obtient:
dM/dx =T
Oou
d’M/dx* = —qy(x)

5) Contraintes normales en flexion simple :

Des contraintes normales se développent dans les sections transversales d'une poutre soumise
a un moment fléchissant. La figure ci-dessous montre les fibres tendues et comprimées
externes d'un trongon de poutre fléchi. Dans la zone comprimée les fibres se raccourcissent
tandis que dans la zone de traction elles s'allongent. Ces deux zones sont séparées par un plan
neutre ayant un rayon de courbure R et dont la longueur ne varie pas lors de la flexion.
L'allongement relatif d'une fibre se trouvant a une distance y de lI'axe neutre peut étre écrit:
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Flexion simple

Cours RDM
M2’
M1 M2
AN
Ty
=
« dx
Les déformations longitudinales :
_dx'—dx . 4 _dx dx
T T ¢ “TR "R+ y
dx’ R+y
=> —_— — — = —_—
R R
S5 =2
* R
A partir de la loi de Hooke :
y
=&E=ZFE . (1
0x = & = (1)

Relation des contraintes avec le moment fléchissant :

2

M f dA f YE 4 Ef 244
= yo = A = — y
“ A A R R A

Soit :
M, 1

1
La quantité k = ? est la courbure de la couche neutre de la poutre. Il s’en suit que
I’expression (2) détermine la courbure de la poutre. En flexion, la courbure de I’axe d’une

43




Cours RDM Flexion simple

poutre et proportionnelle au moment fléchissant et inversement proportionnelle a la grandeur
Elx appelee rigidité de la poutre.
En portant la valeur obtenue de 1/R dans (1), on aboutit & la formule de grand intérét :

o =XE=yEMZ
* R El,

M,y
z

Les contraintes sont proportionnelles au moment fléchissant et inversement proportionnelles
au moment d'inertie lz.

Les contraintes varient linéairement avec la distance y de I'axe neutre.

La fibre la plus sollicitée (la contrainte de traction ou de compression maximale) est située au
point le plus éloigné de I'axe neutre.

Omax
Ymax i
/ Ymax *
+
O max
o, _ M Ymax _ M
max — = a7
I, W,
Avec Wz : le module de résistance de la section
I
VVZ — VA
ymax
Omax : contrainte de compression max
+ . )
Omax : contrainte de traction max
Condition de résistance :
Omax < Oadm
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6) Déformation d’une poutre soumise a la flexion simple :

Dans ce qui précede, on s’est intéressé aux poutres fléchies et a leur dimensionnement d’un
point de vue de résistance sous charge. Nous allons voir a présent I’aspect déformation. En
particulier, la détermination de la fleche maximale (et de sa valeur admissible) est I’un des
éléments fondamentaux de la conception des poutres.

e - - -----

>

>
>

——————

Déformée de y=f(x)

- —————

>

Pour la poutre ci-dessus, la ligne moyenne AICJBD a pour direction ’axe des x avant
déformation et la courbe y = f(x) apres déformation. Cette courbe est appelée déformée.
y = f(x) est I’équation mathématique de la déformée dans le systéme d’axes (X, y).

Conditions aux limites :

Les conditions ya = 0, yg = 0 et y’; = 0, appelées conditions aux limites, sont des éléments
connus de la déformée. Ces éléments sont imposeés par les appuis A et B ou par la forme de la
déformée.

Fleches :

La déformée présente des valeurs maximales en | (entre A et B) et a I’extrémité D. Pour ces
points particuliers, la déformation est souvent appelée fleche (f) :

f|=y| eth=yD
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Méthode par intégration :

Principe :

Connaissant 1’équation des moments fléchissants M en fonction de x (position le
long de la poutre), la pente y’ et la déformée y sont obtenues par intégrations
successives a partir de :

M=—Ely"
Avec
M : le moment fléchissant (équation en x)
E: le module d’¢lasticité longitudinale (MPa).
I =1z: le moment d’inertie de la section par rapport a I’axe (G, z) (mm4)
y la dérivée seconde de la déformée y.
Remarque :

Les constantes d’intégration successives sont calculées a partir des conditions aux limites
imposées par la position et la nature des appuis, ou encore par la forme générale de la
déformée.

Exemple usuels des conditions aux limites :
Encastrement: y’a=0; ya=0

Appui double: ya=0

Appui simple: ya=0

7) Calcul des contraintes tangentielles :

Dans le cas genéral de la flexion, les sections droites d’une poutre subissent des moments
fléchissants et des efforts tranchants. La présence du moment fléchissant est associée a
I’apparition des contraintes normales qui peuvent étre déterminées par la formule (3).

La présence de I’effort tranchant est due a I’apparition des contraintes tangentielles dans la
section droite.

En général, la relation permettant de calculer la contrainte tangentielle est donnée par la
formule suivante (S x , étant le moment statique de la section) :

TS
"TTLb

Etudions la loi de distribution des contraintes tangentielles dans une poutre de section
rectangulaire.
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T max

I_bh3
12

Le moment statique de I’aire hachurée par rapport a I’axe X :

12

Construisons le diagramme de t d’aprés les 3 points :

D=0

3T 3T
T(y=0)=ﬂ=ﬂ
h
t(y=-3)=0

Pour une poutre de section rectangulaire, la contrainte tangentielle maximale se manifeste au
niveau de 1’axe neutre.

3T
Tmax = ﬂ

e Pour une section circulaire, la valeur maximale de T sur I’axe neutre vaut :
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4T
Tmax = 37R2

e Pour une section triangulaire :

3T
Tmax = B_h

La condition de résistance : T,,4, < [7]

[7] : Contrainte tangentielle admissible
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Exercices

Exercice N°1 :
Soit une poutre soumise a une charge uniformément répartie sur toute la longueur. Déterminer
les expressions des moments fléchissant M et de I'effort tranchant T et tracer leurs diagrammes.

g=1000daN/m

\ \ y y
LAY Ay
15m i\ S5m \||\ 1.5m

Exercice N°2 :
Soit une poutre soumise a une charge triangulairement répartie sur la longueur.
Tracer les diagrammes des efforts internes M et T.

=2P/L

A v v l l B
AN A

\ | N
| |

Exercice N°3 :

Soit une poutre en acier de section transversale ronde, comme le montre la figure ci-dessous.
1- Calculer les réactions aux appuis.

2- Tracer les diagrammes des efforts intérieurs tout au long de la poutre.

3- Pour la section ou le moment fléchissant est maximal, tracer la distribution des contraintes
normale et tangentielle tout au long de la section transversale de la poutre.

4- Déterminer le diameétre D de la section si [6]=1600 kg/cm2, [T]=1100 kg/cm?2.

Mz =60 kKN.m
q =4 kN/m |P— 20 kN

&

e

Jm Jm | 2m L
+ A 7 Y

e 2

Exercice N°4 :
Déterminer la fleche et la rotation maximale (fmax et Bmax) pour une console chargée par une
force concentrée a I'extrémite:

l 7
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SOLUTION SERIE TD N°04
Exercice N°1 :
Calcul des réactions d’appuis :
YXE =0 =R,+Rp=q.L=28000
Y M/A =02 Rg.5—1000(6,5)(%) + 1000(1,5)(2) = 0
= Rz = R4 = 4000 daN

Expressions des efforts internes :

-effort tranchant : q

Trongon : 0<x<1.5 BM

YE=0=>T+qx=0=>T = —qx

x=0 -T=0 lT

x=15 — T = —1500daN X

Trongon : 1,5<x<6,5 q

Ry—T—qgqx=0=>T=R;—qx > M

x=15 - T=2500daN /

x =65 - T = —-2500 daN 1> R \lT
X

Trongon : 6,5<x<8 q

Ry+Rg—T—-—qx=0>T=Ry+Rp —qx

x =6,5 — T =1500 daN

x=8 S T =0daN L> ¥R R .

- moments fléchissant:
Trongon : 0<x<1.5

2
ZM:O:»M(x)+qx§:():>M(x):_qx7
x=0 -M=0
x=15 ->M=-1125daN.m

Trongon : 1,5<x<6,5

Ra(x—15) =M —qx>=0=M =R,(x - 15) - ¢ %

x =15 - M =-1125daN.m

x =65 - M =-1125daN.m

T=0=x= I;—A = 4m donc My, = M(4) = 2000daN.m

Trongon : 6,5<x<8

Ra(x = 15) + Rp(x — 6,5) — M — qx% = 0= M = Ry(x — 1,5) + Ry (x — 6,5) — ¢ =
x =65 - M =-1125daN.m

x =8 - M =0daN.m
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-Diagrammes de M et T

0=1000daN/m

Y YV YV V VY /Y V VWV V )2 Y vV VV
Aé; B é;
\ 15m i\ 5m N 15m
A
2500
1500
T N
1500
2500
1125 1125
M
~
(D
2000
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Exercice N°2 :

Détermination des réactions :

YM/A=0=>Rz.L—q(L/2)(2L/3) =0
=> Rz =qlL/3=(2/3)P

2F=0 =Rj+Rz—qlL/2=0
=>R,=qlL/6=P/3

Expressions des efforts internes :

P XX P x2
To3taz=0=T=5"493

P/3

P Px? P 2P
M—-2x+q2ii=-0 s m=12 _2

3 L23 T3 6L

P Px3
M—Ex—ﬁ = M(O)—O ; M(L)—O
T(x)=0 = x=-% donc M —M(i)—oospL
(x) = x=7 onc My, = %) =0

\A\%ZPB

e
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Exercice N°3 :

1- Réactions aux appuis

ZFX:O:>RA,C=O

Z@:O = Ray + Ry = 44KN
ZM/A:O = Rp = 24KN

ZM/B =0 = Ry, = 20KN
R4y + Rp = 44KN & 20 + 24 = 44KN
2- Diagrammes des efforts intérieurs

Section 1-1 0<x<3m

2 - Mz
mMz= 60 kKN.m

q
(JAJ»LLL
= C Nx

X l Ty

F,=0=>T,=—4x d’ Lx=0=0
Zy_ TR GO (= 3) = —12KN

M,(x = 0) = 60KN.m

ZM/C =0> M, =60—-2x d'ou {MZ(X =3) =42KN.m

Section 2-2 3<x<6m

m:== 60 kN.m M

q =4 KN/m
(\LH,LJAIALLL\[AIALLL "

- A D"J Nx
1 3m feoev TV

X )
|

ZFx=o=>Nx=o
T,(x = 3) = 8KN

ZFy=o = T,=20—4x d'ou {Ty(x=6)=—4KN
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M, (x = 3) = 42KN.
ZM/D=O:>MZ=6O+20(x—3)—2x2 d’ {Z(x ) m

M,(x = 6) = 48KN.m

Ty=0:>x=5m

M 7% = M,(x = 5m) = 50KN.m

Section 3-3 6<x<8m

24 KN

ZFx:O:Nx:O

Z@:O = T, = —24KN

B _ . (M,(x = 6) = 48KN.m
ZM/E—O:MZ—24(8 x) dou{ M, (x = 8) =0

3- Distribution des contraintes

M™% = 60KN.m ; Tg° =0

M,  60.10*
o, (y)= V= T Y
64
S Ty-Slz(Y) _
T Lb(y)

4- Dimensionnement

o, <|[o]

6111,55.103
3

D <1600 =D > 15,63 cm
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B
Iﬁl _A_
L 3m . 3m L 2rﬁ:'_l
I b g
8T Ty (kN)
@ -
41| L.
12 4>
24
M (kN.m)
C ®
1y
S| fas
A)/ M;‘naxz 50
60
6111,55.10°D° 0
~_

6111,55.10°/D°

ox (kglem®) gy (kg/om?)
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Exercice N°4 :

Calcul du moment fléchissant :
Section:0<x<L

M=-F.x

Donc:

EIf" = —F.x
Intégrons la 1° fois :

2
EIf'=———+C=EIf
Intégrons la 2°™ fois :

3
EIf =— '6 +C.x+D
C et D seront déterminés par les conditions aux limites suivantes :
Pour :
x=L=f=0
Pour :

x=L=0=f=0

De la deuxieme condition on tire

. L? F.L?
0=-—-+C=C=—;
La 1°® condition donne:

F.I3 F.L3 F.L3
0=———+—-+D=>D=——

fmax €t Omax Ont eu lieu a I'extrémité libre (x=0) donc :

, F.0? F.I*\ 1 F.L?
emax:fmax: - 2 + 2 >E:>6max:ﬁ
F.0® F.I? F.I3\ 1 —F.L3
fmax_< 6 + > .0 - 3 >E=>fmax= 3E]

0 > 0 = la section tourne dans le sens antihoraire.

f <0 = lecentre de gravité de la section se déplace vers le bas.

x
u
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CHAPITRE V

Cisaillement

1) Généralité :

Dans le chapitre précedent nous avons étudié les contraintes tangentielles, engendrées
par un effort tranchant en présence d'un moment fléchissant. Nous allons maintenant
considérer les contraintes tangentielles dues a I'effort tranchant seul.

Ces contraintes tendent a cisailler la section et provoquent ainsi des déformations
angulaires. Si en pratique il est difficile de séparer les sollicitations les une des autres, il
est encore plus difficile de réaliser des deéformations de cisaillement dans sa forme
pure, elles sont généralement accompagnées de déformations de flexion. Cependant les
exemples considérés comme étant en cisaillement pur sont nombreux: les composants
des assemblages métalliques constituent la majorité.

-
-
-

I
I
1y

8

n/\-'ls
0
=~
14
444
A\

57
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2) Calcul des contraintes de cisaillement

Une piece est sollicitée au cisaillement lorsqu’elle est soumise a deux forces opposées qui
tendent a le séparer en deux trongons glissant 1’un par rapport a 1’autre suivant le plan d’une
section.

Considérons le cas d’un trongon de poutre d’une section S, soumise a deux forces opposées
comme le montre la figure ci-dessous. Nous avons 1’effort tranchant :

T=F

Et la relation entre I’effort tranchant et la contrainte tangentielle agissant sur la face de la
section s’écrit :

T = [[ tdS

Pour une distribution uniforme des contraintes sur le plan de la section I'équation s'écrira
donc:

F
T=tS =1=T/S l

On peut écrire aussi : < <

t=F/S FT

e
-

\-

\

\

\

J

— — ‘—.\I
\— -— ‘_.“.

i
| L

'
T

En réalité les contraintes tangentielles ne sont pas uniformément réparties sur le plan de la
section car elles s'annulent aux voisinages des faces supérieures et inférieures d'aprés la loi
de parité. Cependant cette formule est largement utilisée pour le calcul des assemblages
boulonnés rivetés ou soudés.
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3) Déformation de cisaillement

Dans la partie linéaire de 1’allure contrainte-déformation, il y a une proportionnalité entre le
glissement transversal par rapport a la section droite et la résultante des forces extérieures,
donc la fibre moyenne s’incline d’un angle y :
tany = y =dy/dx
On extrait directement la relation linéaire de 1’allure, qui s’exprime sous la forme suivante :
T=GYy

G : présente le module élastique de cisaillement ou le Module de Coulomb

Pour le cas de cisaillement pur, la distribution des contraintes est uniforme sur la section
droite, alors on obtient :

t=F/S
Donc:

vy =1/G =T/GS

BNy 7
A \K: dy
A
te . — s e —— . —
a \Q
At
0 14 o
Courbe contrainte-glissement Déformation due au cisaillement

4) Condition de résistance au cisaillement

Le calcul de cisaillement pur consiste a determiner la contrainte tangentielle Tmax dans
I'élément le plus sollicité et comparer cette valeur avec la contrainte admissible. La
condition de résistance au cisaillement s'écrit sous la forme:

T=T/S <Toegm = Te/S

s : coefficient de sécurité adopté du matériau
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Remarque :

Les essais ont montré que le rapport entre la limite élastique au cisaillement (t) et la limite

¢lastique a 1’extension (Ce) n’était pas constant pour tous les matériaux. A moins de posséder
les résultats d’essais précis pour le matériau utilisé, on peut admettre pour le calcul des
éléments en matériaux ductiles (boulons, rivets,...etc.) la formule suivante:

T=060

Exemple :

- Vérifier la résistance d’un boulon de diametre d = 3 mm, utilisé pour I’assemblage de deux
bandes d'acier comme le montre la figure ci-dessous.

- Calculer Frnax pour laquelle cette résistance reste vérifier.

Donnée: F=05KN ; Tam=15daN/mm?2

F
Solution :
- Vérification de la résistance :
T—F=0 = T=F=05KN
t=T/S et S=mnd*/4=m(0,3)*/4

= 7 =7,07 KN/cm?
- Calcul de Frax:
T=F/S<toqm = F<Stum
= F<@d?/4) tggm = Fnax = (0(0,3)%/4)15

= Fpoe = 1,06 KN
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CHAPITRE VI

Torsion

1) Généralités :

Si de tous les efforts internes seul le moment M est présent, il provoque une torsion. Ce
type de sollicitation est trés répandu dans les structures de meécanique et surtout au
niveau des arbres trainés par les moteurs. L'analyse des eéléments des structures de
génie civil soumis a la torsion est moins fréquente car I'existence du moment de torsion
entraine que les forces extérieures doivent obligatoirement appartenir & un plan
perpendiculaire a celui de I'élément, et cela n'est pris en compte que lors de
l'analyse des structures en 3-dimensions, comme par exemple [linstallation de
tuyauterie d'un systeme de refroidissement d'une centrale nucléaire ou d'une base de
pompage de pétrole.

Zy
1
|
]
L |
K%,Lﬁ '}" |
=
—— P —
— ~,
iy,
X

2) Contraintes et déformations

Lorsqu'on sollicite en torsion une poutre circulaire, on constate qu'une section
quelconque tourne dans son plan d'un angle proportionnel a son abscisse. Si l'angle de
rotation est petit, alors la longueur de la barre et le rayon de la section restent inchangés.

De plus, une ligne longitudinale sur la surface de la barre a-b tourne d'un petit angle vers la
position a-b', On constate qu'un élément rectangulaire infinitésimal sur la surface de la barre
de longueur dx se déforme en parallélogramme. L'angle de la déformation y est appelé:
distorsion exprimé par:
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tany = % Mx (_____\
al_ b/
bb' =rdy et ab =dx |' al 1?_ '.
C — —— —— A |
\ ~ '__K ) ~_de
"\;{ b
En tenant compte du fait que 1’angle y est petit on a b
assimilera tgy a y et on obtient alors : —b
=r d_(p C — — d
v dx — g
| -
| |
Z—:f est la rotation relative analogue a ATL dx

(déformation relative longitudinale)

D'aprés la loi de Hooke au cisaillement:

do

T=G6Gy = 1=0Gr—

dx

La relation entre le moment de torsion et l'angle ¢ peut étre obtenue sachant que les
contraintes tangentielles t réparties sur la section sont statiquement équivalentes a un couple

égal et opposé au couple de torsion My :

M, = jrrds
S

En substituant T par son expression

do
M, = frzGads
S

Finalement, la relation entre le moment de torsion et 1’angle

de
M, = Gafrzds
S

On reconnait dans cette expression le moment
quadratique polaire:
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— [ 2
I, = [ r*ds M a 1o
D’ou I'expression de la déformation angulaire ra -
relative: &
T
do _ M \ |
ds GI, W | j
A i /
La quantité G1,, est la rigidité a la torsion. \\K | <

d , .
En remplagant d—(: par sa valeur dans I’expression de

T on obtient :

Cette formule montre que les contraintes sont proportionnelles a la distance du point
considéré au centre de gravité de la section. On peut alors tracer le graphe de répartition de la
contrainte dans une section. La contrainte tangentielle est maximale sur les fibres extérieures:

MR
IP

pourr =R Tmax =

La quantite W, = %”est appelée module de torsion.
L’angle de rotation d’une poutre de longueur L peut étre calculé par :

L

M
Q= J—xdx
Gl,
0

Si la forme de la section et le moment sont constants alors:

Q= % (le glissement d'une extrémité par rapport a I'autre)
P

3. Calcul de résistance a la torsion

En plus de la condition de résistance, lors du calcul des barres a la torsion, on vérifie aussi la
condition de rigidité. Les deux conditions s’écrivent donc :

Tmax = Mx/Wt < Taam
Pmax = MxL/GLt < Padm

On admet généralement ¢ 4 = 0,3°/1m de longueur
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