Poutres Droites hyperstatiques, méthodes analytiques appliquées

Chapitre 111

POUTRES DROITES HYPERSTATIQUES,
METHODES ANALYTIQUES APPLIQUEES

3.1. Théoreme des trois moments

3.1.1. Définition

Une poutre continue est une poutre droite horizontale reposant sur plus de deux appuis simples
incompressibles. La poutre est soumise a des charges verticales, les réactions exercees par les
appuis sur la poutre sont verticales.

On suppose que les efforts sont nuls dans la poutre, en 1’absence de charges extérieures
appliquées.

AN JrAN JrAY Jra®

3.1.2. Notations
» Les appuis sont numérotésde 0an: Ao, ...., A, ....,A,
> Les travées sont numérotées de 1 a n.

R P P P,
A oA A oA T Al AL LA
:; /; ...... /; /; /; ...... /; /;
L1 N Li+l » Ln

"
L) G (n]

En conséquence, il y a (n+1) réactions d’appui et I’on peut écrire deux équations de la statique,
le degré d’hyperstaticité du systéme est donc égal a (n-1).

La particularité de cette methode de résolution des poutres continues est de prendre comme
inconnues hyperstatiques (n-1) moments fléchissants notés : My, ..., Mi.1, Mi, Mis, ..., M1
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Les valeurs de My et M, sont nulles puisque Ag et A, sont des appuis simples et qu’il n’ya pas
de couple extérieur appliqué en ces points : Mo=M, =0

3.1.3. Théoreme des trois moments
On considére le point A et les deux travées adjacentes numérotées i et i+1

IAYZ A YA Y

A 1 i-1 A - A+1 M”l

1 M 1

Mi.1, Mi, Mi.1 sont les trois inconnus hyperstatiques concernant les deux travées considérées.

En outre, on néglige ’effet de I’effort tranchant dans les calculs qui vont suivre, et seul va
intervenir ici 1’effet du moment fléchissant.

On suppose que les longueurs de travées L; sont quelconques, et a priori, EI peut varier selon la
travée. Pour cette raison, El sera indicé du méme indice que la travee : (El);

3.1.4. Mise en place du théoréme
Etudions la travée de longueur L;. On va calculer le moment fléchissant dans cette travée.
Soit, mj(x)

Ivli
[ \
vy L
Wi
y L N
m(X) va donc étre da :
» Aux charges extérieures,
> Au couple — M;_; appliqué a gauche de la travée,
» Aucouple M; appligué a droite de la travée.
Chargement Diagramme Equation
L
Charges exterieures M (X) =  (X)
L
Couple — M [ M=, (1:]
L; §
Couple M, UL | mMeo-mS
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Par superposition on obtient I’expression globale de m;(X).
On a pour la travée L;

m, (X) = 4 (X) + Mi.%+ Mi_l.[l—%j

Si I’on fait de méme pour les travées adjacentes L+ €t Liq

i+l i+1

Travée Lisp: m, (X) = 24,,(X) + MM.L+ Mi.(l—ij

Travée Li: m,(x) =g () +M, . ——+ Mi_z.(l—ij

i+1 i—1

Idée de la démonstration

» On va exprimer le potentiel en fonction des variables inconnues hyperstatiques My, ..

Mi1 LA Mn-l

1)

)

©)

*

> La structure étant hyperstatique, on applique le théoréeme de Menabrea en privilégiant le

point A; .

» Ce théoréeme fournit une équation dans laquelle n’interviendront que trois inconnues

hyperstatiques : Mi.;, M;, M1 .

C’est pour cette raison que cette méthode de résolution des poutres continues s’appelle : la

méthode des trois moments.

» En appliquant cette méthode a tous les appuis intermédiaires on obtiendra autant

d’équations que d’inconnues. D’ou, la possibilité de calculer My,
du systéme obtenu.

Démonstration

b 2
. : . m, (X
Pour chaque travée, le potentiel est donnée par : W, = f (%) .dx
. 2.(El),
K : Indice numeérotant la travée.
n n L m (X)Z
Pour I’ensemble de la poutre, onaura: W= > W, = Z I K
k=1 k=l 0 2'(E|)k

3.1.5. Application du théoréme de Menabrea a la structure compléte

On s’intéresse a ’appui A;, donc a I’inconnue hyperstatique M;

oW

= -0
oM,

.y Mp.1 , par résolution

(4)

(5)

(6)

(7)
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» On remarque que lorsque k = i-1, dans mj.;(x) n’intervient pas le terme M; , il en sera de
méme pour tous les indices inférieurs a i-1.

» M;intervient lorsque k = i, ainsi que k = i+1. Mais M; n’intervient plus lorsque k = i+2 ;

L

i+2

M2 00 = 4,500+ M +M,+l[1_ij
i+2

Il en sera de me”me pour tous les indices supérieurs k > i+2

» Si M n’intervient pas dans des valeurs de mg(X) , cela signifie que :

om, (x) _ 0 ()
oM,
ow ., .
Dans ce cas, oM s’écrit finalement sous la forme de la somme de deux termes

correspondanta k =i etk = i+1

Li Li+1
D’Oil, aW _ J' m (X) 8m (X) ] X + J' mi+l(x) . ami+1(x) .dX — O (9)
oM. 3 (El), oM, }UED,, T oM,
\ om.(x) X
D’ 1 —=— 10
apres (1), M L (10)
\ om._. (X) X

Etd’ 2), =1 11
aprés (2) M, 3 (11)

Soit donc ;

7 X || x dx
»([(#I(X)+M I+M (1—fjJEE +

Lis X X dx
‘([ (/JH_]_(X)‘FM Li+l +M'(1_EJJ(]‘_EJ(EI)|H :0

Expression dans laquelle figurent les termes en M. , Mi Mix

|_i
> Terme en facteur de M ; : j[l—iJ X _dx
oL L LB,
Li 2 Li+l 2
> Terme en facteur de M; : I[lj .£+ I [1—ij . dx
o\ L) (Bl g i) (EDig
i X X dx
> Terme en facteur de My : j 1- . .
0 I‘i+1 I‘i+1 (El)i+l
L 2 d
Onpose: a = 1= X
L ) (ED);
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On obtient trois variations,

b.M. , +(a.,+C)M, +b _ O L T X (1)
i-1 i+1 |+l :u|+1 LI (EI)H_l ) zu L| (EI) """""
Li+1 X L| X
b.M._,+(a,,+¢C)M. +b = (X 1—— U ¢
i-1 ( i+1 ) |+1 }[ lu|+l( ) ] (EI)H_l _([ zu L (EI) ( )
DM, + (3, + )M, +b ? (0.1~ j [0 X
M.+, +C¢)M, +b .M, —t,(X).| 1——— + e (3)
R i S L)@, (EI)
@, . rotation de gauche @, . rotation de droite
Diagramme Equation Diagramme Equation
Lisy Li
Wﬂﬂﬂmw M (%) = 44,4(X) o M () = 44,(x)
-1Il]:{ L
(1) b b MI l+(al+l+c) M +b|+l :a)i'+1_a)i"
X
M(x)=—|1- M(x)=—
( ) ( Li+l\J i
L
Liv ‘:':'IIIIZI]]]]]I@:“I
) 1 b M| 1+(a,+1+c ) M; +b|+1 :_a)iy-v-l_a)i"
-1|l]]]©]]]]]]]]:m> Aﬂﬂﬂﬂﬂﬂ]ﬁ]]
(3) Li+1 Li b MI 1+(a|+1+C)M +b|+1 —COH_1+CO
X
M(x)=—|1- M(X)———
( ) ( Li+1} i

Cette formule est appelée equation de Clapeyron ou équation des trois moments.
Le terme de gauche est par rapport aux appuis, celui de droite est par rapport aux travées.

o.,, : C’est la rotation a gauche de la travée de longueur Li.; supposée isostatique (Sur deux
appuis) et soumise au méme chargement extérieur que celui qu’elle supporte dans la

structure réelle.

C’est la rotation a droite de la travée de longueur L; supposée isostatique (Sur deux
appuis) et soumise au méme chargement extérieur que celui qu’elle supporte dans la

structure réelle.
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Cas particulier : Tres freqguemment, on rencontre en calcul de structure le cas des poutres a

inertie constante.
L L
(a suivre)

Danscecas: @ =2b =c¢ = !
3.(El);

3.1.6. Cas des appuis déplacables : (Tassement)

L’équation des trois moments s’écrit :
=0~ 0+ fiy— b

+C).M; +b, .M,

b.M;, + (@,
\ o V=V
O, 19(5)=f ==~
, V. -V.
Et i i+1
ﬂ|+1 LHl
. A_ ry A— A_ HA
< i-1 S i i+1 >t
ﬁi" R ﬂiIJrl
/\
L
&,y = 2.bi+l =C, = ——
3'(E|)i+l

Suite du cas particulier :

L, L., L, . . .

—+ )M +—E—M =0, -0+, f
6.EI,, ™ !

— M, +
o (3.Eli 3.El,,

=1 dou:

L L L L, . . .
— M. .+ +— 2 I\M +— M. =@ —w + L. -5
6.EI (3.EI 3.EI) ' eEIT T T Pia=P,

LM, +2.(L+L,)M +L, M, =6El(o

=@+ B )

i+1
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Sienoutre, L, =L ,=...=L (Travées égales).

M, +4M; + M, :6.—LEI-((0iI+1 _a)l +ﬂil+1 _:B.)

3.1.7. Exemples d’application

Exemple 1
Trouver les valeurs de M et M, pour la poutre représentée ci-dessous.
. P
YVVYVYVYVYVYVYY
/\ 1 2 / 3 /\
77z Y Y %
0 1 2 3
L L L
Solution

On note que My =M3=0
11 suffit d’écrire deux équations correspondant aux appuis 1 et 2, comme suit :

Appui i=0
b M +(a,+ 67)- M, +b.M, =, -,

Et puisque la travée est non chargée, ona: b.M,=m, =0

Appui i=1
0 . 0
B+ (3, +C)M, +b,M, =, >,
Appui i=2
0 0 " P
b, M, +(a; +C,) M, + b, M, = of, o, C
. ¥ Y Y Y YVYYVY
Donc - (a, +c).M, + bz.M2:+a)% 1 2 -1)
b, M, +(a; +¢,).M, = -, ’ L
a=2b=c= L
3.(El),
p.L2
S N O S =
13m0 2T3E 2T eE 0 2T % T3E e
Calcul des rotations
2 3
a,'zzz_g_klphl(_lj:_ P.L + |1
32 8 2 24.El
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Et de méme :
P.LC

®, =+
24.El

Le systéme d’équations est :

P.LC

P.LC

2.L L
— M +—M,=——
3.El 6.El 24.El
L 2.L
— M, +—M,=-
6.El 3.El 24.El
2
4M, + M2=—P'L
2
M, +4M, =
2
Alors, M1=M2=—P'L
20
Exemple 2

Trouver la valeur du moment My, pour la poutre continue, Figurel, représentée ci-dessous
Puis, extraire les valeurs de M et T pour la figure 2.

02
~ — ~
VVVVVVVVVVVVYVYVY ‘V‘V‘V‘VVVVVVVVVVVVVVVVV% ¥¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢iw
El; El, El
0 1 2
| L, >le =) > | L >
Figure 1. Figure 2.
Solution
/—ql q
WIS sssssivsesey
El; El,
0 2
I: L1 =I< L? :I
b M|1+M (a|+l+c)+b|+l :a)il+1_wi"

i=0 = by M7+ MO.(a1+%)+bl.M1=a)l'—;/0

i=1 = b.M,+M.(a,+c)+b,.M, :a)'2 _wl-.

=2 = DM, +M,.( +c,)+ bM; = of —w,
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3
Lom, + L w, -
3.El 6.E, 24.El,
3 3
RN VU DU S S VIR~ VU 1 S T
6.El, 3El, 3.El 6.El, 24.El, 24l
CE VR S VI
6.EI,) '  3El, ° 24.El,
1 O-Ls
M, + oM S )
3 3
iM0 - h+i M, + i.M2 I T (2)
2.1, T l, 81, 8l
2
1+ Im, + m, = - %L @3)
2 8.1,

Gy M,
=M, =
()= M, g8 2
(2) = L (_ql—l_f_&]"i'(Ll‘FijM + L, (_qz L; _&j_ qZ.L‘;’ 0
) 1
2.1 8 2 (PR 2.1, 8 2 8.1, 1,
4L, %L
41 4l
M, =——1 2 3
— M 3L, 3L, ®)
Il IZ

Afin d’obtenir I’exemple de la figure 2, on doit supposer que I’exemple de la figure 1 est
symétrique (C'est-a-dire que toutes les caractéristiques mécaniques et géométriques de deux

travées sont égaux.

0,=0,=9
L=-L-L
=1, =1

On remplace ces valeurs dans la relation (3), on trouve :

3 3

q.L +q L
4.1 4.1 L2
M, =- =—0.—
3.L +3.L 12
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Tant que I’exemple de la figure 1 est symétrique, on peut écrire:

wi{spo ) (530

L
T(x):q.E—q.x .
T(L)=-0.—
(L)=-03
ON
Exemple 3

Tracer le diagramme de M pour la poutre continue mentionnée ci-dessous, en tenant compte
que I’appui B a subit un affaissement de 1 cm.

52 & B &
< 12m . 10m . 8m
El : Cste.
Solution
A B C D
EI AN " //Zé; AN
o "
- (,;1\\ //182
’I_I\’;
0,01

- =——-=0,00083
A==

. . 0,01
=—f, =———==-0,001
pr=—F =

b.M, +(Ci +ai+l)'Mi +b,, M, = a)||+1 _a)l + il+l+ﬂi"

N.B.
Dans le cas d’une travée non chargée; = o, =, =0

10
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=l = (132 130jM 1OM —0,001-0,00083

i=2 = (%) (10 8]M =-0,001

= M, =-0,02259.10"
M, =-0,01039.107

(W)

0,22.10°°

Exemple 4

Trouver la valeur du moment My, pour la poutre continue, Figure 1, représentée ci-dessous
Puis, extraire les valeurs de M et T pour ’exemple de la figure 2.

P1

r— P,
- ~a
dIIdlidliidy, suuuuuuu
4  ElL El, El Jras
0 1 2
| Ly >l L, >| | L >
Figure 1 Figure 2
Solution
Moment de flexion M,
/—Pl P,
o0 T 0o,
El El,
L, L, .2

Méthode de trois moments

b.M_,+M.(a,,+C)+b.,.M,,

i+1" g, —a

i=1 = bM;+M,(a,+¢)+h

W, — @,
a, +C

= M, =

11
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' PZ'L:; . v PlL:lg . _i _L
= TE, 0 T T aE, O T3EL T *273E,
_RL _RLU PL_PL 2
= M, = I, l, = M, = 8.|L I_8.| _ P.L
G S
L, |, [
%
Valeurde Met T p
P_p_p JIIIIIITIIIIINIIIINIIIININIIG
172" L El i El JrAS
R *) | . .
L, =1,= ' - .
PL LE 2 @ @ ( Symétrie ) @
() = M- L L= )
EElE
8. —+
|
—pL? ~
=| My=— ¥YIPIIII111110)
b E /;/5\;;
M(x)=(&.x—P.X—2j_PL2.(1—ij ’ I i
2 2) 8 L | | |
| |
T(x):%—P.x % PLZH%\ | |
LR i e
5L = e | g
pour (T=0) = x:? i‘i" : ________ :rEI
oM :M(g]:gpﬁ | i i
e 8 ) 128 !
L @ SF;L = T:ZO) :3PL
(M=0) = x=— | | 5
4 I SL | 3L 1 8
(Lj 3.PL ' 8 4. 8 |
>T = |=——— e te
4 8

12
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Exemple 5
A l'aide des équations de 3 moments, trouver les eléments de réduction de la poutre ABCD.

100 kn 20 kn/mi
n/m
10 kn/ml -
YYYYYYYYYVYYYY YYYYYYYYYYYYYY
A I B 21 Coy 31 D
0 6m 1 45m  45m 2 12m 3
L]_ L2 L3
Solution
My + (@, +6)M; +b, M, =0, —o
Appuii=0
b0.|\/|_1+(a1+co).|\/|0+b1.|\/|1=a)i—a)(; (1)
= a,.M,+b.M, =0,
Appuii=1
bl'M0+(a2+C1)'M1+b2'M2 :wé_wil (2)
Appuii=2
b,.M, +(a; +¢,).M, +b,M, = 0, — w, 3)
I‘i
ai = i = i =
3.(ED),

a1 = Ll H az - LZ ] a-3 = L3 1

3.El 3.El, 3.El,

L

bl = Ll ; b2 = Lz ; b3 = 3 ;

6.El, 6.El, 6.El,
C = L ; C,= L ; ¢,=0 carL,=0

3.ElL 3.El,

Liy=6m , L,=9m , L3:12m

Alors,
= a=oo A=
El, = % 2El,’ 3.El,
_L b, = 3 b= 2_.
El 4.El, 3.El,
c :i C, = 3
YCEL, TP O2EL

13
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Calcul de rotation @

Pour évaluer les valeurs des rotations, on peut utiliser I'une des méthodes analytiques

précédentes (Verechtchaguine, ... etc.).
(1) (2) 3)
100 kn
10 kn/ml 20 kn/m
YYYYYYVYYYYYYYY _
- L; =6m g 5 L, =9m . L;=12m
45 225 360
1 1 1
© O ©
o1 @ w3
@ ‘1 @ ‘l @ 1
o1 s w3
: 90 : 506, 25 1440
(A b =T W3 ==
El 2.El 3.El
.90 . 506,25 1440
a)l = — ) = a)3 - -
El 2.El 3.El
Alors,
2 1 90
-Cas(l): —M,+—M,=—— = 2M,+M,=-90
(1) oMot Mi=—5 o+ M,
-Cas (2): i.M0 +L.Ml+i. ) __90_506,25 = M, +ZM1+§M2 =-343,125
El 2.El 4.El ElI  2.El 2 4
- Cas (3): i.Ml+i. 2=—506’25—% E.M1+£M2=—733,125
4.El 6.El 2.El  3.El 4 6
2M, + M, =-90 M,=-26,4 kn.m
4M, + 14M, + 3M, =-13725 ={M,=-37,2 kn.m
0,75.M, + 2,83.M, =-733,125 M, =-249 kn.m

14
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Y
132 *
81,75
2355

Efforts tranchants
M (X) = () + MO.(l—If)+ Ml.lf

du(x -
T(x)= A( )+M1 M,

dx |
M, —-M

T(X)=%T, +%
T, - P_.I+—37,2—(—37,2) _ 282 kn

2 6
T, = _P_"+ —87,2-(=31.2) _ -31,8 kn

2 6
T - E+ -249-(-37,2) _ 265 kn

2 9
T, =P, 228920802 a5

2 9
Réactions d'appuis
R,=28,2 kn
R, =58,3 kn
R, =213,5 kn
R,=93,3 kn 140

28,2 26,5 Eg
@ Rl s il
31,8
-73,5 )

-99,3

15
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Exemple 6

Tracer le diagramme de M pour la poutre continue représentée a la figure ci-dessous.

5 <
1 |

I: 1 N 4 I‘ 4 :I: 4 :I: 1 :I
Solution
b.M;+ (@, +¢).M;+b,, .M, = a)i'+1 _a)u
Appui i=1 b.M,+(a,+¢,)M,+b,M, =, — @,
Appui =2 b,.M, +(a; +¢,).M, +b,.M, = @, — @,
Travée non chargée = @, =w,=w, =, =0
a=2b=c= L
3.(El),
4 4
b =b, Y A A R Y=
10
[ <——
5

1

fe—
=
S
=
S
15

MO(X)=5 Ms(X)=15
2 4 4 2 1
5(5)4—(54'5} M1+§.M2:0 Mlz—g
2 4 4 2 - 11
§M1+(§+EJM2+§(15):0 M2 :—E

16
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Exemple 7
Tracer les diagrammes de M et T pour la poutre continue représentée a la figure ci-dessous.

80 kn 4
N
3 po s p
0 1 2 3
3 o1 5 9 5 5 2 R
Solution
M, + M. (8, +¢)+b M, =0, ~o

i=0 = b M +M(a,+ %) +hM =0 - of)

i=1 = b.M,+M,(a+c)+bM,= ¢ —a,

i=2 = b,M,+M,.(a +c,)+ bM; = off — o]

a=2h=c = L
3.(El),
4 4 2
4=6 3.El by 6.El 3.EI
a,=c - b N
2 7% 3El " % 6.EI
e 5 b — 5
% =G 3El ' 7 B6.EI
p.a 80.3 50
= L-a)(2L-a)=————(4-3)(24-3)=——
! 6.EI.L( ) ) 6.El (4-3)( ) El
. pa 80.3 70
= L-a)(L+a)=———(4— 3)=—
ﬂ.l\/l0 + E.Ml =-50
3 3
E.M0 + (ﬂ+§).Ml + §.M2 =—70
3 3 3 3
§M1 +(E+EJ.M2 +E [—EJ.M\?: 0
6 3 3 6\ 3

17



Poutres Droites hyperstatiques, méthodes analytiques appliquées

M, =—28,290
1 1 x*
M, =-18,418 M (X)==Xx2X>X=——
M, = 4,934 X 2 4 12
2= 4 ,[T(0)=0
M, =-1,33 _
v X)=—= 8
3|T(2)=2
Travée 0—1 —r 3
0<x<3
M (x)= 22 x 28,20 (1% |-18,418.%
4 4 4
M (3)=39,114
T (X) =20+ 28;129 - 18,418 =22,468
3<x<4
M (x) :%.X—SO.(X—3)—28,418.§
T(x)=20-80+ 2229 1848 _ o555
4 4
Travée 1 -2
0<x<5
T(X)=18,:l8+4,937 _ 4,671
Travée 2 —3
0<x<5
T(x):—@—ﬁz—l,zsm
5 5
28,29
wﬁﬂm\ a
@ \ 2\ 7AN
=3 ="
+
4,937
139,114 2 666
22,46 ’
@ I & o .-

1,2534

57,532

18
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3.1.8. Exercices
Tracer le diagramme de M et T .

|« a >« 2a »le a »|« a »|
q P 2P,
B |
e 2a »le a >l a »le a »|
P q\/\
v
O s s 5
» 2a 0 2a e 2a 0 a .
q
3 o
® ; y
3q_
.

\
| L Fo L/2

p

L/2

A4

19
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3.2. Méthode des Foyers

3.2.1. Hypothéses
1. Toutes les travées sont non chargées, on écrit: = o, =@, =0

2. Tout déplacement d’appui est non admissible.
3. Le dernier appui (n) est chargé par un moment extérieur Mn.

Ll L2 .......... LI LI+1 .......... Ln-l Ln
. R I Y
- : : _

0 1 2

© o ® @ CEENO

Pour I’appui,

i=1: (c.+a,).M,+b,M, =0 1)
i=2: b,.M,+(c,+a,)M,+b,M, =0 2)
i biMi—1+(Ci +a'i+l)Mi +b M, =0
n-1 b,.M, ,+(c,,+a, )M ,+b M =0
M. . M
On pose, ¢ =_M_:l d’ou, ¢, =—M—i
W b
1 ML b, =0= ¢, = —2
( ) :>(C1+32)M ¢2 2 :>¢2 (C1+3.2)
2) =b, M +(c,+a,) —M{ +h, —M{ =0
#, ¢,
b b,
Ol = ¢ = '
’ C2+a3_b2¢2 Ci.ta _bi-1¢|—1

Apres application d’'un moment extérieur Mn, sur I’appui extréme droit de la poutre continue,
le diagramme des moments de flexion pour chaque travée aura I’allure d’une droite ; la travée

étant non chargée (1(x )=0).
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On isole la travée (i)
On définit le point Fi, c’est la Foyer gauche. Il s’agit du point de moment nul.

M., G F
) = —— =2 — 1= 1 >0
e

Les Foyers droits : de facon analogue, ici on applique le moment extérieur Mg a I’extrémité
gauche.

n-1 =b, M ,+(c,,+a, )M, =0 3)
n-2 =b, M, ;+(c,,+a4, )M, ,+b .M _, =0

i =b, M, +(c; +a,,)M, +b

i+2L"\/I i+ O
Onpose: ¢ =-— M _ R 'G‘_ dou, 4 =0
M i-1 Gi—l'Fi
De(3)ona:
. , b
b,M. ,+(c ,+a )(—4,M, ,)=0 =>¢  =—20L
n-1 n-2 ( n-1 n)( ¢n—l n—Z) ¢n—1 Cn71+an

b, .

¢ = PP Pour Foyers droits.
G +ai+1_bi+l i+1

b.

¢ = e O PP Pour Foyers gauches.

On note que la position du Foyer est seulement liée aux constantes mecaniques de la poutre.
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3.2.2. Détermination des moments aux appuis pour une seule travée chargée

Supposons que la travée (Gi.1 , G;) est la seule travée chargée.

byl

pres " B 5
@ O

> S pra

A gauche de appui Gi; :
M i-2 — _¢i—1M i-1
M i-3 — _¢i—2Mi—2

A droite de I’appui G; :
M i+l _¢i+lM i
Mi,, = _¢i'+2M i+

i-1 b .M, ,+(c,,+a )M, ,+b.M, =¢ -0 (4)
i b M, +(c; +a )M, +b, ;. M, , =0-a (5)
__M i-2
¢iil_ M i-1
De (4),ona: b .M, .4,+(c,+a)M_,+b.M =g (6)
M.
¢Ii+1 =——

M.

De (5),ona: b.M,, +(c +a,, )M, —b_ .4 .M =—a 7)

+17 0 1
On déduit de (6) et (7) que
. "

f‘+,
¢
1

i-1

M, =——.
b

w'<0 w'=-o
®">0 ®'>0 on change le signe
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Ainsi en utilisant ¢ et ¢, on pourra déterminer tous les autres moments, c'est-a-dire les
moments restant.

Cas particuliers (Evaluation de la valeur du moment sur appui)

» Pour le cas d'une poutre continue ayant une travée extréme droite (derniére travée) chargée
et dont l'appui extréme soit simple ou double, voir la figure ci-dessous, la valeur du
moment sur lI'appui (n-1) sera calculée en utilisant I'expression suivante:

M =——n
n-1 bn ¢n
.................... YYYY
A S Y &4 JriY
0 1 2 i-1 i i+1 n-2 n-1 n

» Pour le cas d'une poutre continue ayant une travée extréme gauche (1ére travée) chargée et
dont le premier appui soit simple ou double, voir la figure ci-dessous, la valeur du moment
sur l'appui (1) sera calculée en utilisant I'expression suivante:

M1 = _1'¢1
b,
(YYYYY e
A B A Jras
0 1 2 i-1 i i+1 n-2 n-1 n

Principe de la méthode

Il est préférable d'utiliser la méthode des Foyers aux poutres continues hyperstatiques ayant
plusieurs travees ; (4 travées et plus).

(a) glJ‘VVVVW /% l l l \(\(V\(\(‘k
® @ @ 60 @& 06
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%rvv YY 7
/

© =
®
® ¥
(@ ¥
® ¥
©

(+)
g l f
— & & & & !
© O G ® O 06
(+)
\ B! f
| AN Jray ey v
© O O ® ©O 6
(+)
\ YYYYY
& & & v

© o o6 66 v 06

L’étude de la poutre ( a ) se fait par application du principe de superposition des charges.
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3.2.3. Exemples d’application

Exemple 1

Tracer le diagramme du moment

Solution

e 3 3 e 3 4.3 ,83., 3
M —31.1=—§ -15 tm
2 2
¢i= bi ai=2bi=Ci=I_i
Cata —b.d, 3EI
Comme les appuis aux extrémités sont simples : ¢ =0
Foyers gauches
4
b ——Dr —_2 00857
C1+a2 §+ﬂ
3
b 6
i) 3 =0,2333
Pogta by, ﬂ+§ ﬂo 2857
3 3 6
4
é b, 6 0,2334
4
C,+ag—bg 3,4 3 .0,2333
3 3 6
3
b 6
& = £ =0,2344
"o ta—h, ﬁ+§ 503007
3 3 6
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3
b 6
4 = 5 _ =0, 2656
° C5+a6_b5¢5 §+§—§,O,2344
3 3 6
4
b 6
4 = 7 _ =0,3029
! C6+a7_b6¢6 §+ﬁ—§0,2656
3 3 6
Foyers droits
b
¢i= I
C+a,— bi+l i+1
3
g = =505 =0,2143
Co+a, 3.4
3 3
3
b 6
b = 5 _ =0,2510
° Cs +a5 — by §+§—§.0,2143
3 3 6
4
b 6
&, = 4 _ =0,3020
) C, +a; — by ﬂ+§—§.0,3020
3 3 6
> 1° Cas
5

M, =5
M, =—¢M, =—(0,2344).5=-1,172

M, =-¢,M, =—(0,3008)(-1,172) = 0,3525

M, =—¢,M, =(0,2345)(0,3525) = -0,0827

, =—¢,M, =—(0,3020)(-0,0827) =0,0250
M, =—¢4M, =—(0,2510)(0,0250) = -0,00627
M, =-@M; =—(0,2143)(-0,00627) = 0,00134

<
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> 2°™ Cas

3 4 3 03 3,3, 38 08 03 .3,
M, =-15
M, =—#,M, =—(0,3029)(~1,5)=0,4543
M, = —¢#,M, = —(0,2656)(0,4543) = -0,1207
4——¢5M5 —(0,2344)(~0,1207) = 0,0283
M, =-¢,M, = —(0,3007)(0,0283) = -0,0085
M, = —¢;M, = —(0,2333)(-0,0085) = 0,0020
M, = ¢2|v| =—(0,2857)(0,0020) = ~0,00057
M, =0
> 3™ Cas
3
YYVYVYVY
e B A Jros oS
0 1 2 3 4 5 6 7
3 4 3 008 3,3, 3 03 03 .3,
M, =0
%——&/a) _ o _3'(4)3_ 8
¢, b, | 24El 24El  24El
M, = _8.0,2029 _ 36348
6
M, =@M, =—(0,2656)(~3,6348) = 0,9654
M, = -¢M, = —(0,2656)(0,9654) = -0, 2263
M, =-¢,M, = —(0;3007)(-0,2263) = 0,068
M, = —¢,M, = —(0,2333)(0,068) = -0,0159
M, = -¢,M, = —(0,2857)(~0,0159) = 0,00454

1

27



Poutres Droites hyperstatiques, méthodes analytiques appliquées

> 4°™ Cas

| 3 [l 3 [} 3 ( 3 L 3 \ 3 N 3 , 3 | 3 |
o, 50 50
‘o, v v
Mgz_i A __ 1 0B302El El _ ;544
b, 1 4 4 1 }
o 6EI 0,302.0,3007
_50
CEl
-
“El
o 50
 + _
M4:i ¢4 1 03007 _ 17 49
b 1 , 4 1
b0, 6 0,3007.0,302

M, = —¢,M, = —(0,2333)(~17,314) = 4,0393
M, = —¢,M, = —(0,2857)(4,0393) = ~1,154
M, =0

M, = —#M, = —(0,2510)(-17,421) = 4,3726
M, = —¢;M; = —(0,2143)(4,3726) = -0,937
M, =0

Moments finaux

M,=5+0+0+0=5 tm

M, =(-1172)+(-0,00057)+(0,00454)+(-1,154) = 2,322 t.m

M, =(0,3525)+(0,0020)+(-0,0159)+(4,0393) = 4,3779 tm

M, =(-0,0827)+(-0,0085)+(0,068)+(-17,314) =-17,3372 tm
M, =(0,025)+(0,0283)+(-0,2263)+(-17,421) = -17,594 t.m
M, =(-0,00627)+(-0,1207)+(0,9654)+(4,33726) = 5,211 t.m
Mq =(
M, =(0

2

3

6

0,00134) +(0,4543) + (~3,6348) +(~0,937) = —4,116 t.m

)+(~1,5)+(0)+(0)=—-15 tm

7
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Diagramme du moment

Exemple 2

- Trouver les valeurs des moments et de I’effort tranchant pour la poutre continue représentée
ci-dessous.

- Tracer le diagramme de T et M.

y

Y El };/”A»; El }% El AN El };é; El AN
0 1 2 3 4 5
3 . 4 5 6 7

»le »le »le »le |
< Pie b e e Pie >

Solution

B e T A v BT A

Afin d’obtenir les effets intérieures, il faut calculer les Foyers gauches.

Foyers gauches

¢ = bi 8= 2'bi =G :i
Ci—l+ai _bi-1-¢i-1 3'E|i
go— b B 1 45
Co +a1_bo-¢o aQ 2
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4
b, 6 8
=—=0,32
%TCrahg 3,431 2
3 62
5
b 6
é d —0,299
© Cyta,—bg, 4.5 48
3 3 625
6
b 6
é i —0,2926
Y Cita, b, §+§ §0299
3 3 6
”
b 6
4 _ _0,2887
 C,+a b, §+Z 902926
3 3 6

. M
i=5 = ¢5:—M—4: M, =-M,.4,

5

M, = —(—%).0, 2887 =0,3849 kn.m

M, =-0,3849.0,2926 =-0,1126  kn.m
M, =—(~0,1126).0,299 =+0,0336 kn.m
M, = —(—O, 0336).0, 32=-0,0107 kn.m
M, =—(-0,0107).0,5=+0,00538 kn.m

Efforts tranchants

R

0 M,
T(X)— (’U(X))
OX L
Travée 0 -1
_ _ O<x <3
T, .- 0,0107 0’00538=—O,00536 Kknm X
3 1(x)=0
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Travée 1 -2
0,0336—(-0,0107 0<x,<3
T.,= ( ) =0,011 kn.m 2
,U(Xz) =0
Travée 2 -3
_ _ 0<Xx,<3
T, = 2HD-0090 450992 knm ’
5 ,U(Xs) =0
Travée 3-4
0, 3849—(—0,1126) O<x,<3
T374 = = O, 0829 kn.m
6 /U(X4) =0
Travée 4 -5
_ _ O<x. <3
T, - 1,3333-0,3849 __0.245 kn.m 5
#(%)=0

Réactions d’appuis

Ro = 0,00536 kn.m
Ry = 0,01636 kn.m
R, = 0,04020 kn.m
R;= 0,11210 kn.m
R4 = 0,32790 kn.m
Rs = 2,24500 kn.m

@ 0,0829

0,011 ;:LFH \\
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Exemple 3

- Trouver les valeurs des moments pour la poutre continue représentée ci-dessous.
- Tracer le diagramme de M.

lP=70t g,=2t/ml :=1.5t/ml
YYYYYYY wl%\
4> El 4y Bl 4y El El El 4% El s El
0 1 2 3 4 5 6 7
A, 3 o4 4 5 e 4 . 4 3 15
Solution

Comme I’appui ( 0 ) gauche

Foyers gauches

estsimple: ¢ =0

. _+ : ai:ci:2bi=L
c,+a —-b.¢ 3El,
4
b 6
¢ — 2 = :0,25
? C1+a2_b1¢1 ﬂ+ﬂ—0
3 3
4
b 6
p 3 - =0,2666
o +a,—b,¢ ﬂ+i—ﬁ.0,25
3 3 6
5
b 6
4, = A - =0,29527
C,+a —b3¢3 ﬁ+§ ﬂ .0,2666
3 3 6
4
b 6
4 ;5 - =0,24207
c, +as—b,g, §+ﬂ § .0,29527
3 3 6
4
b 6
4 5 — =0,2661
Cs + a5 — by ﬁ+ﬂ ﬂ024207
3 3 6
3
b 6
4 = ; — =0,2319
a, —b;d; ﬂ+§ ﬁ .0,2661
3 3 6
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Foyers droits

.
| G +ai+l_bi+1
Comme I’appui ( 7 ) droit est simple : ¢, =0
4
. b 6
é = L= =0,2857
’ Ce+a7_b7¢7 ﬂ+§_0
3 3
4
- b 6
4 = . =0,2692
Cs +8; — by, ﬂ+ﬂ 4 .0,2857
3 3 6
5
. b 6
¢, = =0,29545
Cta b 5, 4 4, 569
3 3 6
4
. b 6
4 s =0,24209
8,-bgy 4,53 5 9545
3 3 6
4
. b 6
?, — =0,2661
C+a—bg 4.4 450500
3 3 6
4
- by 6 _
4= = =0,2678
C,+a, —b,4, ﬂ+ﬂ ﬂ02661
3 3 6
> 1% Cas
g;=1.5t/ml
\
A Bl A B &y v L B 4y B 4y Bl &y E
0 1 2 3 4 5 6 7
le—>le 3 »le 4 >le 4 »le 5 »le 4 »le 4 » 3 »le 15,
M, ——15151115— —0,5625 t.m
2 3
_ Mifl
)

i=7= M, =—-¢M, =0,13044 tm
i=6= M, =—¢,M, =-0,0347 tm

i==

M, =—AM, =0,0084 tm
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i=4= M,=-¢,M, =-0,00248 tm
i=3= M, =-¢M,=0,000661 t.m
i=2= M, =-¢,M, =-0,000165 t.m

i=1= M,=0
> 2°™ Cas
g,=2t/ml
YYYYYYY
4> El 4y Bl 4y El El Bl 4% El &5 B 4y
0 1 2 3 4 5 6 7
WLy 3 4 4 05 . 4 4 3 15
_Al3
Elo, =-1041 | -9t
24El
Elw, =-10,41
o+
1 ¢
M, =-— | = M, =M, =-28473 tm
b i—l
Ao

M, = —¢,M, =0,75909 t.m
M, =—¢,M, =—0,18977 tm
M, =0

M, =—¢M, =0,76649 tm
M, =@M, =—0,21898 t.m
M, =0

> 3°™ Cas

lP=70t

4> Bl 4y B4y B 4y B 4y B 4y Bl &S B4y
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M, =—4,M, =4,67644 tm
M, =—#M, =—1,25889 t.m
M, =—#M, =0,37194 tm
M, =-4M, =-0,1001 tm
M, =—4M, =0,0286 tm
,=0

<

Moments finaux

o
Il
o

(—0,000165)+(—0,18977)+(-17,574)=—17,7639 tm
(0,000661)+(0,75909) +(4,67644) =5,43619 t.m
(—0,00248) +(—2,8473) +(—1,25889) =—4,10867 t.m
(0,0084)+(—2,8473)+(0,37194) =—2.46696 t.m

(

(

(

=

2

w

~

—0,0374) +(0,76644) +(~0,1001) = 0,63169 t.m
0,13044) +(~0,21898) +(0,0286) = —0,05994 t.m
—0,5625)+(0)+(0)=-0,5625 tm

o

(2]

LT £ I 2 2 2 LKL
Il

~

Diagramme du moment
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Exemple 4

- Trouver les valeurs des moments pour la poutre continue representée ci-dessous.
- Tracer le diagramme de M.

El : constant
2 10 10 15 10
I YYYYYYYYY l‘
B B B B A B B 5
e 1 e 3 >le 4 »le 4 »le > ‘!!2‘!:4 rlesle 4 e > >le 3 Pledle L5 >
Solution

Comme les appuis aux extrémités de travée continue sont simples: ¢ =0

. =0

Foyers gauches

| = b ai:2.bi:ci:i
Ci—l +a — bi—1-¢i—1 3'E|i
¢1 =0
b,
¢, = =0,2857
Cl +a, - b1¢1
¢, = b, =0,2692
Cz +a;— bz -¢2
¢, = b, =0,2954
C,+a,—-h,.4,
¢ = b, =0,3262
C,+a,—-b, .9,
¢, = b, =0,187
Cs +a— b5-¢5
b,
¢, = =0,2898
Cy+a, — b4
¢, = by =0,2416
C7 +a5— b7 -¢7
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Foyers droits

¢i': i

Ci T+, — bi+l'¢ll+1

vy

5 ., 3 .1, 15

M, =—¢.M, = —(0,232).(-1) = 0,232

M, =—¢,.M, = —(0, 2657).(0, 232) = —0,0616

. =—¢.M, =—(0,2363).(-0,0616) = 0,01456

M, =—¢,.M, =—(0,2153).(0,01456) = —0,003136
M, =—¢.M, = —(0,3472).(~0,003136) = 0,001088
M, = —¢,.M, =—(0, 2408).(0,001088) = —0, 000262
M, =—¢..M, = —(0,2777).(-0,000262) = 0,0000728

<
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> 2°™ Cas
2
YYYYVYYY
el 3 “ 4 4 .5 2 4.2 4 5 . 3 1 15
3 3
o = q.L :2.(3) _2 25
24El 24
M, =0
1=_a)1.¢1:_2,25.0,232:_1,044
b, 3
6

M, =—¢,.M, =—(0,2657).(—1,044) = 0, 2774

M, = —¢,.M, = —(0,2363).(0,2774) = -0,0655

M, = —¢,.M, =—(0,2153).(-0,0655) = 0,0141

M, =—¢,.M, =—(0,3472).(0,0141) = -0,0049

M, = —¢,.M, =—(0,2408).(-0,0049) = 0,001179
M, =—¢,.M, =—(0,2777).(0,001179) = -0,000327
M, =0

> 3°™ Cas
10 10

A B A A B B B A 5

» 1 y 3 e 4 e 4 e 5 ‘"‘29: 4 " %‘ 4 e 5 e 3 ” 17, 15 .
Elw, =-60
Elw, =60
Ay g 0% 3?262
R N RN VI ' - 11,872
b1 8 1 1
” 6 0,3262.0,3472

M, =M, =-11,872
M, =—¢,.M, = —(0,2954).(-11,872) = 3,507
M, =—¢,.M, = —(0,2692).(3,507) = —0,944
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M, =—¢,.M, = (0, 2857).(~0,944) = 0, 2697
M, =0

M, = —¢.M, = —(0,2408).(-11,872) = 2,8587
M, =—¢,.M, =—(0,2777).(2,8587) = —0,79388
M, =0

> 4°™ Cas

\
2B B B B B B B B

»le 4 »le »le 5 »]l 2;l4 IA%I: 4 »le 5 »le 3 >l le 175 |

Pie Pie Pie Pi¢ L i Pl 1 (] 1l

<
©
I
[
[EEN
($2]

M, =—¢,.M, = —(0, 2416).(~15) = 3,624

. =—¢ .M, =—(0,2898).(3,624) =—1,05

M, = —¢..M, = —(0,187).(~1,05) = 0,19639

M, = —¢, .M, =—(0,3262).(0,196) = —0,064

M, =—¢,.M, = —(0, 2954).(-0,064) = 0,0189

M, =—¢,.M, = —(0,2692).(0,0189) = —0,00509
M, = —¢,.M, =—(0, 2857).(-0,00509) = 0,001455
,=0

<

<

> 5°M Cas

A B b A B A B B B

5 2,4 .2 4

»le 5 | 3 >l

L 15

M, _ o
23 by
~Elw, =-9,375

~ 9,375.0,2416
e

6

M, =-3,3975
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M =—-¢,.M, =—(0,2898).(-3,3975) = 0,98459
M, =—-¢,.M, =—(0,187).(0,98459) = —0,14812

. =—¢ .M, =—-(0,3262).(-0,14812) = 0,06

M, =-¢, .M, =—(0,2954).(0,06) =-0,0177

M, =—-¢,.M, =—(0,2692).(-0,0177) = 0,004776
M, =-¢,.M, =—(0,2857).(0,004776) = —0,00136
=0

<

<

0
Moments finaux

M, =(-1)+(@0)+(0)+(0)+(0)=-1

M, =(0,232) + (-1,044) + (0,2697) + (-0,00136) + (0,001455) = —-0,5422

M, =(-0,0616) + (0,2774) + (—0,944) + (0,004776) + (—0,00509) = -0, 7285

M, = (0,01456) + (-0,0655) + (3,507) + (-0,0177) + (0,0189) = 3,457

M, = (-0,003136) + (0,0141) + (-11,872) + (0,06) + (0,064) = 11,865

M, =(0,001088) + (-0,0049) + (—11,872) + (-0,18412) + (0,19639) = 11,863
M, =(-0,000262) + (0,001179) + (2,8587) + (0,98459) + (—1,05) = 2,794

M, = (0,0000728) + (—0,000327) + (-0, 79388) + (—3,3975) + (3,624) = —0,5676
M, =-15

Diagramme du moment

15
11,865 11.863
1
/ﬂ,rrm\ 0,54 0.r28 0%7\6 h\
AL 4 P AT
3,457 2,794
4 4 5 4 5 . 3 1. 15
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Exemple 5
- Tracer le diagramme de M et T pour la poutre continue représentée ci-dessous.
El : constant
1 KN/ml 2 KN
*VVVVVVVV YYYY
\ 1 R
0 1 2 3
e 3 »>le 2 »le 2 >le——>]|
Solution
M,=21=2kn
3 1
=2b=c=—=—
a=2h=6 3.El El
4
a,=2b,=c,=——
27 7 3El
2
= 2.b =C, =———
T
Foyers gauches
b,
b= o
i1t e~ bi—1'¢i—l
¢ = # = 1 =0,5
Co +a _bo-¢o 2
b= 032
Cl +a, - b1¢1
¢, = b =0,19
Cz +a; - b2-¢2
Foyers droits
: b.
¢ = ' -
Ci +a,;, - bi+l'¢|+l
§=—— =05
Cs +a,— b4-¢4
b-—L 036
Cz +a, _b3-¢3
fe— o
C1 T, _bz -¢2
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» 1% Cas

1 KN/ml

YYYYYYYYYYYY

R
3
y
A

e

Q-

¢

o, +

1
¢

Rotation o, et o,

Alors,
Avec l'utilisation des Foyers droites

Mz = _¢2 'Ml

M, = —(—0,31).1i1 =0,11

M, =0
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> 2°™ Cas
4 KN.m
\ ]
J 1 Jray 2L
0 1
le 3 >le 2
. ; MO 4 1
a)Z :a)z = = =
24EI.L 244.El 24.EI|
1 © o,
M, =—— ¢2 =-0,03
b, 1 4
0,9,
w, +—2
1 2
M, =—. 1 =0,03
b2 : _1
0,0,
Mo = _¢1 'Ml
M, = —%(—O, 03) =0,015
M, =0
> 3™ Cas
y
i 1 A
0 1
e 3 >le 2 >}
|\/|3 =-2,0

25
MZ = —¢3 .M3 = —13—4.(—2,0) = 0,37

M, =—¢,M, = —2%.(0,37) =-0,12

Mo =—-¢ M, = —%.(—0,12) =0,06
Moments finaux

M, = (~0,97) +(0,015) + (0, 06) = -0,895
M, = (-0,31) +(-0,03) +(-0,12) = -0,46
M, = (0,11) +(0,03) +(0,37) = 0,51
M,=-2,0
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Efforts tranchants et Moments

M ()= () + M 1 X o

T (x)= a(i;((x))+ M, ;Mg

Travée 0-1
X X
M = M..|1-— |+M,.| —
(=) ( Jem)

2
M (X) :—X?+1,645.x—0,895
T(Xx)=-x+1,645
M, =046 < (x=1645)

Travée 1 -2
0<x<?2

M (x)=1,243-0,46
T(x)=1,243

2<x<4

M (x)=1,243.x—4,46
T (x)=1,243

Travée 2 -3

M (x)=1,255.x+0,51
T(x)=-1,255

Console
M (x)=-2.(1-x)
T(x)=+2,0

1,355 1,974
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3.2.4. Exercices

A D’aide de la méthode des Foyers ;

- Déterminer les valeurs des moments M et de I’effort tranchant T, pour les poutres
représentées ci-dessous.

- Tracer le diagramme du M et T.

- Evaluer les valeurs de réactions d’appuis.

©
JU‘I

»le
[y Pie ¢ >re

le 4 >le 4 >} 6 >le 4 >le 1 >le 2 >le 2 »>|
20 5
@ Y VY VYvwvwv vy (-l ¢
5 5 A A A A
5 12 10 10 . 10 7 7

12

@ ALAAAAAA > YWYV VY Y ¢
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3.3. Méthode de Menabrea

Dans le systéeme élastique, les valeurs que prennent les réactions hyperstatiques correspondant
aux liaisons surabondantes rendent stationnaire le potentiel interne.

Les valeurs des réactions hyperstatiques correspondant a 1’équilibre du systeme hyperstatique
rendent minimum le potentiel W du systéme isostatique associé :

M,
R
W : Etant exprimé en fonction de I’inconnue hyperstatique choisieR;. i=1,2,.....,P

P : Etant le degré d’hyperstaticité de la structure.

3.3.1. Application du théoreme de Menabrea au calcul des réactions hyperstatiques

1°r Etape : On rend la structure isostatique en supprimant les liaisons surabondantes,
2°™ Etape : On remplace ces liaisons par des réactions hyperstatiques inconnues,

3™ Etape : On calcule I’énergie de déformation W en fonction :
» Des charges appliquées,
> Des réactions hyperstatiques.

On obtient autant d’équations linéaires qu’il y a d’inconnues.

Remarque
Pour simplifier le calcul, il est préférable de ne procéder aux intégrations qu’aprés avoir
explicité les équations dans lesquelles on dérive sans le signe somme.

3.3.2. Exemple d’application

(\ P/ ml
Y Y YYYVYYYYYYYYYVYYYYYYYY
El | \ El \
77777 — p = p = Y
A B C D
L L, L

La poutre est deux fois hyperstatique, mais vu la symétrie on a une seule liaison
surabondante, soit la réaction V. Le systéme isostatique associé est la poutre BC avec deux
consoles AB et CD.
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Y Y YYYYYYYYYYYYYYYYYYYY
El I \ El \
77777 - o = o = o=
A B C D
/ L L, L /
VA < >|e >le > VD

Systeme isostatique associé

a) Moment fléchissant du systeme isostatique associé
e SUrAB:0<x<L

2

M(x):VA.x—P.X?

e SurBC: L <x<L,
2

M (X) =V, X — P.X? V. (x—L,)

e Sur CD : Si on choisit I’origine en D on obtient la méme expression de AB, soit :
2 2

X X
M(xX) =V, X—-P.—=V, X-P.—
(X) =V, > = Va >

b) Liaisons surabondantes

ou °(M, oM
=o x. X .dX:O
v, -,[[EI avAj
ou  1h NG 1% NG oM
=— ||V, x-P.— |.xdx + — ||V, X=P.—+V, (x— ) ax + 1
oV, EII(A 2] EI[[[A 2 o Ll)javA @
1 L 2
V,X— P.2 | xdx=0
EI 2

On remarque qu’il y a deux inconnues dans cette équation Va et Vg, mais on peut exprimer Vg
en fonction de V4 .

Soit, la somme des moments par rapport a C, on trouve :

D P 2 Lf

> M =0=V,.( L1+L2)+VB.L2—vD.Ll—?(L1+|_2) +P.?:O
A

VoL, +V,.L, - P.l_Z.(L1 +%) =0

L)
:p,(w?j v, @
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L’équilibre (1) devient :

L

o xt X, XL L) - LT
2.{VA.€—P.E} +[—P.L1.E+L1.VA.X+ . .P.(L1+7) Ll.x.P.(L1+7ﬂ =0

0 L

3 4 s ,

A2 12 4
v oy -1 ([ 5PL PL 3PLL,
AP L2 12 12 4
Li'LZ_E

La relation (2) donne Vg, soit :
L, -
Vo =P.| L +? -V, =V, (Par symétrie).

Pour le cas particulier de Ly = L, = L, on trouve

_ 3.P.L Voot V= 9.P.L _

v
A8 8

Ve

3.3.3. Exercices

A T’aide du théoréme de Menabrea, tracer le diagramme du moment M pour les exemples ci-
dessous.

f 2 > 22 e a o2 e
q P 2P,
B |
y 2a L e a 0 a X
/ qmmn
O s s B
L 2a L 2a . 2a , a
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