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 تطبيقات نظرية فوبيني 

(𝑣𝑛,𝑘)   كنتل  .22تمرين 
(𝑛,𝑘)∈Ν2  ذات دليلين  متتالية أعداد حقيقيةn   وk. 

  تكون السلسلة  من أجل أنباستعمال نظرية فوبيني، أعط شرط كافي  .1

∑ 𝑣𝑛,𝑘

(𝑛,𝑘)∈Ν2

 

 ويكون لدينامتقاربة 

∑ 𝑣𝑛,𝑘

∞

𝑛,𝑘=0

= ∑ (∑ 𝑣𝑛,𝑘

∞

𝑘=0

)

∞

𝑛=0

= ∑ (∑ 𝑣𝑛,𝑘

∞

𝑛=0

)

∞

𝑘=0

 

 16تذكر تمرين   إرشاد
 العددية السلسلة بين أن .2

∑ ∑(−1)𝑛  
1

𝑛𝑘

∞

𝑛=2

∞

𝑘=2

 

 ها.قيمتأحسب ثم  متقاربة مطلقا 
 ، من أجل السلسة        2نفس السؤال  .3

∑ ∑(−1)𝑛+𝑘  
𝑛𝑘

𝑛! × 𝑘!

∞

𝑛=0

∞

𝑘=0

 

 23تمرين 

𝑛من أجل كل  أنه تحقق .1 ≥  أن 1

∫
sin 𝑥

𝑥
𝑑𝑥 = ∫ (∫ 𝑒−𝑥𝑦

∞

0

𝑑𝑦) sin 𝑥 𝑑𝑥
𝑛

0

𝑛

0

 

 استعمل التكامل بالتجزئة مرتين لتثبت أن .2

∫ 𝑒−𝑥𝑦
𝑛

0

sin 𝑥 𝑑𝑥 =
1 − 𝑦𝑒−𝑛𝑦 sin 𝑛 − 𝑒−𝑛𝑦 cos 𝑛

𝑦2 + 1
 

𝑛من أجل كل  ≥ 𝑦و  1 ∈ ℝ . 
 نضع  .3

𝐹𝑛(𝑦) =
1 − 𝑦𝑒−𝑛𝑦 sin 𝑛 − 𝑒−𝑛𝑦 cos 𝑛

𝑦2 + 1
 

∞→𝑙𝑖𝑚𝑛  أحسب  ∫ 𝐹𝑛(𝑦)
∞

0
𝑑𝑦 

 استنتج أن .4

∫
sin 𝑥

𝑥
𝑑𝑥 =

𝜋

2

∞

0
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   .22تمرين حل 

𝒫(ℕ2) نشير إلى أن .1 = 𝒫(ℕ)⨂𝒫(ℕ)    وℕ2 = ℕ × ℕ . 
,ℕ2) الفضاءنطبق نظرية فوبيني على  𝒫(ℕ2), 𝜇⨂𝜇)  حيث𝜇 ،16لاحظ ت  يمثل قياس العد ،

 نحصل على

∫ 𝑣𝑛,𝑘 𝑑𝜇⨂𝜇 = ∑ 𝑣𝑛,𝑘

(𝑛,𝑘)∈ℕ2ℕ2

= ∑ 𝑣𝑛,𝑘

∞

𝑛,𝑘=0

 

 الكافي للحصول على  الشرط  ،1 نظرية فوبيني لموجبة نستعم (𝑣𝑛,𝑘)حالة 

∑ 𝑣𝑛,𝑘
∞
𝑛,𝑘=0 = ∑ (∑ 𝑣𝑛,𝑘

∞
𝑘=0 )∞

𝑛=0 = ∑ (∑ 𝑣𝑛,𝑘
∞
𝑛=0 )∞

𝑘=0    هو(𝑣𝑛,𝑘)  سةقيو. 

,ℕ2)كتابع معرف من  𝑣𝑛,𝑘ه باعتبار لأنمحقق الشرط  هذا و 𝒫(ℕ2)) نحو(ℝ, ℬ(ℝ))  الصورة نجد أن
 . 𝒫(ℕ2) في حتما موجودةتكون العكسية لكل مجموعة قيوسة 

 الشرط تحقق، يكفي  2رتها كيفية، نستعمل نظرية فوبينيإشا (𝑣𝑛,𝑘)حالة 

∑ |𝑣𝑛,𝑘|

∞

𝑛,𝑘=0

< ∞ 

التالية تقارب أحد السلاسل  نتحقق من ، يكفي أن3فوبيني  ظريةناذا استعملنا أو 
∑ (∑ |𝑣𝑛,𝑘|∞

𝑘=0 )∞
𝑛=0 ،  ∑ (∑ |𝑣𝑛,𝑘|∞

𝑛=0 )∞
𝑘=0    أو∑ |𝑣𝑛,𝑘|∞

𝑛,𝑘=0 . 

2  . 

∑ ∑ |(−1)𝑛  
1

𝑛𝑘
|

∞

𝑛=2

∞

𝑘=2

= ∑ ∑  
1

𝑛𝑘

∞

𝑛=2

∞

𝑘=2

= ∑ (∑  
1

𝑛𝑘

∞

𝑘=2

)

∞

𝑛=2

= ∑ (
1

𝑛2

1

1 −
1
𝑛

)

∞

𝑛=2

= ∑
1

𝑛(𝑛 − 1)
=

∞

𝑛=2

∑ (
1

𝑛 − 1
−

1

𝑛
)

∞

𝑛=2

 

= lim
𝑟→∞

{(
1

1
−

1

2
) + (

1

2
−

1

3
) + ⋯ + (

1

𝑟 − 1
−

1

𝑟
)} 

= lim
𝑟→∞

{1 −
1

𝑟
} = 1 < ∞ 

 بين قوسين عبارة عن سلسلة ما، في المساواة الثالثة 1استخدمنا في المساوات الثانية نظرية فوبيني 
1هندسية أساسها  حدود متتالية

𝑛
1وحدها الأول   

𝑛2 ،حسابات في باقي الخطوات و. 
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 نكتب 2حسب فوبيني  .نستنتج أن السلسلة متقاربة مطلقاومنه 

∑ ∑(−1)𝑛  
1

𝑛𝑘

∞

𝑛=2

∞

𝑘=2

= ∑ {(−1)𝑛 (∑  
1

𝑛𝑘

∞

𝑘=2

)}

∞

𝑛=2

= ∑(−1)𝑛 (
1

𝑛2

1

1 −
1
𝑛

)

∞

𝑛=2

= ∑
(−1)𝑛

𝑛(𝑛 − 1)
=

∞

𝑛=2

∑ {
(−1)𝑛

𝑛 − 1
−

(−1)𝑛

𝑛
}

∞

𝑛=2

= ∑ {
(−1)𝑛

𝑛 − 1
+

(−1)𝑛+1

𝑛
}

∞

𝑛=2

         (∗) 

∑  نعلم أن (−1)𝑛+1 𝑥𝑛

𝑛
= ln(1 + 𝑥)∞

𝑛=1 خذ ،𝑥 = ∑حصل على لت 1
(−1)𝑛+1

𝑛
= ln(2)∞

𝑛=1  ومنه ،  
 تصبح (∗)المساواة  

∑ {
(−1)𝑛

𝑛 − 1
+

(−1)𝑛+1

𝑛
}

∞

𝑛=2

= ∑
(−1)𝑛

𝑛 − 1

∞

𝑛=2

+ ∑
(−1)𝑛+1

𝑛

∞

𝑛=2

 

                                = ln(2) + ln(2) − 1 
                    = 2ln(2) − 1 

 .وهي قيمة السلسلة

 نتبع نفس الخطوات .3

∑ ∑ |(−1)𝑛+𝑘  
𝑛𝑘

𝑛! × 𝑘!
|

∞

𝑛=0

∞

𝑘=0

= ∑ ∑  
𝑛𝑘

𝑛! × 𝑘!

∞

𝑛=0

∞

𝑘=0

= ∑
1

𝑛!
(∑  

𝑛𝑘

𝑘!

∞

𝑘=0

)

∞

𝑛=0

 

                                               = ∑
1

𝑛!
(𝑒𝑛)

∞

𝑛=0

= ∑
𝑒𝑛

𝑛!

∞

𝑛=0

= 𝑒𝑒 < ∞ 

 نستنتج 2يعني أن السلسلة متقاربة مطلقا، حسب نظرية فوبيني 

∑ ∑(−1)𝑛+𝑘  
𝑛𝑘

𝑛! × 𝑘!

∞

𝑛=0

∞

𝑘=0

= ∑ {
(−1)𝑛

𝑛!
(∑

(−1)𝑘𝑛𝑘

𝑘!

∞

𝑘=0

)}

∞

𝑛=0

= ∑ {
(−1)𝑛

𝑛!
(∑

(−𝑛)𝑘

𝑘!

∞

𝑘=0

)}

∞

𝑛=0

= ∑
(−1)𝑛

𝑛!
(𝑒−𝑛)

∞

𝑛=0

= ∑
(−𝑒−1)𝑛

𝑛!
=

∞

𝑛=0

𝑒−𝑒−1
=

1

𝑒
1
𝑒

 

 

 . 23تمرين حل 
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 المطلوب إثبات  .5

∫
sin 𝑥

𝑥
𝑑𝑥 = ∫ (∫ 𝑒−𝑥𝑦 sin 𝑥

𝑛

0

𝑑𝑥) 𝑑𝑦
+∞

0

𝑛

0

     ∀𝑛 ≥ 1    

 نضع 

𝑓: ℝ2 → ℝ,    𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑒−𝑥𝑦 sin 𝑥          و         𝑅 = [0, 𝑛] × [0, +∞[ 
 قيوس، لأنه مستمر. 𝑓التابع 

 𝑅 مجموعة قيوسة في ℬ(ℝ2) = ℬ(ℝ) × ℬ(ℝ) ، .لكونها مستطيل 
 على التوالي. 𝑥  ،𝑦نسبة إلى  ℬ(ℝ)الى قياس لوبيغ على  𝜇𝑥  ،𝜇𝑦نرمز بـ 

 ،|𝑓|على  1ق نظرية فوبيني يطبستطيع تقيوسة وموجبة، ن |𝑓|كون الدالة  ،أولا

∫ |𝑓| 𝑑𝜇𝑥⨂𝜇𝑦
𝑅

= ∫ |𝑒−𝑥𝑦 sin 𝑥| 𝑑𝜇𝑥⨂𝜇𝑦
𝑅

= ∫ |sin 𝑥| (∫ 𝑒−𝑥𝑦

[0,+∞[

𝑑𝜇𝑦) 𝑑𝜇𝑥
[0,𝑛]

= ∫ |sin 𝑥| (∫ 𝑒−𝑥𝑦
+∞

0

𝑑𝑦) 𝑑𝑥
𝑛

0

= ∫ |sin 𝑥| ([−
𝑒−𝑥𝑦

𝑥
]

𝑦=0

𝑦=+∞

) 𝑑𝑥
𝑛

0

= ∫
|sin 𝑥|

𝑥
𝑑𝑥

𝑛

0

 

𝑘(𝑥)حيث   𝑘الدالة  =
|sin 𝑥|

𝑥
، ذلك لأن 0عند قابلة للتمديد بالاستمرار لكنها  0ليست معرفة عند  

,0]قابلة للمكاملة على المتراص  𝑘، نستنتج أن الدالة 1تساوي موجودة  0نهايتها عند  𝑛] لأجل كل ،
𝑛 ≥ ∫ أن . أي 1

|sin 𝑥|

𝑥
𝑑𝑥

𝑛

0
<  نحصل بذلك على، و ∞

∫ |𝑓| 𝑑𝜇𝑥⨂𝜇𝑦
𝑅

< ∞       (∗∗) 

𝑓تعني  (∗∗) العلاقة  ،ثانيا ∈ 𝐿1(𝑅, 𝜇𝑥⨂𝜇𝑦)  على ، 2، ومنه يمكننا تطبيق نظرية فوبيني𝑓  ،
 علىمن جهة لنحصل 

∫ 𝑓 𝑑𝑥𝑑𝑦
𝑅

= ∫ (∫ 𝑓
+∞

0

𝑑𝑦) 𝑑𝑥
𝑛

0

= 

∫ sin 𝑥 (∫ 𝑒−𝑥𝑦
+∞

0

𝑑𝑦) 𝑑𝑥
𝑛

0

= ∫
sin 𝑥

𝑥
𝑑𝑥

𝑛

0

 

 ومن جهة أخرى على 

∫ 𝑓 𝑑𝑥𝑑𝑦
𝑅

= ∫ (∫ 𝑒−𝑥𝑦 sin 𝑥
𝑛

0

𝑑𝑥) 𝑑𝑦
+∞

0

 

 ومنه الحصول على المساواة

∫
sin 𝑥

𝑥
𝑑𝑥 = ∫ (∫ 𝑒−𝑥𝑦 sin 𝑥

𝑛

0

𝑑𝑥) 𝑑𝑦
+∞

0

𝑛

0

     ∀𝑛 ≥ 1    

 هذا السؤال. نتجاوزس بالحسابات لعدم إطالة هاته الورقة .6
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 نطبق نظرية التقارب بالهيمنة للوبيغ  .7
 .لأنها مستمرة، قيوسةالية توابع متت 𝐹𝑛  :1شرط 
 :2شرط 

lim
𝑛→∞

𝐹𝑛(𝑦) = {

1

𝑦2 + 1
, 𝑦 ∈ ]0, +∞[

∄         , 𝑦 = 0

   

𝐹(𝑦)نضع  =
1

𝑦2+1
∞→lim𝑛، نجد   𝐹𝑛(𝑦) = 𝐹(𝑦) 𝜇𝑦 - 0]شبه كليا على, +∞[. 

 :3شرط 

|𝐹𝑛(𝑦)| ≤
3

𝑦2 + 1
   ∀𝑛 ≥ 1 

𝑔(𝑦)نضع  =
3

𝑦2+1
,0]قيوس على  𝑔، نلاحظ أن  وقابل للمكاملة حسب لوبيغ على  ]∞+

[0, 𝑔 ، يعني]∞+ ∈ 𝐿1([0, +∞[, 𝜇𝑦) . 
 شروط النظرية محققة، نستنتج 

lim
n→+∞

∫ 𝐹𝑛(𝑦)
+∞

0

𝑑𝑦 = ∫ 𝐹(𝑦)
+∞

0

𝑑𝑦 = ∫
1

𝑦2 + 1

+∞

0

𝑑𝑦 = [𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔 𝑦]0
+∞ =

𝜋

2
 

 نكتب 3و 2، 1حسب سؤال  .8

∫
sin 𝑥

𝑥
𝑑𝑥 = lim

n→+∞
∫

sin 𝑥

𝑥

𝑛

0

𝑑𝑥 = lim
n→+∞

∫ 𝐹𝑛(𝑦)
+∞

0

𝑑𝑦 =
𝜋

2

+∞

0

 


