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ـدخم ـ ـ ـ ـ ـ ــ ـ ـ ـ ـ ـ ـ ـ ــ ـ ـ ـ ـ ـ ـ ـ ـ ـ ـ  لـ

  حل التمارين؟ ن لماذا

: حتى أتمكن من الإجابة الأكثر توقعا هي تكونوف س، لى أحد الطلبةهذا السؤال إ وجهناإذا 

يمكن سرد ثلاثة أجوبة  من مشروعية هذه الإجابة إلا أنه رغموبال ! النجاح في الامتحان

  .في تدريس العلوممكانة هامة  "حل التمارينة "عمليسبب احتلال جوهرية تبرر 

  لباحث أو المهندس أو التقني عموما مسائل لدى ايمكننا التفكير في ميدان العمل: بداية

، لكنها في أغلب الأحيان تكون بعيدة كل البعد عن التمارين المقترحة خلال الدرس للحل

 .بحتة بسيطة ونظرية فهي وما كل المعلومات الضرورية لحلها،التي تتضمن عمو

 الغوص ف ،الاستيعابالتي تسهل وتيرة  المعلومات تفعيلإلى  تمارينحل ال يؤدي كما

 س.جيد للدرالستيعاب الاوسة والمفاهيم المدر تمرين هو طريقة فعالة لتعميقالفي 

 التكوين مرفقة بحل التمارين تتعدى هدف استيعاب المادة  أخيرا نؤكد بأن قيمة

التفكير السليم أي اتقان التعامل مع مختلف  منهجيةفطانة الذهن وكتساب اإلى  المدروسة

تحديد و هوجمالو دقيقالوالتفكير  ، كذلك التحليل السلس للمعطياتالمسائل الميدانية

ات هامة ، وهي مكتسبالمتحصل عليها ثم تقييم النتائجالهدف بطريقة مضبوطة وفعالة 

كسبك ، تكذا الحياة اليوميةاة العملية ومن الحي وضرورية للعديد من المجالات المتنوعة

 لمواجهة مختلف التحديات. اللازمة مهارةال

 كيف نحل التمارين ؟

رغم ذلك يمكننا تعريف بعض و. لهذا السؤال فورية بسيطة ومباشرة إجابةللأسف لا توجد 

 بعض النصائح التي تمكننا من التعامل مع المسألة المطروحة: وإتباعالطرق 

  ؟ أو ما هو المطلوب؟ سؤال: عن ماذا أبحثة نص التمرين يتبادر إلى الذهن قراء عند

  نص التمرين كليا بروية وتمعناقرأ. 

  الرياضية وعرفه بعبارتهتوقف عند كل مصطلح. 

  مختلف العلاقات الرياضية الخاصة به.واستحضر كل الخواص 

 الفرضيات بأسلوب مختصر حدد المعطيات أو. 
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 مدة البحث عنهطوال دقة واجعله عالقا بذهنك بالمطلوب  حدد. 

 للتمرين امبسط ضع هيكلا. 

 ما تبحث عنه منو لفرضياتابين ما لديك من  عن العامل أو العوامل المشتركة بحثا 

 .المرجو من خلالها بناء الحليمكنك والتي  مطلوب

 ة مبادئ الرياضياتلمكملة لدراسللتعامل مع هذه المطبوعة الخاصة بالتمارين اجاهز  نالآ أنت

 التي على المهندس معرفتها ليتمكن من خوض مختلف مجالات العلوم.و

مطابقان هما و ،"0رياضيات دروسترتيبها في مطبوعة " مدونة بنفس المطبوعة فصول

ختلف صل بموالبحث العلمي. كما ابتدأنا كل فالعالي للمنهاج المقرر من طرف وزارة التعليم 

ه باللغات: العربية و الفرنسية والانجليزية  وكذا الرمز أو التعريف المصطلحات الواردة في

 الرياضي حتى يتسنى لك العودة لها كلما احتجت لذلك.

ولى التي قدمت لطلبة السنة الأ الامتحاناتمختلف من  منتقاةمعظم التمارين الموجودة بين يديك 

ة الممتدة خلال الفتروري بقسنطينة خوة منتوهندسة النقل لجامعة الإعلوم وتكنولوجيا من قسمي 

من طرف   6102 ـ6101إلى غاية سنة  6112 ـ6112من بداية تطبيق نظام ل.م.د سنة 

 كاب صورية.ر، عرعار نورية وةالأساتذة بوشقوف مسعود

لية كالمجلس العلمي للقسم الرياضيات وكذا  ةالعلمي لجنةمن طرف ال اعتمدت المطبوعة وقد

يرين: الخبمن طرف  ةمراجعاخضاعها للبعد قسنطينة، بلجامعة الإخوة منتوري  الدقيقةالعلوم 

ل اسداء الشكر الجزي إلالا يسعنا  حيث ،عبد الوهاب راس العين الأستاذذ علي حميدة واالأست

   والتصحيحات المقترحة.القيمة النصائح  لهما نظير

رشادات الصادقة، ولذلك والملاحظات والإا نقبل النقد نفإن ه المطبوعةوإذ نقدم هذوأخيرا، 

نكون شاكرين لو أرسلت هذه الارشادات إلينا حتى يمكننا مستقبلا تلافي أي خطأ نكون قد 

 وقعنا فيه.

 ركابص. الأستاذة:   
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 رياضية مصطلحات

  المصطلح

 انجليزي فرنسي عربي رمزه

  Logique Logic منطق

 Proposition ou assertion Statement ,,qp قضية

,,Négation d’une assertion Negation of statement  نفي قضية qp 

  Connecteurs logique  Logical connector أدوات الربط المنطقية

 Conjonction  Conjunction   وصل

p  وq  qet  p qand  p qp  

 Disjonction  Disjunction   فصل

pو أq qou  p qor  p qp  

 Implication  Implication   تلزاماس

p  يستلزمq 

 qفإن pإذا  

qimplique  p 

q alors psi   

q cimli p 

qthen  pif   

qp 

 Equivalence  Equivalence   تكافؤ

p تكافؤ q 

 p  إذاq 

q equivaut à p 

q eulement siset si  p  

qimlic  p 

qif  p  

qp  

   Quantificateurs  Quantifiers مكممات

 Quelque soit For every  مهما يكن

 Il existe au moins There exixts  على الأقل يوجد

 Il existe un seul There exixts a unique ! يوجد وهو وحيد

mailto:rekkabsoraya@yahoo.fr


 الفصل الأول: مبادئ المنطق وطرق البرهان الرياضي                                                          0تمارين رياضيات 

2 
rekkabsoraya@yahoo.fr   

  

 Methodes de طرق البرهان

raisonnements 

Methods of proofs  

  Raisonnement directe Direct proof برهان المباشر

 Raisonnement par برهان بالتناقض

l’absurde 

Proof by contradiction  

 Raisonnemnt par برهان بعكس النقيض

contraposition 

Proof by 

contraposition 

 

 Raisonnement par برهان بالتراجع

récurence 

Proof by induction  

 Raisonnement par contre برهان بمثال مضاد

exemple 

Proof by 

counterexample 

 

   QPQP  

   QPQP  

   QPQP  

      PQQPQP  

     xPAxxPAx ,,  

     xPAxxPAx ,,  

   QPQP  

   PQQP  
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 تمارين محلولة

 التمرين الأول

 : ةالتاليايا لبرهان المباشر على صحة القضبرهن باستعمال ا

334816فان  ZIينتمي إلى  nمن أجل كل  (أ 2  nn ىينتمي إل IN. 

ينتمي إلى  xمن أجل كل  (ب
*
Q  فانه يوجدn  ينتمي إلىIN  حيثxn . 

 (ت
 

2

1
2

rnn
nrrr


   

 التمرين الثاني

 :ةالتالي لياالقضعلى صحة  رهن باستعمال البرهان بالتناقضب

 (أ
baba   ,0

 

إذا كان  bو  aمن أجل كل عددين حقيقيين  (ب
a

b

b

a




 11
baفان   . 

 (ت
 1

31
,

2

*




nnn
INn. 

 التمرين الثالث

 :تينالتالي تينصحة القضيبرهان بعكس النقيض على برهن باستعمال ال

baإذا كان  bو  aمن أجل كل عددين حقيقيين  (أ   فانba . 

 عدد زوجي. nعدد زوجي فان  2nبرهن أنه إذا كان . INnليكن  (ب

  التمرين الرابع

 :تينالتالي تينالبرهان بالتراجع على صحة القضي برهن باستعمال

فان  INnمن أجل كل  (أ
  2

333

2

1
21 







 


nn
n. 

nnفان  nبرهن أنه من أجل كل عدد طبيعي  (ب 2. 
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 التمرين الخامس

 :ةالتالي ايامضاد على خطأ القض برهن بمثال

INxyyxINyx (أ  :, . 

xxIRx (ب  2;. 

,01برهن أن ) (ت 2  xIRx.قضية خاطئة ) 
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 حلول التمارين

 التمرين الأول

( هي أعداد ZI)أي تنتمي إلى  صحيحة فرق أعداد نسبيةبما أن جداء ومجموع و ZInليكن  (أ

334816نستنتج أن صحيحة نسبية  2  nn .هو عدد نسبي 

 لدينا:من جهة أخرى 

  3324334816
22  nnn 

أن  نلاحظو
*32 ZIn  132 إذن n  132أو n  132أي n  إذن  132

2
n 

 ومنه لدينا

  1343324
2

n 

INnnأي   334816 2
 . 

*ليكن  (ب
Qx فانه يوجد *INp و 

*INq   بحيث
q

p
x   بما أنq  عدد صحيح موجب

xxqp إذن  1qتماما   ومن جهة أخرى لدينا  xpp 2  يكفي اختيار pn 2

   حتى يتحقق المطلوب.

  نضع     (ت    nrrnrnrrS  122   

 وبما أن الجمع عملية تبديلية وتجميعية يمكننا تغيير ترتيب الحدود كالتالي 

    rrrnrnrnS  221  

ومنه بجمع العبارتين حدا حدا، نحصل على الصيغة   rnnS 12   أي
 

2

1 rnn
S


. 

 التمرين الثاني

نفرض بالتناقض أن  (أ baba   ,0
baصحيحة. إذن و بما أن     فإن 

0
2


ba

ومنه باختيار   
2

ba 
  نجد

2

ba
ba


  وبقسمة طرفي المتراجحة على 
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ba   نجد
2

1
1 .أي   وهذا تناقض baba   ,0 

 حيث bو  a ض بالتناقض أنه يوجد عددان حقيقيانرنف (ب
a

b

b

a




 11
baو   . 

أن  ماب
a

b

b

a




 11
فان      bbaa  11

 
22إذن  bbaa     ومنه

abba  22
ي إلى دو هذا يؤ      bababa  . 

baبما أن و    0فانba  وبالقسمة على  ba    1نجدba   ولكن مجموع عددين

 موجبين ليس سالبا لقد تحصلنا إذن على تناقض. 

اذا كان bو  aمنه نستنتج أنه من أجل كل عددين حقيقيين و
a

b

b

a




 11  
baفان  . 

حيث  IN*ينتمي الى  0nنفرضها خاطئة أي أنه يوجد  (ت
 1

31

00
2

0



nnn

 ومنه  

2 (ث

1
1223 000

2

0

2

00

2

0  nnnnnnn
 

 .IN*ينتمي الى  0nوهذا يتناقض مع الفرض 

 ذن القضية المعطاة صحيحة.إ

 الثالتمرين الث

baعددان حقيقيان موجبان نفرض أن   bو   aليكن أ(  
  

و بتربيع الطرفين نجد 

   22
ba   أيba  . ومنه  اذا كانba  فان .ba  . 

 عدد فردي. 2nعدد فردي ونبرهن أن  nض أن نفرب( 

n  عدد فردي يعني أنه يوجد عددINk  12حيث  kn  ومنه 

  1214412 222  lkkkn 

INkklمع   22  عدد فردي. 2nأي  2

 التمرين الرابع

لنبرهن أنه من أجل كل  (أ
*INn  فان

  2

333

2

1
21 







 


nn
n. 
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  :المرحلة الأولى 

113فان الطرف الأيسر للمساواة  1nمن أجل    و أما الطرف الأيمن للمساواة
 

1
2

111
2








 
 

 مساواة محققة.ومنه ال

 :المرحلة الثانية 

INk* ليكن . رض أن المساواة محققة من أجلنف k  أي 

  2

333

2

1
21 







 


kk
k 

 أي  1kنبرهن صحتها من أجل و

 
   2

3333

2

21
121 







 


kk
kk 

 من الفرض 

 
 

 3
2

3333 1
2

1
121 







 
 k

kk
kk

 

                        

 
 3

22

1
4

1



 k

kk

 

                         
   

4

141
322 


kkk

 

                         
   

4

441 22



kkk

 

                                 
   

4

21
22




kk
 

                                
   2

2

21







 


kk
 

 هو المطلوب. و

فان  INnمن المرحلتين نستنتج أنه من أجل كل و
  2

333

2

1
21 







 


nn
n . 

nnفان  nأنه من أجل كل عدد طبيعي  بالتراجع لنبرهن (ب 2. 
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  :المرحلة الأولى 

00من أجل  n  0120لدينا . 

 ثانيةمرحلة الال : 

nnثم نفرض أن  0nنثبت  2  12و نبرهن أن 1  nnلدينا . 

12222.22 1  nn nnnnn 

nnفان  nومنه من أجل كل عدد طبيعي  2. 

 التمرين الخامس

INxyyxفنجد    4x و 3xيكفي اختيار  (أ  51243  

  ومنه  
INxyyxINyx   خاطئة.  ,:

42 ومنه  2xيكفي اختيار  (ب x    2242فو نجد  xx 

 ومنه 
xxIRx   خاطئة.;2
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 ين مقترحةتمار

 التمرين الأول

 : على صحة القضيتين التاليتينبرهن باستعمال البرهان المباشر 

فان  1rمن أجل كل عدد حقيقي  (أ
 

r

r
rrr

n
n








1

1
1

1
2 . 

0اذا كان   bو   aمن أجل كل عددين حقيقيين  (ب ba   فانb
ba

a 



2

و   

baba . 

 التمرين الثاني

 :القضايا التالية برهن باستعمال البرهان بالتناقض على صحة

 عدد غير نسبي.  2 (أ

abbaفان  bو  aمن أجل كل عددين حقيقيين  (ب 222 . 

12فان  INn*من أجل كل  (ت n  طبيعيا.ليس عددا 

 التمرين الثالث

 :هان بعكس النقيض على صحة القضية التاليةبرهن باستعمال البر

y

y

x

x
yxIRyx







11
;, 

 التمرين الرابع

 برهن باستعمال البرهان بالتراجع على صحة القضيتين التاليتين:

فان  INn*أجل كل  من (أ
 

2

1
21




nn
n . 

فان  INn*من أجل كل  (ب  naa
n

  عدد حقيقي موجب تماما. aحيث  11

 

mailto:rekkabsoraya@yahoo.fr


 الفصل الأول: مبادئ المنطق وطرق البرهان الرياضي                                                          0تمارين رياضيات 

10 
rekkabsoraya@yahoo.fr   

  

 التمرين الخامس

 برهن باستعمال البرهان بمثال مضاد على خطأ القضيتين التاليتين:

;42 (أ 2  xxIRx . 

;1 (ب 
x

x
IRx. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

mailto:rekkabsoraya@yahoo.fr
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 المجموعات

 العلاقات والتطبيقات

 

 

 

 



الفصل الثاني: المجموعات ، العلاقات والتطبيقات                                                                  0تمارين رياضيات  

11 
rekkabsoraya@yahoo.fr  

 وتعاريف رياضية رموز مصطلحات

  المصطلح

 انجليزي فرنسي عربي تعريفه أو رمزه

 Ensemble Set ,, جموعةم

,,Elément Element  عنصر yx 

 Appartenance  Belonging   إنتماء

x إلى  ينتمي à  ppartientax  in  elongsbx x 

 Ensemble vide Empty set  مجموعة خالية

 Inclusion Inclusion  إحتواء

 من جزء      est une 

partie de  

    is a part  of    

    xxx : 

مجموعة أجزاء 

 مجموعة

Ensemble des 

parties 

Power set   

    XX / 

 Egalité  Equality   مساواة

 تساوي   est égale à 

  

equal     

    

 Intersection  Intersection    تقاطع

 تقاطع   inter   Intersection   

  xxx / 

Union  Union   إتحاد  xxx / 

Différence  Difference   فرق  xxx / 
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Complément Complement   متممة 
 xxxC / 

 Différence فرق التناظري

symétrique 

Symmetric 

difference 

 

 



xx

xxx /
 

 Produit الجداء الديكارتي

cartesien 

Cartesian product    yxyx /, 

,,Relation binaire Binary relation  العلاقة الثنائية S 

réflexive reflexivity  انعكاسية xxx  : 

Symétrique Symmetric   تناظرية xyyxyx  :, 

 Antisymétrique  antisymmetry ضد تناظرية














yx

xyyxAyx :,
 

  Transitive  Transitivity متعدية














zx

zyyxzyx :,,
 

 Relation تكافؤ علاقة

d’equivalence  

Equivalence 

relation  

 

 Relation ترتيب علاقة

d’ordre  

Order relation  

  Application  Map تطبيق

 xfyx

FEf







:
 

  yxfFyEx  /!, 

 Image  Image or range y صورة

 Antécédent  Preimage  x سابقة

Graphe  Graph   بيان    xfyyxG  /, 

Image directe  Image of a subset  صورة مباشرة    AxxfAf  / 
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 Image صورة عكسية

réciproque 

Inverse image     BxfExBf  /1 

  Addition  Addition جمع

      xgxfxgfx

FEgf







:
 

  Produit  Product ربض

      xgxfxgfx

FEgf

..

:.






 

  Composition  Composite تركيب

     xfgxfogx

GEfog







:
 

Surjective  Surjective   غامر  xfyAxBy  :, 

Injective  Injective   متباين   

21

2121 :,

xx

xfxfAxx




 

  bijective bijective تقابلي

 Application تطبيق عكسي

inverse 

Inverse map  

  xyfy

EFf









1

1 :


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 تمارين محلولة

 التمرين الأول

 كل إجابة.  هل القضايا التالية صحيحة ؟ علل

0)         3,2,11   . 

6 )     3,2,13,2,1  . 

IRINfالمعرف بـالشكل  f( التطبيق 3   :،  حيث  2 xxf .هو تطبيق غامر 

 التمرين الثاني

 أجب بصحيح أو خطأ مع التعليل.

    1,111   )0 

     011   )6 

     1052   )3 

      )4 

    )1 

 لثالتمرين الثا

 0:, 22  yxySxIRyx S بالشكل: العلاقة   IR  نعرف على 

انعكاسية ؟ تناظرية ؟ ضد تناظرية ؟ متعدية ؟ تكافؤ ؟ ترتيب ؟ S  هل

 رابعالتمرين ال

المعرفة على Sهل العلاقة  1,1  :بالشكل 

    INyxySxyx  arcsinarcsin:1,1, 

 علل كل إجابة.انعكاسية؟ ضد تناظرية؟ 

 خامسالتمرين ال

ZIINAهل توجد علاقة بين المجموعة    و المجموعةZIINB  .؟ علل 
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 سادسالتمرين ال

المعرف من  fهل التابع  1IR  نحو1IR  بالشكل  
12

2




x

x
xfغامر؟  

 سابعالتمرين ال

 حيث: sin أحسب 2arctan t  و
2

0


 .  

 ثامنالتمرين ال

مجموعتان حيث      Bو  Aلتكن     baaA ,,  و    baB ,. 

  .مكان النقط   ،  ،ضع أحد الرموز 

1(   BAa  ،2)    BAba , ،(3     BAa ،  4)    ABb   

 تاسعالتمرين ال

 .   152  xxxf حيث     IRIRf :  ليكن 

f تطبيق تقابلي؟   هل

 عاشرالتمرين ال

 :ليكن

 

 
1

1:






x

x
xgx

IRIRg


         و      

 

  1
1

1: *





x
xfx

IRIRf


 

. fg  عين )اذا أمكن(  التطبيق

 حادي عشرلتمرين الا

:**ليكن التطبيق    IRINf   حيث 
xx

xf
1

 هل.f ؟ لماذا؟ ؟ غامر تطبيق متباين   

 اني عشرالتمرين الث

yxyxyxكما يلي: IRلتكن العلاقة المعرفة على   22
 انعكاسية و تناظرية. بين أن  .  
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 ثالث عشرال التمرين

كما يلي:  العلاقة  2IRنعرف على     yyxxyxyx  ,, . 

 علاقة ترتيب. بين أن 

 رابع عشرالتمرين ال

1المعرفين بالشكل :   gو fليكن التطبيقين  IR  2: IRg   حيث 
2


x

x
xg 

و   2 IR  2/1: IRf    حيث  12  xxf 

 . fgعين  -0

 تقابلي.  fgبين أن  -6

عين  -3  1
fg. 

 عشر خامسمرين الالت

 : بالشكل التالي IRالمعرفة على  Tأدرس الخاصية ضد التناظرية للعلاقة 

0:, 33  yxyTxIRyx 

 عشر سادسالتمرين ال

 بالشكل: IN*المعرفة على  Sالعلاقة هل 

kmnINkmSn  /*
 

 هي علاقة ترتيب. فعلا
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 حلول التمارين

 التمرين الأول

( صحيح لأن 0 1  مجموعة و هي عنصر من مجموعة المجموعات     3,2,1. 

( خطأ لأن 6      ,3,2,13,2,1. 

 .                    INليست له سابقة في   1y( خطأ لأن  3

 التمرين الثاني

( خطأ لأن 0  BxAxxBA  /  ومنه     111 . 

( خطأ لأن  6 BxAxxBA  ومنه  /   11. 

( خطأ لأن 3  ByAxyxBA  ومنه  ,/      5,252  

.( صحيح لأن4     مجموعة  مجموعات تحتوي على عنصر واحد هو المجموعة . 

.مجموعة محتواة في أية الخالية المجموعة( صحيح لأن 1  

 الثالتمرين الث

1) S انعكاسية   xSxIRx : 

xSx 0222  أي   xx 1x فإن  من أجل مثلا 

 .ليست انعكاسية S ومنه العلاقة

2) S تناظرية   xSyySxIRyx :, 

 . 022  yx ySx أي  IRyx نفرض أن ,   ليكن 

.تناظرية.  S xSy اذن  022   أي   xy   وبما أن الجمع تبديلي فان

3) S ضد تناظرية  yxxSyySxIRyx :, 

 022  xy و 022  yx xSy أي  ySx و  IRyx نفرض أن  ,   ليكن

ضد تناظرية. S و بالتالي 0 yx 022 إذن   yx    ومنه
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4 ) S  متعدية  xSzzSyySxIRzyx :,, 

022  zy و 022  yx zSy أي  ySx و  IRzyx نفرض أن ,,  ليكن 

. 022  zx 0 إذن  zyx 022 أي   zy 022 و   yx   ومنه

S  متعدية.  و بالتالي

 انعكاسية و تناظرية و متعدية.  تكافؤ  S  )1 

S ليست انعكاسية ومنه فهي ليست تكافؤ .  

S ترتيب انعكاسية و ضد تناظرية و متعدية  )2 

S  ليست انعكاسية ومنه فهي ليست ترتيب.  

 رابعالتمرين ال

انعكاسية Sالعلاقة  -   xSxx :1,1  

من  عنصرxليكن  1,1    لدينا INxx  0arcsinarcsin  فانxSx  ومنهS  .انعكاسية 

ناظريةضد ت Sالعلاقة  -   yxxSyySxyx :1,1,  

من ,yxليكن العنصران  1,1  حيثxSyySx  فان 

   

   

  0arcsinarcsin

0arcsinarcsinarcsinarcsin

0arcsinarcsinarcsinarcsin











yx

xyINxyxSy

yxINyxySx

 

yxفان     متباين arcsinوبما أن التطبيق    ومنه العلاقةS  .ضد تناظرية 

 خامسالتمرين ال

ZIINلدينا المجموعة   اذنAو بما أن المجموعة الخالية محتواة في كل المجموعات فان

BA . 

 سادسالتمرين ال

f ليس غامرا    yxfIRxIRy )(:1;1   
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لدينا من أجل 
2

1
y   فان

2

1

12

2


x

x
في   xمهما كانت قيمة   1IR فعلا ، 

 1
2

1

1

2

2

2














x

x

x
 ليس غامرا. f، و منه 

 سابعالتمرين ال

 cossin 2t 2

cos

sin
t




   22 tanarctan tt    

1cossinباستعمال العلاقة  22     نجد   442 1sin tt     إذن
4

2

1
sin

t

t


   لأن

2
0


 . 

 ثامنالتمرين ال

1(   BAa  ،2(     BAba , ،(3     BAa  ، 

(4    ABb    

 تاسعالتمرين ال

f ليس تطبيق     ومنه    IRf 31  نلاحظ أن

 عاشرالتمرين ال

IRIRfg *:  

      xxfgxfg  1  

 حادي عشرالتمرين ال

1- f  متباين     2121
*

21 :, xxxfxfINxx            

    21
3
2

3
1

2211

21

11
xxxx

xxxx
xfxf  

 متباين. fومنه 
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6-  f  غامر    xfyINxIRy /, **
 

 3 23

2 111

y
x

x
y

xx
y  2. نأخذy  ومنهINx  3

4

1
   

 ليس غامرا.   fإذن 

 ثاني عشرالتمرين ال

 انعكاسية    xxxxxxIRx  . و هي محققة دوما.,22

 انعكاسية.        و منه 

  تناظرية   xyyxIRyx ,,            

xyxyxyyxyxyx  2222
. 

 تناظرية.        و منه 

 عشر ثالثالتمرين ال

  انعكاسية      yxyxIRyx ,,, 2                 

                            00  yyxx     yxyx ,,  

  انعكاسية. متراجحة محققة دوما ومنه 

ضد تناظرية

               yxyxyxyxyxyxIRyxyx  ,,,,,,,,,, 2
 

   

   
'

''''''

''''

0,,

0,,
yy

yyyyyyxxyxyx

yyyyyyxxyxyx












 

xxxx  0   00  yyyyxx  

 ضد تناظرية. و منه    
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 متعدية 

         

   

   


































yxyx

yxyx

yxyxIRyxyxyx

,,

,,

,,;,,,,, 2

  

    
   

   
yyxxxx

yyxxyxyx

yyxxyxyx












,,

,,
  

 وبما أن 

xxxxxxxxxx  

yyxxxxxx  إذن  

 تكافؤ. متعدية. وبالتالي  و منه 

 عشر رابعالتمرين ال

0-                                                                     121:  IRIRfg 

                    

       
12

12
12






x

x
xgxfgxfgx  

.6-  fg تقابلي    xfgy :   21!,1  IRxIRy 

 12

1

12

12











y

y
x

x

x
y     

 تقابلي. fgهناك حل وحيد و منه  

3-                           211:
1




IRIRfg  

         
 12

11








x

x
xfgx  

 عشر خامسالتمرين ال

T ضد التناظرية   yxxTyyTxIRyx :, 

xTyyTxونفرض  IRعنصران  كيفيان من  yوxليكن   أي 
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3333 0 yxyxyTx  و 
3333 0 yxxyxTy  

  ومنه

yxxy  33
 

 ضد التناظرية. Tإذن الخاصية 

 عشر سادسالتمرين ال

１) S  انعكاسية  nSnINn :* 

knnبحيث  IN*من  kفانه يوجد . IN*عنصرا كيفيا من  nليكن    1يكفي أخذk  ومنهnSn. 

２) S  ضد تناظرية   mnnSmmSnINmn :, * 

بحيث  IN*من  k'و  kأي يوجد  nSmو  mSn. نفرض أن IN*عنصرين كيفيين من  mو  nليكن 

kmn   وnkm '  ومنهnkkn '  بقسمة الطرفين علىn (0n)  1نجد'kk  والحل الوحيد

'1هو kk   ومنهmn . 

３) S  متعدية   lSnlSmmSnINlmn :,, *
 

 IN*من  k'و  kأي يوجد  lSmو  mSn. نفرض أن IN*ثلاث عناصر كيفية من  lو  mو  nليكن 

kmnبحيث    وlkm '  ومنهlkkn '  بما أن'kk  تنتمي الى*IN  فانlSn. 

 علاقة ترتيب. ( فهي 3( و 6( و 0من 
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 تمارين مقترحة

 التمرين الأول

لتكن المجموعة  3,2,1Aحات التالية صحيحة؟.هل الاقترا 

A3,   6) A2,      5)  AA,    4) A,      3)   A1,  2)   A1)   

,    A3,2,1,        8)     A2,17)       AA ,      10) AA 9)    

 التمرين الثاني

لتكن المجموعات التالية :      3,0,2,1,3,1  GFE  . 

أوجد        GEFGEFEEFE   ,,,,. 

                        GEFPGEPGEPEP  ,,, 

 التمرين الثالث

بـالشكل التالي:  IRفة على علاقة معر Tلتكن  yxyxyTxIRyx  3:, 33
 

 علاقة تكافؤ؟  Tهل

 التمرين الرابع

yxyxyTxIRyxبـالشكل التالي:  IRعلاقة معرفة على  Tلتكن   3:, 33
 

 قة تكافؤ؟علا Tهل

 التمرين الخامس

 بالشكل:  IRالمعرفة على  Tأدرس الخاصية ضد التناظرية للعلاقة 

INyxyTxIRyx  22:, 

 التمرين السادس

 لتكن التوابع التالية:
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 IRIRgININf *::             1/1/: IRIRh   

   
2

2
14

x
xxx             

12

2




x

x
x 

 ؟   ؟ تقابلية ؟ غامرة تطبيقات متباينة hو  g  ،fهل   

 التمرين السابع

 بالشكل    fنعرف التطبيق 

  yxyx

ZIININf





,

:
 

أوجد          2,2,1,2,2,1,1,1f  و  01fماذا تستنتج؟ ، 

 التمرين الثامن

 أعطي كل الاحتواءات و المساواة الممكنة بين المجموعات التالية:

 4/ 2  zIRzD         ، 0;  xQxA         ،








 0,,/
2

kka
k

a
B 

QE .                   ،F            ، 4/ 2  zICzC 

 التمرين التاسع

ليكن  7,6,5,4,3,2,1E  و لتكن الأجزاء التالية منE : 

       6,5,4,3,2,7,5,3,1,7,6,5,4,4,3,2,1  DCBA 

أحسب:            DBCADCBA  ,  

 التمرين العاشر

كالتاليالمعرفة  Aلتكن المجموعة     baaA ,, ضع أحد الرمزين .  ،   :مكان النقط

Aa ....    Aba ....,,         Ab ....,   Aab ...., 

 ـ aتعويض الناتجة عن  Bأكتب المجموعة  -0  ـ bو  bب  .Aفي المجموعة  aب

 متساويتان ؟ لماذا ؟ Bو  Aهل المجموعتان  -6
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 التمرين الحادي عشر

 بالشكل التالي: 2INالمعرفة على  Sلتكن العلاقة 

        yxyxyxSyxINyxyx  ''',',:',',, 2
 

 .  2INعلاقة تكافؤ على  Sبين أن 

 التمرين الثاني عشر

لتكن التطبيقات من  1,0IR   نحوIR، ـ:  المعرفة  ب

  xxf 1  ، 
x

xg
1

  ، 
1


x

x
xh    ،  xxi     ، 

x

x
xk

1
    ، 

x
xl




1

1
. 

 هل كل هذه التطبيقات تقابلية ؟

 التمرين الثالث عشر

 معرف بالشكلال fليكن التطبيق 

  1
2

cos2

:

2 



x
xfx

IRIRf

 

 تطبيق غير متباين و غير غامر. fبين أن  -0

 بحيث: Bنحو  Aمن  gبحيث يوجد تقابل  IRجزئيتين من Bو Aأوجد مجموعتين -6

   xfxgAx  : 

 ؟1gعين  -3

 التمرين الرابع عشر

. xلأكبر عدد صحيح أقل أو يساوي xE)(ونرمز له بـ xنعرف الجزء الصحيح لـ IRxمن أجل كل

IRIREنعرف إذن علاقة  :  . 

من أجل  Eأرسم البيان  -  2,2x  . 

 تطبيق ؟ متباين ؟ غامر ؟ متقابل ؟  Eهل العلاقة  - 
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عين  -          2,0,2,0,2,0 11 EEEE 
 . 

EEأعط  -   . 

 ن الخامس عشرالتمري

IR المعرف بالشكل التالي :  fليكن التطبيق  1 IRf حيث  : 
1

52






x

x
xf   

 غامر؟ متباين ؟  fهل -  

من   gو يوجد تقابل  IRمن  Fبين أنه توجد مجموعة  -   1  IR  نحوF  :بحيث 

                                    xgxf :  1 IR   x 

أوجد  -  
1g . 
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 مصطلحات وتعاريف رياضية

  المصطلح

 انجليزي فرنسي عربي أو تعريفه رمزه

,,Fonction  Function   دالة أو تابع gf 

مجموعة 
 التعريف 

Domaine de 
définition 

Domain of 
function 

  IRxfIRxD f  / 

 Fonction دالة مثلثية

trigonométrique 

Trigonometric 

function 
xxf sin: ,xxf cos:  

xxf tan: , xxf cot:  

 Fonction دالة أسية
exponentielle 

Exponential 
function 

xexf : 

 Fonction دالة لوغارتمية

logarithmique 

Logarithmic 

function 
xxf ln:  

 Sinus جب زائدي
hyperbolique 

Hyperbolic 
sine 

2
sinh:

xx ee
xxf


 

 Cosinus جب تمام زائدي

hyperbolique 

Hyperbolic 

cosine 
2

cosh:
xx ee

xxf


 

 Fonction دالة القوة
puissance 

Power 
function  

xexxf ln:   

 Fonction inverse Inverse دالة المقلوب

x
xf

1
:  

 Fonction bornée  Bounded دالة محدودة
function  

  MxfmDxIRmM f  :,, 

Limite  Limits    نهاية 


  










lxfxx

Dx

lxf

f

xx

0

:,0,0

lim
0

 

Continuité   Continuity  إستمرار   0
0

lim xfxf
xx



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تمديد 

 بالإستمرار

Prolongement 

par continuité 

Cartesian 

product 
 

 

 














0,lim

,
~

0

xxxf

Dxxf

xf

xx

f

 

Dérivation Derivative   إشتقاق   















IRl

xx

xfxf

xx
0

0

0

lim 

  lxf  0' 

 Fonction dérivée Derivative مشتقتابع ال
function 

 

 Différentiabilité  Differentiation تفاضل

 
 

 Formules de صيغ تايلور

Taylor  

The taylor’s 

formula 

 

   
   

  n

n
n

xxR

n

xf
xxxf

xf

0

0
00

!







 

 نشر محدود

 جوار الصفر

Déveleppement 

limité au 
voisinage de zero 

Finite 

expansion at 

zero  

 

 nn
n xxaxaxaa

xf





2
210

 

نشر محدود 

 مالانهاية  جوار

  
Développement 

limité au 
voisinage de 

l’infini 

Finite 

expansion at 

infinity  

 

 

 

 

 

 

 xfx

IRDf

'
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



   hxfhdfh

IRIRdf

x

x

0'
0

0







  









n
n

n

xx

a

x

a
axf

1
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 تمارين محلولة

 التمرين الأول

  المعرف كما يلي fليكن التابع الحقيقي  
x

x
xf

ln

1
. 

 .fمجموعة تعريف التابع  fDعين  -0

أحسب  -6 xf
x 0

lim



. 

أحسب  -3 xf
x 1
lim


. 

 .fللتابع  f'عين التابع المشتق  -4

أحسب  -1 2f  و 2'f. 

20من الرتبة الأولى جوار النقطة  fلور للتابع أعط نشر تاي -2 x. 

 التمرين الثاني

باستعمال لوبيتال احسب النهاية    
 

320

cos1
lim

xx

xex

x 




. 

  التمرين الثالث

 ـ fحتى تكون الدالة   bو  aعين   المعرفة بــ

     

















1ln

12

25

)(

xx

xbxa

x

xf 

 .IRمستمرة على 

 التمرين الرابع

 ـ      fليكن التابع  -1 المعرف ب  xxxf ln2. 

 .fمجموعة تعريف  fDعين  -أ 

  أحسب -ب  xf
x 0

lim



باستعمال قاعدة  لوبيتال      )بوضع   

2

1

ln

x

x
xf   ) 
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  بالشكل gنعرف التابع  -2

 











0,0

,ln2

x

Dxxx
xg

f 

00على يمين   gأدرس استمرار التابع  -أ  x. 

00على يمين  gاق التابع أدرس قابلية اشتق -ب  x. 

أحسب  -ج  1f  ، 1f . 

 .2حتى الرتبة  1جوار  fأعطي النشر المنتهي للتابع  -د 

 التمرين الخامس

المعرف كما يلي      fليكن التابع الحقيقي   - 0       
xx

x
xf

3

sin
2 

 

 .fمجموعة تعريف التابع    fDعين   -أ                    

lim)(      أحسب  -ب                  
0

xf
x

. 

 بالشكل: gنعرف التابع   - 2

 













0,0

,
3

sin
2

x

Dx
xx

x

xg
f

 

00عند   gأدرس استمرار التابع  -أ x. 

00عند  gأدرس قابلية اشتقاق التابع   -ب x. 

  التمرين السادس

المعرف بالشكل التالي       fليكن التابع  
)2ln(

1
:

2 




xx

x
xfxf  

 .fمجموعة تعريف التابع  fD( عين 0     

lim)( ( أحسب النهايتين  6
1

xf
x 

lim)(و   
2

xf
x 


. 

 بالشكل التالي : gنعرف التابع  (أ
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 
















2,0

1,1

,)(

:

x

x

Dxxf

xgxg

f

 

  .gمجموعة تعريف التابع gDعين  (1

10عند النقطتين  gأدرس استمرار التابع  (2 x 21 و x. 

21 عند النقطة gأدرس اشتقاق التابع  (3 x. 

 حتى الدرجة الثالثة. gن وجد( للتابعأعطي نشر ماك لوران )إ (4

  التمرين السابع

 المعرف كما يلي                f ليكن التابع الحقيقي -0
)1ln(

sin
)(

x

x
xf


 

 .fمجموعة تعريف التابع  fDأ( عين        

lim)(ب( باستعمال علاقة لوبتال أحسب      
0

xf
x

. 

)1ln(و  xsinج( أعطي صيغة ماك لوران لـ       x .من الرتبة الثانية 

 .f)02,0(جوار الصفر من الرتبة الأولى ، ثم أحسب  fد( أوجد النشر المحدود للتابع      

  بالشكل :   gنعرف التابع الحقيقي  -1










0,

,)(
)(

xa

Dxxf
xg

f
 

00مستمرا عند النقطة  gحتى يكون التابع  aعين قيمة العدد الحقيقي  x. 

 التمرين الثامن

 ـليكن التابع  المعرف    ب

 
x

xxf
1

12  

 .fأحسب مجموعة التعريف للتابع -1

 دون رمز القيمة المطلقة. fأكتب  -2

 .IR*مستمرة على fبين أن  -3
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f. و أوجد الدالة IRار علىتقبل تمديدا بالاستمر fبين أن  -4
~

 .IRعلى  fتمديد  

ليكن -5  ,0I بين أن التطبيق .f  1يقبل تطبيق عكسيf  علىI .يطلب تعيينه 

 التمرين التاسع

     :المعرف كما يلي  fليكن التابع الحقيقي 
 1ln

sin




x

xx
xf 

 .fمجموعة تعريف التابع   fDعين  -0

00يقبل التمديد بالاستمرار عند fبين أن التابع  -6 x  ثم عين التابع الممدد لهh. 

00عند   hأدرس قابلية اشتقاق التابع  -3 x              . 

10مستمر و قابل للاشتقاق عند النقطة  fهل التابع  -4 x؟ 

  ن العاشرالتمري

 ـ        fلتكن  الدالة المعرفة ب  









x
xxf

1
sin2 

 .fDعين مجموعة التعريف  -0

 عند أطراف مجموعة تعريفها. fأوجد نهاية الدالة  -6

  .IRبالاستمرار على  fتمديد gعين الدالة  -3

 .IRقابلة للاشتقاق على  gبين أن الدالة  -4

 .g'أحسب  -1

 التمرين الحادي عشر

 ـ                  لي كن التابع الحقيقي المعرف ب  32  xxf                                                                                                                                                                                  

أكتب  -0 xf                                                .دون القيمة المطلقة                                                                                                                                                       

 .fأوجد مجموعة تعريف التابع  -6

30عند النقطة fأدرس استمرار التابع  -3 x. 

30عند النقطة fأدرس اشتقاق التابع  -4 x. 

 .4حتى الدرجة fأعط )إذا أمكن( نشر ماك لوران للتابع  -1
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  التمرين الثاني عشر

 المعرف كما يلي fليكن التابع الحقيقي   - 0      
xx

x
xf




2

sin
 

 .fمجموعة تعريف التابع   fDعين  -أ                    

lim)(أحسب باستعمال قاعدة  لوبيتال   -ب                  
0

xf
x

. 

 بالشكل التالي: gنعرف التابع   - 6

 













0,0

,
sin
2

x

Dx
xx

x

xg
f

 

00عند   gأدرس استمرار التابع  -أ x. 

00عند  gأدرس قابلية اشتقاق التابع  -ب x. 

 .3حتى الدرجة  gأعطي )إن وجد( نشر ماك لوران للتابع   -ت

 التمرين الثالث عشر

المعرف بالشكل   fليكن التابع الحقيقي  
x

e
xf

x

ln

1
 

 ـ -0 10جوار  xeأعطي نشر تايلور ل x  3حتى الرتبةn. 

 .fمجموعة تعريف التابع  fDعين  -6

 .fDعند أطراف مجموعة تعريفها  fأوجد نهاية التابع -3

10يقبل نشرا محدودا جوار  fهل التابع  -4 x.؟ علل 

 التمرين الرابع عشر

 لتكن التوابع التالية :

x
xxg

1
cos)()3      













0,1

0,
1

sin)1(
)()2

x

x
x

e
xh

x

   

x

xx
xf

)1(ln)1ln(
)()1


                                
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 . hو  f ،gأوجد مجموعة التعريف لكل من  -0

00هل هذه التوابع مستمرة عند النقطة  -6 x . 

00الاستمرار عند هل يمكن تمديدها )جميع الدوال ( ب -3 x. 

fاذا كان ممكنا اوجد الدوال  -4
~

 ،g~  وh
~

00عند النقطة    hو  f ،gتمديد   x . 

 رين الخامس عشرالتم

 حيثIRمستمرة على  fحتى تكون الدالة  aعين  -0 










1cos3

12
)(

2

xx

xaxax
xf


 

fو أحسب المشتقة  1aمن أجل  IRعلى  fأدرس قابلية الاشتقاق للتابع  -6  . 

  التمرين السادس عشر

baأوجد العددين الحقيقيين   بحيث تكون الدالة المعرفة بـ ,

 









exbxa

exx
xf

ln

1
 

ex قابلة للاشتقاق عند  0. 

 التمرين السابع عشر

 جوار الصفر للتابعين   في 6/  أعط النشر المنتهي من الرتبة 0

 )1(ln)( xxg            و
xexf )(. 

 بحيث يكون لدينا في جوار  bو  a/ باستعمال السؤال السابق  أوجد العددين 2 




















xx

b
a

x
xh

x
1

0
1

1)(
 

lim)(/ استنتج 3 xh
x 

. 

 التمرين الثامن عشر

I.  في جوار  3أوجد النشر المنتهي من الدرجة      :1للتابع
2

)( 2

2



 x

x

x
xf 
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II. باستعمال علاقة  لوبيتال أحسب    xx

x
xe

1

0
lim 


.  

 حلول التمارين

 التمرين الأول

0-                              00ln/  xxIRxD f 

               ,11,0  01/  xxIRx  

علما أن  -6



x
x

lnlim
0

 فان   

  0
ln

1
limlim

00






 x

x
xf

xx

 

 xf
x 1
lim


هي حالة عدم التعيين من الشكل 








0

0
ولدينا البسط والمقام تابعين قابلين للاشتقاق جوار  

 فر و مشتقة المقام لا تنعدم جوار الصفر. أيضاالص

 

 
  1lim1

1

1
lim

ln

1
lim

11/

/

1





xf

x

x

x

xxx

 

3-  
 2

/

ln

1ln

xx

xxx
xf


 . 

4-  
2ln

1
2 f  و 

 2
/

2ln2

12ln2
2


f. 

1-                          2222 /  xofxfxf 

 
 

 2
2ln2

1

2ln

1
2

2ln

1
2














 xox  

 التمرين الثاني
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 
 
 xh

xg
xf  . xf

x 0
lim


هي حالة عدم التعيين من الشكل 








0

0
ولدينا البسط والمقام تابعين   ،

 قابلين للاشتقاق جوار الصفر و مشتقة المقام لا تنعدم جوار الصفر. أيضا

    0lim32
0

2 


xhxxxh
x

  

      ,0limsincos1
0




xgxxexg
x

x 

بالتالي نحصل على حالة عدم التعيين من نفس الشكل 








0

0
ولدينا البسط والمقام تابعين قابلين ، 

 المقام لا تنعدم جوار الصفر. للاشتقاق جوار الصفر و مشتقة 

 نستعمل مرة ثانية قاعدة لوبيتال

    2lim62
0




xhxxh
x

 

      1limsin21
0




xgxexg
x

x 

 
  2

1
lim

0


 xh

xg

x
 

 التمرين الثالث

IRDنلاحظ أن  f  لكي تكون الدالة .f مستمرة علىIR  يجب أن تكون مستمرة عند كل نقطة من

IR  لدينا من أجل . 

                   *2x  الدالةf                 .ثابتة إذن مستمرة                                           

                 **12  x  الدالةf                                             .كثير حدود إذن مستمرة 

               ***1x   الدالةf اريتمية مستمر على مجموعة تعريفها. إذن على لوغ ,1       

f   10مستمرة عند x  )1()(lim)(lim
11

fxxf
xx





                                      

0
01ln)( lim

)1()(lim

1

1





















ba
xf

fbaxf

x

x
 

f  21مستمرة عند x  )2()(lim)(lim
22





fxfxf

xx
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52
)2(2)2()(lim

5)(lim

2

2





















ba
fbabaxf

xf

x

x
 

3

5

3

5

52

0
)( 











ba

ba

ba
s 

 التمرين الرابع 

/      )أ(                                          0  ,0fD    

)ب(            xf
x


0

lim هي حالة عدم التعيين من الشكل








0

0
ولدينا البسط والمقام تابعين قابلين   ،

 للاشتقاق جوار الصفر و مشتقة المقام لا تنعدم جوار الصفر. أيضا

  0lim
0





xf
x

 











 


 


0
2

lim
2

1

lim
2

0

4

0

x

x

x
x

xx

 

ة على يمين   مستمر f/    )أ( 6    000lim 0

0





xgxg
x

     

 حسب السؤال السابق          

 
0

2

0

0lnlimlim
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  التمرين السادس
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g  قابل للاشتقاق على يمين
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 يقبل نهاية منتهية جوار الصفر فهو يقبل التمديد بالاستمرار عند الصفر.   fبما أن التابع 
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    للاشتقاق جوار الصفر و مشتقة المقام لا تنعدم جوار الصفر. أيضا

               
 

 
  1lim1

12

cos
lim

'

'sin
lim

0020





 
xf

x

x

xx

x

xxx
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مستمرة عند   g/   )أ(  6    000lim 0
0




xgxg
x

    

) حسب السؤال السابق )ب((          1
sin

limlim
200





 xx

x
xg

xx
           

00غير مستمر عند gو منه   x         . 

00غير مستمر عند   g)ب(    بما أن        x00قابل للاشتقاق عند  إذن فهو غير x.           . 

00غير قابل للاشتقاق عند  g)ت(   وبما أن        x  نشر ماك لوران فهو لا يقبل.      

        التمرين الثالث عشر

0-                           

  ا( -3  0
0

ln

1
limlim

00










 x

e
xf

x

xx

    

ب(     






 0

1
lim

1

e
xf

x

         ،  






 0

1
lim

1

e
xf

x

. 

10لا يقبل نهاية جوار  fومنه التابع  x .  

ج(  xf
x 
lim هي حالة عدم التعيين من الشكل



لين للاشتقاق . ولدينا البسط والمقام تابعين قاب 

 و مشتقة المقام لا تنعدم جوار الصفر و أيضا  جوار الصفر

 
 










 01
lim

ln

1
lim

'

'

x

e

x

e x

x

x

x
 

 بتطبيق قاعدة لوبيتال نجد 

  


xf
x
lim 

 التمرين الرابع عشر

0-      01,1 fD،  
*IRDg ،  IRDh . 

00غير معرفان عند  gو  fالتابعان  -أ -6 x   00و منه فهما غير مستمران عند x.  

      ,11,010/ xxIRxD f
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00معرف عند  hالتابع  -ب     x   00لكن غير مستمر عند x   (0)0(1لأن(lim
0




hxh
x

    

00ليس له تمديد لأنه معرف عند  h -أ -3 x  

                           -ب    
x

xx
xf

xx

)1ln()1ln(
lim)(lim

00





    

)هي حالة عدم التعيين من الشكل 
0

0
ين البسط والمقام تابعين قابللدينا لأنه ( لإزالتها نستعمل قاعدة لوبيتال 

    للاشتقاق جوار الصفر و مشتقة المقام لا تنعدم جوار الصفر. أيضا

                          2)(lim
0




xf
x

    
 

2
1

1

1

1

1

lim
'

'1ln1ln
lim

00









xx

x

xx

xx
 

00يقبل التمديد بالاستمرار عند  fو منه  xد هو . التابع الممد 










0,2

,)(
)(

~

x

Dxxf
xf

f
 

  -ج





















 



















1

1
cos

0
0

1
coslim)

1
cos(lim)(lim

0

000

x

x

x
x

x
xxg

x

xxx

 

00يقبل التمديد بالاستمرار عند  gو منه  x التابع الممدد هو. 

 

 التمرين الخامس عشر 

0- IRD f   f  مستمرة علىIR  إذا و فقط إذا كانت مستمرة عند كل نقطة منIR            . 

ومنه فهي مستمرة على  IRعبارة عن كثير حدود مستمرة على  1x fلما  ,1   

مستمرة على  fومنه  IRدالة مثلثية معرفة و مستمرة على  1x fلما  1,      

10تبقى دراسة الاستمرار عند  x 

f  10مستمرة عند x       




1limlim
11

fxfxf
xx

                               










0,0

,)(
)(~

x

Dxxg
xg

g
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                                   axaxaxf
xx

32limlim 2

11






                             

                                        3cos3limlim
11






xxf
xx

                            

133                      و منه             aa                              

         1aلما  -6










1cos3

12
)(

2

xx

xxx
xf


 

 قابلة للاشتقاق لأنها عبارة عن كثير حدود.                         1x fلما 

ومنه على  IRدالة مثلثية قابلة للاشتقاق على  1x fلما  1,          . 

10و منه ندرس الاشتقاق عند  x 

f  10قابلة للاشتقاق عند x 
       














l
x

fxf

x

fxf

xx 1

1
lim

1

1
lim

11

 منتهي. lحيث   

                        
      

4
1

31
lim

1

32
lim

1

1
lim

1

2

11

















 x

xx

x

xx

x

fxf

xxx

 

)باستعمال لوبيتال(       
   

0
1

sin3
lim

1

3cos3
lim

1

1
lim

111

















 x

x

x

x

x

fxf

xxx


 

10غير قابل للاشتقاق عند  fو منه  x   . 

ب(                                   









1sin3

122
)('

xx

xx
xf


 

 التمرين السادس عشر

ex قابلة للاشتقاق عند fلكي يكون 0 يجب أن يكون أولا مستمرا عندex 0    

                        أي       baefxfxf
exex






limlim 

1و منه               eba          لأن(  1lim 




exf
ex

  ) 

 f قابل للاشتقاق عندex 0 
       




























IRl
ex

efxf

ex

efxf

exex

limlim 
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       

ex

babxa

ex

efxf

exex 











ln
limlim 

)هي حالة عدم التعيين من الشكل 
0

0
 نلدينا البسط والمقام تابعين قابليلأنه ( لإزالتها نستعمل قاعدة لوبيتال 

    للاشتقاق جوار الصفر و مشتقة المقام لا تنعدم جوار الصفر. أيضا

 باستعمال لوبيتال نجد      

   
e

a

ex

efxf

ex









lim 

        
       

ex

bax

ex

efxf

exex 











1
limlim 

)هي حالة عدم التعيين من الشكل 
0

0
قابلين  ابعينلدينا البسط والمقام تلأنه ( لإزالتها نستعمل قاعدة لوبيتال 

1لأن         للاشتقاق جوار الصفر و مشتقة المقام لا تنعدم جوار الصفر. أيضا eba            

 باستعمال لوبيتال نجد 

   
1lim 






 ex

efxf

ex

 

eaو منه                                            
e

a
1   

11  beba 

 التمرين السابع عشر

)(0
!2

1)( 2
2

x
x

xexf x  ، 2
2

0
2

)1(ln)( x
x

xxxg      ،

)
1

1ln(1
1)( x

x
x

e
x

xh










 

نضع  
x

X
1

  ومنه 

 0Xx 
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 
 X

X

X

X
X

X

eee
0

2

0
2

2
2





  X

X

e
X

h

)1ln(

)
1

(




 

  )
1

(0)
1

(0
2 xx

b
a

xx

e
exh  

                              eaxh
x




lim   













2

e
b

ea

  

 التمرين الثامن عشر

I-  نضع
x

X
1

  ومنه   لما  xX ,0   . 

 ـ لكتابة النشر المحدود ل xf  جوار   يكفي كتابة النشر المحدود لـ








X
f

1
 جوار الصفر. 

             2

2

22

2

2

121
1

.
1

.
21

1
1

1

2
1

1
XX

X

XX

X

X

X

X

X

X
f 













 

21لدينا  X  هو من الشكل u1 من أجل
2Xu   و

2

1
 

 
      332

!3

21

!2

1
11 uouuuu 











 

                                                  

 32

2

1
1 XoX                                                                                                  

 















332

11

2

12
1

x
o

xxx
xf 

II -                        

 
x

xe

x

x

e






ln

0
lim2

1

0
lim ee

xe

e

x

x

x







   

  xx xe

x

xx

x
exe

1

ln

0

1

0
limlim




 
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 تمارين مقترحة

 الأولالتمرين 

 النهايات: أحسب 

  xx
x

lnlnlim
2

0



،    














 14
sinlim

x

x

x


   ،   12cos1lim

0


 x
e x

x
     ،

   









 1,2

1,1
/lim

1 xx

xx
xfxf

x

   ، xxx
x




22 2lim ،

    3 23 23
2

11lim 



xxx

x

  ،
4

12
lim

2

3





 x

xx

x
     ،

1

23
lim

1 



 x

x

x
. 

 الثانيالتمرين  

10عند  fأدرس استمرار التابع  (0 x حيث 

 

















1,
2

3

1,

2

1

x
x

xx

xf 

00عند  hو التابع  x  حيث 

 












0,0

0,
1

sin2

x

x
x

x
xh 

 حيث:  IRمستمرة على  gحتى تكون الدالة  mعين قيمة  (6

 
 

 








,1,1

1,,3

2 xx

xmx
xg 

 الثالثالتمرين 

20عند أدرس قابلية الاشتقاق  x للتابع 
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 













2,25

2,
4

7

8

9

2 xxx

xx
xf 

و للتابع  
1

4




x
xxg    00عند x     و للتابع  xxxf  2

10عند   x. 

 الرابعالتمرين 

 أوجد مشتقات التوابع التالية: 

  













12

23
sin)1

x

x
xf  ،  xexxg

1

2 1)2    ،   13ln)3  xxxh   ،

  1)4 2
1  xxxf   ،    3235)5 2

2  xxxf     ، 
 23

45
1)6




x
xf 

 الخامسالتمرين 

تالية:       لوبيتال النهايات ال  أحسب باستعمال قاعدة
 

12

cos1
lim)2

21 



 xx

x

x


    ، 

x

e x

x

1
lim)1

2

0




 

x

xx

x cos1

arcsin
lim)3

0 




            ،

230 5

12cos
lim)4

xx

x

x 




        ،  xx

x
xe

1

0
lim)5 


        

 السادسالتمرين 

 الدوال 6( أنشر باستعمال دستور تايلور حتى الرتبة 0

                                                                          
  1,ln)2

2,)()1

0

0





xxxh

xexg x

              

                                                       
4

,cos)3 0


 xxxf 

( باستعمال نشر ماك لوران من الرتبة الأولى، أحسب  6 001,1ln  002,1و. 

 السابعلتمرين ا

 للتوابع التالية: nالنشر المحدود جوار الصفر من الرتبة )اذا أمكن( أوجد 

  3,1)1  nxexf x
 

  4,arctan)2  nxxxf 
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  4,sin)3  nxexf x 

  4,cossin)4  nxxxf 

  3,
sin

)5  n
x

chx
xf 

  2,
cos1

1
)6 


 n

x
xf 

 
 

3,
1

5
)7

3

2





 n

x

xx
xf 

      4,sin2ln)8  nxxf 

                                                                                               3,)9 2  nexf xch 

 الثامنالتمرين 

 أوجد بواسطة النشر المنتهى النهايات التالية 

     
 










 12

1

4

1
lim)3

0 xx exx 
            

 
x

x

x sin2

1ln
lim)2

0




              

xx

xx

x sin

arcsin
lim)1

0 




 













 321 1

3

1

2
lim)4

xxx
         

 التاسعالتمرين 

 ـ       fليكن التابع  -0 المعرف ب 
2

sin

x

xx
xf


. 

 . fمجموعة تعريف  fDعين  -أ

لوبيتال ,  أحسب   باستعمال قاعدة  -ب xf
x 0
lim


  

 بالشكل :   gنعرف التابع  -6

 















0,1

,
sin
2

x

Dx
x

xx

xg
f

 

00عند   gأدرس استمرار التابع  -أ x. 
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00عند  gاستنتج قابلية اشتقاق التابع  -ب x. 

.  4  حتى الرتبة 1في جوار  fأعطي النشر المنتهي للتابع  -ت
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 مصطلحات وتعاريف رياضية

  المصطلح

 انجليزي فرنسي عربي التعريف الرياضيالرمز أو

 Opération interne Internal binary عملية داخلية  

operation  

AyxAyx  *:, 

Associative Associative   تجميعية   zyxzyxAzyx ****:,,  

Elément neutre neutral element xxeexAxAe عنصر حيادي  **:, 

Elément inverse  Inverse element exxxxAxAx نظير عنصر   '*'*:', 

Commutative  Commutative  xyyxAyx تبديلية **:,  

  Distributive  Distributive ةتوزيعي
     zxyxzyx

Azyx

***

:,,

 



     zyzxzyx ***   

Groupe  Group   زمرة ,*G 

Groupe abelien Abelian group    تبديلية زمرة ,*G 

Anneau   Ring    حلقة ,*,A 

Corps  Field  حقل ,*,C 

 nombres أعداد مركبة

complexes 

Complex 

numbers 

   2,/, IRIRyxyxzIC  

 Forme شكل جبري

algébrique   

Algebrai form    zizyixz ImRe  

1/ 2 i 

مرافق عدد 

 مركب

Complexe 

conjugué 

Complex 

conjugate 

yixz  
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Valeur absolue Absolute value 22 قيمة مطلقة bazr  

 Argument Argument  zarg   عمدة

 20;sin
22





ba

b
 

22
cos

ba

a


 

 Forme   شكل مثلثي

trigonométrique 

Trigonometric 

form 

  sincos irz  

 Forme شكل أسي 

exponentielle 

Exponential  

form 

ierz  
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 تمارين محلولة

 التمرين الأول 

 .كل إجابة  هل القضايا التالية صحيحة؟ علل

 هي عملية داخلية.ZIعملية الطرح المعرفة على    (0

6)    ,,Q .تشكل بنية حقل تبديلي 

3 )   

3

3
4 1

1




i

i

e

e   . 

 التمرين الثاني 

 حيث ،IRتبديليه وتقبل عنصرا حياديا في بين أن العملية الداخلية 

   xyyxyxIRyx  11:, 

 التمرين الثالث 

I- هل),( TIN  زمرة تبديليه حيث yxyxTINyx       ؟,;

II-  نعرف العلاقة  علىIC  بالشكل 

       2
1992

12121 ;, zizzzICzz  

أكتب العدد   )أ 
1992i.على الشكل الجبري  

 .بسط عبارة العلاقة  )أ(باستعمال  )ب

 التمرين الرابع

  بالشكل التالي  IRلتكن العملية الداخلية * المعرفة على 

yxyxIRyx  22 *:),( 

 ؟ وضح ذلك. IRهل العملية  * تبديليه ؟ تقبل عنصرا حياديا في  
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 التمرين الخامس 

  القانون * كما يلي  IRنعرف على   11* 22  yxxyyx 

 تأكد أن القانون * تبديلي.      -  

 أوجد العنصر الحيادي.        -  

2*5حل المعادلة :    -   x 

 التمرين السادس 

 كما يلي  ZIلتكن العملية الداخلية * المعرفة على 

yxxyyxZIyx  2*,, 

 تقبل عنصرا حياديا؟ هل * تبديليه؟ تجميعية ؟  -0

*35 ,حل المعادلتين التاليتين     -6 x  وxxx 3*  . 

 التمرين السابع

ليكن     
i

ez 5

2

    احسب zz 4     32  و zz        

 مرين الثامن الت

نزود المجموعة  4,3,2,1E ـ:  بقانون التركيب * المعرف ب

yxمن أجل كل عددين   E ،في  , yx*  هو باقي القسمة الإقليدية لـ
yx  1على. 

 .Eتأكد أن * هي قانون داخلي في  .0

 زمرة ؟ E),*(هل  .6

المعادلة  Eحل في  .3  12**3 x. 

  التمرين التاسع

القانون * كما يلي  IRنعرف على 
y

x
yx * ,, IRyx  . 

 زمرة ؟    IR),*(هل 
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 التمرين العاشر

 بالشكل التالي:  ICالمعرفة على مجموعة الأعداد المركبة  أدرس الخاصية التجميعية للعملية 

2121
2

21 :),( zizzzICzz  

 التمرين الحادي عشر 

  :تبديليه، حيثليست  IRبين أن العملية * الداخلية على 

                                                     yyxxyxIRyx  2*:, 

 التمرين الثاني عشر

 كما يلي : العملية الداخلية IRنعرف على 

 3

1
33;, yxyxIRyx  

بين أن  -1 ,IR ليه.زمرة تبدي 

حل المعادلة    -2  333 x. 

 التمرين الثالث عشر

نعرف على 
2IR  : قانون التركيب الداخلي * كالتالي 

         yyxxxyxyxIRyxyx  ,,*,,,,, 2
 

 هل القانون * تبديلي؟  -0

برهن أن القانون * تجميعي و أنه يقبل عنصرا حياديا في  -6
2IR. 

من  Gالمجموعة  عين -3
2IR .* التي تقبل نظيرا بالنسبة للقانون 

ما هي بنية  -4 ,*G الجبرية؟ 

  التمرين الرابع عشر

نعرف على  1,1E العملية الداخلية :كما يلي 

yx

yx
yx






1
 

بين أن  -0 ,E .زمرة تبديلية 
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المعادلتين التاليتين      Eحل في  -6 
2

1
 xxa        

2

1
2  xxb 

 التمرين الخامس عشر

ضع على الشكل الجبري العدد المركب  -0
31

3

i

yix
z




  حيثx  وy                                                                  .أعداد حقيقية كيفية 

 بالشكل التالي: IRالمعرفة على  لتكن العلاقة  -6

  

















 y

i

yix
yxIRyx

31

3
;, 

 . العلاقةبسط ( 0باستعمال السؤال )

 التمرين السادس عشر

 المعطاة بالشكل: Aلتكن المجموعة  ICQIRA  

 .Aعين المجموعة  -0

 : بين أن العملية * المعرفة بالشكل -6

yixyxAyx  *:, 

 . ICلكنها داخلية على مجموعة الأعداد المركبة Aليست داخلية على المجموعة 

هل  ,*IC ؟  زمرة 

 ـ zطويلة و عمدة العدد المركب  IRxعين حسب قيم        المعرف ب











4
sin

4
cos)2( 2 

ixxz 

 التمرين السابع عشر 

أحسب   
32 zz      و

4zz      5من أجل

i

ez



. 

 التمرين الثامن عشر

لتكن المجموعة      1;, 222  yxIRyxE . 

 ـ  Eنزود   بالعملية )*( المعرفة ب

         xyyxyyxxyxyxEyxyx  ,,*,,,, 

برهن أن  ,*E تبديليه. زمرة 
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 حلول التمارين

 التمرين الأول

ZIyxZIyx( صحيح لأن 0  ,,. 

الجمع ليس توزيعي على الضرب   خطأ لأن ( 6  83.21.253.12  

 .Qليس له نظير)مقلوب( بالنسبة لعملية الضرب في  0xأو لأن العنصر                

33( صحيحة لأن 3

4

2

3

2

1
1


i

i

eie


. 

 التمرين الثاني

تبديليه  العملية   yxyxIRyx :,  

 فان  IRمن ,yxليكن العنصران 

   xyyxyx  و    11   yxxyxy  11 

  تبديليه. فان العملية  IRا أن الجمع  تبديلي في بم

e عنصر حيادي فيIR   xxeexIRx :  

 تبديليه يكفي البحث عن العنصر الحيادي من جهة واحدة.  بما أن 

xexنبحث عن حل لـ  IRعنصر من xيكن ل . 

                    
2

10021  xexe     xxeex  11                                                                                             

 .0eف العنصر الحيادي فان من تعري

 التمرين الثالث

I ـ T  داخلية علىIN    INyxTINyx ;,    

INyxTفان  1yو  0x من أجل   1  

),(. إذن INداخلية على  ليست Tومنه العملية  TIN .ليست زمرة 

II ـ أ( 

1992

1992

2
sin

2
cos 











ii

 
 باستعمال علاقة موافر نجد 
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


















2
1992sin

2
1992cos1992 

ii 

 و منه

    1996sin996cos1992   ii 

 ى الشكل:تصبح عل العلاقة  )أ(باستعمال )ب    

   212121 ;, zzzzICzz  

 التمرين الرابع

 xyyxIRyx*تبديليه   -0 **,    

yxyx  xyxyو         *2
a

 2
)(

*. 

xyyxنجد     1yو  1xنأخذ    *20*   . 

 غير تبديليه.  ومنه * 

تقبل عنصرا حياديا   -6 xxeexIRxIRe **/,     

 نلاحظ أن *  ليست تبديليه ومنه نبحث عن العنصر الحيادي عن اليمين و عن اليسار.  

0*  exxexxe é
و         

éé xxexexxex * 

e  بدلالةx نصر الحيادي غير موجود. )مثلا     ومنه  الع








22

01

ex

ex
    ) 

 التمرين الخامس 

* تبديليه  (0)   xyyxIRyx **,,         

 فان  IRبما أن الضرب العادي تبديلي في 

           xyxyyxyxyxyx *1111* 2222  

( العنصر الحيادي 6) xxeexIRxIRe **,,  

بديليه( ومنه) * ت

          1011111 222  eexxexexex   

(3 ))08235*2 2  xxx 21( ومنه تقبل حلين x  و
3

4
2 x. 
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 التمرين السادس 

 xyyxIZyx* تبديليه    -0 **:,         

21نأخذ     yx   إذنxyyx *57*  

 ومنه  * ليست تبديليه.

 *تجميعية   -     zyxzyxIZzyx ****,,           

112نأخذ   zyx    نجد   zyxzyx **59**  . 

 ومنه * ليست تجميعية.

  xxeexIZxIZe* تقبل عنصرا حياديا  -  **/,      

     001*001* 2  exexxeeexexex 

 .0eومنه * تقبل عنصرا حياديا 

6-                                  IZxxx 
13

1
352635* 

      100132* 23  xxxxxxxxxx 

     التمرين السابع 

        
 

5

2
cos2)1 5

2

5

2

25

2

5

210

5

2

5

8

4 









ii

i
iiii

eeeeeeezz 

        

 

5

4
cos2)2 5

4

5

4

25

4

5

410

5

6

5

4

32 









ii

i
iiii

eeeeeeezz

 ن التمرين الثام

0-    4,3,2,1E   يكفي أن  4أقل أو يساوي  1بما أن باقي القسمة على

و منه    1نلاحظ فقط من الجدول أن الباقي يختلف عن 

EyxEyx   و منه العملية داخلية     ,*

 نبين أن * ليست تجميعية  -6

3,2,2ي أخذ مثلا يكف  zyx    

4 3 6 0 * 

0 0 0 0 0 

0 3 4 6 6 

0 6 4 3 3 

0 4 0 4 4 
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)*(*)2*2(*43*43لدينا   zyx  (2*)2*3(2*33و*(* zyx 

)*(**)*(نلاحظ أن  zyxzyx     

 ليست زمرة. E),*(و منه 

)3*(*12حيث:  Eفي  xالبحث عن  -3 x  1أجل منx   

1)3*1(*32*142لدينا   x  ليس حل 

2)3*2(*42*12لدينا   2xمن أجل   x  هو حل 

3)3*3(*22*142لدينا   3xمن أجل   x ليس حل 

4)3*4(*12*12لدينا   4xمن أجل  xو منه:     هو حل 4,2S 

 التمرين التاسع

" * " تجميعية     zyxzyxZIzyx ****,,,  

 

 






















1**

3**
/

2

1

0

zyx

zyx

z

y

x

 

 ومنه " * " ليست عملية تجميعية.  

 التمرين العاشر 

 تجميعية     321321321 :,, zzzzzzICzzz. 

11من أجل  z  12و z  وiz 3 نجد 

    2111111321 iiiizzz  

    iiiiiizzz 21111321  

    321321 zzzzzz  

 ليست تجميعية. و منه العملية 
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 التمرين الحادي عشر 

ليست تبديليه  IRالعملية * الداخلية على   xyyxIRyx **:,  

1*12نجد    2yو  1xفعلا، يكفي أخذ        2*11و   

 التمرين الثاني عشر

/    أ/   * تبديليه   0     xyyxIRyx **,,         

لدينا   3
1

33* yxyx      و 3
1

33* xyxy     

 إذن * تبديليه .  IRبما أن الجمع العادي تبديلي في 

ب/   * تجميعية                zyxzyxIRzyx ****,,,   

لدينا    3
1

333** zyxzyx  و    3
1

333** zyxzyx  

      إذن * تجميعية.  IRالجمع العادي تجميعي في

ج/    العنصر الحيادي            xxeexIRxIRe **:,   

العملية " * " تبديليه إذن                   xexxex  3

1
33

(&)

* 

                                                            0 e 

د/ النظير          0'*'*/', xxxxIRxIRx    

 * تبديليه إذن   العملية               xxxxxx  '0'0'* 3

1
33

(&)

 

   6              /  3333 3

1
333

(&)

 xx   33*3* x 

 التمرين الثالث عشر

* تبديلي  -0            yxyxyxyxIRyxyx ,*','','*,:',',, 2
    

باختيار       1,2,2,1','  yxyx نجد 

           1,2,*','3,2','*,  yxyxyxyx 

 ومنه * غير تبديلي.                       
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 * تجميعي-أ -6
     

             '',''*','*,'',''*','*,

;'','',',',, 2

yxyxyxyxyxyx

IRyxyxyx




                              

            yyxyxxxxxyyxxxyxyxyxyx  '''',''',*,'',''*','*, 

            yyxyxxxxxyxyyxxxyxyxyx  '''',''''',''*',''',''*','*,

 الطرف الأول يساوي الطرف الثاني ومنه * تجميعي.

 العنصر الحيادي -ب

             yxeeyxyxeeIRyxIRee ,',*,,*',,,,', 22  

* غير تبديلي ومنه نبحث عن العنصر الحيادي من اليمين و من اليسار.                                     

         


















0'

1

'
,',,,*',

e

e

yeye

xxe
yxeyexeyxyxee

         


















0'

1

'
,',,',*,

e

e

yyex

xex
yxyexexyxeeyx

 

و منه العنصر الحيادي هو    0,1', ee                     

 النظير  -3             ',,*','','*,,',',, 22 eeyxyxyxyxIRyxIRyx            

 *غير تبديلي ومنه نبحث عن النظير من اليمين ومن اليسار.  

              0

'

1
'

0'

1'
0,1','*, 























 x

x

y
y

x
x

yyx

xx
yxyx 

فإن  0xومنه إذا كان   






 


x

y

x
yx ,

1
IRIRGوبالتالي  ','  * 

 4-   ,*G  غير تبديليه.                زمرة  

   التمرين الرابع عشر

* تبديلية  -0 xyyxEyx :, 

( IR)لأن الجمع و الضرب العاديين تبديلين في 
xy

xy

yx

yx










11
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 . و منه * تبديلية 

* تجميعية  - 6          zyxzyxEzyx ***:,, 

 
zxyxzy

zyzyxx

zy

zy
xzyx



















11
**

 
zyzxyx

zyxzyx
z

yx

yx
zyx



















1
*

1
* 

 نلاحظ أن 

    zyxzyx ***  

 و منه * تجميعية.

* تقبل عنصرا حياديا xxeexExEe *:/ 

بما أن * عملية تبديلية إذن نكتفي بجهة واحدة                                             

   Exexexexexxex  001 22
 

* النظير  exxxxExEx *'':', 

 بما أن * عملية تبديلية إذن نبحث عن جهة واحدة

xx
xx

xx
xx 




 '0

'1

'
0' 

و بالتالي  ,E زمرة تبديلية 

6-                   041
2

1

1

2

2

1 2

2



 xx

x

x
xxa 

ExEx  3232012 21

  0162
2

1

21

3

2

1
2 2

2



 xx

x

x
xxb 

Ex 



2

73
2

 
Ex 




2

73
028 1 

 خامس عشر التمرين ال
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  0-          yxiyx 
4

3
3

4

1

  

  
  3131

313

ii

iyix
z




                     

           -أ    -6    

















 y

i

yix
yxIRyx

31

3
;, 

                yx    
 













0

3
4

1

yx

yyx
     yyxiyx 

4

3
3

4

1
              

 التمرين السادس عشر

ICQلدينا المجموعة  -0         ومنه  ICQ إذن .IRA . 

A  ا( العملية * ليست داخلية على المجموعة -6  IRyxIRyx *:, 

IRiyxلدينا     1yو  0xمن أجل  *  

 .Aومنه العملية * ليست داخلية على المجموعة 

IC  ب( العملية * داخلية على المجموعة           ICzzICzz 2121 *:              

ICziz(   IC)لأن الجمع و الضرب عمليتان داخليتان في 
ICz

ICz











21

2

1          

   ,*IC زمرة     )داخلية ، تجميعية،  تقبل عنصرا حياديا ولكل عنصر نظير  * ( 

العملية * تجميعية           321321321 ****:,, zzzzzzICzzz     

01من أجل  z  ،12 z 13و z عناصر منIC  فان 

         izzz 2** 321     1** 321 izzz            

 العملية * ليست تجميعية. ومنه 

إذن  ,*IC .ليست زمرة  
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 التمرين السابع عشر

 

5

2
sin25

2

.5

2

5

25

5

2

5

3

5

2

32 






ieeeeeeezz

i

i

iiiii





                      

      
 

5

2
sin2555

15

55

4

54 



ieeeeeeezz i

iiiiii





 

                                 التمرين الثامن عشر  

                                        1E 

                      2(*)  داخلية فيE 

 ,*E    زمرة تبديليه      3(*)   تبديلية و تجميعية 

                     4(*)   تقبل عنصرا حياديا فيE 

                     5 لكل عنصر منE  نظير فيE 

1E    لأن 0,1  101يحقق 22                         

2(*)  داخلية فيE          EyxyxEyxyx ','*,:',',,     

               1''',' 22  yxEyx     و  1, 22  yxEyx     

          1'''''',''','*,
22
 xyyxyyxxExyyxyyxxyxyx 

       22222222
'''''''' yxyyxxxyyxyyxx  

   111'' 2222  yxyx 

 داخلية.               (*)و منه 

3 تبديليه (*)   -أ            yxyxyxyxEyxyx ,*','','*,:',',,    . 

                yxxyyyxxxyyxyyxxyxyx '','''',''','*, 

   yxyx ,*',')   xyyxyyxx '',''  

                          (IR)لأن الضرب و الجمع العاديين تبديليين في  
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 .تبديليه (*)و منه 

                            تجميعية (*)-ب  

      :'','',',',, Eyxyxyx 

                 IIyxyxyxyxyxyxI  '',''*','*,'',''*','*, 

     '''''',''''''*, yxyxyyxxyxI  

                        '''''''''''','''''''''''' yyyxxyyxxyxxyxyyxyyyxxxx   

                                    '''''''','''''''' yyxxyxyyxxyxyyxxyyxx  

                                       IIyxyxyxyxxyyxyyxx  '',''*','*,'',''*','' 

 .تجميعية(*)و منه 

4(*) تقبل عنصرا حياديا 

              yxyxeeeeyxEyxEee ,,*',',*,:,,', 

 تبديليه إذن نبحث عن العنصر الحيادي والنظير  من جهة واحدة.     (*)و بما أن 

                                 
 

 








2.......'

1......'
,',*,

yeyex

xeyex
yxeeyx

 

          0'0'0''21 2222  eyxeexeyxy 

122)لأن   yx   ) 

                       121 2222  eyxeyexyx 

و منه العنصر الحيادي هو    0,1', ee  و هو ينتمي إلىE 

نبحث عن العنصر النظير  -1

              0,1,*','','*,:,',',, yxyxyxyxEyxEyx 

                           
 

 








2.......0''

1......1''
0,1','*,

xyyx

yyxx
yxyx 

             yyyyxyyyxyyxy  ''''21 2222
 

             xxxyxxxxyxxyx  ''''21 2222
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122)لأن   yx)  و منه نظير yx,  هو ',' yx  1يحقق'' 22 yx  و ينتمي إلىE  . 

 

 تمارين مقترحة

 الأولالتمرين 

لتكن المجموعة   1:, 22  yxIRIRyxG نزود  .G  بالعملية المعرفة كما يلي:  

         yzxwywxzwzyxGwzyx  ,,,:,,, 

 . Gداخلية في  تأكد أن العملية 

 الثانيالتمرين 

    :التاليمجموعة الأعداد الحقيقية بالشكل   IRالمعرفتان على °  لتكن العمليتان  * و 

               222 *:),( babaIRba      222و :),( babaIRba  

أدرس الخاصية التجميعية ووجود العنصر الحيادي؟ هل  *,IR زمرة؟ هل ,IRزمرة؟ 

 الثالثالتمرين 

 بالشكل التالي  انون تركيب داخلي نرمز له مجموعة الأعداد الحقيقية ق IRنعرف على 

 
   

   
















0,0,,0

0,0,,
:, 22

33

basi

basi
ba

ba

baIRIRba 

أحسب    111     و   111  هل  .  تجميعية؟ هل ,IR تشكل زمرة؟ 

  الرابعالتمرين 

نزود 
2ZI بالعمليتين الداخليتين + و التاليتين:  

     ','',', bbaababa   ،     0,'','., aababa  

برهن أن   ,,2I .حلقة تبديليه 

 الخامسالتمرين 

    :بحيث  ,*لتكن العمليتين الداخليتين التاليتين 
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1*,  babaabbaba 

),*,(هل IR  حقل تبديلي؟ 

 السادس التمرين

izليكن  53       ،iw  2 

wzأحسب:    أ(      )ب       ،z            )ج          ،wz       )د        ،
w

z
   

 السابعالتمرين 

),,.(لتكن  A  و).,,'( A  حلقتين تبديليتين، نعرف على'AA  قانوني تركيب داخليين كالتالي 

                   
)'',()',()',(

)'',()',()',(:')',(),',(

yxxyyyxx

yxyxyyxxAAyyxx




 

)',,(هل   AA  تشكل حلقة تبديليه؟ 

 ثامنالالتمرين 

 ضع على شكل جبري ibaIRba     الأعداد المركبة التالية ,,

1)  71 i , 2)  321 iz  ,     3) 11i , 4)  3i  ,     5)  11
1 i ,   6) 2007i ,     

7)  10
3 i , 8)   41 i ,    9) 

i3

1
,    10) 


sincos

2
sin

2
cos4 ii 










,      11)  1131 i   , 12)   251 i . 

 التمرين التاسع

أكتب على الشكل الجبري  ibaIRba     :عدادالأ ,,




sincos
2

3
sin

2

3
cos3 ii 








  ،   

i

i

21

3




و  

i

i

i

i








121

3
. 

 التمرين العاشر

أكتب على الشكل الأسي 
ier الأعداد:  
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 51 i ، 43i ، 31 i ، i1  ، 

7

1

31



















i

i
و  

   
 3

45

1

31

i

ii




. 

 

 التمرين الحادي عشر

 ـ:      ICفي i \IC من f تطبيقنعرف ال ب 
iz

iz
zf




 

. أحسب طويلة 6 zf  حيثz .حقيقي 

حيث  z. عين مجموعة النقاط ذات السابقة 3 zf .حقيقي 

حيث  z. عين مجموعة النقاط ذات السابقة 4 zf .تخيلي صرف 
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 :خامسالفصل ال

 لخطيةالفضاء الشعاعي والتطبيقات ا
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 وتعاريف رياضية مصطلحات

  المصطلح

 انجليزي فرنسي عربي الرمز أوالتعريف الرياضي

Espace vectoriel Space vector  فضاء شعاعي   ,,V 

 Opération externe External bynary عملية خارجية

operation  

VxVxK   :, 

أشعة مستقلة 

 خطيا

Vecteurs 

linéairement 

indépendants 

Linearly 

independent 

vectors Kn

Vnn

n

xx

K

0

0..

:,,

21

11

1



















 

أشعة مرتبطة 

 خطيا

Vecteurs 

linéairement 

dépendants 

Linearly 

dependent 

vectors 

 

Vnn

i

n

xxx

ni

K

0...

,,1,0

/,,,

2211

21



















 

 Combinaison مزج خطي

linéaire  

Linear 

combination nn

n

xxx

KVx









....

:,....,,:

11

21
 

   Base  Basis أساس

 Dimension  Dimension   Vdim بعد

 Application  تطبيق خطي

linéaire 

Linear map 

     yfxfyxf

EyxK







 :,,,
 

Noyau    Kernel   نواة  FxfExf 0/ker  

Image Image  صورة    EfExxff  /Im 

Rang  Rank  رتبة frankf Imdim 
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 تمارين محلولة

 التمرين الأول

 كل إجابة.  هل القضايا التالية صحيحة؟ علل

( المجموعة  0        1,1,1,0,1,0,5,1,0,3,0,2   .مرتبطة خطيا 

التطبيق   (6     1,,,:  yxyxfyxf  .خطي 

( المجموعة 3        2,2,0,0,2,2,0,0,2,3,1,1,3,2,1,1   تشكل أساسا للفضاء
4IR على 

 ؟IRالحقل

المجموعة  (4        1,1,,,1,0,,1 iii ـ     ؟IRعلى الحقل 2ICتشكل أساسا ل

 التمرين الثاني

نحو  IRتطبيق من  fليكن
3IR  : معرف بالشكل   xxxf 2,0,. 

 خطي. fبرهن أن التطبيق  -0

 .fkerعين  -6

 ليس غامرا. fاستنتج أن التطبيق  -3

 التمرين الثالث

 أجب بنعم أو لا مع التعليل .

ليكن  (0 IRIR,  الفضاء الشعاعي  للتطبيقات منIR نحوIR المجموعة  و لتكنB  المعرفة

 ـ ب  10/  ffB 

     B    فضاء شعاعي جزئي من. 

 و  1Fإتحاد فضاءين شعاعيين جزئيين  (6
2

FمنV  علىIK  هو فضاء شعاعي جزئي منV 

 .IKعلى 

 . أشعة مرتبطة خطيا تكون مرتبطة خطيا كل مجموعة جزئية من مجموعة (3

إذا كان  (4 AV    حيث 
N

XXXA ...,,,
21  فإنnV dim. 
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 التمرين الرابع

 أجب بنعم أو لا ثم علل.

المجموعة  (0  0./, 2  yxIRyxA  ف.ش.ج. من
2IR  علىIR. 

 كل مجموعة جزئية من مجموعة أشعة مرتبطة خطيا تكون مرتبطة خطيا . (6

إذا كانت  (3 nvvvA ...,,, 21  دة للفضاء الشعاعي مجموعة مولV   على الحقلK   فإن

nV dim. 

 التمرين الخامس

 حيث fليكن التطبيق الخطي 

     zyxyxzyxfzyx

IRIRf





,,,,,

: 23


 

 .fkerdimثم عين fkerأوجد  -1

 غامر؟  f، هل fImdim  استنتج -2

 التمرين السادس

تطبيق خطي معرف من  fليكن 
3IR  نحو

3IR     بالشكل 

                                                    xzzyyxzyxf  ,,,, 

 .fImأوجد أساس و بعد  - 0

 .fkerاستنتج بعد   - 6

 متباين؟ غامر؟ fهل التطبيق  - 3     

 التمرين السابع

المعرف منfليكن التطبيق الخطي
2IRنحوIC ـ     ب  yiyxyxf 32,  

 .fkerdimثم  fker ( عين 0

 .fImdim( استنتج  6

 ؟غامر fهل التطبيق الخطي (3
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 التمرين الثامن

تطبيقا خطيا معرفا من  fليكن 
3IR 2نحوIR ـ  ),,(),0(ب zyxzyxf  

 ـ0         .fkerdimثم استنتج  fker( عين أساسا ل

 تقابلي؟  f( هل التطبيق الخطي 6       

 لتمرين التاسعا

 ليكن  02;,, 3  yzxIRzyxE 

ف. ش.ج من Eبرهن أن  -1
3IR. 

 ـ -2  .Eعين أساسا ل

 التطبيق الخطي المعرف كما يلي fليكن  -3

     yxzxzyzyxfzyx

IRIRf





,,,,,,

: 33


 

أحسب  -أ Ef. 

 التمرين العاشر

  لتكن

   zyxzyxzyxzyxf

IRIRf





,,,,

: 33

 

 .fkerdimثم استنتج  fkerعين  -0

 ـ -6  .fImعين أساس ل

 تقابلي؟ fهل  -3

ليكن  -4  0/,, 3  zyxIRzyxV  

ف.ش.ج من  Vبين أن  -أ
3IR. 

 ـ -ب عين أساسا ل Vf  ثم استنتج Vfdim. 
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 التمرين الحادي عشر

 ليكن التطبيق الخطي التالي 

     zyxyxxzyxfzyx

IRIRg





32,4,2,,,,

: 33

 

 متباين؟ غامر؟ تقابلي؟ gهل 

 التمرين الثاني عشر

:33حيث                                               fليكن التطبيق الخطي  IRIRf   

                       0,,2,,,, zyyxzyxfzyx              

 .fkerdimثم عين fkerأوجد  -1

 غامر؟  f، هل fImdim استنتج  -2

 التمرين الثالث عشر

معرف من  تطبيق خطي fليكن 
2IR  نحو

2IR  :2,3(بالشكل(),( xyxyxf                       

 .             fkerdimثم  fkerعين  -0

                     تقابلي؟ fهل التطبيق -6

 رالتمرين الرابع عش

 التطبيق الخطي  fليكن 

),,(),,,(),,,(

: 34

yxyxtztzyxftzyx

IRIRf




 

 ـ -0  .                                fkerdimمستنتجا  fkerعين أساسا ل

 متباين؟  غامر؟  تقابلي؟  fهل  -6

 ـ  -3  .  fImعين أساسا ل

ليكن   0/),,,( 4  tzyxIRtzyxV   

ف.ش.ج من  Vبين أن  -أ     
4IR                  . 

 .  Vf)(أحسب  -ب     
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 التمرين الخامس عشر

 بـ المعرفالتطبيق  fليكن 

     zxyyxzyxfzyx

IRIRf

43,,2,,,,

: 33






 

 خطي. f بين أن (0

 .fkerdimاستنتج و  fker عين  (6

 ـ (3  .fImdimو استنتج  fImعين أساس ل

 تقابلي. fاستنتج أن  (4

عين  (1
1f. 

عين  (2
1ker f . 
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 حلول التمارين

 التمرين الأول

أكبر من بعد الفضاء الشعاعي 4( صحيح لأن عدد الأشعة 0
3IR  3وهو . 

( خطأ لأن 6     0,01,00,0 f. 

 ( صحيح لأن :3

        2,2,0,0,2,2,0,0,2,3,1,1,3,2,1,1  مستقلة خطيا  

       


















00

2,2,0,0,2,2,0,02,3,1,13,2,1,1:,,,

4 



IR

IR
 

ليكن  حيث IRمقادير سلمية من  ,,,

        402,2,0,0,2,2,0,02,3,1,13,2,1,1
IR

   

0  






















02223

02232

0

0








 

ومنه المجموعة المعطاة مستقلة خطيا و بالتالي تشكل أساسا للفضاء 
4IR   على الحقلIR  عدد  لأن

4dimو   4  عناصرها 4


IR
IR. 

 صحيح لأن : ( 4

حتى تشكل مجموعة الأشعة         1,1,,,1,0,,1 iii  2أساسا لـIC على الحقلIR  يكفي أن ندرس

   .ى الحقل عل2ICالاستقلال الخطي، لأن عدد عناصرها مساوي لبعد الفضاء 

  خطيا مستقلةلدينا 

                                                                                                    

 

  عناصر من  و  و  و  ليكن 

IR

        1,1,,,1,0,,1 iii



       













0

01,1,1,0,1:,,,



 iiiIR

IR
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 خطيا. مستقلة ومنه

 .على الحقل تشكل أساسا لـ إذن  

 التمرين الثاني

  خطي    -0

 عناصر حقيقية كيفية و  ، ، ليكن 

              

                                     

                                          

                                                       

6-         

                      

 لدينا          -3

 ليس غامرا 

   ين الثالثالتمر

 وهو التطبيق المعدوم. لا يحتوي على العنصر الحيادي في  لا، لأن  (0

     (    ، أو )مثلا      

 . ، لدينا  ( لا، لأن من أجل 6

  على  ف.ش.ج من  و 

ليس فضاءا شعاعيا جزئيا لأن الجمع ليس داخلي    لكن 

 .لكن  و 

       

0

00

00
01,1,1,0,1

















 iii

        1,1,,,1,0,,1 iii

        1,1,,,1,0,,1 iii
2ICIR

f       yfxfyxfIRyxIR  :,;,

xy

    yxyxyxf   2,0,

   yyxx  2,0,2,0, 

   yyxx 2,0,2,0,  

   yfxf  

    0,0,02,0,/  xxIRx  30/ker
IR

xfIRxf 

0kerdim  f 0

1kerdimdimImdim  fIRf

f 3dim1Imdim IRf

B

211,   IR

2IRV   IRyyF  /,02  IRxxF  /0,1

1F2F
2IRIR

    IRyxyxFF  ,/,0,0,21

  210,1 FF   121,0 FF       211,10,10,1 FF 
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تبطة خطيا لكن مر المجموعة  ( لا. مثلا في 3

 مستقلة خطيا. 

اسا أس  A( لا، لأن حسب التعريف بعد الفضاء الشعاعي يساوي عدد أشعة الأساس و كي تكون الجملة 4

 .لابد أن تكون مستقلة خطيا )شرط الاستقلال الخطي غير محقق(

 التمرين الرابع 

0)  

          لا، ليس فضاء شعاعي جزئي لأن مثلا  

        (لكن )

 مستقلة خطيا     مرتبطة خطيا  لكن  لا، لأنه مثلا    (6

  فإن  لا، لأن مثلا  (3

 .    لكن 

 التمرين الخامس

0                   /  

                                

                

 .     و بالتالي   تشكل أساسا لـ  شعاع غير معدوم و منه  

  غامر.  ه . و من /           6

 التمرين السادس

0)                                                                                                                                                                                                                                                                                                                      

 

2IR      1,1,0,1,1,0A

    0,1,1,0B

 0),( 2  xyIRyxA

AA  )1,0()0,1(

011.1 A )1,1()1,0()0,1(

 )1,1(,)1,0(),0,1( )1,0(),0,1(

  IRyxyxyxE  ,/2,2     2,2,1,1 E

1dim E

    20/,,ker 3

IR
XfIRzyxXf 

 


















00

0
)0,0(

z

xy

zyx

yx
Xf

      0,1,1ker/0,,ker  fIRxxxf

 0,1,1  0,1,1 fker1kerdim f

23 dim213kerdimdimImdim IRfIRf f

     IRzyxxzzyyxIRXXff  ,,/,,/Im 3

      IRzyxzyx  ,,/1,1,00,1,11,0,1
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  نضع 

                                                                      

        مستقلة خطيا 

   

 

 مرتبطة خطيا.   ومنه 

            مستقلة خطيا  

  

 لة خطيا    مستق و منه 

        . و منه أساس لـ   و 

6) 2=1-3   

 ليس متباينا                              (3

    ليس غامرا                                  

 ليس غامرا(إذن و ليس متباينا)أو بما أن  

 التمرين السابع

0 ) 

      1,1,0,0,1,1,1,0,1 321  VVVA

 Af  Im

A  4,100, 3

4

1
4,1

 



iVIR iIR

i

iiii 

321  


















0

0

0

0

31

32

214

1

3








IR

i

iiV

 

0

000

321

3211332211

4

1

1

3











VVV

VVVVVVV
IR

i

ii





 321 ,, VVV

 21 ,VV  00,, 21221121  VVIR

021  


















0

0

0

0

1

2

21

2211







 VV

 21 ,VV

  21 ,Im VVf fIm2Imdim f

 fIRf Imdimdimkerdim 3

f 01kerdim f

f 3dim32Imdim IRf

f3IRFE f

    0,/,ker 2  yxfIRyxf
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 (  لدينا     6

  فضاء شعاعي جزئي من  و غامر لأن ( التطبيق الخطي3

 التمرين الثامن

0)                                            

                     

    

 .............*      تولد  أي أن المجموعة 

  مستقلة خطيا

 

 بحيث  عنصرين من ليكن 

   

 مستقلة خطيا  ...........**   و منه 

 .    تشكل أساسا لـ  ان من * و ** ف

                                        و منه  

  تطبيق ليس تقابلي. . ومنه ليس متباينا   (  6

 التمرين التاسع

        -/    أ0  

     -ب          

                                                                              

      00302032,  yxyyxyiyxyxf

0kerdim  f

2kerdimdimImdim 2  fIRf

f2dimImdim 2  IRffIm2IR

  20/ker 3

IR
XfIRXf 

zyx    0,00,ker  zyxfX

    IRzyzy  ,/1,0,10,1,1  IRzyzyzyf  ,/,,ker

    1,0,1,0,1,1fker

    1,0,1,0,1,1

    001,0,10,1,1,, 212121   IR

21 ,IR    01,0,10,1,1 21 

021  


















0

0

0

2

1

21







    1,0,1,0,1,1

    1,0,1,0,1,1fker

2kerdim f

f 02kerdim ff

 EE  0

  IREzyxYzyxX  ,;)',','(,,,

EYX  
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 .              فضاء شعاعي جزئي من  ومنه   

       6 /                               

  

 ـ   ـ و منه ندرس الاستقلال الخطي ل  .أساس ل

         /           أ/                       3

                                                                                

  

 أو                     

 التمرين العاشر

0-  

 

 

 مستقلة خطيا لأن  

 ـ و منه   وبالتالي    أساس ل

6-   

 

               

  أساس لـ  و منه    مستقلة خطيا   و بالتالي  

    EzyxzzyyxxYX  ",","',',' 

    ),(00.0.'''22"""2 EYXzyxzyxzyx  

E
3IR

zxyzyx  202

        21,1,1,0,0,2,1 VVE   IRzxzzxxE  ,/,2,

 21,VV 21,VVE

      EzyxXXfEf  ,,/

),2,( zzxxXEX 

   IRzyxzxzxzx  ,,/3,,2 Ef

       1,1,2,3,1,2Ef       1,0,0,0,1,2 Ef

    30/,,ker 3

IR
XfIRzyxXf 

  zxy

zyx

zyx

zyx

Xf
IR


















0

0

0

0 3

  

     1,1,0,0,1,1ker

,/,,ker

21 



VVf

IRzxzzxxXf

 21 ,VV 000 2211  

 21 ,VVfker2kerdim f

    
  IRzyxzyxzyxzyx

IRzyxzyxff





,,/,,

,,/,,Im 3

       

    1,1,1/Im

,/1,1,11,1,1

11 



VVf

IRzyxzyx

01 V 1VfIm
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 ليس تقابلي  -3

4-        

   شعاعي جزئي من ضاءف   -أ

                                                                                    

 

 

 

                 

                                         

 فضاء شعاعي جزئي من  و بالتالي  و منه 

     -ب

 

 

 ـ   و بالتالي      و منه  أساس ل

 التمرين الحادي عشر

 متباين 

                             

 

                                                                                          

 متباين. و منه 

f )3dim1Imdim( 3IRf

     IRyxyxyxzyxIRzyxV  ,/,,0/,, 3

V
3IR

 

      














VYX

VzyxYzyxXIR

V







2',',',,,,,

1

     VV 0000,0,0

 yxyxXVX  ,,

 '',',' yxyxYVY 

 '',',' yxyxyyxxYX  

 "","," yxyx 

VYX  V
3IR

       

  IRxxxx

IRyxyxyxfVXXfVf





/2,2,2

,/,,/

      2,2,2/ 11  VVVf

01 V Vf  1dim Vf

f  30ker
IR

f

    30/,,ker 3

IR
XfIRzyxXf 

      0,0,032,4,2/,, 3  zyxyxxIRzyx

 0,0,0

f
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 غامر و بالتالي تقابلي.       و منه   متباين و  لدينا 

 التمرين الثاني عشر

0-  

 فان عنصر كيفي من ليكن 

  

 إذن

    

فهو يشكل جملة . وبما أن هو مولد للفضاء  أي أن الشعاع 

  ومنه  .يشكل أساسا  مستقلة خطيا. إذن 

   لدينا  -6

  ليس غامرا.ومنه  إذن  

 التمرين الثالث عشر

0-                                

                 

 

 تطبيق متباين. ومنه 

 تقابلي.  ومنه    =F=E  تطبيق متباين و لدينا -6

 التمرين الرابع عشر

0-                                           

           

 و منه          

fIRFE f

      0,0,0,,/,,ker 3  zyxfIRzyxf

 zyx ,,fker
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



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yx
zyyxzyxf

2
0,0,00,,2,,

  1,1,2ker  f     1,1,2,,2,,  yyyyzyx

 1,1,2 Vfker 0,0,0V

 Vfker1kerdim f

fIRf kerdimdimImdim 3 

2Imdim ff

  20/ker 2

IR
XfIRXf 

      0,02,3/,ker 2  xyxIRyxXf

   0,0,
02
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








 yxX

x

yx
0kerdim  f

f

f2IRf

 30)(/ker 4

IR
XfIRXf 

 )0,0,0(),,(/),,,( 4  tzzyyxIRtzyx
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 .إذن   أساس لـ   و منه  

 ليس متباينا                       -ا  -6

                -ب     

 ليس تقابليا.  غامر و بالتالي ومنه 

3-                                                                   

 

 

 و منه حيث 

 .مرتبطة خطيا لأن  

 ..لـ إذن فهي تشكل أساسا و تولد  مستقلة خطياو منه  

  فضاء شعاعي جزئي من    -أ

                                                                                     

                                         

                                       

                لأن 

 .فضاء شعاعي جزئي من  و منه 
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   -ب

 . ومنه    نضع

 ـ و منه   مستقلة خطيا      .  أساس ل

  و بالتالي 

    -ج

  

 .حيث  و منه 

   الخامس عشرالتمرين 

 خطي   (0
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 مستقلة خطيا  

 

 ـ وبالتالي    و منه    أساس ل

 تقابلي لأن مما سبق  (4
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 تمارين مقترحة

 الأولالتمرين 

  :الاستقلال و الارتباط الخطيين في كل حالةأدرس 

0 ) ، 6 ) 

3 ).  

 انيالثالتمرين 

 بحيث على الحقل  فضاءات شعاعية جزئية من   ليكن 

 

 

 .و أوجد أساس و بعد 

 ثالثالتمرين ال

 خطية؟ نحو  هل التطبيقات التالية المعرفة من 

 ،        

    ،               

   ،   . 

 رابعالالتمرين 

  حيث ليكن التطبيق الخطي 

                                          

                            

 خطي. بين أن التطبيق  -1

 .ثم  أوجد  -2
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 تقابلي؟ .هل ثم   أوجد  -3

 خامسالالتمرين 

 معرف بالشكل نحو  تطبيق من  ليكن 

 

 خطي. برهن أن  -

 .أوجد أساس و بعد  - 

 .أوجد أساس و بعد  -  

 سادسالين التمر

   يكن   ل

 و                                             

 خطي.       بين أن  (1

 . عين نواة و صورة  (2

 تقابلي.                     استنتج أن  (3

 .نفس الأسئلة بالنسبة للتابع 

 سابعالتمرين ال

  تطبيق خطي معرف كالتالي ليكن 

 

 متباين؟ غامر؟ تقابلي؟ هل 

 ثامنالتمرين ال

 على الترتيب.  و  الأساسين القانونين لـ  ، ليكن 

 كما يلي  نحو  المعرف من  أوجد التطبيق الخطي  -0
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 و استنتج بعديهما .         و  عين  -6

 .  ما هي خواص التطبيق  -3

 تاسعالالتمرين 

  كالتالي  نحو  تطبيق خطي معرف من  ليكن 

  

 تقابلي. ن برهن أ

 عاشرالالتمرين 

 حيث ليكن التطبيق الخطي 

      

 .ثم عين أوجد  -1

 غامر؟  ، هل  استنتج  -2

 

fkerfIm

f

f
3IR3IR

   zyzxzyxzyxf  ,,,,

f

f

    














0,,
2

,,,,

: 33

zyx
yx

zyxfzyx

IRIRf



fkerfkerdim

fImdimf

mailto:rekkabsoraya@yahoo.fr


 

97 
rekkabsoraya@yahoo.fr 

 1ملحق 

 جدول لنهايات بعض الدوال الأولية

 النهايات الدالة
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 a > 1 :  

o  

o  
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 2ملحق 

 جدول لبعض مشتقات الدوال الأولية
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 3ملحق 

 كبةجدول لبعض مشتقات الدوال المر

 الشروط القواعد

 من أجل كل  و من أجل كل تابع قابل للاشتقاق موجب تماما.  

  من أجل كل تابع قابل للاشتقاق موجب تماما.  

  من أجل كل تابع قابل للاشتقاق 

  من أجل كل تابع قابل للاشتقاق موجب تماما.  

  من أجل كل تابع قابل للاشتقاق 

  من أجل كل تابع قابل للاشتقاق 

  من أجل كل تابع قابل للاشتقاق 
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 4ملحق 

 وليةجدول لنشور بعض الدوال الأ

 التابع جوار الصفر حدودالنشر الم
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