
                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                             

جمهورٌةال الجزائرٌة الدٌمقرطٌة الشعبٌة      

 وزارة التعلٌم العالً والبحث العلمً 

الوادي   جامعة الشهٌد حمه لخضر  

 كلٌة العلوم الدقٌقة 

 قسم الفٌزٌاء 

 

 

 دروس وتمارٌن محلولة  لمقٌاس رٌاضٌات    

 سنة اولى جذع مشترك علوم المادة  

 

 

 

 

 

 

د   بالهادي احفوظه      اعداد  

 استاذ محاضر بجامعة الوادي 



 المحتوٌات

   المقدمة                                                       4

 محتوى التحلٌل   

    نظرٌة  المجموعات                                    

     المنطق الرٌاضً                  

     المجموعات                     

     العلاقات                            

     التطبٌقات                                   

     الدوال العددٌة لمتغٌر حقٌقً 

     مجموعة التعرٌف                       

     الدوال  الدورٌة                       

     الدوال الزوجٌة                                

     الدوال  الفردٌة                       

     الدوال  المحدودة                          

      اتجاه  تغٌر دالة                          

    نهاٌات الدوال    

     نهاٌة منتهٌة  عند عدد حقٌقً                         

      نهاٌة  غٌر  منتهٌة  عند عدد حقٌقً                    

     نهاٌة منتهٌة عند  اللانهاٌة                  

     نهاٌة غٌر منتهٌة عند  اللانهاٌة                   



     العملٌات الجبرٌة على  النهاٌات                 

     نهاٌة  دالة مركبة                     

      النهاٌات والمقارنة                      

    الدوال  المستمرة   

    تعرٌف الاستمرار عند قٌمة                   

      التمدٌد بالاستمرار                    

      نظرٌة  القٌم  المتوسطة                     

      الدوال  المستمرة والرتٌبة  تماما                  

    الدوال  العكسٌة

     الدالة العكسٌة لدالة المستمرة والرتٌبة  تماما             

      الدوال المثلثٌة ودوالها العكٌسة                  

      الدوال المثلثٌة ودوالها العكٌسة                  

    محتوى الجبر                          

     البنى الجبرٌة                         

       العملٌة الداخلٌة                      

     الزمرة                           

     الحلقة                         

     الحقل                        

     الفضاءات الشعاعٌة                         

     تعرٌف الفضاء الشعاعً                   

     الاسس والابعاد                          



    التطبٌقات  الخطٌة                       

     تعرٌف التطبٌق الخطً                   

      نواة  وصورة  تطبٌق خطً                 

     التطبٌقات الخطٌة والفضاءات والفضاءات الشعاعٌة  ذات البعد المنته          

 المراجع                           

 

 

 

 

 

 

    نظرٌة المجموعات  

المنطق الرٌاضً        

نسمً  قضٌة  كل جملة ٌمكن ان  تكون  صحٌحة  اوخاطلئة           تعرٌف القضٌة   

  نرمزلها بالرمز                           

 امثلة

 ( )  الجزائر بلد  افرٌقً   قضٌة  صحٌحة  

 ( )          قضٌة خاطئة         

 ( )               لٌست قضٌة  

نفً قضٌة  هو قضٌة و تكون  صحٌحة  اذا كانت  القضٌة خاطئة      نفً القضٌة   

     و تكون   خاطئة اذا كانت  القضٌة صحٌحة



  نرمز لنفً القضٌة  بالرمز     ̅  ̅ 

 جدول  الحقٌقة    اذا كانت  القضٌة صحٌحة    نرمزلها بالرمز    اذا كانت  خاطئة   

 نرمزلها   بالرمز                         

 القضاٌا  المركبة        

  الوصل    لتكن      قضٌتان  

 الوصل بٌن القضٌتٌن      هو القضٌة     و     نرمزلها  بالرمز                

 وتكون  صحٌحة  الا ادا كان    و    صحٌحتان  معا    

        

      

      

      

      

 

  الفصل    لتكن      قضٌتان

 الفصل بٌن القضٌتٌن      هو القضٌة     او     نرمزلها  بالرمز                

 وتكون  خاطىة  الا ادا كان    و   خاطىتان  معا    

        

      

      

      

      

 

 

  الاستلزام    لتكن      قضٌتان  

̅   نرمزلها  بالرمز                  الاستلزام بٌن القضٌتٌن      هو القضٌة       

 وتكون  خاطئة الا ادا كانت     صحٌحة  و   خاطئة    

        



      

      

      

      

 

 

  التكافؤ   لتكن      قضٌتان

 االتكافؤ بٌن القضٌتٌن      هو القضٌة    (            )    

 نرمزلها  بالرمز            

 وتكون  خاطئة الا ادا كان   احداهما صحٌحة  و الاخرى خاطئة    

        

      

      

      

      

 ملاحظات   

       ̿          ( ) 

          ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅    ̅     ̅   ( ) 

        ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅    ̅     ̅   ( ) 

(       )      الوصل  توزٌعً  على  الفصل     (   )  (   )   ( ) 

(       )      الفصل  توزٌعً على الوصل      (   )  (   )    ( ) 

  المكممات   

  الجملة  المفتوحة            

 نسمً جملة  مفتوحة معرفة علئ المجموعة   كل جملة  تحوي علئ متغٌراواكثروتصبح    

 قضٌة اذا استبدل المتغٌر بعنصرمن    نرمز لها  بالرمز ( )  ( )     

 المكمم  الكلً



 العبارة     من اجل   كل عنصر   من  المجموعة    نعبر عنها رٌاضٌا     

 الرمز   ٌسمئ  المكمم الكلً اذا ادخل  علئ  جملة  مفتوحة  اصبحت قضٌة   

 

 العبارة    ٌوجد علئ  الاقل عنصر   من  المجموعة    نعبر عنها رٌاضٌا     

 الرمز    ٌسمئ  المكمم االوجودي اذا ادخل  علئ  جملة  مفتوحة  اصبحت قضٌة   

 امثلة

 ( )                  قضٌة صحٌحة   

 ( )                قضٌة صحٌحة        

 ( )                 قضٌة صحٌحة     

 ( )                قضٌة  خاطئة

 ملاحظة    ترتٌب المكممات  مهم  

 نفً المكممات    نفً المكمم االوجودي  هو المكمم الكلً  والعكس  

 نفً  قضٌة  مكممة هو نفً المكمم  ونفً  الجملة  التً تلً  المكمم     

 امثلة

              ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅                  ( ) 

          ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅                ( ) 

            ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅                 ( ) 

 انماط البرهان        

 ( ) الاستنتاج    ٌعتمد  على  القاعدة التالٌة   

 اذا كانت     قضٌة صحٌحة  و القضٌة        صحٌحة فان    قضٌة صحٌحة      

 ( ) البرهان بالخلف   لاثبات صحة قضٌة     نفرض  ان   ̅  صحٌحة ونبٌن ان     

 هذا  ٌؤدي  الً تناقض  عندئذ  نستنتج  ان     سحٌحة      

 مثال  اثبت  ان     √



  √                كسر غٌر قابل للاختزال 
 

 
  لنفرض ان     √ معناه     

 ٌنتج ان          اي     زوجً  وبالتالً    زوجً  

              زوجً    وبالتالً    زوجً    

  كسر قابل  للاختزال وهذا  تناقض مع  الفرض 
 

 
 ومنه  

 ومنه       √  

 

̅     )    صحٌحة   اذا كانت القضٌة    (    ( ) البرهان بفصل الحالات  

 نستنتج ان القضٌة     صحٌحة  

 مثال   اثبت  ان  (   )       مضاعف  للعدد        

 ( )    زوجً  نضع       

(   )    زوجً       (    ) 

 ( )    فردي  نضع       

(   )    زوجً  (    )(    ) 

  (    )(   ) 

 ومنه (   )        زوجً   

      ̅   ( ) البرهان بعكس  النقٌض       ٌعتمد على التكافؤ ̅  

 ̅   فلكً نثبت  صحة  الاستلزام      ٌكفً اثبات صحة   الاستلزام ̅  

 مثال   اثبت  ان                    زوجً     زوجً           

 ٌكفً اثبات ان                        فردي    فردي 

     فردي  نضع       

     (    )   (       )    

  ومنه       فردي        



 ( ) البرهان بمثال مضاد   

 ٌتمثل فً اثبات عدم صحة القضٌة     ( )       فٌكفً  اٌجاد  عنصر       

 من    لا ٌحقق القضٌة 

 مثال   اثبت عدم  صحة  القضٌة                                

 ٌكفً اخذ               خاطئة  

 ( ) البرهان بالتراجع   

 ( )  خاصٌة  تتعلق بعدد طبٌعً    حٌث      

   لاثبات صحة القضٌة  ( )        ٌكفً تحقٌق  الشرطٌن   

 ( )  (  )  محققة 

   ( )  ( ) صحة  الاستلزام      (   )   

 ٌتمثل فً   نفرض ان  ( )  صحٌحة ونبرهن ان   (   )   صحٌحة  

 مثال   اثبت  ان  (   )(   )       مضاعف  للعدد        

 ( )  من اجل            

(   )(   )  محققة                

   (   )(   )  ( )   نفرض ان     

  (   )(   )(   )     ونبرهن ان      

(   )(   )(   )   (   )(   )   (   )(   ) 

     (   )(   ) 

  ,  (   )(   )- 

                

 حٌث          (   )(   )         

 

 



 

      المجموعات

 المجموعة كائن رٌاضً  ٌتكون من افراد  تسمى عناصر المجموعة 

 اذا كانت   مجموعة و   عنصرا من   نقول ان   ٌنتمً الى    ونكتب       

 اذا كانت   مجموعة و   عنصرا  لٌس  من   نقول ان   لا ٌنتمً الى    ونكتب       

   ملاحظة

 ( )  نرمزب              مجموعة الاعداد الطبٌعٌة  الاعداد  الصحٌحة

   الاعداد  الناطقة  الاعداد الحقٌقٌة  الاعداد  المركبة  على  الترتٌب  

 الاحتواء      نقول  ان     مجموعة جزئٌة من     اذا كانت كل عناصر  موجودة قً    

 ونكتب    

             

 المساواة      نقول  ان  المجموعة   تساوي المجموعة    اذا كانت كل عناصر  

 موجودة قً    والعكس  

 ونكتب                

 التقاطع   لتكن   و   مجموعتان من    

 مجموعة  العناصر المشتركة  بٌن    و    تسمى  تقاطع  المجموعتٌن     و    

 ونرمز لها  بالرمز          

⁄    و       }         ونكتب   { 

 الاتحاد   لتكن   و   مجموعتان من   

   نسمى  اتحاد  المجموعتٌن     و     مجموعة  العناصر  المشتركة  وغٌر المشتركة     

 بٌن    و    نرمز لها الرمز             

⁄    او         }          ونكتب   { 

 متممة مجموعة     لتكن    مجموعة  جزئٌة  من  المجموعة               



 متممة   هً المجموعة  التً نرمز لها بالرمز  ̅   والمعرفة  ب  

  ̅  *        ⁄  +   

 الفرق بٌن  مجموعتٌن             

⁄    و         }         } 

 الفرق التناظري   لمجموعتٌن    

        (     )    (      ) 

 الجمع  لتكن    و    مجموعتٌن        

 الجمع  بٌن    و    هو المجموعة           والمعرفة  ب     

    {       ⁄  {     و 

 الجداء الدٌكارتً  لمجموعتٌن     لتكن    و    مجموعتٌن 

لمجموعتٌنل     و    هو المجموعة           والمعرفة  ب    الجداء الدٌكارتً  

    { (   )    ⁄  {     و 

 ملاحطة 

 ( )    اذا  كان         

       { (   )    ⁄  {     و 

 ( )    ٌصفة عامة    

                                                                                

 *(          )                     + 

                                     ∏        

 

   

                                                                   

 مثال 

   *   +            *   + 

    *(   ) (   ) (   ) (   ) + 



  تجزئة  مجموعة 

 لتكن   مجموعة غٌرخالٌة  

 نقول عن جملة اجزاء      (  ) انها تشكل تجزئة  ل    اذا تحقق 

             ( ) 

                           ( ) 

    ⋃    

    

   ( ) 

   *     + 

          {* +* + * +}           {* + *   +}         {* + * + *   +} 

       لٌست  تجزئة بٌنما  كل من      و     تمثل تجزئة  

 خواص    

                            ( ) 

(   )      (   )   ( ) 

(   )      (   ) 

  (   )  (   )  (   ) ( ) 

  (   )  (   )  (   ) 

   ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅   ̅   ̅        ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅   ̅   ̅  ( ) 

 ( )اذا كان        فان                         

|   |  | |  | |    |   |  ( ) 

  | |  اذا كان         فان  | | 

 ( ) مجموعة اجزاء المجموعة  

 المجموعات الجزئٌة ل    تسمى    مجموعة اجزاء المجموعة   ونرمز 

  لها بالرمز ( )    اذا كانت ( )     فان      

 مثال 



  *   + 

 ( )  *   * + * +  + 

 الدالة الممٌزة       

   نسمى   الدالة  الممٌزة للمجموعة الجزئٌة          الدالة  التً  نرمز لها     

         *   +     والمعرفة  كما  ٌلً                         

       ( )  2
        
         

 

 خواص 

                                  ( ) 

                                  ( ) 

   ̅                                               ( ) 

                                   ( ) 

                                            ( ) 

 

 

  

      العلاقات

لتكن   و   مجموعتان غٌر خالٌتٌن       العلاقة بٌن  مجموعتٌن   

 تعرٌف   تسمى علاقة  بٌن   و    كل خاصٌة  ترفق بعناصر من    ٌعناصر من      

 ونرمز لها  بالرمز          

 اذا كان       ٌرفق  ب       نكتب        

 بٌان العلاقة     لتكن    علاقة بٌن       و      

 بٌان العلاقة    هو المجموعة  الجزئٌة  من     والمعرفة  ب    

   *(   )             + 



  *    +   *      +  مثال    

   علاقة بٌن      و   معرفة ب      ٌقسم     

    *(   ) (   ) (   ) (   ) (   ) (   )+ 

   *(   )             + 

 *(   ) (   ) (   ) (   )+ 

 العلاقة  العكسٌة     لتكن    علاقة بٌن     و     

  العلاقة العكسٌة  للعلاقة     هً  العلاقة بٌن    و   والمرموز لها بالرمز               

 (   )                     

  *    +   *      +  مثال    

   علاقة بٌن      و   معرفة ب      ٌقسم     

   هً    العلاقة  بٌن      و   معرفة ب     مضاعف        

      *(   )                  + 

 *(   ) (   ) (   ) (   )+ 

 العلاقة  قً  مجموعة    اذا كانت    علاقة من     قً   نقول  ان     علاقة  قً       

 خواص     

 ( )   علاقة  انعكاسٌة  قً     اذا وفقط اذا كان                   

 ( )   علاقة  تناظرٌة  قً     اذا وفقط اذا كان  

                  

 ( )   علاقة ضد  تناظرٌة  قً     اذا وفقط اذا كان  

        ,

    

و

    

     

 ( )   علاقة متعدٌة قً     اذا وفقط اذا كان  



          ,

    

و

    

     

 مثال    

   علاقة     معرفة كماٌلً  

       مضاعف ل                                

   علاقة  انعكاسٌة  قً     لان  

        مضاعف ل                         

                                                    

 ومنه   علاقة  انعكاسٌة  قً             

 ( )   علاقة  تناظرٌة  قً    لان 

        مضاعف ل                 

                                  

                        (  )       

                                                    

 ومنه   علاقة  تناظرٌة  قً             

 ( )   علاقة متعدٌة قً   لان 

          ,

    

و

    

 ,

      

و

       

 

               (    )      ⁄       

      

 ومنه   علاقة متعدٌة  قً       

   علاقة التكافؤ     علاقة لتكافؤ  قً    اذ وفقط اذا كان         



   علاقة  انعكاسٌة   تناظرٌة و   متعدٌة      

   اصناف التكافؤ     علاقة لتكافؤ  قً    و     

 صنف تكافؤ العنصر    هً  مجموعة العناصرمن   التً تحقق العلاقة    مع    

   والتً نرمز لها بالرمز  ̇  والمعرفة كماٌلً       

 ̇  *        + 

 مثال    

   علاقة  تكافؤ قً      معرفة  كماٌلً  

       مضاعف ل                                

 ̇  *        + 

                 *       ⁄    + 

                          *                  + 

 ̇  *        + 

                 *       ⁄    + 

                                *                    + 

   علاقة الترتٌب     علاقة ترتٌب  قً    اذ وفقط اذا كان  

   علاقة  انعكاسٌة  ضد  تناظرٌة و   متعدٌة      

   علاقة  الترتٌب  الكلً       علاقة ترتٌب كلً  قً    اذ وفقط اذا كان  

   علاقة ترتٌب  قً     و            او                   

 اذا كانت    لٌست  علاقة ترتٌب كلً  قً   فانها علاقة ترتٌب جزئً  

 علاقة الترتٌب قي     

 نعرف  قً    العلاقة                وهً  علاقة ترتٌب كلً  قً       

 مثال    

   علاقة قً     معرفة كماٌلً  



                                     

   علاقة انعكاسٌة  لان                     

                           

 ومنه   علاقة انعكاسٌة  

 ( )   علاقة ضد  تناظرٌة  قً    لان

        ,

    

و

    

 ,

    

و
    

 

                                           

 ومنه   علاقة ضد  تناظرٌة  قً     

 ( )   علاقة متعدٌة قً   لان

          ,

    

و

    

 ,

   

و
   

 

     

      

 ومنه   علاقة متعدٌة  قً   

 بمان   علاقة انعكاسٌة ضد تناظرٌة و متعدٌة  اذا فهً  علاقة ترتٌب   قً   

  بمان       او              

  اذا   علاقة  ترتٌب كلً   قً   

 خواص علاقة الترتٌب قً     

 ( ) الجزء  الصحٌح 

 من اجل كل عدد حقٌقً   ٌوجد عدد  صحٌح - , او  ( )   ٌحقق  

     , -         , -    

 - , ٌسمى الجوء  الصحٌح للعدد        



 امثلة    

    ,   -         اذا            وٌكون      

    ,    -          اذا                 وٌكون       

 ( ) كثافة   فً     

                             

 ( ) الحواد العلٌا و  السفلى      

 لتكن   مجموعة جزئٌة غٌر  خالٌة  من     

 نقول عن    انه  محدود  من الاعلى اذا وجد العدد    ٌحٌث   

           

 نقول عن    انه  محدود  من الاسفل اذا وجد العدد    ٌحٌث   

           

 نقول عندئذ ان     حاد اعلى ل     (علوي) و   حاد ادنى   (سفلً ) ل        

 نقول عن    انه  محدود  اذا كان محدود  من الاعلى و  من الاسفل اي 

                         

 ( ) الحد الاعلى   الحد الادنى 

 لٌكن   جزء  غٌر خال  من     ومحدود من الاعلى  (من  الاسفل  من)        

 نسمً اصغر الحواد  العلٌا بالحد  الاعلى ونرمز له بالرمز        

 نسمً ااكبر الحواد  الدنٌا بالحد  الادنى ونرمز له بالرمز        

 

 امثلة   

  -    - 

                 

 ( )الحد الاكبر والحد  الاصغر    



 اذا كان        فانه فً هذه  الحالة ٌسمى بالحد الاكبر ونرمز له  بالرمز        

 اذا كان        فانه فً هذه  الحالة ٌسمى بالحد الاصغر ونرمز له  بالرمز        

 مثال 

  -    - 

           اذا       غٌر موجود                 

 تمرٌن ( )  

  {       
 

 
      } 

 عٌن        و               و          

 الحل

  
 

 
       

 

 
         

               

          اذا       غٌر موجود

 تمرٌن ( )  

 اوجد    +                *      ( )  

( )      {   
 

 
       }                          

( )        {     
 
        }  

 الحل  

 ( )                               

+                *    ومنه انه غٌر موجود         

( ) ( )      
 

 
 نضع                



  ( )    
 

  
 

         ( )   ( )    

   {   
 

 
       }    

 

  الخاصٌة الممٌزة  للحد الاعلى  (الادنى)        

 لٌكن                           

       2
           

               
 

       2
           

               
 

 الاثبات

 لنفرض         ولٌكن       نضع          

 نجد      وبمان    اصغر الحواد  العلٌا وبالتالً     لٌس حاد ا من الاعلى  

 اذا ٌوجد       ٌحٌث        ومن جهة  اخرى       

                       

 

 

 

 

 

 

 

 

      التطبٌقات     



          التطبٌق    نقول عن    انه  تطبٌق من     نحو   اذا كان  كل عنصر   

 من     ٌرفق  بعنصر وحٌد   من     ونكتب  

          

     ( )  

 تسمى   مجموعة السوابق  او (البدء   ) و   مجموعة  الصور او (الوصول)  

    ٌسمى   سابقة      و     صورة           

  التطبٌق المطابق   نسمً  التطبٌق المطابق كل تطبٌق     من    قً    المعرف كماٌلً 

       

                           ( )    

 اقتصار وتمدٌد  تطبٌق   لٌكن    تطبٌق من   قً   و    تطبٌق من   قً   

 بحٌث      و        نقول  ان    اقتصار   على   و  امتداد   على    

 

 تركٌب تطبٌقات        لٌكن    تطبٌق من   قً   و    تطبٌق من   قً         

   التطبٌق من    نحو   المرموزله بالرمز     والمعرف كماٌلً       

(   )( )   , ( )- 

ىٌسمى  مركب التطبٌقٌن    و     

 الصورة المباشرة  والصورة العكسٌة     لٌكن    تطبٌق من   قً  

 الصورة   المباشرة   لٌكن    تطبٌق من   قً   و      الصورة  المباشرة  ل        

  هً مجموعة  صورعناصر   وفق     نرمز لها ب ( )    والمعرفة  كماٌلً    

  ( )  *  ( )     +    

 الصورة   العكسٌة   لٌكن             

 مجموعة عناصر    صورها   وفق    فً     نرمز لها ب ( )      والمعرفة  كماٌلً   

   والمعرفة  كماٌلً



    ( )  *       ( )    +     

 خواص     لٌكن    تطبٌق من   قً     

  ولتكن       مجموعتٌن جزئٌتٌن  من   و      مجموعتٌن جزئٌتٌن  من     

 ٌكون لدٌنا  عندئذ    

 (   )   ( )   ( )     (   )   ( )   ( )   ( ) 

      (   )       ( )       ( )  ( ) 

     (   )       ( )       ( ) 

          ( ( ))       (     ( ))        ( ) 

     (   )    (     ( )) 

 ( )  مثال  لٌكن  التطبٌق                 حٌث         

-    ,    عٌن ( )           ( )  

-   ,    عٌن  ( )             ( ) 

 الحل   

 ( )  * ( )       ,    -+  ,   -  ( ) 

     ( )  *     ( )     ,   -+   ( ) 

 *          +  ,    -    

المتقابلة   الغامرة    التطبٌقات  المتباٌنة  

    لٌكن    تطبٌق من   قً    

 التطبٌق المتباٌن     

( )                     تطبٌق متباٌن  من   قً      (  )  

             ( )⁄   (  )          

 التطبٌق الغامر     

            ⁄   ( )    تطبٌق غامر  من   قً     



 التطبٌق التقابلً     

              ⁄   ( )    تطبٌق تقابلً  من   قً     

   تطبٌق تقابلً  من   قً       متباٌن وغامر   من   قً  

  مثال   

 لٌكن  تطبٌق من +  *   قً  + *    المعرف  كماٌلً 

 ( )  
    

   
 

 بٌن    متباٌن وغامر 

         * +     ( )   (  )            * +      

    

   
 

     

    
 (    )(    )  (     )(   ) 

      

 ومنه     متباٌن    

       * +      * +  ⁄   ( ) 

   
    

   
   

    

   
 

 ومنه    غامر

 

 

 

 

 

 

 

 



   تمارٌن  محلولة      

 التمرٌن الاول           

 ( )هل القضاٌا التالٌة صحٌحة   

             
 

 
 (  ا)              او    

 (ب)              

 ( )  اكتب  نفً  القضٌتٌن  (  ا) و  (ب)  وكذا عكس النقٌض ل  (ب)   

  اكتب القضٌة  (  ا) على شكل استلزام      

 الحل 

  ( ) حسب  جدول الحقٌقة فان  القضٌتٌن  (  ا) و   (ب)  صحٌحتٌن       

               
 

 
 ( )  نفً القضٌة  (  ا)  هو             و    

 نفً القضٌة  (  ا)         و     لان       او        هو

       ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅       او         ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 

      و    

 كتابة  القضٌة  (  ا) على شكل استلزام  

  
 

 
           او    

 

 
              

 

 التمرٌن الثانً   

   لتكن    و    و   و   اجزاء للمجموعة     اثبت ان     

              
                ( ) 

       
    

             ( ) 

                        ( )  



 الحل 

            
                ( ) 

 للبرهان  على التكافؤ ٌكفً  البرهان  على  الاستلزام  فً الاتجاهٌن 

            
  لنبرهن ان  

      
  لنفرض ان        ونبرهن  ان    

 (لان         )                               

     
  

     
  ومنه  

      
 لنبرهن ان        

      ونبرهن  ان        
 لنفرض ان  

نستعمل البرهان بالخلف   لنفرض ان           

       و           

     )     و                                                               
  (لان   

 وهذا  تناقض ومنه            

            
 ومنه  ان              

       
    

             ( ) 

 للبرهان  على التكافؤ ٌكفً  البرهان  على  الاستلزام  فً الاتجاهٌن

        
    

  لنبرهن ان  

  
    

  لنفرض ان      ونبرهن  ان    

      
      

                         

 (لان        )                                                        

     
  



  
    

  ومنه     

   
    

 بنفس الطرٌقة  نبرهن  ان         

 التمرٌن الثالث  

   لتكن    و    و   اجزاء للمجموعة     اثبت ان

 ( )                               و           

  (   )  (   )  (   )            ( )  

 الحل 

 لنفرض ان             و          ونبرهن  ان       

      (   )         

   (  لان   (   )       ) (   )       

                              (   )   (لان  توزٌعً على    )    (   ) 

 (   )  (   ) 

                                           (   )  (   )                                         

 (   )             

 (   )      

 

 

 التمرٌن االرابع  

   لتكن    و    و    مجموعات  جزئٌة للمجموعة     اثبت ان  

  
      

      
        ( )  

  
      

      
        ( )   

        
        

             ( ) 

(   ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅)  (   ̅̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅) ̅̅   )  و      ̅̅ ̅̅ ̅)  (   ̅̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅)        ( )  



  الحل 

  
      

      
 ( )  البرهان على   

 

       
      

      
    ٌكفً البرهان على    

      
      

  للبرهان  على  

   
      

    
    

  
      

      
 البرهان على   

      
          

         

     
      

  

     
    

  

  
      

      
 ومنه    

  
      

    
 بنغس  الطرٌقة  نبرهن  ان         

         ٌكفً البرهان 
        

 ( )  البرهان  على         

 الاحتواء من  الجهاتٌن  

         
  البرهان  على    

                   

         
  

       
  

         
  ومنه            

    
 بنغس  الطرٌقة  نبرهن  ان          

 التمرٌن الخامس  

  لتكن ( )  مجموعة احزاء  المجموعة   و   تطبٌق من  ( )   قً( )     

 وٌحقق 



      ( )         (   )   ( )   ( ) 

 ( )  ( )   اثبت ان    

 ( )    اثبت انه  اذا كان        فان   

  (   )   ( )   ( )    (   ) 

  ( ) احسب  (     )   حٌث  ( )          

 الحل 

 ( )  ( )   اثبات ان    

        (   )   ( )   ( ) 

                  ( )   ( )   ( ) 

   ( )          

 ( )    اثبات انه  اذا كان        فان  

  (   )   ( )   ( )    (   ) 

 +       *+     * تجزئة  ل          على  الترتٌب    

 (   )       (   )  (   )    

(   ) (   )   و             (   )          

       ومنه   حسب    ( ) نجد       

  (   )    ((   )   )    (   )    ( ) 

 ( )     (   )    (   ) 

 بطرح  العبارتٌن  طرف  لطرف 

  (   )   ( )    ( )    (   ) 

  (   )   ( )    ( )    (   ) 

 

 التمرٌن السادس  



 لٌكن   تطبٌق من     قً  و      مجموعتٌن جزئٌتٌن  من   و     من  

           ( )  ( )   اثبت ان                   ( )  

                           ( )  و    ( )     

  (   )   ( )  ( )   اثبت ان  ( )  

     (   )      ( )   و  ( )      

  (   )   ( )  ( )   اثبت ان  ( )  

     (   )      ( )   و  ( )      

 الحل 

           ( ) تااثب ان                   ( )      ( ) 

       ( )  نفرض ال       ونبرهن  ان  ( )  

        ( )         ⁄   ( ) 

        ⁄   ( ) 

     ( ) 

  ( )  ومنه   ( )  

             ( ) تااثب ان                   ( )         ( ) 

        ( )  نفرض ال        ونبرهن  ان       ( )     

          ( )    ( )       

   ( )    

         ( ) 

    ( )  ومنه    ( )     

  (   )   ( )  ( )   اثبات ان  ( )  

     (   )      ( )   و  ( )      

(   )   ٌكفً ان نبرهن على    ( )  للبرهان  على ( )  



  (   )   ( ) ( )   و   ( )     ( )    (   )  

  (   )   ( )  للبرهان  على ( )  

        (   )     (   )   ⁄   ( ) 

            ⁄   ( ) 

        ⁄   ( )       ⁄   ( ) 

    ( )     ( ) 

    ( )   ( ) 

( )         (   )   ( ) ( )اذا  ( )     ( )    (   )( )   ( )

   (   ) 

      ( )   ( )  للبرهان على    (   )   

        ( )    (   ) 

        ( )    (   ) 

( )      ( )   ( )   وعلٌه فان  (   )   

( )   ( )  من   ( ) و  ( ) نجد ان   (   )   

     (   )      ( )  البرهان  على   ( )      

             (   )   ( )      

  ( )     ( )    

       ( )   ( )      ( ) 

       ( )      ( ) 

  (   )   ( ) تااثب ان  ( )      ( ) 

     (   )      ( )   و  ( )      

  (   )   ( )  البرهان  على   ( )  

2
     
     

   {
 (   )   ( )

 (   )   ( )
 



  (   )   ( )   ( ) 

     (   )      ( )  البرهان  على     ( )      

            (   )   ( )      

  ( )     ( )    

       ( )   ( )      ( ) 

       ( )      ( ) 

 

 

 التمرٌن السابع 

 لٌكن   تطبٌق من     قً  و      مجموعتٌن جزئٌتٌن  من   و     من 

     (   )      ( )  ( ) اثبت ان   ( )      

     (  
 )    

    ( )
 ( ) اثبت ان   

هنا المعادلة اكتب   

 التمرٌن الثامن 

 لٌكن تطبٌق  معرف  كماٌلً

    * +    

  
   

   
 

 ( )  بٌن ان     تطبٌق متباٌن  هل   غامر   

   ( )  ( ) نعتبر    تطبٌق من  + *      قً + *     ( )  

 عٌن  قٌمة     حتى ٌكون    غامر فً هذه الجالة  عٌن     

 ( )  لٌكن تطبٌق  معرف  كماٌلً

           ( ) 

       



   عٌن      و    عٌن مجموعة  تعرٌف كلا من        و    

 الحل 

         * +     ( )   (  )            * +      

   

   
 

    

    
 (   )(    )  (    )(   ) 

      

 ومنه     متباٌن    

             * +  ⁄   ( ) 

   
   

   
   

    

   
 

 اذا كان       فان     غٌر موجود  ومنه  غٌر غامر    

   ( )      قً + *     ( )  

           * +  ⁄   ( ) 

   
   

   
   

    

   
 

   حتى ٌكون  غامر ٌجب ان ٌكون       بمعنى + *    

  
   

   
   

    

   
      ( )  

      * +  ومنه                                                 + *   

     ( )  
    

   
 

          ( ) 

       

 (   )( )   , ( )-    ( )     (
   

   
)    

    

   
 

(   )( )   , ( )-  
(    )   

(    )   
 

    

    
 



 التمرٌن التاسع 

 لٌكن  التطبٌقٌن       حٌث     من    قً   و      من  قً   

 بٌن ان  

 ( )       متباٌن     متباٌن     

 ( )     متباٌن   غامر  و    متباٌن     

  ( )      غامر     غامر  

  ( )    غامر    متباٌن   و    غاتر

 الحل   

 ( )  اثبات     متباٌن     متباٌن  

 لنفرض ان       متباٌن  ونثبت ان       متباٌن

            ( )   (  )             * +  

 (   )( ) (لان     تطبٌق    )(  )(   )   (لان      متباٌن )     

 وعلٌه  فانه اذا كان       متباٌن  فان        متباٌن

 ( )     متباٌن   غامر  و    متباٌن    

      متباٌن فان     متباٌن  ومنه    تقابلً  وعلٌه فان  التطبٌق     موجود  

,         (   )( )  (   )(  )       -   

           ,(   )     -( )  ,(   )     -(  )        

          ,  (     )-( )  ,  (     )-(  )        

           ( )   (  )        

    متباٌن   

 التمرٌن العاشر 

 لٌكن   تطبٌق  من     فً     معرف  كماٌلً 



 ( )   
 

  | |
 

 ( ) هل    متباٌن      هل   غامر      

 ( )  لٌكن ,   ,    عٌن   ( )   صورة   بالتطبٌق     

 ( ) بٌن ان     تقابلً من     نحو مجال ٌطلب  تحدٌده    

( )   ثم استنتج                         ( )  ( ) عٌن     

 ( )                  

 الحل    

 ( ) هل    متباٌن      هل   غامر  

          ( )   
 

  | |
 

          ( )   (  )  
 

  | |
 

 

  |  |
 

 | |  |  | 

            

 ومنه  لٌس  متباٌن 

 

 التمرٌن  الحادي  عشر       

     علاقة   قً      معرفة كماٌلً  

       مضاعف ل                                

 ( )  بٌن ان     علاقة  تكافؤ  قً       

 ( )  لٌكن       عٌن صنف  تكافؤ       

 ( ) عٌن مجموعة حاصل  قسمة  مجموعة  اصناف  التكافؤ       

 التمرٌن  الثانً  عشر       



     علاقة   قً     معرفة كماٌلً  

                                          

 ( )  بٌن ان     علاقة  تكافؤ  قً       

 ( )  لٌكن       عٌن صنف  تكافؤ       

     
 

 
 ( ) عٌن  صنف تكافؤ 

 التمرٌن  الثالث  عشر       

  لتكن   مجموعة  و ( )   مدموعة اجزاء  المجموخة    

 ولتكن     علاقة   قً  ( )   معرفة كماٌلً  

                                         

 ( )  بٌن ان      علاقة  ترتٌب   قً        

 ( )  هل      علاقة  ترتٌب كلً  قً       

 التمرٌن  الرابع  عشر       

  لتكن   مجموعة  و ( )   مدموعة اجزاء  المجموخة   

 ولتكن     علاقة   قً  ( )   معرفة كماٌلً  

                      ( )             

 ( )  بٌن ان      علاقة  ترتٌب   قً  ( )     

 ( )  هل      علاقة  ترتٌب كلً  قً  ( )    

 التمرٌن  الخامس  عشر       

 عٌن                         قً كل حالة   

  *         -   ,+   ( ) 

    {  
(  ) 

 
      }   ( ) 



  {
 

 
 

 

    
      }   ( ) 

  *          +    ( )  

 الحل

  *         -   ,+   ( ) 

 ( )         

  ( )        

  ( )     اذا كان  ,   -    فان    

      ( )             ( )      

 ومنه            غٌر موجود   

  *        +   ( ) 

         (  )        
(  ) 

 
   

     
(  ) 

 
   

                   

 ومنه        و          غٌر موجود

  {
 

 
 

 

    
      }   ( ) 

           
 

 
 

 

    
   

 

    
 

    
 

 
   

 

    
   

               
 

 
   

 ومنه            غٌر موجود   

 



ادسسال  عشر       التمرٌن  

 لتكن المجموعة   

  {
   

   
       * +} 

 ( ) بٌن ان                 

 ( ) هل              موجودة   

( ) 

  {
 

 
 

   

   
       * +} 

 عٌن           

  {
 

 
 
   

   
       * +} 

 عٌن     

 

 الحل

   

   
   

 

   
 

           
 

   
   

 

   
   

   
 

   
   

  ومنه          

 وبمان          اذا            

           
 

   
   

 

   
   

   
 

   
   



  ومنه                وبمان          اذا           غٌر موجود  

  {
 

 
 

   

   
       * +}  {

   

   
       * +}

⏟              
 

 {
 

 
 }

⏟
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التطبٌقات  )     المجموعات  العلاقات     سلسلة  تمارٌن  رقم   (المنطق الرٌاضً  

 التمرٌن الاول          

 ( )هل القضاٌا التالٌة صحٌحة   

             
 

 
 (  ا)              او    

 (ب)              

 ( )  اكتب  نفً  القضٌتٌن  (  ا) و  (ب)  وكذا عكس النقٌض ل  (ب)   

  اكتب القضٌة  (  ا) على شكل استلزام      

 التمرٌن الثانً   

   لتكن    و    و   و   اجواء للمجموعة     اثبت ان     

              
 ( ) 

       
    

             ( ) 

                        ( ) 

 التمرٌن الثالث  

   لتكن    و    و   اجواء للمجموعة     اثبت ان

                                          ( ) 

  (   )  (   )  (   )            ( ) 

 التمرٌن االرابع  

   لتكن    و   اجواء للمجموعة     اثبت ان  

     
      

      
    ( )     

      
      

        ( )  

        
             ( ) 

(   ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅)  (   ̅̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅) ̅̅   )  و      ̅̅ ̅̅ ̅)  (   ̅̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅)        ( )  

 



 التمرٌن الخامس  

  لتكن ( )  مجموعة احزاء  المجموعة   و   تطبٌق من  ( )   قً( )     

 وٌحقق 

      ( )         (   )   ( )   ( ) 

 ( )  ( )   اثبت ان    

 ( )    اثبت انه  اذا كان        فان   

  (   )   ( )   ( )    (   ) 

 ( ) احسب  (     )   حٌث  ( )          

 التمرٌن السادس  

 لٌكن   تطبٌق من     قً  و      مجموعتٌن جزئٌتٌن  من   و     من  

           ( )  ( )   اثبت ان                   ( )  

                           ( )  و    ( )     

  (   )   ( )  ( )   اثبت ان  ( )  

     (   )      ( )   و  ( )      

  (   )   ( )  ( )   اثبت ان  ( )  

     (   )      ( )   و  ( )      

 التمرٌن السابع 

 لٌكن   تطبٌق من     قً  و      مجموعتٌن جزئٌتٌن  من   و     من 

     (   )      ( )  ( ) اثبت ان   ( )      

     (  
 )    

    ( )
 ( ) اثبت ان   

 التمرٌن الثامن 

 لٌكن تطبٌق  معرف  كماٌلً

    * +    



  
   

   
 

 ( )  بٌن ان     تطبٌق متباٌن  هل   غامر   

   ( )  ( ) نعتبر    تطبٌق من  + *      قً + *     ( )  

 عٌن  قٌمة     حتى ٌكون    غام  فً هذه الجالة  عٌن      

 ( )  لٌكن تطبٌق  معرف  كماٌلً

           ( ) 

       

   عٌن      هل ٌمكن تعٌٌن     علل 

 التمرٌن التاسع 

 لٌكن  التطبٌقٌن       حٌث     من    قً   و      من  قً   

 بٌن ان  

 ( )       متباٌن     متباٌن     

 ( )     متباٌن   غاتر  و    متباٌن     

 ( )      غامر     غامر  

 ( )    غامر    متباٌن   و    غاتر

 التمرٌن العاشر 

 لٌكن   تطبٌق  من     فً     معرف  كماٌلً 

 ( )   
 

  | |
 

 ( ) هل    متباٌن      هل   غامر      

 ( )  لٌكن ,   ,    عٌن   ( )   صورة   بالتطبٌق     

 ( ) بٌن ان     تقابلً من     نحو مجال ٌطلب  تحدٌده    

( )   ثم استنتج                         ( )  ( ) عٌن     



 ( )                  

 التمرٌن  الحادي  عشر       

     علاقة   قً      معرفة كماٌلً  

       مضاعف ل                                

 ( )  بٌن ان     علاقة  تكافؤ  قً       

 ( )  لٌكن       عٌن صنف  تكافؤ       

 ( ) عٌن مجموعة حاصل  قسمة  مجموعة  اصناف  التكافؤ       

 التمرٌن  الثانً  عشر       

     علاقة   قً     معرفة كماٌلً  

                                          

 ( )  بٌن ان     علاقة  تكافؤ  قً       

 ( )  لٌكن       عٌن صنف  تكافؤ       

     
 

 
 ( ) عٌن  صنف تكافؤ 

 التمرٌن  الثالث  عشر       

  لتكن   مجموعة  و ( )   مدموعة اجزاء  المجموخة    

 ولتكن     علاقة   قً  ( )   معرفة كماٌلً  

                                         

 ( )  بٌن ان      علاقة  ترتٌب   قً        

 ( )  هل      علاقة  ترتٌب كلً  قً       

 التمرٌن  الرابع  عشر       

  لتكن   مجموعة  و ( )   مدموعة اجزاء  المجموخة   

 ولتكن     علاقة   قً  ( )   معرفة كماٌلً  



                      ( )             

 ( )  بٌن ان      علاقة  ترتٌب   قً  ( )     

 ( )  هل      علاقة  ترتٌب كلً  قً  ( )    

 التمرٌن  الخامس  عشر       

 عٌن                         قً كل حالة   

  *         -   ,+   ( ) 

    {  
(  ) 

 
      }   ( ) 

  {
 

 
 

 

    
      }   ( ) 

  *          +    ( )  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 الدوال  العددٌة  لمتغٌر حقٌقً    

عمومٌات     

     تعرٌف   نسمً  دالة عددٌة  لمتغٌر حقٌقً كل علاقة من      قً    ترفق   

 بكل عنصر من    بعنصر على الاكثر من     ونرمز لها بالرمز          

          

                        ( ) 

هً مجموعة الاعداد  الحقٌقٌةالتً  لها صورة  بالدالة        مجموعة تعرٌف دالة  

 ونرم لها بالرمز     

 امثلة  

( )   معرفة على    ومنه                     ( ) 

( )   معرفة على  + *   ومنه  + *          
        

   
 ( ) 

( )   معرفة على  المجال -    ,    ومنه  -    ,        √     ( ) 

 ملاحظات   

 ( )   دوال كثٌرات الحدود معرفة على    

 ( )  الدوال الناطقة معرفة اذا كان المقام  غٌر معدوم  

 ( )  دالة الجذر معرفة اذا كان ما داخل الجذر موجب 

  ( )  الدوال  ( )          ( )        معرفة على          

      بٌان  دالة    

  تعرٌف    نسمً  بٌان  الدالة     مجموعة النقط  (   )   حٌث   

 {( )          (   )} ونرمز لها بالرمز   ونكتب  

  {(   )          ( )} 

الدوال الزوجٌة   الفردٌة    الدورٌة        



                 (  )   ( )   زوجٌة    

                 (  )    ( )   فردٌة    

                  (   )   ( )   دورٌة    

 ملاحطة  اذا كانت    زوجٌة  (   فردٌة  على التوالً  ) فان بٌانها متناظربالنسبة 

   لمحور الترتٌب   (للمبدا  على  التوالً ) ٌكفً دراسة  دالة زوجٌة او فردٌة  على    

          ثم اتمام بٌان    بالتناظر  

( ) اذا كانت    دورٌة ٌكفً  دراستها مجال طوله  الدور   ملاحطة 

 ( )  توجد  دوال دوؤٌة (  غٌر ثابة) لٌس لها دور   

 مثلا

 ( )  {
        
        

 

 الدوال  الرتٌبة   الدوال  المحدودة   

                ( )   ( )   متزاٌدة    

                ( )   ( )   متزاٌدة    

                 ( )   ( )   ثابة    

    رتٌبة    متزاٌدة  او   مناقصة  

                  ( )   ( )   ثابة    

               ( )   محدودة من  الاعلى     

              ( )   محدودة من  الاسفل     

                  ( )   محدودة      

 ملاحطة       

     
   

 ( )  {
         ( )   

               ( )
 



   
   

 ( )    {
         ( )   

           ( )     
 

 مثلا

 ( )       

 (  )  ,   -    
   

 ( )     

 عملٌات على الدوال 

 نشٌرب    (   )    الى مجموعة الدوال من      قً               

 من اجل كل  (   )       من اجل كل         

(   )( )   ( )   ( ) 

(   )( )   ( )  ( ) 

(  )( )    ( ) 

(
 

 
) ( )  

 ( )

 ( )
    ( )    

               ( )   ( )    ملاحطة  

 تمرٌن      عٌن مجموعة تعرٌف  الدوال التالٌة   

 ( ) ( )  √        ( )     ( )  
 

(    )√    
 

 الحل

( )   معرفة                   √      

x ,    -   

   ,    - 

 تمرٌن     بٌن ان    دورٌة وعٌن دوؤها  فً حالة   

 ( ) ( )              ( ) ( )  
 

 
   .   

 

 
/ 



( ) ( )     .
 

 
 / 

 تمرٌن     ادرس  زوجٌة او فردٌة  الدوال  النالٌة  

 ( )  
 

    
     ( )  

    ( )       

  
  

 

 
  (

      

 
) 

      ( )  
 

 
  (

      

 
)         ( )  √       

 

 النهاٌات

 النهاٌة المنتهٌة عند عدد حقٌقً    

 تعرٌف     لٌكن            معرفة على  مجال مفتوح     ٌشمل    

     اذا كان 
   

 ( )  نقول ان    نهاٌة ل   عند    ونرمز  لها بالرمز    

           |   |    | ( )   |    

 تعرٌف     لٌكن            معرفة على  مجال مفتوح     ٌشمل   

ا كان    
 

 
  

 ( )  نقول ان    نهاٌة ل   على  ٌمٌن     ونرمز  لها بالرمز    

                   | ( )   |    

 تعرٌف     لٌكن            معرفة على  مجال مفتوح     ٌشمل   

ا كان    
 

 
  

 ( )  نقول ان    نهاٌة ل   على ٌسار     ونرمز  لها بالرمز    

                   | ( )   |    

 مثال 

   
 

 
  

 اثبت ان            

 من اجل    

| ( )   |    |    |    

 |   ||   |    



  من اجل  ,   -   لدٌنا        

|   | |   |  و        ومنه                                  

|   |    |   ||   |   |   |     

  
 

 
 ٌكفً  اختٌار         ٌعنً    

   نحصل على  
 

 
 ومنه اذا اخذنا     

|   |    |    |    

 مثال 

   
 

 
  

 اثبت ان             √

     نتحقق  من صحة  ماٌلً  
 

 
  

لاثباتا  ان       √  ل   

                   |√   |    

 لدٌنا

|√   |                

 ومنه

           |√   |    

  اذا اخذنا

      نحصل على الاستلزام  التالئ 

         |√   |    

 النهاٌات غٌر المنتهٌة  عند عدد  حقٌقً          

 تعرٌف     لتكن    دالة معرفة على  مجال من  الشكل  ,         ,    

 تكون نهاٌة    عند       على  ٌمٌن  هً      اذا وفقط اذا  تحقق ماٌلً     

                       ( )    



   
 

 
     

 ( )     

 تعرٌف     لتكن    دالة معرفة على  مجال من  الشكل  -               -         

ٌسارال  هً      اذا وفقط اذا  تحقق ماٌلً       تكون نهاٌة    عند       على  

                       ( )    

   
 

 
     

 ( )     

 تعرٌف     لٌكن            معرفة على  مجال مفتوح     ٌشمل       

 تكون نهاٌة    عند         هً      اذا وفقط اذا  تحقق ماٌلً     

           |       |     ( )    

   
       

 ( )     

او        النهاٌات عند      

 تعرٌف      

    
       

 ( )                  | ( )   |     

    
       

 ( )                    ( )     

    
       

 ( )                     ( )      

   نظرٌات الاولٌة على  النهاٌات   

 لتكن   و   دالتان  عددٌتان             اعداد  حقٌقٌة 

 نقبل بدون  برهان النظربات التالٌة 

 نهاٌة  مجموع  دالتٌن    

   
    

 ( )                

   
    

 ( )                   

   
    

 ( )

  ( ) 

 ح ع ت                 



 

 نهاٌة جداء  دالتٌن    

   
    

 ( )                            0 

   
    

 ( )                           

   
    

 ( )

  ( ) 

  ح ع  ت                         

 

 نهاٌة حاصل قسمة  دالتٌن    

   
    

 ( )                       0 

   
    

 ( )   

   
        

   
  

   
  

   
  

   
    0 

   
    

 ( )

 ( )
 

 

  
 

 ح ع ت  ح ع ت                0 0

 

 حالات عدم  التعٌٌن    هناك  اربع  حالات  عدم التعٌٌن   و هً     

 

 
     

 

 
                  

او           نهاٌة دالة  كثٌر حدود او دالة ناطقة عند    

او       لدالة  كثٌر حدود  هً نهاٌة الحد  درجةالاكبر  عند    النهاٌة  عند    

او         

ا  لدالة ناطقة  هً  نهاٌه حاصل قسمة  الحدٌن  الاكبر درجة    و    النهاٌة  عند    

او        عند   

  مثال  

   
    

              
    

                  ( ) 

   
    

  

   
 

 

 
             ( ) 

  نهاٌة دالة  مركبة        دالتان عددٌتان           اعداد  حقٌقٌة او    



       
   

 ( )     و    
   

 ( )  او    واذا كانت    

     
   

 ( ( ))  فان   

 مثال

   ( )  
 

 
 

 

 
   ( )     (

 

 
 

 

 
)      نضع  

   
   (

 

 
 

 

 
)   

      ومنه 
  

 
 

 ( )          
    

 ( )  
 

 
     ( )       

     
    

 ( ( ))     
   

   (
 

 
 

 

 
)    

 النهاٌات والمقارنة          ثلاث  دوال معرفة على  مجال   من    

( )         فان          ( )        وكانت        ( )  اذا كانت   ( )  

   
   

 ( )     

( )         فان          ( )        وكانت        ( )  اذا كانت   ( )  

   
   

 ( )     

( )        وكانت              ( )   ( )  اذا كانت   ( )  

   
   

 ( )      فان    
   

 ( )     
   

 ( )     

 ملاحظة    تبقى  هذه القواعد  صحٌحة من  اجل         

  ( ) ( )    نعتبر الدالة   المعرفة على    ب                امثلة   

                                   

   
    

 ( )     فان     
    

 بمان         

   
    

 ( )     فان     
    

 بمان         

 ( )  
    

 
 ( )    نعتبر الدالة   المعرفة على     ب    



                   -    ,    
  

 
 

    

 
 

 

 
 

   
    

 ( )     
    

    

 
    فان   

    

  

 
    

    

 

 
 بمان     

 

 

 

 تمرٌن       بٌن  ان     

( )    
    

 

   
                    (  )    

 
 
  

 

    
 

(  )    
 

 
  

 

    
      

 ( )   باستعمال التعرٌف

 ( )باستعمال  النظرٌات  على  النهاٌات    

  الحل

 ( )   باستعمال التعرٌف

( )    
    

 

   
   

              |
 

   
|    

|
 

   
|    

 

   
       

 

 
   

 

 
   

 نحصل  على الاستبزام  التالً   
 

 
 اذا اخذنا       

    |
 

   
|    

   
    

 

   
 وبالتالً      



 تمرٌن       احسب  النهاٌات التالٌة         

( )    
   

    

   
         ( )    

   

       

        
     

( )    
    

    

    
 

 الحل

( )        
   

    

   
    

   

(   )(       )

   
                                     

    
   

                        

( )    
   

       

        
     

   

(   ) (   )

(   ) (   ) 
     

   

(   )

(   ) 
  

 

 
 

 تمرٌن       احسب  النهاٌات التالٌة         

( )    
   

√     

√     
                     ( )    

   

√     

   
  

( )    
   

√     

   
                ( )    

   

 

√      
  

 الحل

( )    
   

√     

   
    

   

(√     )(√     )

(   )(√     )

    
   

(   )

(   )(√     )
    

   

 

(√     )
 

 

 
 

( )    
   

√     

√     
    

   

(√     )(√     ) .(√     )/

(√     )(√     ) .(√     )/

    
   

(   ) .(√     )/

(   )(√     )
    

   

.(√     )/

(√     )
 

 

 
 

تمرٌن       احسب  النهاٌات التالٌة         
 
 



( )    
    

√                 ( )    
    

√             

( )    
    

√      √       ( )    
    

√  √  √  

( )    
    

 

√   
 

 

√   
            ( )    

    

√     √ 

 
 

 الحل

( )    
    

√            
    

.√     (   )/ .√     (   )/

.√     (   )/

      
    

    

 (√  
 
 

 .  
 
 /)

       
    

  
 
 

(√  
 
 

 .  
 
 /)

 
 

 
              

( )    
    

√      √    

    
    

(√      √    )(√      √    )

(√      √    )

    
    

    

 4√  
 
 

 √  
 
 5

    
    

  
 
 

4√  
 
 

 √  
 
 5

 
 

 
              

( )    
    

 

√   
 

 

√   
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√   
) (
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√   
)

(
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√   
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√   
 

 

√   

    
    

 

 

√ 
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)

(

 
 
 

 

√  
 

√ 

 
 

√  
 

√ )

 
 
 

   

         

 تمرٌن       احسب  النهاٌات التالٌة  

( )   
   

      

      
                        ( )       

   

      

√      
 

( )      
   

          

  
      ( )       

   

           

          
 

 الحل    

( )   
   

      

      
    

   

      .
 
 /    .

 
 /

     .
 
 /

    
   

    .
 
 /

     .
 
 /

 
 

 
 

 
 

( )      
   

          

  
       

   

    ,       -

      
    

   

    0      .
 
 /1

      

  
 

 
   
   

    

 
 

    .
 
 /

.
 
 /

  
 

    
  

 

 
 

 

 

 

 

 



 الاستمرار

  الاستمرار عند  نفطة         

 تعرٌف     لتكن    دالة  معرفة على  مجال      ٌشمل        

    
     

 ( )   (   )     دالة مستمرة عند     اذا  تحقق   

 مثال       لتكن    دالة   معرفة ب

 ( )  
 

    
 

   
    

 ( )   (  )    

 ومنه   مستمرة  عند    

 الاستمرار على  ٌمٌن            

 تعرٌف     لتكن    دالة  معرفة على  مجال  ⌊         ⌋   حٌث     

   
 

 
    

 ( )   (   )    دالة مستمرة على  ٌمٌن     اذا  تحقق   

 مثال       لتكن    دالة   معرفة

 ( )  √   - 

   
 

 
    

 ( )     
 

 
    

 √       ( ) 

 الاستمرار على  ٌسار      

 تعرٌف    لتكن    دالة  معرفة على  مجال  -         - حٌث      

   
 

 
    

 ( )   (   )    دالة مستمرة على  ٌسار     اذا  تحقق   

 مثال       لتكن    دالة   معرفة

 ( )  √   - 

   
 

 
    

 ( )     
 

 
    

 √       ( ) 



 

 تعرٌف     لتكن    دالة  معرفة على  مجال     

   
 

 
    

 ( )     
 

 
    

 ( )   (   )    دالة مستمرة عند     اذا  تحقق  

 الاستمرار على  مجال 

 تعرٌف     لتكن    دالة  معرفة على  مجال     

 ( )   دالة مستمرة على  المجال     اذا كانت     مستمرة  عند  اي نقطة  من     

 ( )   دالة مستمرة على  المجال ,   - اذا كانت     مستمرة  عند  اي نقطة   منه

 ( )   دالة مستمرة على  المجال,   , اذا كانت     مستمرة   على  المجال  

  ,   - و عند    على  الٌمٌن

 ( )   دالة مستمرة على  المجال -   - اذا كانت     مستمرة  على  المجال,   -  

  وعند    على  الٌسار

 ( )   دالة مستمرة على  المجال -   , اذا كانت     مستمرة  على المجال  ,   -     

 و عند    على  الٌمٌن  وعند    على  الٌسار   

 مثال    

 ( )  دوال كثٌرات  الحدودمستمرة  على   

دوالال   الناطقة مستمرة    على  مجموعة  تعرٌفها          ( ) 

 ( )  الدوال                  مستمرة  على      

 التمدٌد ٌالاستمرار   

 تعرٌف     لتكن    دالة  معرفة على  مجال      لا ٌشمل      

    فان الدالة    المعرفة  كماٌلً    
     

 ( )  اذا كانت     

 ( )  {
 ( )       

              
 

   تسمى تمدٌد ٌالاستمرار ل     عند     



 مثال       لتكن    دالة   معرفة ب

 ( )  
 

    
 

 

   
 

 اوجد   تمدٌد ٌالاستمرار ل     عند    

   
    

 ( )     
    

 

    
 

 

   
    

    
 

 

   
  

 

 
 

 ( )  {
 ( )      

 
 

 
            

 

 مثال       لتكن    دالة   معرفة

 ( )  
    

 
 

 اوجد   تمدٌد ٌالاستمرار ل     عند     

   
    

 ( )     
    

    

 
   

 ( )  {
 ( )      
             

 

 نظرٌات على الدوال المستمرة    

   و    دالتان  عددٌتان     

    وكانت    مستمرة  عند    فان   
     

 ( )  نظرٌة       اذا  كانت     

   
     

 ( ( ))   ( ) 

 الاثبات 

    مستمرة  عند   حسب تعرٌف النهاٌة نجد 

           |   |    | ( )   ( )|    

 وبمان   نهاٌة    عند      فانه  ٌوجد         بحٌث  

|    |     | ( )   |    



 وبالتالً ٌكون

|    |     | ( )   |     | ( )   ( )|    

 اذا

           |    |     | ( )   ( )|     

   
     

 ( ( ))   ( )  ومنه   

 استمرار دالة مركبة     

 نظرٌة       اذا  كانت  مستمرة  عند       وكانت    مستمرة  عند (  )   فان

      مستمرة  عند      

 الاثبات    

 لدٌنا

        
     

 ( )   (   )  من جهة    دالة مستمرة عند     اذا  تحقق   

   
     

 ( ( ))   ( (   ))  من جهة  اخرى   

    (   )
     

( )  (   )(  ) نظرٌةال   نجد    وحسب  

 اذا الدالة      مستمرة  عند    

 نظرٌة       اذا  كانت   و   مستمرتان  عند     و    عدد حقٌقً    فان     

     (  )              دوال مستمرة  عند     واذا كانت    

   مستمرتان  عند           
  

 
 
 

 
 

 نظرٌة القٌم  المتوسطة      اذا  كانت      دالة مستمرة على  المجال -   , وكان 

 ( ) ( )  فانه ٌوجد على  الاقل ,   -   بحٌث      ( )    

 مثال    

   بٌن  ان المعادلة               تقبل حلا على  المجال -    , 



 الحل    

 ( )            

   دالة كثٌر حدود  مستمرة  على    فهً مستمرة على  المجال -    ,  

 (  )              ,  

 ( )              

 (  )    ( )       

 حسب   نظرٌة القٌم  المتوسطة  فان المعادلة               

 تقبل حلا على  المجال -    ,

  

 

 

 

 نظرٌة     اذا  كانت      دالة مستمرة على  المجال -   ,   وكان      عدد حقٌقً     

 ( )  محصور بٌن  ( )  و ( )  فانه ٌوجد على  الاقل -   ,    بحٌث   

 الاثبات    

 من اجل ( )     ٌكفً اخذ      

 من اجل ( )     ٌكفً اخذ    

( )   نضع       ( )   ( )  من اجل ( )     

 ( )   ( )    

   مستمرة  على المجال -   , لانها مجموع دالتٌن مستمرتٌن على -   ,

 ( )   ( )  و     

 حسب نظرٌة  القٌم المتوسطة    فانه ٌوجد على  الاقل 

 ( )   ( )  -   ,    بحٌث     

 ( )   بمعنى ان    



0
 

 
 
 

 
1  مثال  بٌن  ان المعادلة               تقبل حلا على  المجال 

0
 

 
 
 

 
1    دالة   مستمرة  على    فهً مستمرة على  المجال 

 الحل   

 ( )           

 .
 

 
/   

 

 
   

 

 
    

 

 
    ,  

 .
 

 
/   

 

 
   

 

 
        

 .
 

 
/   .

 

 
/    

 حسب   نظرٌة القٌم  المتوسطة  فان المعادلة             

 0
 

 
 
 

 
1  تقبل حلا على  المجال 

 نتٌجة     اذا  كانت      دالة   مستمرة  ورتٌبة  على   المجال -   ,   وكان        

  عدد حقٌقٌا   محصور   بٌن  ( )  و ( )  فانه  ٌوجد -   ,    وحٌد 

 ( )  بحٌث   

 صورة  مجال بواسطة دالة مستمرة  

 لتكن الدالة    معرفة  ومستمرة  المجال       محدود او غٌر محدود  

 صورة المجال      بالدالة     المجال هو ( )   المعرف كماٌلً    

 ( )  *              ( )+ 

 نظرٌة  اذا كانت    مستمرة على  مجال    فان  صورة   بالدالة    هو مجال من     

 تمرٌن محلول   

 ( )  
   

   
 

   -    ,  -    , 

     مستمرة على كل مجال    حٌث  ,    -    او  ,    -    



 ( )  اذا كان ,   -   فان   ,     - 

 ( )  اذا كان -    ,   فان   -    , 

 ( )  اذا كان ,    ,   فان   -   - 

    تمارٌن محلولة     

 تمرٌن       عدد  حقٌقً     الدالة  العددٌة المعرفة كماٌلً    

 ( )  {
          

             
 

 عٌن قٌمة    حتى  تكون     مستمرة  على   

 الحل

( )   مستمرة  لانها دالة  مربع    اذا كان        فان    

( )   مستمرة  لانها دالة  تالفٌة       اذا كان        فان     

 حتى تكون  مستمرة  على      ٌجب  ان  تكون  مستمرة  عند       

   
 

 
  

 ( )     
 

 
  

        
 

 
  

 ( )    
 

 
  

        ( ) 

 حتى تكون  مستمرة  على      ٌجب  ان   تكون         

 تمرٌن     لتكن     الدالة  العددٌة المعرفة كماٌلً      

 ( )  
       

   
 

 بٌن ان     تقبل التمدٌد بالاستمرار عند         

 الحل

   
   

 ( )     
   

       

   
    

   

(      )(   )

   
 

     
   

          

 ومنه     تقبل الدالة    تمدٌد بالاستمرار عند        والمعرفة  كماٌلً          



  ( )   {
       

   
      

                                 

 

تمرٌن      لتكن         العددٌة المعرفة كماٌلً      
 
 

 ( )  
   | |

   | |
 

 بٌن ان     تقبل التمدٌد بالاستمرار عند         

تمرٌن     لتكن     الدالة  العددٌة المعرفة كماٌلً      
 
 

 ( )   
    ( )      

     ( )         
 

 بٌن ان     تقبل التمدٌد بالاستمرار عند         

تمرٌن     لتكن     الدالة  العددٌة المعرفة كماٌلً             
 
 

 ( )  {

          
    

    
          

 

 عٌن قٌمة     حتى  تكون    مستمرة عند           

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 الدوال العكسٌة   

 الدالة العكسٌة لدالة مستمرة ورتٌبة   

 نظرٌة  اذا كانت    مستمرة  وؤتٌبة تماما على  مجال     فان   تقبل  دالة  عكسٌة

     لها الخواص التالٌة  

 الدالة      معرفة على  المجال   ( )  وتاخذ قٌمها فً المجال    

 الدالة        مستمرة  وؤتٌبة تماما على  المجال ( )  ولها نفس اتجاه 

 تفٌرالدالة   

 الاثبات 

                    (   )   (  )  ( ) رتٌبة  تماما على      

     متباٌن على     

 ( )اذا كانت   دالة  مستمرة  على    من     عندئذ    غامر من    فً   (   )   

 بالفعل   حسب   تعرٌف (   )   صورة  المجال   بواسطة  الدالة  المستمرة             

    (   )            (   ) 

  مما ٌعنً ان    غامر من    فً   (   ) 

 ومنه اذا كانت    مستمرة  ورتٌبة تماما على  مجال    

 فان  تطبٌق تقابلً من      فً   (   )   وعلٌه  فهً تقبل  تطبٌق  عكسً    

 معرف   (   )  نحو   

 الدالة      تطبٌق تقابلً من (   )  فً     اذن  فهً مستمرة  وؤتٌبة تماما على   

   مجال  (   ) 

 (  )       (   )                    بحٌث  (   )         

 وهذا ٌكافً اٌظا   

 (  )          (   )          فٌكون لدٌنا مع ملاحظة          



 
   (   )          (  )

     
 

     

 (   )    (  )
 

 

 (   )    (  )
     

 

 مما  ٌعنً ان       لها نفس  اتجاه  تفٌر     

 مثال       دالة  معرفة على    ب         

 ( )  
    

    
 

  عٌن  (,    ,)   صورة المجال ,    , بالدالة   

 بٌن ان   تقبل دالة عكسٌة  على  المجال ,    , ٌطلب  تعٌنها    

 الحل   

 تعٌٌن(,    ,) 

 ( )        
   

 ( )    

 (,    ,)     ومنه       ,    , 

   مستمرة  على  ,    , لانها  دالة  ناطقة   

   دالة  متزاٌدة  تماما على  المجال  ,    , لان  

 (   )    (  )

     
 

 (     )

(  
   )(  

   )
   

 بمان   دالة  مستمرة  ورتٌبة تماما ( متزاٌدة  تماما) على  المجال  ,    ,

 فهً  تقبل دالة  عكسٌة      معرفة على المجال  ,    ,  نحو  المجال  ,    ,

   ,    ,    ,    ,     ( )    
    

    
 

   √
   

   
       √

   

   
 

√   فالدالة العكسٌة      معرفة كماٌلً  
   

   
 بمان ,    ,   فان   



    ,    ,   ,    ,  

     ( )  √
   

   
 

  الدوال  المثلثٌة ودوالها العكسٌة                          

 الجٌب وقوس  الجٌب  (          )     

 نعتبر الدالة   المعرفة كماٌلً     

  0 
 

 
 
 

 
1   ,    -  

   ( )       

     0 
 

 
 
 

 
1  بمان   دالة  مستمرة  ورتٌبة تماما ( متزاٌدة  تماما) على  المجال  

 فهً  تقبل دالة  عكسٌة      معرفة  على المجال-    , ونرمز لها بالرمز 

         فهً   مستمرة  ورتٌبة تماما ( متزاٌدة  تماما) على  المجال  -    ,

حٌث    0 
 

 
 
 

 
1  وتاخذ قٌمها فً المجال  

   0 
 

 
 
 

 
1      ,    -                  

 الجٌب التمام  وقوس  الجٌب  التمام  (          )     

 نعتبر الدالة   المعرفة كماٌلً     

  ,   -   ,    -  

   ( )       

 بمان   دالة  مستمرة  ورتٌبة تماما ( متناقصة  تماما) على  المجال  -   ,    

 فهً  تقبل دالة  عكسٌة      معرفة  على المجال-    , ونرمز لها بالرمز 

         فهً   مستمرة  ورتٌبة تماما (متناقصة  تماما) على  المجال  -    ,

 وتاخذ قٌمها فً المجال  -   ,   حٌث     



   ,   -      ,    -                  

 الظل وقوس  الظل(          )

 نعتبر الدالة   المعرفة كماٌلً     

  1 
 

 
 
 

 
0   -     ,  

   ( )       

     1 
 

 
 
 

 
0  بمان   دالة  مستمرة  ورتٌبة تماما ( متزاٌدة  تماما) على  المجال  

 فهً  تقبل دالة  عكسٌة      معرفة  على المجال,    - ونرمز لها بالرمز 

         فهً   مستمرة  ورتٌبة تماما ( متزاٌدة  تماما) على  المجال  ,    -

حٌث    1 
 

 
 
 

 
0  وتاخذ قٌمها فً المجال  

   1 
 

 
 
 

 
0      -    ,                  

 نتائج 

      0 
 

 
 
 

 
1        (    )     ( ) 

   ,   -        (    )     ( ) 

   1 
 

 
 
 

 
0        (    )     ( ) 

      ,    -    (       )     ( ) 

      ,    -    (       )     ( ) 

      -     ,   (       )     ( ) 

   ,    -    (       )  
 

√    
   ( ) 

   ,    -    (       )  
  

√    
  ( ) 



   -    ,   (       )  
 

    
   ( ) 

 الاثبات 

   0 
 

 
 
 

 
1      ,    -                   ( )   

   0 
 

 
 
 

 
1        (    )               

   ,   -      ,    -                   ( ) 

   ,   -       (    )               

   1 
 

 
 
 

 
0      -    ,                   ( )   

   1 
 

 
 
 

 
0        (    )               

   ,    -    (       )     ( ) 

   0 
 

 
 
 

 
1      ,    -                  

   ,    -    (       )         

   ,    -    (       )  
 

√    
   ( ) 

  0 
 

 
 
 

 
1      ,    -                  

   (    )         

    
 

    
 

 

√  (    ) 
 

 

√    
    

    ,    -    (       )  
 

√    
 

            
√ 

 
 تمرٌن     احسب           و              لكل من 

 احسب           لكل من  √       



 حسب تعرٌف قوس الجٌب    

   0 
 

 
 
 

 
1      ,    -                  

 

   0 
 

 
 
 

 
1                        

 حسب تعرٌف قوس الجٌب التمام 

   ,   -      ,    -                  

                    
 

 
 

 حسب تعرٌف قوس الظل

   1 
 

 
 
 

 
0      -    ,                  

                      

 حسب تعرٌف قوس الجٌب  

   0 
 

 
 
 

 
1      ,    -                  

 

   0 
 

 
 
 

 
1                      

 

 
 

 حسب تعرٌف قوس الجٌب التمام 

   ,   -      ,    -                  

                      

 حسب تعرٌف قوس الظل

   1 
 

 
 
 

 
0      -    ,                  

                    
 

 
 



 

 

 حسب تعرٌف قوس

   0 
 

 
 
 

 
1      ,    -                  

 

   0 
 

 
 
 

 
1           

√ 

 
      

√ 

 
   

 

 
 

 حسب تعرٌف قوس الجٌب التمام 

   ,   -      ,    -                  

        
√ 

 
 

√ 

 
         

 

 
 

 حسب تعرٌف قوس الظل

   1 
 

 
 
 

 
0      -    ,                  

        √  √          
 

 
 

 الدوال  الزائدٌة ودوالها العكسٌة     

 دالة الجٌب الزائدي 

    تسمى دالة  الجٌب الزائدي  ونرمز لها ٌالرمز     ( )   
      

 
 الدالة  

   ( )  
      

 
      

 دالة الجٌب  التمام الزائدي 

   تسمى دالة  الجٌب التمام الزائدي  ونرمز لها ٌالرمز  ( )   
      

 
  الدالة  

   ( )  
      

 
      



 دالة الظل  الزائدي 

    تسمى دالة  الظل  الزائدي  ونرمز لها ٌالرمز     ( )   
      

      
 الدالة  

   ( )  
      

      
      

 نتائج   

    ( )      ( )     ( ) 

    ( )      ( )  (
      

 
)

 

 (
      

 
)

 

   

         (   )                  ( ) 

  (   )                      

                       ( )      ( )              ( ) 

          ( )              ( )      

            (  )  ( )  الجيب  التمام  السائدي دالة زوجية لان    ( )   

            (  )  االجيب  السائدي دالة فردية لان    ( )    

              (   )       (   )        ( ) 

 (   )        ( )  
 

    ( )
 

 الدوال العكسٌة للدوال الزائدٌة      

 عمدة الجٌب الزائدي (      )   

 لدٌنا

            (   )        

 وبالتالً

        

                  



 مستمرة  ورتٌبة تماما (متزاٌدة تماما) على    فهً  تقبل  دالة  عكسٌة   

 نرمز لها بالؤمز        حٌث   

           

                     

 وهً  مستمرة  ورتٌبة تماما (متزاٌدة تماما) على    وتاخذ قٌمها  فً     وتحقق  

                                      

 عمدة جٌب التمام   الزائدي (      )   

 لدٌنا

            (   )        

 وبالتالً

   ,   ,    (   )        

    ,   ,  ,   , 

                  

 مستمرة  ورتٌبة تماما (متزاٌدة تماما) على ,   ,  فهً  تقبل  دالة  عكسٌة   

 نرمز لها بالؤمز        حٌث   

       ,   ,  ,   , 

                     

 وهً  مستمرة  ورتٌبة تماما (متزاٌدة تماما) على ,   ,  وتاخذ قٌمها  فً    ,   ,وتحقق  

   ,   ,      ,   ,                       

 عمدة الظل الزائدي (      )   

 لدٌنا

            (   )  
 

    ( )
   

    (   )       وبالتالً



      -    , 

                  

 مستمرة  ورتٌبة تماما (متزاٌدة تماما) على    فهً  تقبل  دالة  عكسٌة   

 نرمز لها بالؤمز        حٌث   

       -    ,    

                     

 وهً  مستمرة  ورتٌبة تماما (متزاٌدة تماما) على ,    -  وتاخذ قٌمها  فً وتحقق

          -    ,                       

 نتائج   

               .  √    / ( )  

                                   
      

 
    

              

       √                     √        

     .  √    / 

                  .  √    /    

               .  √    / ( )  

   ,   ,      ,   ,                      

      
      

 
 

              

       √                      √        

     .  √    /           .  √    /    



   ,   ,         .  √    /    

                  .  √    /    

   -    ,          
 

 
  (

   

   
)  ( ) 

    -    ,                             

      
      

      
 

         (      ) 

 (   )        

       
   

   
        

   
 

 
  (

   

   
) 

   -    ,          
 

 
  (

   

   
)   ومنه    

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 تمارٌن  محلولة   

  تمرٌن  ( )   عٌن مجموعة  تعرٌف الدوال  النالٌة    

   ( )       4
 

 
(  

 

 
)5                         ( )        (   ) 

    ( )       (
   

   
)                              ( )        (

   

 
) 

 الحل   

( )     معرفة                (   )             

          

       

   ,   - 

( )    معرفة       4
 

 
(  

 

 
)5   

 

 
(  

 

 
)        

 
       

 
        

     

   -    , 

( )     معرفة         (
   

 
)       

   

 
   

 |
   

 
|    

 |
   

 
|
 

     

 (
   

 
  )(

   

 
  )    

 
 

 
(
    

 
)    



        

    
 

 
 

   ]    
 

 
] 

 تمرٌن    

   -    ,                 (
 

 
)  

 

 
 بٌن ان    

 الحل

   -    ,     ( )               (
 

 
) 

    -    ,        ( )  
 

    
 

 

  
 

 

  
 
  

   

   -    ,    ( )      

   -    ,    ( )   ( )             

                                                       .
 

 
/  

 

 
 

   -    ,     ( )               (
 

 
)  

 

 
 ومنه             

 تمرٌن    

 نعتبر الدالة    المعرفة  على المجال من -  ,  نحو  -  , كماٌلً   

 ( )  
  

    
 

 بٌن ان     تقابل من  المجال  -  ,  نحو  -  ,  ثم  عٌن دالتها العكسٌة   

 الحل

   مستمرة  على  المجال  -  ,  لانها  دالة  ناطقة   



  ( )  
  (    )

(    ) 
        ,  - 

  رتٌبة تماما  ( متزاٌدة تماما ) على  المجال -  ,  

   تقبل  دالة  عكسٌة      معرفة  كماٌلً    

   ,  -    ,   -     ( )       ( )     

   ( )    
  

    
            

     √             √       

       ( )    √     

 ومنه

     ,  -    ,  - 

     ( )    √     

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 سلسلة تمارٌن  رقم ( ) حول(    الدوال العددٌة   

الاستمرار         لدوال  العكسٌة   )      

 التمرٌن( )      عٌن  مجموعة  تعرٌف  الدوال  التالٌة  

       ( )   ( )  √                  ( )     ( )  
√   

√       
    

( ) ( )√
   

       
 ( )  ( )  √ ( )         

( )  ( )    (
   

   
)     ( )    ( )    ,  (   )-   

  ( )  ( )  
 

 ( )   
   ( )  ( )    (√

   

   
)  

( )   ( )    
   
      

 التمرٌن( )   ادرس  ان كانت  الدوال التالٌة  زوجٌة او فردٌة  او غٌر ذالك         

       ( )  ( )  
 

  | |
  ( )   ( )  √    

 
         

( ) ( )    (
   

   
)   ( )  ( )  | |(    )(    )      

( )         ( )  
    ( )       

  
 

 التمرٌن( )  

 احسب النهاٌات التالٌة  

( )    
    

(
 

√   
 

 

√   
)  ( )    

      
 
√    √   

    
 

( )    
    

√       (    )               ( )    
     

      

   
 



 ( )    
    

 
 

 
         

  
 
 

    ( )    
    

√       (     )   

( )    ادرس  استمرارٌة   عند           حٌث  التمرٌن( )  

 ( )  

{
 
 

 
 √       

√      
     

 

 
                       

 

 ( )   هل الدوال  التالٌة تقبل  التمدٌد  بالاستمرار عند     

 ( )  
(      ) 

  
   ( )  

     

√     
 ( )         (

 

 
)  

 التمرٌن( ) 

 بٌن ان  المعادلة            تقبل ثلاث  حلول كل  حل محصور بٌن

   عددٌن  صحٌحٌن  متتالٌٌن 

التمرٌن( )  
 
 

 بٌن ان  المعادلة                تقبل ثلاث  حلول كل  حل  محصور

   بٌن عددٌن  صحٌحٌن  متتالٌٌن 

           
√ 

 
 
√ 

 
( )  احسب                 للقٌم التالٌة    التمرٌن( )  

  ( ) احسب                      للقٌم التالٌة   √          

         4   (
  

 
)5        4   . 

 

 
/5        (   

  

 
)   ( ) احسب 

 التمرٌن( )    اثبت  ان 

( )         ( )        (  )       ,    -   

 ( )        ( )        ( )  
 

 
    ,    -   



( )        ( )        (
 

 
)  

 

 
      

( )    (      ( ))  √        ,    - 

( )     (      ( ))  
 

√    
 

( )     (      ( ))  
√    

 
     ,    -  * + 

 التمرٌن( )     نعتبر الدالة   المعرفة كتاٌلً     

 ( )        (
  

   
) 

 ( ) عٌن     مجموعة تعرٌف الدالة   

         
 ( )  

  

(   )√        
 ( )  بٌن ان     

 ( )  شكل  جدول تغٌرات     ثم  ارسم  تمثٌلها البٌانً 

 التمرٌن(  )     نعتبر الدالة   المعرفة كتاٌلً  

 ( )        (
 

   
) 

 ( ) عٌن     مجموعة تعرٌف الدالة   

         
 ( )  

 

(   )   
 ( )  بٌن ان     

 ( )  شكل  جدول تغٌرات     ثم  ارسم  تمثٌلها البٌانً 

التمرٌن(  )     نعتبر الدالة   المعرفة كتاٌلً  
 
 

 ( )  
√   

√   
      ( ) 

 ( ) عٌن     مجموعة تعرٌف الدالة   

 ( )ادرس  استمرارٌة      



 ( )  عٌن    ( )    

التمرٌن(  )     نعتبر الدالة   المعرفة كتاٌلً  
 
 

 ( )        4
√ 

   
5        4 

√ 

   
5 

 ( ) عٌن     مجموعة تعرٌف الدالة   

 ( )حسب      ( )  ( )  ( )     ا

 ( )  عٌن    ( )     ثم   اوجد  عبارة  بسٌطة ل   

  التمرٌن     اثبت  ان      

       ( )       .  √    /    ,    ,  ( ) 

       ( )       .  √    /    -     ,  ( ) 

       ( )     
 

 
  (

   

   
)    -    ,  ( ) 

         ( )     
 

 
  (

   

   
)    -    ,   -    , ( ) 

     ( )       ( )       (
   

    
)      -    ,   ( ) 

     .√    /       ( )        -     ,   ( ) 

     .√    /       ( )      ,    ,   ( ) 

    -     ,   (  )                ( ) 

     (      )  استنتج  ان              

        *√
    ( )

 
+  

 

 
 2

         
        

         ( ) 

  التمرٌن     بسط العبارات التالٌة 



     4
√     

√     
5       .  √    /       4

     

     
5 

 التمرٌن(  )     نعتبر الدالة   المعرفة كتاٌلً 

 ( )       (
   

   
) 

 ( ) عٌن     مجموعة تعرٌف الدالة     احسب  النهاٌات على اطراف       

 ( )  عٌن  ( )     شكل  جدول تغٌرات     ثم  ارسم  تمثٌلها البٌانً

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 الحلول

 التمرٌن( )      عٌن  مجموعة  تعرٌف  الدوال  التالٌة  التالً  

       ( )   ( )  √                  ( )     ( )  
√   

√       
    

( ) ( )√
   

       
 ( )  ( )  √ ( )         

( )  ( )    (
   

   
)     ( )    ( )    ,  (   )-   

  ( )  ( )  
 

 ( )   
   ( )   ( )    (√

   

   
)  

( )   ( )    
   
      

 

( )    معرفة      ( )         √                              

   -     -  ,    , 

   -     -  ,    , 

( )   معرفة ( )  
√   

√       
 {

         
 

          
            

                  {
       -   ,

 
-    ,  -    ,

 

  -    , 

   -    , 

( )   معرفة       ( )  √
   

       
 {

   

       
  

 
         

 



                                                      -    , 

   -    , 

( )   معرفة              (  )  √ ( )     ( )      

  ( )       ( ) 

        ( )  لكن  نعلم  ان   

 وعلٌه

( )   معرفة  √ ( )     ( )        

     

( )    معرفة   ( )    (
   

   
)  

   

   
   

 (   )(   )    

   -    , 

   -    , 

( )   معرفة( )    
   
            

      

     *  + 

      *  + 

 التمرٌن( )   ادرس  ان كانت  الدوال التالٌة  زوجٌة او فردٌة  او غٌر ذالك  

       ( )  ( )  
 

  | |
  ( )   ( )  √    

 
         

( ) ( )    (
   

   
)   ( )  ( )  | |(    )(    )      

( )         ( )  
    ( )       

  
 

       ( )        (  )  
  

  |  |
 

  

  | |
    ( ) 



 ومنه  فردٌة    

( )       (  )  √(  )   
 

 √     
 

  √    
 

 

   ( ) 

 (  )  √(  )   
 

 √     
 

  (  )        

 ,  (  )-       

   (  )  √    
 

  ( ) 

 ومنه  فردٌة  

( )   -    ,  (  )    (
   

   
)      (

   

   
)      ( )  

  ومنه  فردٌة  

( )       (  )  |  |(    )(    )  | |(    )(    ) 

   ( ) 

 ومنه   زوجٌة

 التمرٌن( )  

 احسب النهاٌات التالٌة  

( )    
    

(
 

√   
 

 

√   
)  ( )    

      
 
√    √   

    
 

( )    
    

√       (    ) 

( )    
    

 
 

 
         

  
 
 

   ( )    
     

      

   
 



( )    
      

 
√    √   

    
     

      
 
.√    √   (√    √   )/

(√    √   )    

    
      

  

(√    √   )    

    
      

 

(√    √   )
 

 

    
 

   

( )    
    

(
 

√   
 

 

√   
)  

    
    

 (
 

√   
 

 

√   
)(

 

√   
 

 

√   
)

    
    

 (
 

   
 

 

   
)     

    

 

(   )(   )
   

( )    
    

√       (   )

    
    

.√       (   )/ .√       (   )/

√       (    )
 

    
    

   

√       (   )
    

    

 .  
 
 /

 4√  
 
 

 
 
     

 
 5

 
 

 
 

( )    
     

      

(   ) 
 {

     

   
     

     (   )

  

 

    
     

      

  
    

     

      

  
   

( )    ادرس  استمرارٌة   عند             التمرٌن( )  

 ( )  

{
 
 

 
 √       

√      
     

 

 
                       

 

  ( )   هل الدوال  التالٌة تقبل  التمدٌد  بالاستمرار عند     



 ( )  
(      ) 

  
  ( )  

     

√     
  ( )         (

 

 
)  

 

   ( )    
     

 ( )     
     

√       

√      

    
     

(√       )(√      )(√      )

(√      )(√      )(√      )
 

    
     

(    )(√      )

(    )(√      )
    

     

(√      )

(√      )
 

 

 
   ( ) 

 ومنه  ان     مستمرة  عند         

 التمرٌن( ) 

 بٌن ان  المعادلة            تقبل ثلاث  حلول كل  حل محصور بٌن

 عددٌن صحٌحٌن  متتالٌٌن  

  ( )         (    )   (    )(    ) 

 -     ,    متزاٌده تماما  على المجال   ,    - 

 ومتناقصة تماما على  المجال   ,    -  

     مستمؤة  و رتٌبة  تماما ( متزاٌده  تماما ) على المجال   ,     -   

(  )   ومنه حسب نظرٌة القٌم  المتوسطة  فان  المعادلة     (  )  و    

            تقٌل حلا  وحٌدا على المجال  ,     -  

     مستمؤة  و رتٌبة  تماما ( متزاٌده  تماما ) على المجال      ,    -  

( )   ومنه حسب نظرٌة القٌم  المتوسطة  فان  المعادلة     ( )  و    

            تقٌل حلا  وحٌدا على المجال     ,    -  

     مستمؤة  و رتٌبة  تماما ( متناقصة تماما ) على المجال      ,    -  

(  )   ومنه حسب نظرٌة القٌم  المتوسطة  فان  المعادلة     ( )  و    



            تقٌل حلا  وحٌدا على المجال     ,    -  

        
√ 

 
 
√ 

 
( )  احسب                 للقٌم التالٌة    التمرٌن( )  

  ( ) احسب                      للقٌم التالٌة   √          

      (  )      0 
 

 
 
 

 
1             

 

 
        

      ( )      0 
 

 
 
 

 
1                  

      ( )      0 
 

 
 
 

 
1            

 

 
     

      4
√ 

 
5      0 

 

 
 
 

 
1       

√ 

 
    

 

 
   

      4
√ 

 
5      0 

 

 
 
 

 
1       

√ 

 
    

 

 
 

      (  )      ,   -                     

      ( )      ,   -             
 

 
    

      ( )      ,   -                  

      4
√ 

 
5      ,   -       

√ 

 
    

 

 
   

      4
√ 

 
5      ,   -       

√ 

 
    

 

 
 

      (  )      1 
 

 
 
 

 
0              

 

 
 

      ( )      1 
 

 
 
 

 
0              

      ( )      1 
 

 
 
 

 
0            

 

 
 

      (√ )      1 
 

 
 
 

 
0       √     

 

 
 



 التمرٌن( )    اثبت  ان

( )         ( )        (  )       ,    -   

 ( )        ( )        ( )  
 

 
    ,    -   

( )        ( )        (
 

 
)  

 

 
      

( )    (      ( ))  √        ,    - 

( )     (      ( ))  
 

√    
   ,    - 

( )     (      ( ))  
√    

 
     ,    -  * +   

 الحل

 نعلم ان

(      ( ))
 
 

  

√    
      -    , 

(      ( ))
 
 

 

√    
      -    , 

(      ( ))
 
 

 

    
      -     , 

 

( )         ( )        (  )       ,    - 

 ( )         ( )        (  )  

   ( )    
  

√    
 

 

√    
     

 ومنه ان     ثابتة وعلٌه   

 

   ,    -     ( )     ( ) 



         ( )        (  )            ( )   .
 

 
/    

   ,    -      ( )        (  )  ومنه     

( )        ( )        ( )  
 

 
    ,    -   

 ( )         ( )        ( )  

   ( )    
 

√    
 

 

√    
     

 ومنه ان     ثابتة وعلٌه   

 

   ,    -     ( )     ( ) 

         ( )        ( )          ( )          ( ) 

                        
 

 
   

 

 
 

   ,    -          ( )        ( )  
 

 
 ومنه   

( )        ( )        (
 

 
)   

 

 
      

 ( )         ( )        (
 

 
)  

   ( )    
 

    
 (

 

 
)
  

  .
 
 /

  
 

    
 

 

    
     

 ومنه ان     ثابتة وعلٌه   

 

    -    ,     ( )     (  ) 

         ( )        (
 

 
)           (  )        (  ) 



                         
 

 
 

 

 
  

 

 
 

   -    ,           ( )        (
 

 
)   

 

 
 ومنه   

( )    (      ( ))  √        ,    - 

      ( )        0 
 

 
     

 

 
1  نضع                 

 اذ    (( )      )          

    (      ( ))      (      ( ))  نعلم  ان       

    (      ( ))        (      ( ))       

   (      ( ))  ومنه   -    ,       √ 

( )     (      ( ))  
 

√    
   -     , 

      ( )        1 
 

 
     

 

 
0  نضع                 

     (      ( ))  اذ ن           و      

 1   فان              
 

 
     

 

 
0  نعلم  انه اذا  كان  

 

     
               

 

       
 

        √
 

       
 

                    √
 

       
 

 

√    
 

    (      ( ))       
 

√    
   -     ,    

( )     (      ( ))  
√    

 
     ,    -  * +   



     ,    -  * +       ( )                ,   -  2
 

 
3    

   ,   -  2
 

 
3 (( )      )     و          اذ ن        

    (      ( ))       
    

    
 

√       

    
  

√    

 
   

 التمرٌن( )     نعتبر الدالة   المعرفة كتاٌلً

 ( )        (
  

   
) 

 ( ) عٌن     مجموعة تعرٌف الدالة   

         
 ( )  

  

(   )√        
 ( )  بٌن ان     

 ( )  شكل  جدول تغٌرات     ثم  ارسم  تمثٌلها البٌانً 

 الحل

                
  

   
   معرفة         

       
  

   
        

  

   
       

       
   

   
      

    

   
     

         ,    -      ]   
 

 
]  ,    ,     

   [   
 

 
]   

   [   
 

 
] 

         
 ( )  

 .
  

   /
 

√  .
  

   /
  

 

  
(   ) 

√
        

(   ) 

 



 
  

(   )√        
         

 التمرٌن(  )     نعتبر الدالة   المعرفة كتاٌلً

 ( )        (
 

   
) 

 ( ) عٌن     مجموعة تعرٌف الدالة   

         
 ( )  

 

(   )   
 ( )  بٌن ان     

 ( )  شكل  جدول تغٌرات     ثم  ارسم  تمثٌلها البٌانً 

 الحل

   معرفة                    

             

   -    ,  -    , 

   
    

 ( )     
    

      (
 

   
) 

 باستخدام  نهاٌة دالة  مركبة    

   
    

(
 

   
)       

   
      ( )    

   
 

 
  

      (
 

   
)    

   
 

 
  

 ( )     
 

 
  

      (
 

   
) 

 باستخدام  نهاٌة دالة  مركبة    

   
 

 
  

(
 

   
)        

    
      ( )  

 

 
 

   
 

 
  

      (
 

   
)  

 

 
 



   
 

 
  

 ( )     
 

 
  

      (
 

   
) 

 باستخدام  نهاٌة دالة  مركبة    

   
 

 
  

(
 

   
)        

    
      ( )   

 

 
 

   
 

 
  

      (
 

   
)   

 

 
 

   
    

 ( )     
    

      (
 

   
) 

 باستخدام  نهاٌة دالة  مركبة    

   
    

(
 

   
)       

   
      ( )    

   
    

      (
 

   
)    

         
 ( )  

.
 

   /
 

  .
 

   /
  

 
(   ) 

(   )   
(   ) 

 

 

 
 

(   )   
   

 ومنه     متزاٌدة  تماما على      

 

 

 

 

 

 



 

 

 

 

 

 البنً الجبرٌة  

 العملٌة  الداخلٌة     لتكن    مجموعة غٌر خالٌة           

 كل تطبٌق  للمجموعة      نحو    ٌسمى عملٌة داخلٌة  فً   ونرمز لها  بالرمز  

              

 اذا كانت   عملٌة داخلٌة  فً    نكتب  

             

(   )      

 مثلا          عملٌتان  داخلٌتان  فً   

 خواص         عملٌتان  داخلٌتان  فً     

    تبدٌلٌة  فً     اذا وفقط  اذا  تحقق  

               

    تجمٌعٌة  فً     اذا وفقط  اذا  تحقق  

         (   )      (   ) 

    توزٌعٌة على     فً     اذا وفقط  اذا  تحقق  

            {
  (   )  (   ) (   )

(   )    (   ) (   )
 و   

 ٌكون العنصر     من   حٌادي للعملٌة     اذا وفقط  اذا  تحقق    

                

 ٌكون العنصر     من    نضٌرالعنصر    من    للعملٌة     اذا وفقط  اذا  تحقق    



                    

 نتائج وملاحطات  

 ( )  العنصر الحٌادي  ان  وجد  فهو  وحٌد  

 لٌكن      عنصران  حٌادٌان  للعملٌة   قً     لدٌنا         حٌث 

     عنصر حٌادي  من جهة  اخرى            فٌنتج  ان          

 ( )اذا  كانت  العملٌةتجمٌعٌة فان  العنصر النضٌر  ان  وجد  فهو  وحٌد

 لنفرض  ان           عنصران  نضٌران ل    من    للعملٌة التجمٌعٌة   

 و     عنصر حٌادي   للعملٌة   فً        

           (     )  (    )                

 امثلة   

 الجمع ( ) والضرب  ( ) عملٌتان  تبدلٌتان  وتجمٌعٌتان  قً         

  الضرب  توزٌعً  على  الجمع   قً    

 البنى الجبرٌة

  لتكن  و    عملٌتان داخلٌتان  فً  المجموعة       

 الزمرة     تكون  (     )  زمرة    اذا وفقط  اذا  تحقق      

 ( )   تجمٌعٌة 

 ( ) ٌوجد  فً     عنصر حٌادي  للعملٌة    

 ( )   كل عنصر من     ٌقبل نضٌر  فً   بالنسبة  للعملٌة    

 اذا كانت العملٌة    تبدلٌة  نقول  ان  الزمرة  (     )  زمرة  تبدٌلٌة    

  امثلة  

 (   ) (    ) (   )  زمرة    تبدٌلٌة  بٌنما  (   )  (    )

 لٌست زمرة  

 الزمرة  الجزئٌة     لتكن  (     )  زمرة  و   مجموعة  جزئٌة من     



 تكون (     ) زمرة   جزئٌة  من الزمرة   (     ) اذا وفقط  اذا  تحقق  

                   ( ) 

 ( )      حٌث     العنصر الحٌادي للعملٌة   قً      

 ( )             حٌث       نضٌر    للعملٌة   قً           

  امثلة  

 (   )  زمرة   جزئٌة من  (   )

 (    )   زمرة جزئٌة من   (    )

 (    )  زمرة   جزئٌة من  (   )

 (   ) لٌست  زمرة جزئٌة من    (    )

 الحلقة     تكون  (        )  حلقة    اذا وفقط  اذا  تحقق

 ( ) (     )  زمرة  تبدٌلٌة       

 ( )    تجمٌعٌة 

 ( )   توزٌعٌة  على     فً      

 اذا كانت العملٌة    تبدلٌة  نقول  ان  الحلقة  (        )  حلقة  تبدٌلٌة   

  اذ كانت العملٌة      عنصر حٌادي  نقول  ان  الحلقة  (        )  حلقة واحدٌة       

  امثلة

  (     ) حلقة تبدٌلٌة واحدٌة    

 (     )    حلقة  تبدٌلٌة واحدٌة     

 (      )  حلقة  تبدٌلٌة واحدٌة                             

 الحلقة  الجزئٌة     لتكن  (       )  حلقة  و   مجموعة  جزئٌة من   

 تكون (       ) حلقة  جزئٌة  من الحلقة   (       ) اذا وفقط  اذا  تحقق  

 ( )  (     ) زمرة   جزئٌة  من الزمرة   (     )   

                  ( ) 



 امثلة   

 (     ) حلقة جزئٌة  من الحلقة  (     )   

 (     ) لٌست  حلقة جزئٌة  من الحلقة  (     )

 الجسم     تكون   (        )  جسما    اذا وفقط  اذا  تحقق

 ( )   (        )  حلقة  تبدلٌة و  واحدٌة    

 ( )  كل  عنصر من  المجموعة  غٌر لبخالٌة   + *    ٌقبل  نضٌر بالنسبة للعملٌة   

 اذا كانت العملٌة    تبدلٌة  نقول  ان الجسم (        )  جسم  تبدٌلً 

  امثلة

  (     )  جسم  تبدٌلً    

 (     )   جسم  تبدٌلً  

 (      )  جسم  تبدٌلً                             

 (     ) لٌس  جسم    

 تمرٌن  تطبٌقً   

عملٌة  داخلٌة قً    معرفة  كماٌلً        

           

 (   +  *  ) زمرة  تبدٌلٌة

 اثبات  ان   داخلٌة  قً  +  *  

       *  +        *  + 

 اي نبرهن           نستعمل  البرهان بالخلف    

 لنفرض ان             اي            

(   )(   )  اي       او       وهذا تناقض مع    بمعنى   

 كون  +  *     و  +  *    

 اذن  +  *              فالعملٌة    داخلٌة  قً  +  *     



تبدٌلٌة قً  +  *    اثبات  ان  

       *  +          

                      

تجمٌعٌة  قً   +  *    اثبات  ان  

         *  +  (   )      (   ) 

(   )    (      )             (      )  

                     ( ) 

  (   )    (      )            (      ) 

                     ( ) 

(   ) ومنه               من ( ) و  ( ) نجد ان   (   )     

تجمٌعٌة  قً   +  *     ومنه  ان  

 العنصر الحٌادي  للعملٌة     قً   +  *    

 لٌكن    العنصر الحٌادي  للعملٌة     قً   +  *  

     *  +          

     *  +             

     *  +           

     *  +    (   )    

     *  +        

 ومنه  ان   هو العنصر الحٌادي  للعملٌة     قً   +  *   

 لكل  عنصر من  +  *  نضٌر بالنسبة  للعملٌة      قً   +  *        

 لٌكن     نضٌر   من   +  *    بالنسبة  للعملٌة     فٌتحقق ماٌلً    

                         

    (   )     



     
  

   
   *  + 

 وبالتالً   (  +  *  )زمرة  تبدٌلٌة   

 تمرٌن محلول

 لتكن   عملٌة فً   ,    -   معرفة  كماٌلً 

     
   

    
 

 ( )  بٌن ان  عملٌة داخلٌة   فً   ,    -  

 ( )  بٌن ان (  +  *  ) زمرة  تبدٌلٌة  

 الحل

 ( )  اثبات ان  عملٌة داخلٌة   فً   ,    -  

    -    ,          و        

 | |    | |    

 |  |    

         

          

        

 الفضاءات  الشعاعٌة

 تعرٌف الفضاء الشعاعً    لنعتبر (      ) حقل  تبدٌلً   (     او     ) 

  لتكن   مجموعة  نسمً (     ) فضاء شعاعٌا  على الحقل     

فضاء  شعاعً ) اذا  كانت     (او     

 ( ) (    )  زمرة  تبدٌلٌة  

 ( )    مزودة  بقانون تركٌب  خارجً            

      



(   )      

 من  اجل  كل      من      ومن اجل كل      من    لدٌنا     

 (    )                ( ) 

  (   )              ( ) 

  (    )  (    )       ( ) 

 ( )              حٌث       العنصر الحٌادي للعملٌة ( )   فً    

 ملاحظات 

 ( )  عناصر   تسمى  اشعة وعناصر    تسمى  سلمبات   

 ( )  نسمً الكتابة       بضرب  الشعاع     بالسلمً     ونكتب      بدلا  من       

(   )      نجد          ( )           وذالك  لان        

 ( )           وذالك  لان         (   )     نجد        

               ( ) 

 امثلة    

 ( ) كل حقل تبدٌلً   هو  فضاء  شعاعً على     

 ( )(     )  فضاء  شعاعً على     وذلك   لان          ⃗          ⃗  

   (جمع  الاشعة  عملٌة داخلٌة   فً   )     ⃗        ⃗                

 ( ضرب  شعاع   بعدد   حقٌقً  عملٌة  خارجٌة فً   )

 ( )(      )  فضاء  شعاعً على     حٌث      

 (     ) (     )              

(     )  (     )  (           )  (     )  (       ) 

 ( )(     )  فضاء  شعاعً على     حٌث   (   )    مجموعة  الدوال  المعرفة 

 من    نحو   و

     (   )( )   ( )   ( ) (  )( )     ( ) 



 الفضاء  الشعاعً  الجزئً  

 تعرٌف    لٌكن (     )  فضاء  شعاعً على      نقول  عن جزء   من        

 انه فضاء  شعاعً جزئً  ل   اذا تحقق     

       ( ) 

                 ( ) 

                     ( ) 

 نتٌجة  لٌكن (     )  فضاء  شعاعً على      نقول  عن جزء   من        

 انه فضاء  شعاعً جزئً  ل   اذا تحقق     

       ( ) 

                           ( ) 

 امثلة    

 ( )    +  * و   فضاءان  جزئٌان  من     

    * +  *(   )  ( )+ *    فضاء  شعاعً جزئً  من    حٌث  +    

+ *   و    (   )  وبالتالً       وذلك  لان  + *   

   (   ) (   )    * +          

 (   )   (   )   (        )     * + 

 الاسس والابعاد    لنفرض  فً كل ما  ٌلً ان    فضاء  شعاعً على     

 المزج  الخطً 

لاشعةل                من الفضاء الشعاعً       تعرٌف  نسمً مزجا خطٌا  

 كل  شعاع  من الشكل                         حٌث    

                    

 مثال     لٌكن       ولٌكن الشعاع (   ) من  

(   )    (   )  لدٌنا  الكتابة  التالٌة    (   )   



 الشعاع   (   ) هو مزج خطً للشعاعٌن (   ) (   ) 

 العائلة  المولدة            

 تعرٌف  نقول ان العائلة  +               *مولدة للفضاء الشعاعً     اذا كتب     

 كل  شعاع  من      كمزج  خطً لهذه  العائلة  بمعنى  

                            

                         

 ونكتب      ⌍               ⌌  

 امثلة         

 ( )       الشعاعان   (   ) (   ) ٌولدان الفضاء  الشعاعً      

 لٌكن (   )   من     ٌوجد       من    بحٌث 

  (   )    (   )    (   )  (      )   

{
     

   
 {

     
   

 

  (   )  (   )(   )    (   ) 

  (     )               ( ) 

  (     )  (     )  (     )  (     )   (     )   (     )   (     ) 

               

  (     )    (     )    (     )      اشعة  مولدة  للفضاء     

 وبالتالً   ⌍          ⌌   

 الارتباط  الخطً    الاستقلال  الخطً    

 ( ) نقول عن الاشعة                 من   انها  مرتبطة  خطٌا اذا وفقط  اذا  وجد ت   

  الاعداد                     لٌست  كلها  معدومة  بحٌث ٌكون 

                        

 ( ) نقول عن الاشعة                 من   انها  مستقلة  خطٌا اذا وفقط  اذا  



 وجد ت الاعداد                         بحٌث  تحقق   

                                           

 امثلة      فً      الاشعة   (       )   (       )   (       )   

  مرتبطة  خطٌا   لان           

 لتكن        اعداد  حقٌقٌة بحٌث                    

        (       )   (       )   (       )       

{
     
     

 

       

 (     )    

 اذا كان       فان          ومنه  ان  الاشعة         مرتبطة  خطٌا  

        مرتبطة  خطٌا  

 امثلة    فً     الاشعة   (       )   (       )   (       )     

  مرتبطة  خطٌا   لان           

 لتكن        اعداد  حقٌقٌة بحٌث                    

 ( )   فً      الاشعة   (     )   (     )   (     )   

  مرتبطة  خطٌا   لان             

 لتكن        اعداد  حقٌقٌة بحٌث                    

        (     )   (     )   (     )      

{

         
      
       

 

{

         
     
     

 

              



 (       )    

 لنفرض  ان     نجد             ومنه  الاشعة           

        مرتبطة  خطٌا  

 ( )     فً      الاشعة   (     )    (     )    (     )         

 الاشعة          مستقلة خطٌا لانه  من  اجل         اعداد  حقٌقٌة    

              (     )   (     )   (     )             

 (      )    

           

 اساس الفضاء  الشعاعً   

لٌكن    فضاء  شعاعً على الحقل    مجموعىة الاشعة +             *        تعرٌف 

 تشكل اساسا  للفضاء الشعاعً   اذا كانت    

  ( ) الاشعة +             *   مولدة ل      

 ( ) الاشعة +             *مستقلة  خطٌا  فً     

 امثلة    

 ( ) فً     الاشعة   (         )    (         )     

 (       )      الاشعة             تشكل  اساس  ل      

 لانه    اذا  كانت    

                    (           )    

               

  ومنه  الاشعة             تشكل  مستقلة خطٌا 

   (          )     

                   

 ومنه ⌍          ⌌   



 ( ) فً     االشعاعان  (   )   (   )   ٌشكلان اساس ل     

          (             )    

 {
        
        

 

         

   ومنه الشعاعان      مستقلان خطٌا

   (     )     

          (     )  (             ) 

    {
         

         
 

  {
   

      

 
  

   
      

 

 

 ومنه    ⌍   ⌌   

 نظرٌة     تكون   مجموعة  الاشعة             اساس ل   اذا وفقط  اذا  كان كل  

  شعاع  من    ٌكتب  بصورة  وحٌدة  كمزج   خطً  للاشعة            

 الاثبات    

  لنفرض ان الاشعة             اساس ل   ولٌكن    شعاع  من         

                          ( ) 

 لنفرض عبارة  اخرى  ل       

    
      

        
           ( ) 

  من  ( ) و ( )ٌنتج   

(     
 )   (     

 )       (     
 )     

 (     
 )  (     

 )    (     
 )    

      
       

         
  



 لنفرض ان  الشعاع     له  كتابة  وحٌدة                     

 ولنبٌن  ان  الاشعة              اساس ل    

 من الفرض لدٌنا ⌍          ⌌   فٌكفً اثبات ان    الاشعة                  

 مستقلة خطٌا

 لٌكن

                                   

              

               

 ومنه  الاشعة              مستقلة خطٌا  اذا الاشعة              

 تشكل  اساس ل    

 ملاحظات 

 ( ) اذا الاشعة              تشكل  اساس ل    وكان    شعاع  من   فان     

                     

 والسلمٌات               تسمى  مركبات  الشعاع    بالنسبة للاساس

*          +    

 ( ) فً     اذا  مثلنا  هندسٌا  الشعاع                 باختٌار

 معلما  للمستوي   (     ) فان   الشعاعٌن  (   )    (   )    

  ٌمثلان  بشعاعً  اساس  المعلم               

 اذا كان  الشعاع                  ٌرفق بالنقطة     فان    

  ⃗⃗⃗⃗  ⃗             

دبع الفضاء الشعاعً     

 تعرٌف     نفول عن  فضاء  شعاعً    انه  ذو بعد منته اذا كان  مولد  بعدد  منته  

 من  الاشعة  



 امثلة        ⌍      ⌌     ذو بعد  منته  

⌍         ⌌     ذو بعد  منته     

اذا كان    فضاء  شعاعً بعد ه منته  على  الحقل    فان جمٌع  اسس      تعرٌف    

 لها نفس عدد  الاشعة  ٌسمى هذا  العدد  ببعد    ونرمز له بالرمز            

 امثلة                                     

 ملاحظات 

    (  )    ( ) 

 ( ) نسمً الفضاء الشعاعً ذو بعد   بالمستقٌم الشعاعً    

 ( ) نسمً الفضاء الشعاعً ذو بعد   بالمستوي الشعاعً   

 بعد جداء  فضائٌن شعاعٌٌن   

 نظرٌة     اذا كان   و     فضائٌن شعاعٌٌن  ببعد ٌن منتهٌن  علً الحقل    فان      

                 

 الاثبات    

   ٌمكن التاكد  ان     فضاء شعاعً علً الحقل     بالنسبة للعملٌتٌن التالٌتٌن  

 (   ) (     )      (   )  (     )  (         ) 

 (   )             (   )  (     ) 

 لنفرض ان                   ونبرهن ان              

 ٌكفً ان  نبرهن ان     ٌقبل اساس عدد عناصره        

 لتكن الجملة +          *  تشكل  اساس ل   و الجملة +          * 

 تشكل  اساس ل              

(   )  (                                   ) 

(                      )  حٌث        

(   )  (                    )  (                   ) 



   (    )    (    )      (    )    (    )    (    )   

   (    ) 

 ٌعنً الجملة  +(    )   (    ) (    ) (    )   (    ) (    )* مولدة 

 ل      

 لنثبت ان +(    )   (    ) (    ) (    )   (    ) (    )*تستقلة  خطٌا

(                                   )  (   ) 

{
                  
                  

 

 ومنه                          

 فالجملة  +(    )   (    ) (    ) (    )   (    ) (    )*

 اساس ل      ومنه                           

 تمرٌن  محلول   

 نعتبر فً    الاشعة   (     )       (      )    (      )    

  (     ) 

 ( ) ما هً مركبات الشعاع    بالنسبة للاساس القانونً ل        

 ( ) بٌن ان    +           *  تشكل  اساس ل         

 ( )  اوجد مركبات  الشعاع      بالنسبة للاساس الجدٌد 

 الحل

  (     )   (     )   (     )   (     )              

 مركبات الشعاع    بالنسبة للاساس القانونً ل      هً        على  الترتٌب   

 ( ) اثبات  ان +           *  تشكل  اساس ل        

         (        )                                 

              {

      

      

       

 



 

{
 
 

 
   

     

 

  
     

 
          

 

 ومنه  ⌍          ⌌     

              {

     
     
      

 

         

 ومنه الاشعة           مستقلة خطٌا      

 اذا الاشعة            تشكل  اساس ل         

 ( )اٌجاد  مركبات  الشعاع      بالنسبة للاساس الجدٌد

              

 
     

 
   

     

 
   (        )   

                

   مركبات  الشعاع      بالنسبة للاساس +         * هً (     )   

 تمرٌن  محلول   

 نعتبر فً    الاشعة (      )    (      )    (     )    (     )  

 بٌن ان   مزج خطً للاشعة             

 الحل

                 (     )   (     )   (      ) 

 (                    ) 

 {

        
         
        

 

              



 وبالتالً                               

 تمرٌن  محلول   

 ادرس  ان  كانت  الاشعة  التالٌة  مستقلة  فً  كل حالة من الحالات   

 ( )  نعتبر فً    الاشعة  (     )   (     )             

     (   )   (   )     (     )   (     )    

 ( )   نعتبر فً    الاشعة    

 الحل

 ( )     مستقلان  خطٌا                

           (     )   (     )    

 (                )  (     ) 

 {

      
       
       

 

         

 ومنه الشعاعان       مستقلان   خطٌا

                 (   )   (   )   (   )    

 (                )  (   ) 

 {
         
          

 

 {
         
         

 

 {
     
    

 

 ومنه الاشعة          لٌست  مستقلة   خطٌا

 

 



 

 

 

 

 

 التطبٌقات الخطٌة 

 تعرٌف  لٌكن      فضاءان شعاعٌان على نفس الحقل    ولٌكن   تطبٌق من   فً  

 نقول  ان    تطبٌق خطً  من    فً    اذا  وفقط  اذا تحقق  

          (   )   ( )   ( ) ( ) 

              (  )    ( )    ( ) 

 ٌقال عن  اٌظا  انه تماثل من    فً    

 امثلة      

 ( ) لٌكن    ثابت  حقٌقً و    تطبٌق  من    فً   معرف كماٌلً  

 ( )     

 هو تطبٌق جطً   

                    (     )   (     )  

  (  )   (  ) 

   ( )    ( ) 

 ( )  التطبٌق    من     فً   المعرف كماٌلً       

 (   )      

 هو تطبٌق جطً  

  (   ) (     )                 

 ( (   )   (     ))   (             ) 

               



  (   )   (     ) 

   (   )    (     ) 

             ( ) 

 ,(     )-  (               ) 

  تعرٌف       تطبٌق خطً  من    فً    اذا  وفقط  اذا تحقق

                    (     )    ( )    ( )  

 الاثبات

 اذا كان   تطبٌق خطً فانه  حسب  ( ) و ( )  

                    (     )   (  )   (  )  

   ( )    ( ) 

 اذا كان   تطبٌق خطً   فانه

                    (     )    ( )    ( )  

 باخذ         نجد 

           (   )   ( )   ( )  

 باخذ     نجد  

                  (  )    ( ) 

ةملاحط        

نرمز لمجموعة  التطبٌقات  الخطٌة بالرمز (   )    

  تعرٌف    

نقول  ان   منتشاكل من   فً    اذا كان   تطبٌق خطً تقابلً       

ٌقال عن  انه تماثل داخلً اذا كان   تطبٌق خطً من   فً         

نسمً كل تشاكل  من   فً   تشاكلا  ذاتٌا      

 نتٌجة   لٌكن   تطبٌق خطً  من   فً   لدٌنا  



   (  )      ( ) 

           (  )    ( ) ( ) 

 الاثبات 

  ( )  بوضع         فً العبارة  ( ) من  التعرٌف   نجد   

   (  )       ( )     

 ( )     بوضع         فً العبارة  ( ) من  التعرٌف   نجد   

           (  )   ((  ) )  (  ) ( )    ( ) 

 العملٌا ت على التطبٌقات الخطٌة   

  لتكن        فضاءات شعاعٌة على  الحقل   

 ( )اذا كان     تطبٌقان خطٌان من   فً   وكان    عدد من    فان     و     

 تطبٌقان خطٌان من   فً   معرفٌن كماٌلً 

     (   )( )   ( )   ( )  

       (  )      ( ) 

 ( )اذا كان   تطبٌقا خطٌا من   فً   و   تطبٌقا خطٌا من   فً   فان           

 تطبٌقا خطٌا من   فً  

 ( )(    (   ) ) فضاء شعاعً على  الحقل      

 ( )  اذا كان   تشاكل من   فً   فان       تشاكل من   فً   

 صورة  ونواة  تطبٌق خطً    

 لٌكن   تطبٌق من الفضاء الشعاعً   فً الغضاء الشعاعً  

 ( ) صورة  التطبٌق الخطً    هو المجموعة  ( )  والتً نرمز لها  بالرمز       

    *     ⁄       ( )+   ( )          

( )  والتً نرمز لها        ( ) نواة   هً مجموعة العناصر   من    بحٌث    

 بالرمز     والمعرفة كماٌلً   



       *     ( )    ⁄  +      

    *  + 

 امثلة     

 ( ) لٌكن    ثابت  حقٌقً و    تطبٌق  من    فً   معرف كماٌلً  

 ( )     

 اذا كان      فان            + *     

 اذا كان      فان  + *              

        ( ) 

                

(   )   ((   ))      

 تعٌٌن    

     *(   )           + 

 *(   )         + 

 *(   )    + 

 * (   )    + 

  ⌌(   )⌍                          

 تعٌٌن   

    * (   ) (   )     + 

    *(   )  (   )     + 

 ⌌ ⌍    

 نظرٌة           

 ( )        فضاء  شعاعً جزئً  من      

 ( )        فضاء  شعاعً جزئً  من               



 الاثبات 

(  )  معناه         ومنه                 ( ) 

            (    )   ( )   (  )     

           

             (  )    ( )    

         

 ومنه       فضاء  شعاعً جزئً  من        

(  )  معناه        ومنه                 ( ) 

                     ( )     (  ) 

       ( )   (  )   (    )           

          

                ( )   (  )       

        

 ومنه      فضاء  شعاعً جزئً  من   

 تمرٌن 

                 

(   )   ((   ))  (          ) 

 ( ) بٌن  ان   تطبٌق  خطً   

 ( ) عٌن       و     

 الحل

  (   )(     )              

 ( (   )   (     ))   (             ) 

 ( (      )   (      ) (      )   (      )) 



  (          )   (              ) 

   ((   ))    ((     )) 

 تعٌٌن     

 

     {(   )       ((   ))  (   )} 

 *(   )      +(          )  (   ) 

 *(   )      +                

 *(   )         + 

 *(    )    +  * (   )    +  ⌌(   )⌍ 

 المولد بالشعاع   (   )

 تعٌٌن    

    * (   ) (   )     + 

    *(          )  (   )     + 

 *(    )  (       )  (   )     + 

 ( (   )    (   )  (   )    ) 

 *(    )(   )        +  

 ⌌(   )⌍ 

 المولد بالشعاع   (   )

 نظرٌة   لٌكن   تطبٌقا خطٌا من   فً       

 ( )   +  *          متباٌن  

 ( )             غامر          

 الاثبات 

     *     ( )  ( ) لنفرض ان   متباٌن و نعتبر   +     



(  )  او  لان       فضاء  شعاعً جزئً  من       لدٌنا          لان    

*  +  ومنه       

         ( )      (  ) 

 (لان متباٌن )        

   *  + 

 ومنه  +  *       وبالتالً  +  *     

 وعلٌه   +  *          متباٌن       ( ) 

 عكسٌا  لنفرض ان  +  *     

         ( )   ( )   (   )  (لان    خطً       )   

                                                                                *  + 

                                                  

 وبالتالً    متباٌن

  ( )            *  +  وعلٌه    متباٌن  

        *  +  من ( ) و ( )نستنتج  ان     متباٌن  

( )  اي       والعكس  صحٌح   ( ) اذا كان   غامر فان   

 تمرٌن 

                 

(   )   ((   ))  (     ) 

 ( ) بٌن  ان   تطبٌق  خطً   

 ( ) هل   متباٌن     هل   غامر    

 الحل

(   )(     )              

 ( (   )   (     ))   (             ) 



 (                    ) 

 (        )  (           ) 

   ((   ))    ((     )) 

 ومنه   تطبٌق  خطً  

             *   +  ( ) حتى ٌكون  متباٌن  ٌكفً  ان  نبرهن  ان   +(   )* 

     {(   )      ((   ))     (     ) } 

 *(   )     (     )  (     ) + 

 *(   )             + 

 *(   )+ 

 ومنه   تطبٌق  متباٌن      

حتى ٌكون  غامر  ٌكفً  ان  نبرهن  ان                    

  (     ) (     ) لكن           ناخذ  مثال  مضاد لدٌنا     

 ومنه   لٌس تطبٌق  غامر  

 التطبٌقات الخطٌة والفضاءات الشعاعٌة  ذات  البعد المنته  

 لٌكن   فضاء  شعاعً بعده    ولٌكن      

 نظرٌة    اذا كان +             *    اساس  ل     وكانت              اشعة  من       

(  )  مع         فانه ٌوجد تطبٌق  خطً  وحٌد   من     فً     بحٌث ٌكون       

 الاثبات    لٌكن      و    شعاعان من    حٌث                       و

                       و                           سلمٌات من     

( )     و    ولٌكن   تطبٌق  من     فً    بحٌث                   

 ( )                    

 ولنبٌن ان   تطبٌق خطً   

                 (     )    



   (                                        )    

  ((        )   (        )     (        )  ) 

 (        )   (        )     (        )    

          (                  )   (                )     

   ( )    ( )                                                           

 لاثبلت  الو حدانٌة  نفرض ان    تطبٌق خطً من     فً      بحٌث ٌكون   

(  )  مع            

 من  اخل  كل    من   ٌكون  لدٌنا                        

 حٌث               سلمٌات من     وبمان     تطبٌق خطً من     فً    فان

 ( )   (                 ) 

                            (  )     (  )       (  ) 

                                    ( ) 

 ( )    فمن  اخل  كل    من   ٌكون   ( )  

 نظرٌة   

 اذا كان +             *    اساس  ل     وكانت              اشعة  من  

(  )  مع         فان           وكان  تطبٌقا خطٌا من   فً   بحٌث     

 ( )  ٌكون  التطبٌق   متباٌن  اذا  وفقط  اذا  كانت  الاشعة               مستقلة خطٌا           

 ( )  ٌكون  التطبٌق   غامر اذا  وفقط  اذا  كانت  الاشعة                مولدة  ل       

 ( )  ٌكون  التطبٌق   تقابلا  اذا  وفقط  اذا  كانت  الاشعة                اساسا   ل    

 الاثبات  

اذا كانت  الاشعة               مستقلة خطٌا           ( ) 

         ( )     

                                                                                         



                                                                     

                      

 ومنه +  *       اذن    متباٌن    

   لنفرض  ان    متباٌن  ولٌكن                         

 (                 )   فٌنتج ان    

 وبمان    متباٌن  فان   +  *       ومنه                      

 وبمان +             *    اساس  ل     ٌنتج                             

 وبالتالً  الاشعة               مستقلة خطٌا  فً   

 ( ) اذا  كانت الاشعة                 مولدة  ل      فكل  شعاع    من    ٌمكن كتابته 

 على  الشكل  التالً                         

 ومنه                     (                 )   

 معناه               اي    غامر    

 اذا كان   غامر  لنفرض     من     ٌوجد   من    بحٌث  ( )    ولما كان   

                    

 فٌكون

                    

 معناه ان الاشعة                 مولدة  ل    

  تمرٌن محلول     

  *  الاساسٌن  القانونٌٌن  للفضائٌن الشعاعٌٌن     و     على الترتٌب  
   

 
   

 
 لٌكن  {     }  + 

    (  )    
    

       (  )     
    

 عٌن التطبٌق الخطً  من  فً  الذي  ٌحقق  

 الحل

   
  (     )   

  (     )   
 نعلم ان  (   )       (    )        (     )  

  (  )     
    

    (     )  (     )  (     )  



    (  )    
    

  (     )  (     )  (      ) 

 من اجل    (   ) من      ٌكون  لدٌنا 

 ((   ))   (       ) 

                            (  )    (  ) 

                                    (     )   (      ) 

                       (         ) 

 وبالتالً التطبٌق الخطً    معرف  كماٌلً  

                 

                                                  (   )   ((   ))  (         )  

 رتبة  تطبٌق خطً     

  لٌكن      فضائٌن  شعاعٌٌن ببعدٌٌن  منتهٌٌن على الحقل    و   تطبٌقا خطٌا من   فً    

 تعرٌف     نسمً  بعد ( )  برتبة  التطبٌق الخطً   ونرمز له  بالرمز ( )   ونكتب   

  ( )     (   ) 

اذا كان   تطبٌقا خطٌا من   فً    فان    نظرٌة 

   ( )     (    )    ( ) 

 الاثبات

 اذا كان   +  *      فان   متباٌن  وبالتالً   تقابل من    فً  ( )  ومنه   

   ( )     ( ( ))    ( ) 

 اذا كان   +  *       لنفرض ان  الاشعة   +             *  اساس  ل            

 و الاشعة                  اساس  ل   ( )   كما  نفرض ان                    اشعة 

(    )  من اجل                   من    تحقق   

 لاجل ذالك  نفرض ان  ( )                     ان                  

 (                                 )  وبمان   خطً فان ( )     



  وبمان              شعاع  من       فان

    (                  )        ( ) 

 من العلاقتٌن ( )و ( ) وكون   خطً فان                               

 وبمان الاشعة              اساس ل  ( )   فان                      

 فتصبح العلاقة  ( ) كماٌلً                       

 وبمان +             *  اساس  ل       فان                 

  وبالتالً اذا تحقق ( ) ٌنتج ان                                 

 وهذاا ٌعنً ان الاشعة                     مستقلة  خطٌا    

 لناخذ  الان  شعاع  كٌفً    من   ولنفرض ان ( )    وبمان الاشع             اساس ل  

  ( )   فٌمكن ان نكتب                       وبفرض      

  (    )                             نجد   (  )     وبالتالً   

            فٌكتب  الشعاع         على  الشكل التالً    

                          وهذا ٌؤدي  الى 

                                            

 وهذا ٌعنً  ان  الاشعة                        مولدة  ل    فهً  تشكن اساسا  ل   مما  ٌعنً  ان 

     ( ) ( )    اي ( )                        ( ( )) 

 نتٌجة    

( )         متباٌن    ( ) 

( )       غامر      ( ) 

 الاثبات

+  *         متباٌن                ( )    ( ) 

( )   غامر             ( )    ( ) 



  تمرٌن محلول     

                 

(   )   ((   ))  (         ) 

 ( ) بٌن  ان   تطبٌق  خطً   

 ( ) عٌن        و      ثم    ( )   

 الحل 

(   )(     )              

 ( (   )   (     ))   (             ) 

 ( (      )   (      )              ) 

  (         )   (            ) 

   ((   ))    ((     )) 

 ومنه   تطبٌق  خطً  

     {(   )      ((   ))     (   ) } 

 *(   )     (         )  (   ) + 

 *(   )           + 

 *(   )+ 

    { ((   ))    (   )    } 

                       *(         )  (   )     + 

                           *(    )  (     )  (   )    + 

                                    * (   )   (    )(   )  (   )    + 

 ⌌(   ) (    )⌍ 

  ( )     (   )   ومنه                                           

 تمرٌن محلول     



 لٌكن التطبٌق الخطً    معرف  كماٌلً  

                 

                                                  (   )   ((   ))  (         ) 

 ( ) بٌن  ان      مستوي شعاعً  ٌطلب تعٌٌن معادلة  دٌكارتٌة  له      

 ( ) هل    متباٌن   علل    

 الحل

 عٌن     

    { ((   ))       (   )    } 

                       *(         )  (   )     + 

                           *(      )  (      )  (   )    + 

                                    * (     )   (      )  (   )    + 

 ⌌(     ) (      )⌍ 

(   )     اذن       مستوي شعاعً        ومنه     

  تعٌٌن  المعادلة  الدٌكارتٌة   للمستوي الشعاعً        

 ((   ))  (     )  (         )  (     ) 

 {
    

      
   

 

          

           (  )                         (  )        ( ) 

      *   +  *(   )+ 

  متباٌن   

 

 



 سلسلة تمارٌن رقم  حول  ( العمالٌات الداخلٌة     

 الفضاء  الشعاعً    المطبٌقات  الخطٌة   

 ( )العملٌات الداخلٌة 

 التمرٌن الاول   

 لتكن مجموعة الاعداد الصحٌحة   المزودة بالعملٌة    والمعرفة  كماٌلً 

                   

 ( )بٌن ان العملٌة   داخلٌة فً   

 ( )ادرس خصائص هذه  العملٌة  

 التمرٌن الثانً   

 لتكن مجموعة الاعداد الحقٌقٌة    المزودة  بالعملٌة  التجمٌعٌة  والمعرفة  كماٌلً

                 √      
 

  بٌن ان (   ) زمرة تبدلٌة  فً   

 التمرٌن الثالث   

 لتكن مجموعة الاعداد الحقٌقٌة    المزودة  بالعملٌة    والمعرفة  كماٌلً

                   (      ) 

 ( )   بٌن ان العملٌة   داخلٌة   

 ( )  ادرس خصائص هذه  العملٌة  

 التمرٌن الرابع  

 لتكن  المجموعة  + *       المزودة  بالعملٌة    والمعرفة ب 

                           

 ( ) ا ثبت  انه  اذا  كان     و     فان                   

 ماذا تستنتخ   

  ( )  بٌن ان (   ) زمرة تبدلٌة



 التمرٌن  الخامس  

 نعرف على     العملٌة   الداخلٌة     كماٌلً  

 (   )          
 

 
(        ) 

 ( )حل فً     المعادلات  التالٌة    

      (  )             

 ( )  تحقق ان     تبدلٌة وتجمٌعٌة  فً    

 ( ) اوخد  العنصر الحٌادي للعتلٌة    فً   

 ( ) هل  كل  عنصرمن     ٌقبل  نضٌر بالنسبة  للعملٌة    فً    

 ( ) عٌن    مجموعة  العناصرمن      التً  تقبل  نضٌر بالنسبة  للعملٌة      

 ( ) الفضاءات  الشعاعٌة  

 التمرٌن الاول   

 اثبت ان الاشعة   (     )   (     )   (      )    تولد    

 التمرٌن الثانً   

 لتكن الاشعة   (      )   (      )   (      )    من    

 ( ) اثبت ان هذه  الاشعة  مستقلة خطٌا مثنى مثنى  

 ( ) هل +      * مستقلة خطٌا    ماهو بعد الفضاء  الشعاعً الجزئً الذي  تولده  هذه  الاشعة  

 التمرٌن الثالث  

 اثبت ان  التوابع      المعرفة ب   

 ( )     ( )         ( )       

 مستقلة خطٌا  فً  (   )  

 التمرٌن الرابع  

 لٌكن   الفضاء  الشعاعً الجوئً  من    والمولد  بالاشعة  التالٌة        



  (         )  (       )  (       ) 

 عٌن اساسا  ل   وكذا بعد      

 ( ) التطبٌقات الخطٌة

 التمرٌن الاول  

 لٌكن التطبٌق الخطً    معرف  كماٌلً

                 

                                                  (     )   ((     ))  (         ) 

 ( ) بٌن  ان   تطبٌق  خطً   

 ( ) عٌن       و     

 التمرٌن الثانً   

 لٌكن التطبٌق الخطً    معرف  كماٌلً

                 

                                                  (     )   ((     ))  (            ) 

 و التطبٌق الخطً     المعرف  كماٌلً

                 

                                                  (   )   ((     ))  (       ) 

 ( ) بٌن  ان  التطبٌقٌن   و     خطٌٌن

 ( ) عٌن       و     و       و     و      و  ( )  

 ( ) عٌن            

 التمرٌن الثالث  

  * من      حٌث 
   

 
   

 
 لٌكن  {        } الاساس  القانونً  للفضاء الشعاعً     و نعتبر   + 

     
              

 
          

 
 عٌن التطبٌق الخطً  من  فً  الذي  ٌحقق     

  * اساس ل    
   

 
   

 
 ( ) بٌن  ان + 



 ( )  لٌكن   التطبٌق الخطً  من    فً    الذي  ٌحقق

 (  )    
       (  )    

    (  )    
  

 ( ) هل    تقابلً    علل   ثم  عٌن عبارته   

 التمرٌن الرابع  

  لٌكن   المجموعة  الجزئٌة من      المعرفة ب     

 ( ) بٌن  ان     فضاء شعاعً جزئً  من     

 ( ) اوجد بعد     

 التمرٌن الخامس 

 لٌكن التطبٌق الخطً    معرف  

                 

                                                  (   )   ((   ))  (          ) 

 و التطبٌق الخطً     المعرف  كماٌلً

                 

                                                  (   )   ((   ))  (         ) 

 ( ) عٌن       و     بٌن  ٌعدٌهما   هل    متباٌن    هل     غامر   

 ( ) بٌن  ان    تقابلً  عٌن       استنتج ٌعدي        و     

 

 

 

 

 

 

 



 الحلول 

 التمرٌن الاول 

 لتكن مجموعة الاعداد الصحٌحة   المزودة بالعملٌة    والمعرفة  كماٌلً 

                   

 ( )بٌن ان العملٌة   داخلٌة فً   

 ( )ادرس خصائص هذه  العملٌة  

 الحل

                                   

داخلٌة  فً     ومنه ان  

( ) 

                            

لٌست تبدٌلٌة  فً    ومنه ان  

                (   )    (    )              ( ) 

                 (   )    (    )           ( ) 

لٌست تجمٌعٌة  فً                  ومنه  ان  

                            

                 

 اذا كان      فان 

                     

  وهذا تناقض  ومنه  ان   لا تقبل عنصرحٌادي  فً   وكل  عنصر لا ٌقبل عنصرنضٌر    

 التمرٌن الثانً  

 لتكن مجموعة الاعداد الحقٌقٌة    المزودة  بالعملٌة  التجمٌعٌة  والمعرفة  كماٌلً

                 √      
   



  بٌن ان (   ) زمرة تبدلٌة  فً   

              √      
 √      

     

 ومنه ان   تبدٌلٌة  فً  

 العنصر الحٌادي          

                  

      √      
            

                                    

  ومنه ان    هو العنصر الحٌادي للعملٌة  فً  

 العنصر النضٌر

                   

       √      
 

            

                                         

  ومنه ان كل  عنصر ٌقبل عنصرنضٌر للعملٌة   فً   

 ومنه ان  (   )  زمرة  تبدٌلٌة  

 التمرٌن الثالث   

 لتكن مجموعة الاعداد الحقٌقٌة    المزودة  بالعملٌة    والمعرفة  كماٌلً

                   (      ) 

 ( )   بٌن ان العملٌة   داخلٌة   

 ( )  ادرس خصائص هذه  العملٌة  

 الحل

               (      )                       ( ) 

داخلٌة  فً         ومنه ان  

( ) 



                 (      )    (      )       

تبدٌلٌة  فً          ومنه ان  

               (   )      (      )      (   (      )     )

   (         )                                     ( ) 

                (   )    (  (      ))  (  (    (  (      ) )

   (         )                                         ( ) 

تجمٌعٌة فً                   ومنه  ان  

 العنصر الحٌادي      

                  

        (      )             

                                     

لا تقبل عنصر حٌادي  فً   وان  كل عنصر من    لٌس له نضٌر       وهذا مستحٌل  ومنه   العملٌة 

  بالنسبة للعملٌة  

 التمرٌن الرابع  

 لتكن  المجموعة  + *       المزودة  بالعملٌة    والمعرفة ب 

                           

 ( ) ا ثبت  انه  اذا  كان     و     فان                   

 ماذا تستنتخ   

  ( )  بٌن ان (   ) زمرة تبدلٌة

 الحل

 ( ) نستعمل  البرهان بعكس  النقٌض اي نبرهن  انه  اذا كان                   

 فان     و    

                                  

   (   )(   )    



              

         

 ومنه  نستنتج  ان   عملٌة  داخلٌة فً  + *        

    تبدلٌة فً  + *      

                                             

 ومنه  العنلٌة   تبدلٌة فً  + *      

   تجمٌعٌة فً  + *      

             * +     (   )    (            )    

  (            )   (          )       

                                  

                                    ( ) 

             * +      (   )    (          ) 

  (          )      (          )    

                                  ( ) 

ل تجمٌعٌة  فً    + *                ومنه  ان  

 العنصر الحٌادي    

        * +         * +       

                                

  (   )   (   ) 

         

 ومنه   العملٌة  تقبل عنصر حٌادي       فً  + *    

 العنصر النضٌر

            * +           

                        (   )       



                                      
    

   
 

  ومنه ان كل  عنصر ٌقبل عنصرنضٌر للعملٌة   فً  + *    

 ومنه ان  (  + *    )  زمرة  تبدٌلٌة  

 التمرٌن  الخامس  

 نعرف على   +  *     العملٌة   الداخلٌة     كماٌلً  

         *  +       
 

 
(        ) 

 ( )حل فً  +  *     المعادلات  التالٌة    

      (  )             

 ( )  تحقق ان     تبدلٌة وتجمٌعٌة  فً  +  *     

 ( ) اوخد  العنصر الحٌادي للعتلٌة    فً +  *     

 ( ) هل  كل  عنصرمن     ٌقبل  نضٌر بالنسبة  للعملٌة    فً   +  *    

 ( ) عٌن    مجموعة  العناصرمن      التً  تقبل  نضٌر بالنسبة  للعملٌة      

 الحل

      
 

 
(        )    

            

       

      

(  )      
 

 
(         )    

          

       

        
 

 
(        )    



             

       √        √  

 ( )  تحقق ان     تبدلٌة وتجمٌعٌة  فً  +  *    

         *  +       
 

 
(        ) 

 
 

 
(        )      

 ومنه  ان  تبدلٌة  فً    +  *         

   

              *  +      (   )    
 

 
((   )  (   )     ) 

  
 

 
(
 

 
(        )  

 

 
(        )     ) 

 
 

 
(
 

 
(                    )   )     ( ) 

              *  +       (   )  
 

 
( (   )    (   )   ) 

 
 

 
( 

 

 
(        )    

 

 
(        )   ) 

 
 

 
(
 

 
(                    )   )          ( ) 

ل تجمٌعٌة  فً     +  *                 ومنه  ان  

 العنصر الحٌادي    

         *  +           *  +        

      
 

 
(        )    

 

 
(        )    

 (   )(   )    

          



 ومنه   العملٌة  تقبل عنصر حٌادي       فً  +  *    

 العنصر

            *  +           

       
 

 
(          )                 

   (   )      

                                      
   

   
 

  ومنه ان كل  عنصر ٌقبل عنصرنضٌر للعملٌة   فً  +  *    

 ومنه ان  (  + *    )  زمرة  تبدٌلٌة  

 ( ) الفضاء الشعاعً

 التمرٌن الاول   

 اثبت ان الاشعة   (     )   (     )   (      )    تولد    

 الحل

 (     )                 (     )               

(     )    (     )    (     )    (      ) 

                                   (                                ) 

{

           
           
           

 {

           
           
           

 

 {

           
           

            
 

 

{
 
 

 
 

        

   
 

 
(        )

   
 

 
(      )

 



 بمان         فان الاشعة        تشكل اساسا  ل    

 التمرٌن الثانً  

 لتكن الاشعة   (      )   (      )   (      )    من    

 ( ) اثبت ان هذه  الاشعة  مستقلة خطٌا مثنى مثنى  

 ( ) هل +      * مستقلة خطٌا    ماهو بعد الفضاء  الشعاعً الجزئً الذي  تولده  هذه  الاشعة  

 الحل

 اثبات ان  الشعاعٌن  (      )   (      )  مستقلٌن خطٌا 

            (      )    (      )    

 (             )  (     ) 

         

 ومنه  ان  الشعاعٌن  (      )    (      )   مستقلٌن  خطٌا

 بنفس  الطرٌقة نثبت  ان    و     مستقلٌن  خطٌا  وكذلك     و   مستقلٌن  خطٌا

 ( ) نلاحظ  ان          ومنه  ان  +      * لٌست  مستقلة  خطٌا  

  *                  + 

                 *                 (    )+ 

            *       (     ) (     ) + 

     مولدان  ل   ومستقلان  خطٌا  اذا  +   * اساس  ل   وعلٌه         

 التمرٌن الثالث  

 اثبت ان  التوابع      المعرفة ب   

 ( )     ( )         ( )       

 مستقلة خطٌا  فً  (   )  

 الحل

              



                    

          
 

 
 من اجل    

                    

                    

  

 

 
      

 

 
      

 

 
   

            

  ومنه  ان  التوابع +     *   مستقلة  خطٌا

 التمرٌن الرابع  

 لٌكن   الفضاء  الشعاعً الجوئً  من    والمولد  بالاشعة  التالٌة        

  (         )  (       )  (       ) 

 عٌن اساسا  ل   وكذا بعد      

                (       )    (       )    (         )    

 (                                  )  (       ) 

 {

           
           

          
        

  

 {

           
           

      

       

 

   (     )          

    (     )    

       

ةتبطمر  خطٌا وعلٌه فان            ومنه الاشعة        

  *                  + 



 *             (   )     + 

 *       (     )  (     ) + 

 ومنه+   * مولدة  ل  

  (       )   (       )    (                       ) 

         

 ومنه +   * مستقلٌن  خطٌا  وعلٌه +   * اساس  ل   و          

 ( ) التطبٌقات الخطٌة

 التمرٌن الاول  

 لٌكن التطبٌق الخطً    معرف  كماٌلً

                 

                                                  (     )   ((     ))  (         ) 

 ( ) بٌن  ان   تطبٌق  خطً   

 ( ) عٌن       و     

 الحل

 ( )اثبات ان    تطبٌق  خطً      

 (     )(        )               

 ( (     )   (        ))   (                    ) 

 (                                  ) 

  (         )   (              ) 

   ((     ))    ((        )) 

 ومنه   تطبٌق  خطً  

     {(     )      ((     ))     (     ) } 

 *(     )     (         )  (     ) + 



 *(   )             + 

 *(     )+ 

    { ((     )) (     )    ⁄  } 

*(         )  (     )     + 

                           *(     )  (      )  (      )   (     )    + 

                                    * (     )   (      )   (      )  (     )    + 

 ⌌(     ) (      ) (      )⌍ 

      (   )      ومنه     

 التمرٌن الثانً  

 لٌكن التطبٌق الخطً    معرف  كماٌلً

                 

                                                  (     )   ((     ))  (            ) 

 و التطبٌق الخطً     المعرف  كماٌلً
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