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Préface

Ce polycopié est un ensemble de cours en analyse complexe pour les étudiants
de deuxiéme année (Sciences et Techniques et Sciences de Matiére) systéme
LMD pour I"Université de Echahid Hamma Lakhdar El Oued. Il couvre le
programme de module Mathématiques 4 de quatriéme semestre, pour les spé-
cialités génie mécanique, génie civil, travaux publics, hydraulique et sciences
de Matieére.

Le mode de I'exposé adopté vise a rester aussi direct et simple que possible.
C’est pour cette raison qu’il évite d’inclure les démonstrations des résultats.
Nous avons inclus des exemples illustratifs pour chaque concept . Enfin, nous
avons joint des Exercices et solutions courtes pour chaque chapitre de ce
polycopié.

Contenu du Cours

» Les nombres complexes.

» Fonctions complexes.

» Dérivation dans le domaine complexe, équations de Cauchy-Riemann.
» Intégration dans le domaine complexe, Théoréme de Cauchy.

» Séries infinies, séries de Taylor, séries de Laurent.

» Théoréeme des résidus et ses applications.

» Exercies avec réponses.
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Chapitre 1

Les nombres complexes

Sommaire

1.1 Nombres complexes. Définitions . . . . . . ... ... ... ....... 4

1.1.1 Opérations sur les nombres complexes . . . . . . ... ... ... .... )
1.2 Valeur absolue (oumodule) . . ... ... .. ... ........... 5
1.3 Représentation graphique des nombres complexes . . . . . ... ... 6
1.4 Forme trigonométrique . . . . .. . . . .. 000000 6

1.4.1 Argument principal . . . . . ... 7
1.5 Forme exponentielle d’'un nombre complexe . .. ........... 8
1.6 Racines n-iéme d’un nombre complexe . . . . . ... . ... ... ... 10

1.6.1 La puissance fractionnaire du nombre complexe . . . . . . ... ... .. 11
1.7 Courbes et ensemble de points dans le plan complexe . .. ... .. 11

1.1 Nombres complexes. Définitions

—Définition1.1]

On appelle nombre complexe, toute expression de la forme z = = + iy (dite

forme algébrique de z) ot x et y sont des nombres réels et ¢ définit par la relation
2
1“ = —1.

Notation :
e Le nombre x est appelée la partie réelle de z; on note x = Re(2).
e Le nombre y est appelée la partie imaginaire de z, on note y = I'm(z).
e L’ensemble des nombres complexes est noté C = {z =z + iy, x € R,y € R}.
e S5i x =0,z = 1y est dit imaginaire pur.
e Le nombre Z = x — iy est appelé conjugué de z.
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1.1.1 Opérations sur les nombres complexes

Deux nombres complexes z1 = x1 + iy1 et 29 = x9 + iys sont égaux
sl x1 = Ty et Yy = Yo.
Un nombre complexe z = 0 si et seulement x =0 et y = 0.
Si 21 = o1 + 1y et 29 = T9 + 1Yo alors,
® 2+ 29 = (Il + 332) + i(yl + yg).
ez — 2= (11— —2)+i(y1 — yo).
o 21.29 = (x1 + 1) (w2 + iy2) = 2122 — Y1y + i(21y2 + T211).

o L _ T +iy1 (x4 ) (w2 — iy9) _ Tl + V1Yo X Y1T271Y2

29 To + Zyg (5132 + Zyg)(QTQ — Zyg) 213% + y% LE% + y% ‘

® 21 + 29 = 21 + 29.
® 2 — 2 =21 — 2.

® 21.29 = Z21.29.

21 21
"G
°Z =72 _ _
o Re(z) = I Im(z) = 22—z
o 2 est réel & Im(z2) =0 & 2 :ZE.
e 2 est imaginaire pur & Re(z2) =0 & 2 = —Z.

1.2 Valeur absolue (ou module)

— | Définition1.2]

On appelle module de z = = + 7y, le nombre réel positif, noté |z|, définit par

12| = V2Z = /22 + ¢?

et on a
o 2| >0.
o 2/|=0&2=0.
o [z122] = [21] |2
o |21 + 25| < |z1| + |29| (Inégalité triangulaire).
o |[z1] = |z2|| < |21 — 2l

L’analyse complexe (Mathématique 4)
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1.3 Représentation graphique des nombres complexes

Un nombre complexe z = x+1y pouvant étre considéré comme un couple ordonné
de nombres réels, nous pouvons représenter de tels nombres par des points d’un plan
des xy appelé plan complexe. A chaque nombre complexe z = x + iy correspond un
point M (x, y) du plan.

, r—z+iy

iy

p=x+iy

2=x+1y
A

1.4 Forme trigonométrique

On peut décrire un vecteur dans le plan complexe en coordonnés polaires. On
désigne par (7, 0) les coordonées polaires du point . Le nombre complexe z = = + iy
et le couple (z,y) représentent le méme point dans le plan.

Il en découle de la figure que :

xr = |z|cosf et que y = |z|sind

L’analyse complexe (Mathématique 4)
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y:]z]singu- ———————————— z=x+1y

L’angle 0 est appelé argument de z, 6 = argz.

z=ux+1iy = |z|(cosf + isinf),

qui est appelée la forme trigonométrique ou forme polaire du nombre complexe z.
Pour trouver argz on doit résoudre simultanément les équations

cosh = et sinf = -
2| 2|
La valeur de # = argz n’est pas unique car si 6 est une solution
alors 0 = 0y + 2nm;n € Z, sont toutes des solutions de argz.
Propriétés :
Si z1 = 11(cos(01) + isin(6)) et zo = ro(cos(02) + isin(bs)) alors,
— 21 =211 =1T9 €l 91:02—|—2kﬂ', k € 7.
- arg(z122) = arg(z1) + arg(z)
<1
- arg(—) = arg(z1) — arg(z).
2
—arg(z) = 2m — arg(z).

1.4.1 Argument principal

L’argument de z posséde une infinité de valeurs possibles, cependant il y a une
valeur unique de 6 dans l'intervalle (—m;m]. Cette valeur est appelée I'argument
principal de z et on la note Argz. Evidement argz = Argz + 2nm;n € Z.

Pour trouver Argz on doit résoudre les équations

cosh = — et sinf = 2 et 0 € (—m; ]
2| 2|

L’analyse complexe (Mathématique 4)
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arctan(g) si x>0
T

arctcm(g) +7 siz<0Oety>0
T

T
= r=0ety>0
Argz = ¢ 2 s “v=

afrctcm(g) -7 stx<0ety<O0
T

—g stx=0ety<0.

\
Exemple 1.1. Trouver la forme trigonométrique z1 = 1 4+ iv/3. et 2o = —2 — 2i.

1 3
Le module |z1] =1+ 3 =2 et cost = 3 et sinf = g
Donc Arg(z) = g, arg(z1) = g + 2n7 et

2 =14+1iV/3= 2(008(%) + zsm(g))

3
Le module |zs| = /444 =2v2 et Arg(z) = arctan(=%) — 7 =2 — 7 = —Zﬂ.
3 3
Donc Arg(z) = —Zﬂ, arg(ze) = _Zﬂ + 2n7 et
-3 -3
29 = —2 — 2i = 2(cos( 7T) + zsm(—ﬂ))

1.5 Forme exponentielle d’'un nombre complexe

La formule d’Euler

e = cos(6) + isin(h).
Ainsi un nombre complexe peut s’écrire aussi sous la forme exponentielle
z = |z|(cos(0) + isin(f)) = |z|e™.
Donc si z =z + 1y € C, alors e* est défini par :
e” = " = % = " (cosy + isiny).

On donne ci-dessous quelques propriétés.

L’analyse complexe (Mathématique 4)
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—{Proposition 1.1}
Pour tout 6,0, et 6, € R.
1 b it — 62’(81 + 65)

e_w = eTe

2. =3
610
o0 +2m) _ 10

4. e = 1.

Exemple 1.2. Voici quelques nombres complexes fondamentaux et leurs formes
exponentielles.

1. 1=¢eY =¢?m 4+,
i 7.14+iV/3=2¢ 3
2. 1=c¢ 2 5
. T
3 —1=¢lm +i
K 8 —1+ivV/3=2 3
_Z_
4. —t=e¢€ s
:t,ﬂ' 0 \Bti— 3 :tzg
1— . 1 = e
5.14+i=+2e 4
3T 5%
+1— 45—
6. —1+i=+2e 4 10. —/3+i=+2¢ 6.

Formule de Moivre
Si z1 = x1 4+ iy; = r1(cosby + isinb), z2 = x9 + iys = 1r9(cosby + isinbs), alors

2129 = 1ro{cos(01 + ) + isin(f; + O2) }ooooveen (M)

A _ ﬁ{003(81 — ) +isin(0 — 02)}.
29 )

Une généralisation de (M) conduit &
2129...2n = T1T9...rp{cos(0y + 0o + ... + 0,) + isin(0y + 02 + ... + 6, },
ce qui, si 21 = 29 = ... = 2z, = 2, conduit a
2"{r(cost + isinf)}" = r'"{cos(nf) + isin(nd)},

qui est appelée formule de de Moivre.

L’analyse complexe (Mathématique 4)
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Exemple 1.3.
Calculer A = (—— + %)3 et B=(1—iv3)12.

2

§+Z 3
2

&

A= —)3 = (cos(§) +isin(§))* = cos(3F) + isin(3F)

2
= cos(g) + isin(=) = 1.
127

—l— .
B=(1-iV/3)2=22 3 =22 =22(cos4n — sindr) = 2'2,

Do | 3

1.6 Racines n-iéme d’un nombre complexe

Soit z = r(cos(f) + isin(h)).
On appelle racine n-ieme de z tout nombre complexe w = p(cos(p) + isin(p)) tel
que z = w". On obtient alors

w" =z < p"(cos(p) +isin(p))" = r(cos(d) + isin(6))

& p"(cos(ng) + isin(ng)) = r(cos(#) + isin())
Spl=ret np=0+2knr, kel

0 2k
<:>p:\n/F et QOZE—FTW, ]{3:0,1,2,...,71,—1

En donnant a k les valeurs 0,1,2,...,n — 1, nous trouvons n valeurs différentes de
la racine n-ieme de z :

0 2k 0 2k
wy = %(COS(E+TW)+iSin(E+TW)), k=0,1,2,..,n—1

Exemple 1.4.
Calculer les racines quatriemes de 1 et Calculer v/1 — i.

Les racines de cette équations sont appelées les quatriemes racines de ['unité. Notons
que si |z| = 1, alors z = €%.
d=lee = o =l =2 =y k=0,1,2,3,

- k=0=2=1

L’analyse complexe (Mathématique 4)
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~k=1=2z=1
—k=2:>20=—1
- k=3= zyp= —1.

VvV1—1.

On a - -
1—i= \/ﬁ(cos(—z) +z’sin(—z)),
donc
P=1—-i&z= {\/i(cos(——) + zsm(—%))}é

<:>Z—{\/_3(COS( 3 )—l—isin(ZT)), k=0,1,2.
Ak =0,z0 = vV2{cos(—Z) + isin(—%)}; Ak =1,2 = v/2{cos() +isin(Z)}
Ak =2, 2 = V2{cos(Z) + isin(2L)}.

1.6.1 La puissance fractionnaire du nombre complexe

La puissance fractionnaire 2™/" du nombre complexe z = re® est donnée par

Zm/n — 7f.m/nemi(9+2k7r)/n’ E=0.1 n—1

9 g oo

Exemple 1.5.
Calculer i3 .

1.7 Courbes et ensemble de points dans le plan complexe

Soit M et M, deux points du plan complexe d’affixes z = x 41y et 29 = xo + iy
respectivement. La distance entre M et M, est donnée par

|2 = 20| = V(& = 20)% + (y — 0)>

L’analyse complexe (Mathématique 4)
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— Définition1.3]

1. Cercle : Un cercle de centre zy et de rayon r > 0 est ’ensemble de points

donné par
C(z0,7) ={2 €C, |z — 2| =1}

2. Disque ouvert : Un disque ouvert de centre zj et de rayon r > 0 est I’ensemble
de points donné par

D(zp,7) ={2€ C, |z — 2| < r}.

3. Disque fermé : Un disque fermé de centre zy et de rayon r» > 0 est I’ensemble
de points donné par

D(zy,r) ={2 € C, |z — 2| <r}.
4. Couronne : Une couronne est ’ensemble des points vérifiant
r <|z— 2| < R.

5. Ensembles bornés : On dit qu'un ensemble A C C est borné s’il existe un
nombre réel 7 > 0 tel que |z| < r,Vz € A.

6. Voisinages : Soit zp € C. Une partie V' C C est dit voisinage de zj s’il existe
r > 0 tel que D(zp;r) C V.

7. Ensembles ouverts et ensembles fermés : Un ensemble A C C est dit
ouvert (resp. fermé) si et seulement si Vz € A;3r > 0; D(z;7) C A (resp. C— A
est un ensemble ouvert).

Autrement dit un ensemble A est un ouvert s’il est voisinage de tout ses points.
8. Ensembles connexes : Un ensemble D C C est dit connexe si deux points
quelconques de D peuvent étre joints par un chemin appartenant a D. ( si z; et
29 sont deux points de D, on appelle chemin d’origine z; et d’extrémité z, toute
application continue v : [0; 1] — D telle que v(0) = 21 et (1) = 25.)

9. Domaines : On dit qu'un ensemble D C C est un domaine si D est un ouvert
connexe dans C.

10.Segments : Le segment de droite reliant deux points complexes zg et 21 est
'ensemble des points {z € C/z = (1 — t)zy + tz1;t € [0; 1]}.

11.Courbes : En général, une courbe y = f(x);z € [a;b] ou f est une fonction
continue, correspond & ’ensemble de points {z € C/z =z +if(z),x € [a;b]}.

L’analyse complexe (Mathématique 4)
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Exemple 1.6.

Trouver les lieux géométriques suivants :

(a) Point z =1—2i (b) droit |z4+1+1] = [z —1—1]
(¢) Cercle [z - 1-1i] =1 (d) Disque |z —1—1i| <1

(e) Ellipse |z +i| + |z +2i| = 2 (f) Couronne 1 < |z+43| < 2
(g9) Déshabiller 3 < Rez <5 (h) Rayon Argz = —3m/4

Solurion

Onaz=ux+1iy
(b) droit |z+1+i|=|z—1—1i|, z=x+1y

z+1+il=lz—1—ile|lz+iy+1+i=|z+iy—1—7i
(z+1)P2+w+1)P=(2-1>*+@y-1)12ey=—x,
L’ensemble (b) des points est une droite dont ['équation est y = —x .
(c) Cercle [z-1-1i] = 1.
z—1—i|l=1<|z+iy—1—i| =1
S@-1)7+@y-1>*=1.
L’ensemble (c) des points est une cercle de centre zo = 1+ 1 et de rayon 1.
(d) Disque |z — 1 —1i| <1
z—1—il<le|z+iy—1—i| <1
S@-172+y-1*<1

L’ensemble (d) des points c’est le disque ouvert dont le centre zg =1+ 1

et de rayon 1.

(e) Ellipse |z +i| + |z + 2i| = 2

L’ensemble (e) des points C’est ellipse de foyers zg = —i et z1 = —2i ot la longueur
du grand aze égale 2.

(f) Couronne 1 < |z + 3| <2

I1<|z4iy+3|<2e1l<(z+3)*+1><3

L’analyse complexe (Mathématique 4)



HAMROUNI Ahmed page : 14 Mathématique 4

L’ensemble (f) des points c’est la couronne entre les deux cercles de centre zy = —3
et de rayons 1 et 2.

(g) secteur du plan 3 < Rez < 5. L’ensemble des points est le secteur du plan entre

les droites x = 3 et x = 5.

(h) Rayon Argz = —3m/4. L’ensemble des points est la demi- droite [OM) dont
. : — = —3m

Uéquation esty =x et (i ,OM) = W

(b)

(9)

(h)

L’analyse complexe (Mathématique 4)



Chapitre 2

Fonctions complexes
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2.1 Fonction d’une variable complexe a valeur complexe

—Définition2.1]

Soient A et B deux ensembles non vides dans C. Si a chaque valeur z € A, il
correspond une ou plusieurs valeurs w € B, on dit que w est une fonction de z et
on écrit w = f(z) ou

f:A— B

z— w = f(z2)

z=x+iy € A, f(2) = f(z+iy) = u(z,y) +iv(z,y), avec u(z, y) et v(z,y) sont
respectivement partie réelle et imaginaire de f(2).

La fonction w = f(z) définie une correspondance entre deux plans complexes.

15
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Exemple 2.1.
fC"—C
z2— flz) = -
1 1 x .Y
J(z) = z w4iy 22+ 12 Zx2+y2'
—Y
On au(x,y) = Ry et v(z,y) = TP

Si f(z) = 22, alors

fle+iy) = (z +iy)* = (¢ — y*) +i(2zy).
Donc
u(z,y) = 2* —y* = Re(f) et v(z,y) = 2zy = Im(f).

St on utilise la forme polaire de z, on obtient
f(re?) = (re’)? = 12 = r?cos(20) + ir’sin(26).

Donc

u(r, 0) = r?cos(20) = Re(f) et v(r,0) = r2sin(20) = Im(f).

Lorsque le domaine d'une fonction complexe n’est pas explicitement énoncé,
nous supposons le domaine étant 1’ensemble de tous les nombres complexes z pour
lesquels f(z) est défini. Cet ensemble est parfois appelé le domaine naturel de f.
Par example, les fonctions f(z) = 22— (2+1)z et g(2) = 2+ 2Re(z) dans 'exemple
1 sont défini pour tout nombre complexe z, et donc, Dom(f) = C et Dom(g) = C.

z
La fonction complexe h(z) =
P (2) 22 +1
En tant que n’est pas défini en z =i et 2 = —i car le dénominateur 22 + 1 est

égal a 0 lorsque z = i. Donc Dom(h) est ’ensemble de tous les nombres complexes
sauf ¢ et —1.

L’analyse complexe (Mathématique 4)
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2.1.1 Fonctions uniformes et multiformes

——Définition2.2]
e Si une seule valeur de w correspond a chaque valeur de z on dira que w est une
fonction uniforme de z ou que f(z) est uniforme.

e Si plusieurs valeurs de w correspondent a chaque valeur de z, on dira que w est
une fonction multiforme de z.

Exemple 2.2.
Si l'on considere la fonction w = f(z) = \/z, a chaque valeur de z correspondent
deux valeurs de w. Donc f(z) = /= est une fonction multiforme de z

2.2 Limites et continuité

2.2.1 Limite d’une fonction complexe

—Définition2.3]
Soit f une fonction complexe a une variable complexe, on dit que f admet une

limite [ en zy = x¢ + iy, et on note lim f(z) = [, si et seulement si
Z—2Z20

Ve>0;30 >0 tel que 0 < |z2—2| <0=|f(2) =1 <e

Remarque 2.1.

(1) f a une limite si elle tend vers la méme limite suivant toutes les directions du
plan.

(2) Pour prowver que f n’admet pas de limite en un point, il suffit de trouver deux
directions d’approches de ce point donnant deux limites différentes.

(3) Lorsque f(z) = u(x,y) + iv(x,y) on pose | = 1y +ily, ou ly et ly sont deux
nombres complexes, alors

) = 1] = (e, y) — b+ i(0(z,5) — b)) < Ju(z,y) — bl + lo(z, 5) - .
D,autre part, on a :
u(z,y) — L] < V/(ule,y) — L)+ (v(a,y) = 1)? = f(2) =,
[o(2,y) = o] < V(u(z,y) — 1)+ (v(z,y) — )2 = [ f(2) =1,

ce qui montre que lim f(z) =1, si et seulement si
Z—2Z20

lim  wu(xr,y) =10 et lim wv(z,y) =1
ey Y T he V) =

L’analyse complexe (Mathématique 4)
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—{Proposition 2.1}
Si a,b € C sont des constantes (indépendantes de z) et lim f(z), lim g(z)

Z—2Z20 zZ—20

existe alors
- lim (af(2) +bg(=)) = a lim f(2) +b lim g(2).

- Tim (£(2)g(2)) = (I £(=))(lim g(2)).
G =7
== g(z)  lim g(2)
Exemple 2.3.

1) Si f: C* — C avec f(z) = i, alors lin% f(2) n’existe pas.
Z 2

Soit z = x + 1y, lorsque y =0 et x — 0, on a

x 410
li =1 —1
lorsque x =0 ety — 0, on a
04
lim f(z) = lim +z'y =—1.
z2—0 z—>00—2y

On a trouvé deux directions d’approche du point zg = 0, telles que la fonction ne
tend pas vers la méme limite, ce qui prouve que f n’admet pas de limite en zy = 0.

1
2) Trouver les limites suivantes lim et lim z 1 i .
=2 1z =i 2% — 1
2y ImE@+d) gy
lim =lim*¥—F = — = ——
=2 0z 22 hn%(zz) 21 2
et
2 +1 , 2241 : 1 1
lim —— = lim B L

izt =1 =i (22 =1)(22+1) i (22-1) 2

— 1 Définition2.4]
e On dit que f admet une limite [ lorsque |z| tend vers +o0 si et seulement si

Ve >0:3A >0 tel que |z| > A= |f(z) =1 <e

e On dit que lim f(z) = 400 si et seulement si
zZ—20

VA>0:30 >0 tel que |z— 2| <d=|f(2)| > A

L’analyse complexe (Mathématique 4)
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e On dit que liI_El f(2) = 400 si et seulement si
Z—1T0O0

VA>0:3dB >0 tel que |z| >B=|f(z)] > A

Remarque 2.2.
Nous définissons

Z—00 z—0 z
Exemple 2.4.
1 1
. 2 . —_— - .
1) lim 22 —lim %2 — lim —— 2 —
2—00 22 —1 z—0 1 z—0]1 — 22
— 1
z
1 1
22 +iz 2 24022
2) lim = lim &—= = lim =
200 29 4 20 1 2—0 14 23
— 1
z
L +1
2 R
1 2
3) lim 2 — i 2 = lim(- 4 2) = o0
2—00 z z—0 1 z—0" 2
z

2.2.2 Continuité d’une fonction complexe

— | Définition2.5
Soit D C C un domaine, zy € D et f : D — C, on dit que la fonction f est
continue au point 2y de D si

lim f(z) = f(z0).

Z—Z0

On dit que f est continue dans un domaine D si f si elle est continue en tout
point zy de D.

Remarque 2.3.
lim f(2) = f(z) veut dire que :
z2—20
— f admet une limite finie en z,
— f est définie en zp,
— la limite doit étre égale a la valeur de la fonction f(zp).

L’analyse complexe (Mathématique 4)
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—{Proposition 2.2}
(1) Si f et g sont deux fonctions continues en 2y, alors les fonctions :
(a) f4+g, (b) fg, (c) foget(d) z si g(z0) # 0 sont continues en z.

g

(2) f(2) = u(x,y) + iv(x,y) est continue en zy = (xp,yo) si et seulement si les
fonctions réelles u(z,y) et v(x,y) sont continues en (xg, Yo).

Exemple 2.5.
(1) La fonction f(z) =Z = x — iy est continue sur C car les fonction u(x,y) = x
et v(x,y) = —y sont continues en tout point zyg = (x¢,yo) € C.

2

(2) Les fonctions z — 2°, z — Re(z) et z — Im(z) sont des fonctions conti-

nues sur C.
(3) La fonction f(z) =

est continue en tout point zy de C sauf en zy = =i.

1+ 22
2
: +,, stz # 1,
fley=¢ =7°
49, st z=1
On a
2 1 - . .
lim £(2) = lim “ % = i EZDCEFD iy — 20 £ 1),
Z—1 z2—1 2 — 1 Z—1 Z — 1 Z—1

Donc la fonction f est discontinue en zy = 1.

2.3 Fonctions élémentaires

Les fonctions complexes sont un prolongement naturel des fonctions réelles sur le
plan des nombres complexes C. Par un tel prolongement, ces fonctions s’enrichissent
de nouvelles propriétés. Par exemple, la fonction exponentielle d’une variable com-
plexe e devient périodique, les fonctions sinz et cosz cessent d’étre bornées, le
logarithme des nombres négatifs (et, en général, de tout nombre complexe non nul)
prend un sens. Dans cette section nous étudierons les propriétés principales des
fonctions élémentaires complexes.

2.3.1 Les fonctions polynémiales
Les fonctions polyndmiales sont définies par

f(2) = P(2) = a,2" + a, 12"+ ..ap2® + a1z + ag;

ou a, # 0, ag, ai,...a, sont des constantes complexes et n un entier positif appelé
le degré du polynéme P(z).

L’analyse complexe (Mathématique 4)
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2.3.2 Les fractions rationnelles

Les fractions rationnelles sont définies par

_ P
16)= 5

ol P et () sont des polynomes.

2.3.3 Les fonctions exponentielles

Siz=x+41iy € C, ot x et y sont des réels, on défini la fonction exponentielle

complexe par la relation
e’ =" = ¢e"e" = e"(cosy + isiny).

Les fonctions exponentielles complexes ont des propriétés analogues a celles des
fonctions exponentielles réelles.

Propriétés :

1. |e*| =e" et arg(z) = y + 2km, k € Z.
2.Vz, 2 € C, et = e?e?

3.1 =e2 & 2 = 29+ 2kmi k € 7.
4.Vz € C,? =e 7.

5.Vk € Z,¥z € C, %7 = ¢* (La fonction e* est périodique de période 27i).

+oo

6.Vze€C, e* = g —
n!
n=0

2.3.4 Fonctions trigonométriques et hyperboliques
2.3.4.1 Fonctions trigonométriques

Tout comme nous avons étendu la fonction exponentielle réelle, nous étendons
maintenant les fonctions trigonométriques réelles aux fonctions trigonométriques
complexes.

En utilisant la formule d’Euler e = cost + isint, on défini le sinus et cosinus
d’une variable complexe z par les formules :

L’analyse complexe (Mathématique 4)
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— 400 2
eZZ _’_ e 1z > n
cosz = = Z(—l)"(Qn)‘, z € C,
n=0 )
ez’z — e iz +00 22n+1
nz=""° N (-1 seC.
S 2i S T T
n=0

Aussi on définit les fonctions

: 22’2_1
tanz = ol = £ , ZEC—{E—F]WT, kEZ},
cosz ez 1 2

21z
COS 2 e’ +1
cot z = — = — , z€C—nZ.
sin 2 e — 1

La plupart des propriétés des fonctions trigonométriques réelles sont encore valables

dans le cas complexe. Ainsi par exemple

2

sin’z + cos’z = 1, sin(z; 4 22) = sin 2 cos 23 + cos 2; sin 2

2.3.4.2 Fonctions hyperboliques

Les fonctions hyperboliques sont définies comme suit :

z 2n

e +e X 2
coshz:T:nzom, z € C,

_ 400
e — e ? Z2n—|—1

sinhz = ———=» —— ze€C.
. '7
i “—~ (2n+1)!

Aussi on définit les fonctions

sinh z e?? — 1 2k +1
tanh z = = : eC—{
i = coshz e?*+1 ® 2

coshz e**+1
sinhz e%* —1’
Les propriétés suivantes sont encore vérifiées :

i, k€ Z},

coth z = z € C—miZ.

cosh? z — sinh? z = 1, sinh(z; + 29) = sinh 2; cosh 29 + cosh 2 sinh 2,

Propriétés :

Les relations entres les fonctions trigonométriques et hyperboliques sont étroites
comme on le constate dans les formules suivantes :
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e sinh(iz) =isinz e sin(iz) = isinh z e cosh(iz) = cosz
e cos(iz) = cosh z e tan(iz) = itanh z e cot(iz) = —icoth z
e |sinh z|? = sinh® 2 +sin?y e |cosh z|> = sinh® z + cos?y

Exemple 2.6.
1)Montrer que sinz = sin Z.

2
2)Calculer la limite lim ,COS( Z> —
=—7= ch(iz) 4+ ish(iz)

Solurion

1)On a z = x + iy, alors

sin z =sin(z + iy)

= sin(z) cos(iy) + sin(iy) cos(z)

= sin(x) cosh(y) + isinh(y) cos(x)
= sin(x) cosh(y) — isinh(y) cos(z)

= sin(x) cos(iy) — sin(iy) cos(x)

= sin(z — iy)
= sin(Z2)
cos(2z)

I
2)z£>nj; ch(iz) +ish(iz)

2 o
lim cos(2z2) — tim cos(2z) _ iy 08 (z) — sin(z2)

=—1= ch(iz) +ish(iz) 2—7%cos(z) —sin(z) »—7= cos(z) — sin(z)

— tim (cos(z) — sin(z))(cos(z) + sin(z)) i (cos(2) - sin(s
B zl—w cos(z) — sin(z) z1—>g( (2) +sin(z)

N
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= cos(%) + sin(%) = V2.

Remarque 2.4.

1. Les fonctions cos(z) et sin(z) sont 2m-périodiques.
2. Les fonctions cosh(z) et sinh(z) sont 2mwi-périodiques.

3. Les zéros de sin z et cos z sont tous réels.
— Les zéros de sinz sont z =nm, n=0,+1,4+2,....
— Les zéros de cos z sont z = (n + %)ﬂ', n=0,+1,4+2, ...

4. Les zéros de sinh z et cosh z sont tous imaginaires.
— Les zéros de sinh z sont z = nmi, n=0,+1,£2,....
— Les zéros de coshz sont z = (n+ 3)mi, n=0,£1,£2,....

5. Les fonctions sin z et cos z ne sont pas bornées.

: Py 4o oY 4oy ,
— cos(iy) = ¢ 5 = =, |cos(iy)| = o0 quand y — oo

B o ~
- sin(iy) = e’ 57 e’ _e y2@_' ey, | sin(iy)| — oo quand y — o,

et en général les équations sin z = a et cos z = a sont toujours des solutions pour
tout a dans C.

2.3.5 Fonctions logarithmiques

e On défini le logarithme d’une variable complexe non nulle z = re® par :

logz := Inr +i0 + 2kmi, k € 7.

Autrement dit, on a :

logz :=In|z| +iarg z + 10 + 2kwi, k € Z, (z #0),

le symbole arg z représente une détermination arbitraire de I'argument de z.
Puisque pour chaque nombre complexe z # 0, arg z = Argz + 2kn, k € Z, alors z
posséde un ensemble infini de logarithmes. Le logarithme est donc une fonction a
une infinité dénombrable de déterminations, c’est-a-dire que log z est une fonction
multiforme. Sa partie réelle est unique, mais sa partie imaginaire a un terme additif
multiple de 27 preés.

L’analyse complexe (Mathématique 4)
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Exemple 2.7.
Ecrire les nombres suivants sous la forme a + b :

(a)log3 (b)log(—1) (c)log(V/3+1).
(a)log3 =1In3+iarg(3) =In3 +i2km, k € Z.

(b)log(—1) =Inl+idarg(—1) =i(2k+ )7, k € Z.
(¢)log(v/3+i) =In |3 +i| + iarg(v/3 +1i) = ln2+i% + 2ikm, k € Z.

—{Proposition 2.3}
|
> log(2122) = log(z1) + log(22)

> log(21 — 22) = log(21) — log(22)
> elogz =z

» log(e®) = z +i2km, k € Z.

e La détermination principale de log z est définie par
Logz :=n|z| + iArgz, 2z #0,—7m < Argz <,

ou Argz est évidement la détermination principale de arg z. La fonction Logz est
uniforme sur la région fondamentale R = {z € C: |z| > 0, —7 < Argz < 7}, mais
elle est discontinue sur I'axe réel négatif {z € C: Re(z) < 0,Im(z) = 0}.

Exemple 2.8.

1) Calculer la détermination principale du logarithme compleze Logz pour :
(a)Log(—2) (b)Log(i) (c)Log(—1—1).

2) Trouver la valeur principale de la puissance complexe (2i)'

3) Trouwvez toutes les solutions de [’équation sin z = 5.

Solurion

1) (a) Log(—2) =In| — 2| + iArﬁq(—Q) =In2+im.
(b) Log(i) = In |i| +iArg(i) = 25

5
(¢) Log(=1 —i) =In|—1—i|+iArg(—1 —i) =In2 +i£.
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™

2) On a|z| =2 et Arg(z) = 5 et donc Log2i =1n2 + ig,

S D Log(2) _ (1-@)(1n2+zg)

alors (2i)17¢ = eLog(21) ™" _ o e :

(1n2—|—g) —i(ln2 — g)

d’ou (20)17' = ¢
Nous approzimons cette valeur

(In2+ 5) [cos(In2 — g) —isin(In2 — E)}

2
~ 6.1474 + 7.4008¢.

3) léquation sinz = 5 est équivalente a ['équation

1z

@2l ~i=e

—iz

¢ _5

—e€
21
En multipliant cette équation par e'* et en simplifiant on obtient
e —10ie”” — 1 = 0.
Cette équation est quadratique en €. C’est-a-dire.
e?* —10ie"” — 1 = ("%)? — 10i(e”*) — 1 = 0.
Les solutions sont données par

. 10i++/=96
[ =
2

— (5 + V6)i.

» Sie? = (5++6)i, on aarg(5+ v6)i :g+2k7r, k ez,

alors ih 1
z:#—iln(th\/g), keZ.

» Sie”” = (5—+/6)i, on aarg(5b — V6)i = g + 2km, ke€Z,

alors ih 1
z:#—iln@—\/@, kel

Remarque 2.5.
En général
Log(z129) # Log(z1) + Log(z2).
St z1 = 29 = —1 alors,
o Log(z1) = Log(z2) = Log(—1) =1In| — 1| + iArg(—1) = i,
o Log(z129) = Log(1) =In|1| +iArg(1l) =0, et
o Log(z1) + Log(zs) = 2ir.
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2.3.6 Fonctions trigonométriques et hyperboliques inverses

On défini les fonctions trigonométriques inverses et hyperboliques inverses par :

1

sin~" z = arcsin z := —ilnfiz + /(1 — 2?)],

cos ' z = arccos z 1= —iln[z + /(22 — 1)],

tan~! z = arctan z := —ln(Z + Z), z # *+i,
i—z

sinh™ 2 := In[z + /(1 + 22)],

cosh™ 2z :=In[z + /(1 — 22)],

1
( +Z), 2441,
1—2z2

tanh™' 2 := =In
2

Exemple 2.9.
Calculer arcsin .

Solurion

On a arcsin(z) = —iln(iz + v 1 — 22), donc

arcsin(i) = —iln(—1 + /1 —i2) = —iln(—1 + V2).

L’analyse complexe (Mathématique 4)
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Dans ce chapitre, nous allons introduire la notion d’une fonction d’'une variable
complexe, & valeur complexe w = f(z2) = f(z + iy) = u(x;y) + w(z;y). Comme
pour les fonctions réelles d’une variable réelle, nous pouvons développer les notions
de dérivées de fonctions complexes en se basant sur le concept fondamental de la
limite. Dans ce chapitre, notre objectif principal sera d’établir la relation entre les
notions de différentiabilité, d’holomorphie et d’analycité d’une fonction complexe.
La différence fondamentale entre ’analyse réelle et I'analyse complexe est que la
géométrie du plan complexe C est beaucoup plus riche que celle de la droite réelle
R. Dans R, quand on dit que z tend vers z, cela signifie que z tends ver z{ (a
droite) ou bien z tends ver x, (a gauche). Cependant dans C, quand on dit que z
tend vers 2, cela a lieu sur une infinité de directions dans R2.

28
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3.1 Dérivée de la fonction complexe

— 1 Définition3.1]
Soit D C C un domaine, zyg € D et f: D — C f est dite dérivable (au sens
complexe) au point zy € D si et seulement si la limite suivante
z) — f(z
i £ 2) = F(z0)

220 Z — 20

existe et finie. On note f/(zp).
Posons Az = z — z; alors,

Az) —
f est dérivable en 2y < lim flzo+ Az) — f(z)

/ o o
= ste et finie.
dim A, f'(20), existe et fini

Exemple 3.1.
1. f(2) = 2% — 3z est dérivable en tout point zy de C. En effet,

- 23z 2243
lim f(z) = J(z0) — lim = Sk lim (2+20—3) = 220—3 = f'(20).

Z—20 Z — 20 Z—20 Z — 20 Z—20

2. La fonction f(z) = Z nest pas dérivable en tout point zy € C. Puisque,

. flaotAz) = flz) . Az {+1 si Ay =0
lim = lim — =
Az—0 AZ Az—0 AZ —1 si AZC — O

—{Proposition 3.1}
Soient f,g : D — C deux fonctions dérivables sur I'ouvert D C C et ¢ € C,
une constante. Alors on a

L. (¢))=0
2.

3
4.

(feg) =1f(9] =r(9)d
7. (") = nz""!, n un entier.
(™Y =nf' f* !, n un entier.

La démonstration est similaire & celle du cas réel.

(0]
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Exemple 3.2.

Trouver les dérivées des fonctions suivantes :

(a) f(2) =2 =322 +42+i= f(2) =322 —62+4
2

) 1) = 57=7 = 1) = s

(c) f(2) = (2i2" + 5220 = f/(2) = 6(8iz + 102)(2iz* + 52%)5.

— Théoréme3.1] |
‘ Si f est dérivable en un point zp dans un domaine D, alors f est continue a z.

Preuve.
Les limites lim f(z) = J(z0) et lim (z — zg) existe et est égal & f/(zy) et 0, respec-
22 2 — 2 z—20
tivement, nous pouvons écrire la limite suivante d'un produit comme produit des
limites : £2) - f(z0)
. . <) — J\%0
lim (f(2) — f(2)) = lim (2= )
Z—20 Z—20 Z — 20
lim J(2) - f(zo). lim (z — 29) = f(20).0 =0,
Z—2Z0 Z — 20 Z—20

de lim (f(z) — f(z0)) = 0 nous concluons que lim f(z) = f(29), f est continue en

20- []

3.2 Fonctions holomorphes ou analytiques

— 1 Définition3.2]
e f est dite holomorphe ou analytique en un point z; dans un domaine D si

elle est dérivable aussi bien au point zy lui-méme que dans un certain voisinage
de ce point.

e On dit aussi que f est analytique en zy si elle est développable en une série
entiere au voisinage de zj.

e f est entiére si elle est analytique en tout point z € C.

3.2.1 Equivalence entre analyticité et holomorphie

Nous avons vu qu’'une fonction de la variable réelle développable en série entiére
au voisinage de 0 est indéfiniment dérivable . Maintenant que nous avons donné
un sens a la notion de dérivation complexe nous allons montrer que ce résultat est
encore valable pour les fonctions d’une variable complexe. Le fait qu'une fonction
analytique en zy est holomorphe en ce point est élémentaire.
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— Théoréme3.2] |
Une fonction analytique sur un ouvert non vide D de C est holomorphe sur
cet ouvert.

Preuve.
+00

Pour zy € D il existe r > 0 tel que f(z) = Zan(z — zp)" pour z € D(zp;7) C D
n=0

et pour z # zg dans D(zp;7); on a :

f2) Zanﬂ z—2)" = g(z)

Z — 20

avec lim g(z) = g(20) = a; puisque la fonction g est continue en z; (la série entiére
Z—Z0

> ap41t" qui a méme rayon de convergence que Y a,t" est continue sur D(0;7r),
donc en 0). La fonction f est donc dérivable en zy de dérivée f'(zg) = a;.
De maniére, plus précise, on peut montrer que la dérivée dSune fonction analytique
sur D est elle méme analytique sur cet ouvert et donc holomorphe. Aprés avoir
montré 'équivalence entre analyticité et holomorphie, on déduira qu’'une fonction
C—dérivable est indéfiniment C—dérivable (ce résultat étant faux pour les fonctions
d’une variable réelle).

]

Exemple 3.3.
(a)Les polynomes f(z) = apz" + ... + a1z + ag, agp;...a, € C sont des fonctions
entieres.

p(z)

(b) Si f(2) = ﬁ ol p et q sont des polyndomes, alors [ est analytique dans tout
q(z

domaine D ne contenant aucun zéro du polynome q. Les zéros de q sont tous des
singularités isolées de f.

3.2.2 Reégle de I’Hopital

Soit f et g deux fonctions holomorphes dans un domaine contenant le point 2
et supposons que f(z9) = g(z9) = 0 avec ¢'(29) # 0. Alors la régle de L’Hopital
permet d’affirmer que

/
e T

—09(2)  g'(20)
Dans le cas ou f'(z9) = ¢'(z0) = 0, on peut utiliser cette régle a nouveau.
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Exemple 3.4.

2y
Caleuler Tim ~ 2212
2—2+i 29 — 2z — 104

Solurion

Si nous identifions f(z) = 2> — 4z +5 et g(z) = 2 — 2 — 101, vous devrait vérifier
que f(2+1i) =0 et g(2+14) = 0. La limite donnée a le forme indéterminée 0/0.
Maintenant, puisque f et g sont des fonctions polynomiales, les deux les fonctions
sont nécessairement analytiques a zo = 2 + 4. En utilisant f'(z) =2z — 4, ¢'(2) =
322 — 1, f/(2+1) = 21, ¢(2+14) = 8+ 12i, Alors la régle de L’Hopital permet
d’affirmer que

Z—4z+5  fl(2+1) 2i 3 1

I = = = o7 + i
100 g2+ 8+12 26 13

3.2.3 Points singuliers

Un point en lequel une fonction f(z) cesse d’étre analytique est appelé un point
singulier ou une singularité de f(z). Il existe des types variés de singularités.

1. Singularités isolées : Le point z = z(, est appelé singularité isolée, ou point
singulier isolé de f(z), si I'on peut déterminer § > O tel que le cercle |z — zp| =
ne contienne pas d’autre point singulier que zy, (i.e. il existe un § voisinage pointé
de z,, ne contenant pas de singularité). Si I'on ne peut trouver une telle valeur 4, on
dit que z, est une singularité non isolée.

Si zg, n’est pas un point singulier et si 'on peut trouver § > O tel que |z — z| = ¢
ne contienne pas de point singulier, alors on dit que zp, est un point ordinaire de
f(2).

2. Péles : Sil'on peut trouver un entier positif n tel que lim (z—29)" f(z) = A # 0,
z2—20

alors zg, est appelé un poéle d’ordre n. Sin =1, z, est appelé un pole simple.

3. Points de branchement : Les points de branchement des fonctions multi-
formes, sont des points singuliers.

4. Singularités apparentes : Le point singulier z, est appelé singularité ap-
parente de f(z) si lim f(z) existe.
Z—2Z20
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5. Singularités essentielles : Une singularité qui n’est ni un poéle, ni un point
de branchement, ni une singularité apparente est appelée singularité essentielle.

Si une fonction est uniforme et posséde une singularité, celle-ci ne peut étre
qu’un pole ou une singularité essentielle. Pour cette raison un pole est quelque-
fois appelé singularité non essentielle. De maniére équivalente on peut dire que z,
est un point singulier essentiel si I'on ne peut trouver d’entier positif n tel que

lim (= — 20)" f() = A £ 0.

6. Singularités a l'infini : La nature d’une singularité de f(z) & z = oo est la
méme que celle de f(=) aw = 0.

1
w

Exemple 3.5.
1
> f(z)= m a un pole triple en z = 2.
3z — 2
> f(z) = - a un pole double en z = 1 et deux poles simples

(z—=1)2(z4+1)(z —4)
z=—1¢etz=4.

A f(2) =+/z—3 aun point de branchement en z = 3.
A f(2) = Log(2*> — z — 2) a un point de branchement pour les valeurs de z telles

que 22 +2—-2=0,4e. enz=1¢etz=—2. .
sin 2z
¢ Le point singulier z = 0 est une singularité apparente de la fonction f(z) =
z
, . sinz
piusque lim =1.
z—0 z
1
¢ f(2) = e? =2 q une singularité essentielle en z = 2.
1
W f(z) =23 a un pole triple o z = oo car f(—) = — G un pole triple en z = 0.
w w

3.2.4 Conditions de Cauchy-Riemann

Dans la section précédente, nous avons vu qu’'une fonction f d’une variable com-
plexe z est analytique en un point z lorsque f est différentiable en tout point d’un
voisinage de z. Cette exigence est plus stricte que la différentiabilité en un point car
une fonction complexe peut étre différentiable en un point z mais non analytique
nulle part ailleurs. Une fonction f est analytique dans un domaine D si f est dif-
férentiable en tout point de D. Nous allons maintenant développer un moyen pour
tester I'analycité d’une fonction complexe f(z) = u(x,y) + iv(zx,y), basé sur les
dérivées partielles de ses parties réelles et imaginaires u et v.
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—{Equations de Cauchy—Rjemann}

Supposons que f(z) = u(x,y) + iv(x,y) soit dérivable en un point z = z + iy.
Alors en z les dérivées partielles du premier ordre de u et v existent et satisfont
les équations de Cauchy-Riemann

ou_ov  ou_ o
oxr Oy oy Oz’

Preuve.
La dérivée de f au point z est donnée par

fe) = 1w LGB 1)

Az—0 AZ

En supposant que f(z) = u(x,y) +iv(z,y) et Az = Az + iAy, alors on a

. . A .
(=) = lim u(r + Az, y + Ay) + iv(z + Aa:', y+ Ay) —u(z,y) —iv(z,y)
Az—0 Ax + ZAy

Puisque la limite est supposée exister, Az peut s’approcher de zéro a partir de
n’importe quel direction.

Ainsi, nous avons deux cas.

1) En particulier, si 'on choisit de laisser Az — 0 le long d’une horizontale droite,
alors Ay = 0 et Az = Az. On peut alors écrire

u(z + Az, y) +iv(z + Az, y) — u(z,y) — iv(z,y)

/ T
fiz) = lim N
. u(r+ Az,y) —u(z,y) +ijv(z + Az, y) — iv(z,y)]
= lim
Az—0 Ax

_ oo ul@+ Az,y) o ol + Aryy) —iv(a,y)]

a Alglprilo Ax —ulr,y) i Algilo Ax
o oo
ox  Ox

2)Az — 0avec Az =0et Az=1iAy:Ona

u(z,y + Ay) +w(x,y + Ay) — u(z,y) —iv(z,y)

/ o .
fz) = Alirilo 1Ay
(@ y 4+ Ay) —u(z,y) +ifu(r,y + Ay) —iv(z, y)]
= lim
Ay—0 ’LAy
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o u(x,y + Ay) o u(ry + Ay) —iv(z, y)]
TAm T sy e, iy
— _i@ + Z@
oy oy
Az) —
Puisque la limite de f'(z) = Alim0 flz+ AZ )= /) est unique suivant toutes
z— Z

les directions, on obtient

Gu_ﬁv (9u_ ov

i
Ox aye Oy ox’

La formule de f'(z).
L’expression de f'(z) est donnée en fonction de u et v comme suit :

~_Ou v

f’(z)—%—ma—y:uerivx
ov  Ov :
:8—y—|—za—y:vy—|—wx
ou . Ou
_8_37_Z8_y Uy — TUy
ov  Ou
—a—y—za—y Uy — Uy

Exemple 3.6.

1) Montrer que la fonction f(z) = 2> + z est analytique pour tout z € C.

2) Montrer que la fonction compleze f(z) = 22% +y+i(y? —x) n'est pas analytique
a nimporte quel moment.

1) On peut s’écrire f(z) sous la forme f(z) = 2? —y* + x + i(2xy + y). Ainsi,
u(x,y) = 2% —y? +x et v(x,y) = 2xy + y. Pour tout point (x,y) dans le plan
complexe, nous voyons que les équations de Cauchy-Riemann sont satisfaites :

- L

ar _8y€ oy YT T
2) On identifie u(z,y) = 22° +y et v(z,y) = y* — x. De

ou Ov ou ov

P dr et =y et i =1 et - =1

o x et 9y y et 9y et B )
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, ou ov ‘ .. .. 0u  Ov o ,
on voit que — = —— mais que [’égalité — = — est satisfaite uniquement sur
oy Ox or 0
la ligne y = 2x. Cependant, pour tout point z sur la ligne, il n’y a pas voisinage ou
disque ouvert autour de z dans lequel f est dérivable en tout point. Nous concluons

que [ n’est nulle part analytique.

—{Réoiproque des equations de Cauchy—Riemann}

Supposons que f(z) = u(x,y) +iv(zx,y) soit défini dans une région ouverte D
contenant zp. Si u(x,y) et v(z,y) et leurs premiéres dérivées partielles existent
et sont continues en zy (c’est-a-dire u(z,y) et v(z,y) sont €' en (xg,y0)) et
satisfont les équations de Cauchy-Riemann en zy, alors f(z) est dérivable en zy. Par
conséquent, si u(z,y) et v(x,y) sont € et satisfont le Cauchy-Riemann équations
en tout point de D alors f(z) est analytique dans D.

Preuve. 9
u u
Soit w = f(z) = u(z,y)+iv(x,y). Les dérivées — et — étant supposées continues

or Oy
Au=u(z + Az;y + Ay) —u(z;y)

=u(r + Az, y + Ay) —u(z,y + Ay) + u(z,y + Ay) — u(z, y)

<8xa:i el)Ax * (&yaj—b EQ)A

8qu + 8—Ay + 1Az + e2Ay.
ox dy

De méme 8
Av=2As+
83:

0
av Ay + mAx + nAy.

Don A _ ou . Ov ou  Ov
w = Au+1Av = <£ + z%>Ax <(9y —I—za—y>Ay

+(e1 +im) Az + (€9 + ing) Ay,

ou €1 +in — 0 et €3+ iny — 0 quand Ax — 0 et Ax — 0 . D’aprés les équations
de Cauchy-Riemann

ou . Ov ov  Ou
Aw-(ax—kz%)Aaz <—%+z%)Ay+eAx+nAy
&m+é%yAx+M&%HAx+zA
O Or Y nay.
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D’ou, en divisant par Az = Az + 1Ay et faisant tendre Az vers 0, on voit que

, . Aw  OJu Ov
&= a =5 o
Il s’ensuit alors que f(z) est analytique. [
Exemple 3.7.
. X . ) . . X
Soit f(z) = i e "l les fonctions réelles u(x,y) = Ry et
v(z,y) = #‘ny sont continus sauf au point ot x*>+y* = 0, c’est-a-dire en z = 0.

De plus, les quatre premiers partiels du premier ordre dérivés
ou y? — 2% Ou 2wy
oxr x24y2 Oy a2+ y?’

et
2

ov 2wy 8v_y2—x
or x2+y2 Oy a2 +y?
sont continues sauf en z = 0. Enfin, on voit par

ou v y? — 22 ou ov —2xy

dr Oy a2+ y? c Ay  Or a2+y?
que les équations de Cauchy-Riemann sont satisfaites sauf en z = 0.
Ainsi on conclure que f est analytique dans tout domaine D qui ne contiennent le
point z = 0.
— 1 Théoréme 3.1
Soit f une fonction de classe € sur un domaine D (en tant que fonction des

0

deux variables = et y), alors f est dérivable au point zy € D < a—J_C(zo) = 0.
Z

Exemple 3.8.

Etudier la dérivabilité de la fonction :

1) f:C*—C, ou f(z) = 1 + zRe(2).

2) La fonction h(z) = 22

1 1 24z of =z
1) On a : =—+:zR = - t donc = = = # 0.
) On a: f(z) i e(z2) Z+z( 5 ) e onc == 2#

pour tout z € C*.
Ce qui montre que f n’est pas dérivable sur C*.

2) car — = 0 pour tout z € C alors h est enticére.

0z

L’analyse complexe (Mathématique 4)



HAMROUNI Ahmed page : 38 Mathématique 4

—— Proposition 3.2

Soit f(z) = u(z, y)+iv(z, y) une fonction holomorphe sur un ouvert D connexe
de C. Alors les propriétés suivantes sont équivalentes :

. f est constante,
u(zx,y) est constante,
v(x,y) est constante,

. |f] est constante,

. =0.

A N AV

Preuve.

(1) = (2) : il est clair que si f est une fonction constante, alors les parties réelle et
imaginaire sont constantes.

(2) = (3) : si u(x,y) = constante, alors u, = v, = 0 ce qui implique que

vy = v, = 0, et par conséquent v(z,y) = constante.

(3) = (4) : la preuve est similaire a celle de (2) = (3) .

(4) = (1) : on a | f|*> = u? +v? = constante. En dérivant par rapport a z puis a y;
et en utilisant les conditions de Cauchy Riemann, on trouve

uu, —vuy =0 et vu, +uu, = 0.
La résolution de ce systéme donne
[P, =0 et \f\Quy =0.

Comme |f| # 0, il en résulte u, = u, = v, = v, = 0, ce qui prouve que u(z,y) =
v(x,y) = constante. D’ou f est constante. O

3.2.4.1 Conditions de Cauchy-Riemann en coordonnées polaires

—{Proposition 3.3}
Soit f une fonction analytique en z,. Alors les équations de Cauchy Riemann

en coordonnées polaires s’écrivent sous la forme :

3u_1@ ov 10u

o roe o rae

Preuve.

0

Posons z = re’ ot x = rcosf, y = rsinf, on a donc = arg z et |z| = r.
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D’autre part, il est clair que pour f(z) = u(z,y) + iv(x,y).
ou  Ou 10u |

%:ECOSQ—;%SIHQ,
ou Ou . 10u
@:ESIHQJF;%COSH’
ov Ov | 10u
£:§Sln9+;@0039,
ou Ou 10v .
a—yZECOSQ—;%SIHQ,
ov  Ov . 10u
@:ESIHQ—F;%COSQ’

En utilisant maintenant conditions de Cauchy-Riemann, on trouve

du v <@_}@)0039_<@_1%)Sﬂl9:

or (9_y < or rof or rof
ou v ou 10v\ . ov 10u
5~ 5: 7 (o —7a5) om0+ (5 +1gg) 0 =0

La résolution de ce systéme nous donne exactement

8u_1@ ov 1 0u

o roe L ar T rae
[]

Exemple 3.9.

Supposons que la fonction f(z) = u(r,0) + iv(r,0) est différentiable en un point
z dont les coordonnées polaires sont (r,0). Résolvez les deux équations pour u, et
puis résolvez les deux équations pour v,. Montrer ensuite que la dérivée de f en

(r,0) est

f'(2) = (cost — isin&)(a—u + Z@) _ e—w(

0 .0
or  Or g U)'

ar " or
Remarque 3.1.
Si f(2) = f(re?) = u(r,0) +iv(r,0), la forme polaire de f'(z) devient

. 1
f'(2) = e u, + iv,) = —e " (vg — ivy)
r
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3.2.5 Fonctions harmoniques

nous verrons que lorsqu’une fonction complexe f(z) = wu(x,y) + iv(z,y) est
analytique en un point z, alors toutes les dérivées de f : f'(2), f"(2), f"(2), ...
sont aussi analytiques a z. En conséquence de ce fait remarquable, nous pouvons
conclure que toutes les dérivées partielles des fonctions réelles u(z,y) et v(z,y)
sont continues en z. De la continuité du dérivées partielles, nous savons alors que
les dérivées partielles mixtes du second ordre sont égales. c’est a dire ugy, = uy,
et vy = vy,. La combinaison de ce fait et les équations de CauchyURiemann sera
utilisée dans cette section pour démontrer 1'existence dSun lien entre les parties
réelles et imaginaires d’une fonction analytique f(z) = u(z,y) + iv(z,y) et ses
dérivées partielles du second ordre.

—{Proposition 3.4}
Soit ¢ une application de D C R? dans R. . est dite de classe €2 sur D |,

. Do O 0%
(on note ¢ € (¢7)), si V(z,y) € D C R*, =5, 00y’ Oy?’

existent et sont

continues .
— 1 Définition3.3]
Soit ¢ € C?(D,R). On dit que ¢ est harmonique dans D si pour tout (x,y) € D
on a : 2 o2
ox?  Oy?
Notation La fonction Ap = % + 327? est appelée le Laplacien de ¢.

On peut le noter aussi par Ap = @, + @y ol % = Qg €t g%f = @y

Exemple 3.10.
1) u(z,y) =23 — 3zy?, on a

uy = 312 — 3y2 = Uy, = 62 et uy, = —6ry = uy, = —067.
D’ou
Au(z,y) = Uge(T,y) + uyy(x,y) = 62 — 62 = 0.
Le laplacien de u est bien nul; c¢’est donc une fonction harmonique.
2)
¢ R* —R
(2,y) — ¢(z,y) = e’ cosy.
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Il est facile de verifier que ¢ est de classe €2, dans D = R? On a alors :

©u(z,y) = €* cosy = Y. (x,y) = e cosy,
et
oy(z,y) = —€e"siny = ¢, (v,y) = —e” cos y.
D’otu
Ap(2,y) = ua(T,y) + @yy(2,y) = " cosy — " cosy = 0,

Le laplacien de @ est bien nul; c’est donc une fonction harmonique.

—{Proposition 3.5}
Soit f(2z) = u(x,y) + tv(x,y) une fonction holomorphe sur D C C. Alors les
fonctions réelles u(x,y) et v(x,y) sont harmoniques.

Preuve.
La fonction f est holomorphe, donc les équations de Cauchy Riemann sont satisfaites

et donc Au = uy, + uy, = 0. Ce qui prouve que la fonction réelle u(x,y) est
harmonique. Pour montrer que v(x,y) est harmonique on procéde exactement de
la méme maniére. ]

3.2.6 Conjuguée harmonique

Nous venons de montrer que si un la fonction f(z) = w(z,y) + iv(x,y) est
analytique dans un domaine D, alors son réel et les parties imaginaires u et v
sont nécessairement harmoniques dans D. Supposons maintenant u(x,y) est une
fonction réelle donnée connue pour étre harmonique dans D. Si elle est possible de
trouver une autre fonction harmonique réelle v(x,y) telle que u et v satisfassent
les équations de Cauchy-Riemann dans tout le domaine D, puis la fonction v(z,y)
est appelé un conjugué harmonique de u(x,y). En combinant les fonctions comme
u(z,y) + iv(z,y) on obtient une fonction analytique dans D.

—|Définition3.4]

Un couple de fonctions u(x,y), v(x,y) harmoniques dans un domaine D et y
satisfaisant aux conditions de Cauchy-Riemann est appelé couple des fonctions
harmoniques conjuguées. L’ordre que les fonctions occupent dans le couple est

essentiel.
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Exemple 3.11.

1)Soit la fonction définie par u(x,y) = 2*> —y*> +x; 2,y € R.

Trouver une fonction v(x,y)pour que la fonction f(x+iy) = u(x,y) +iv(x,y) soit
holomorphe, et exprimer f(z) en termes de z.

2) Soit P : C — R définie par P(z) = 2% — y* — 22y — 2z + 3y. Déterminer toutes
les fonctions Q@ : C — R telles que f = P 4+ i) soit holomorphe sur C.

1) On a
Uy =20+ 1= Uy, =2 et uy = =2y = uy, = —2.

Alors Au = uyy +uyy =2 —2 =0, ce qui montre que u est harmonique.

Pour trouver une fonction v pour que f = u + iv soit holomorphe, on utilise les
conditions de Cauchy-Riemann.

Ces conditions s’écrivent sous la forme

vy = Uy =22 + 1 (3.2.1)
et
Uy = —Uy =2y (3.2.2)
En intégrant l’équation (3.2.1) par rapport a vy, il vient
v=2zy+y+ Ci(z), (3.2.3)

ot Cy(x) est une fonction réelle de x. Par substitution de (3.2.3) dans (3.2.2) on
obtient

2y + Cl(z) =2y = C1(z) = 0= Ci(x) = ¢,
ou ¢ désigne une constante dans R. D’ou de (3.2.8), v =2zy + y + c.
Donc

f(2)=u+iv=(2*—9y* +2)+i(2xy +y + c).

On a

flao+iy) = (2° —y* +x) +i(20y +y +c),
poury =0 on a f(x) = (22 +x) +ic, alors on mettre z a la place de x on trouvera
f(z) =2+ 2z+ic,ceR.

2) On a AP =0, donc P est harmonique et on peut trouver Q.
Les conditions de Cauchy-Riemann donnent :

99 =9 — 9y 2y —2

oy Oz
0Q _ oP __
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De la deuzieme équation, on déduit que Q(x,y) = 2xy + x? — 3z + ©(y), ol @ est
différentiable sur R et avec la premiére, on déduit que ¢'(y) = —2y — 2. On a donc
Q(x,y) = 22y + 2% — 3z — y> — 2y + ¢, ot ¢ est une constante réelle et :

f(z) =2 —y* —2zy — 20+ 3y +i(2xy + 2° — 3v — y* — 2y) + ic

= (x4 1y)* +i(x + iy)? — 2(x + iy) — 3i(x + iy) + ic
= (1414)2*(2 + 3i)z + ic.

Exemple 3.12.

Supposons que f(z) = u(r,0) + w(r,0) est analytique dans un domaine D ne
contenant pas lorigine. Utilisez les équations de Cauchy-Riemann sous la forme
ru, = vy et rv, = —ug pour montrer que u(r,d) satisfait I’équation de Laplace en
coordonnées polaires :

20'u | Oudu
"o T or 002 T
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Les méthodes d’intégration des fonctions complexes et leurs théories sont abor-
dées dans ce chapitre. Ce chapitre contient certains des résultats les plus importants
de I'analyse complexe. On cite parmi ces résultats le théoréeme de Cauchy-Goursat
et la formule intégrale de Cauchy. Un résultat fascinant déduit de la formule in-
tégrale de Cauchy est que si une fonction complexe est dérivable une fois en un
point, alors les dérivés de n’importe quel ordre existent et ces dérivées sont elles
mémes analytiques. Autres théorémes importants de ce chapitre sont, le théoréme
de la valeur moyenne de Gauss, le théoréme de Liouville, et le théoréme de module
maximum. De nombreuses propriétés des intégrales de fonctions d’une variable com-
plexe sont trés semblables a celles des intégrales de fonctions d’une variable réelle;
par exemple, lorsque l'intégrale remplit certaines conditions, l'intégrale peut étre
calculée en trouvant la fonction primitive de la fonction & intégrer et 1’évaluation
de la fonction primitive au niveau des deux points d’extrémité. Toute fois, il existe
d’autres propriétés qui sont uniques a l'intégration dans le plan complexe.
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4.1 Intégration curviligne

4.1.1 Chemins et courbes dans le plan complexe

— 1 Définition4.1]

Un chemin est défini comme étant une fonc-
tion continue d’un intervalle réel [a, ], a < b,
vers le plan complexe.

la,b] — C
t— z(t) = x(t) + iy(t).

Ses points initial et final sont zy = z(a) et
21 = z(b). La fonction t — z(t) est souvent
notée t — ~y(t). y(a) est appele lorigine du
chemin et y(b) son extremite.

L'image C = {z(t) € C,t € [a,b]} s’appelle
courbe dans le plan complexe paramétrée par

la fonction ¢ — z(t).

Rez

Exemple 4.1.

- le cheman est un cercle de centre zy et
de rayon r est une courbe paramétrée
par la fonction

2(t) = 2o + r(cost +isint), 0 <t <2,
o1

2(t) = 2o+ ret, 0<t <2

Im 2
2(t) = 2o +ret 7

IRoz

N

Cercle de centre z et de rayon r

L’analyse complexe (Mathématique 4)
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- le chemin est un segment de droite

d’extrémités zy et z1 noté [z, 1] I 2
est une courbe paramétrée 21
par la fonction z(t) = 20 + (21 — z)
2(t) = z0(1 —t) +tz, 0<t <1, x
ou Rez
2(t) = 29+ t(z — 20), 0<t <1, e .

20

Segment d’extrémités zg et z;

Remarque 4.1.

Soit v : I = [a,b] — C une application définie par v(t) = z(t) + iy(t).

> Siy(a) =(b), on dit que est un chemin fermé ou bien est un lacet.

» 7 est dit chemin différentiable si x(t) et y(t) sont contindment différentiables
sur [a, b].

» Un lacet est dit simple si y(t1) # v(t2) quand t; # to et y(a) = ~(b).

» Toute courbe fermée et simple, est appelée courbe de Jordan.

» On appelle chemin oppose a vy, et on note —v le chemin :—v : t — ~v(a+b—1t).
On a —v(a) = v(b) et —y(b) = v(a). — est le chemin v parcouru en sens inverse.
» Etant donnés deux chemins :

7 : a,b] — C

et
V2 - [Ca d] —C

et tels que v1(b) = va(c).
On appelle juztaposition de 1 et de o et on note v = vy, Uy, le chemin :
v :la, b+ d.c] — C, tel que :

{ V() = () pour t € [a, b]

Y(@t) =1t —b+c) pourtelbb+d—c|.

On ay(a) =v(a) et y(b+d—c) = 1(d).

» Soient v : I = [a,b] — C et v5 : Iy = [¢,d] — C deux chemins. On dit que
v1 et yo sont equivalents sl existe une bijection croissante ¢ : Is — I, continue
et continument derivable par morceauz, ainsi que la fonction reciproque =1, telle
que ¥2(t) = v(@(t)) dans Is. v1(11) et v2(12) sont alors les mémes. Les origines et
les extremites de vy, et v sont les mémes.
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Exemple 4.2.

Imz z Imz

] N Ree /N mee \|_7 | Res CA N Re:

‘ Chemin non fermé et simple

Chemin non fermé et non simple

Chemin fermé et simple

| Chemin fermé et non simple

—Idefinition4.2]
Soit 7y : [a,b] — C un chemin différentiable, défini par (¢t) = z(t) + iy(t),
alors la longueur L() du chemin v est égale a

/ Iy ()t = / N(E (02t = /

pour n’importe quel paramétrage v(t),a <t < b.

dz
dt

‘dt,

Exemple 4.3.
Soient y1(t) = e, 0 <t < 21 et y(t) = ¥™ 0 <t <1 deur paramétrages du
cercle unité. Trouver les longueurs de 1 et 7s.

2 21 ’ 2T
L(%):/ M(t)|dt:/ \ie’t\dt:/ dt = 27
0 0 0
1 1 ’ 1
Livs) = / () |dt = / 12|t / St = 2
0 0 0

—definition4.3|

Soit f(t) = u(t)+iv(t), a <t < b, avec u et v deux fonctions réelles continues.
On définit l'intégrale de f de a a b par

/abf(t)dt _ /abu(t)dt i /abv(t)dt

L’analyse complexe (Mathématique 4)
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Exemple 4.4.

1 1 1 26
/(t+3i)2dt:/ (t2—9)dt+z'/ 6tdt = —— + 3i.
0 0 0

4.2 Intégration le long d’un chemin

On s’intéresse maintenant aux intégrales des fonctions f a valeurs complexes de
la variable complexe z. Une telle intégrale est définie & l'aide des valeurs f(z) le
long d’'un contour donné allant d’'un point z; & un point 2o dans le plan complexe.
C’est donc une intégrale curviligne, dont la valeur dépend en général aussi bien du
contour que de la fonction f.

—definition4.4|

Soit f : D € C — C une fonction continue et 7y : [a,b] — D un chemin.
L’intégrale curviligne de f sur le chemin ~ est définie par

b
/ f(2)dz = / FO )Y (8)dt

Le sens inverse des aiguilles d’une montre est aussi appelé le sens positif ou sens
direct.
Si le chemin est fermée et orientée dans le sens direct on note 3% f(2)dz au lieu

de f7 f(2)dz

Exemple 4.5.
Calculer les intégrales suivantes :

])/(z—l—S)dz oy est z(t) =2t +i(4t —1), 1 <t < 3.
2)/ 22— 2)dz ou C est, x=—tety=1>+2ct0<t<2.
5’)/—0147 t— et et 0<t<2nm.

4) / 22dz, C est le segment allant de 0 & 2 + i.
C

1)/(z+3)dz ouy est z(t) =2t +i(dt — 1), 1 <t <3, 2/ (t) =2+ 4it,
¥
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alors

3
/(z +3)ds = / (2 + i(4L — 1))(2 + dit)dt
_ / (24 40)t — 1)(2 + dit)dt — —28 + 84

2)/(22—,2)(1,2 o Cest, v=—tety=t>+2e0<t<2, 2(t)=—1+2it,
c

alors

/(22 — 2)dz = /2(2(—75 —it? — 20) +t —it? — 20)(—1 + 26)dt
C 0
= /2(2(—t —it? — 20) +t —it? — 20) (=1 + 2i)dt
0

d : . .
3)%—2 ouy:t— et et0<t<2m z(t)=c¢e"= 2(t)=1ie",
z
Y

dz 2w eit
j{— = j{ i—dt = 2.
4 o €

4) / 22dz, C est le segment allant de 0 & 2 + 1.

alors

C
L’equation de C' est l’equation de la droite passant par le point (0,0) et (2,1). Cette
équation est y = %CL‘ . Elle est représentée par :
2(t) =t+it?, 0<t<2commez(t)=1+1% alors

2 .
/ 2dz = / (t + iE)Q(l + 3)dt
C 0 2 2

. 2 . 9 .
| 111 2411
:(1—1—3)/(1+z’——)t2dt:(——i——l)/ 2dt — ="
) 4 s/, 3

2 4

4.2.1 Propriétés

Soit v une courbe dans le plan complexe. On note par —~, chemin oppose de
~v. On suppose que v = vy, U avec le point final de le chemin v, coincide avec le
point initial de la courbe 9. Si f et g sont intégrables le long de -y, alors

1 / (f(2) + g(2))dz = / f(2)dz + / g(2)dz

2. /af(z)dz = a/f(z)dz ol « est une constante dans C.
2l gl
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3. /_vcvf(z)dz: —Aaf(z)dz.
4. Lf(z)dz: 71U72f(z)alz:/ f(z)dz—l—/ f(2)dz.

71 Y2

5. | / ()] < max | £(2)| L().

Exemple 4.6.
Evaluer / (2% 4 iy®)d=

C
ot C' est le contour illustré a la figure.

Solution ‘
_ 1+2i

On a c,

T 1+1

/(932 +iy?)dz = / (2% 4 iy*)dz + / (2% 4 iy*)dz. c,
c C

CQ 1 X

Puisque la courbe Cy est définie

par y = x, il est logique

d’utiliser x =t comme parameéetre.

Par conséquent, z(t) =t +it, Z/(t) =1+

f(z) =2+ it?, f(2(t) =2 +it?, et

! ! 1+i)?2 2
/(a?2+iy2)dz=(1+z')/ (t2+it2)dt:(1+z’)2/ 2ap = LED° 2,
C, 0 0 3 3

La courbe Cy est définie par x = 1, 1 < y < 2. Si nous utilisons t comme
paramétre, alors z(t) =1 +it, 1 <t < 2 alors 2'(t) =1, f(2(t)) = 1 + it?, et

2 3
t 7
/ (2% + iy dz = z/ (1+it?)dt =it +i=]f = —= +1i.
Cy 1 3 3

Alors
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—{ Proposition4.1 }
Si f(z) = u(x,y) +iv(z,y) et v : 2z(t) = x(t) + iy(t), t € [a,b] 'intégrale

f(2)dz peut étre exprimée sous la forme suivante :
gl

/f Ydz = /(u + iv)(dz + idy) = /v(uda:..vdy) + i(vdx 4 udy)

= [ a0, 90)2'0) — w10, 9D Ot
i [ o, u0)2'0 + ue O, )

Exemple 4.7.
1) C’alculer/ f(2)dz ou f(z) =iz =y+iz et C = {(t*, 3t) e R% t € [-1,2]}.

2) Evaluer / zdz de z = 0 a z = 4+ 2t le long de la courbe C définie par
C

z(t) = t* +it.

1) On a x(t) =2, y(t) = 3t et dz = dx + idy = (2'(t) + i/ (t))dt = (2t + 37)dt.

Alors

[ 7= [ @+ i) i o)
c -1

2 3 21 3
/(t+it2)(2t+—i)dt:/ (=t 4-4(2t3 + =t))dt
4 2 42 2
1 1, 3 3 39
= P izt SR = =+ =
[ +iGE+ )5 =5+

2) L’intégrale donnée s’écrit

/Edz=/(x—iy)(dx+z'dy)=/a:dx+ydy+i/xdy—yd:c.
C C C C

Les équations pararnétriques de C sont v = t*> = dx = 2tdt, y =t = dy = dt de
t =0 at=2, lintégrale curviligne a donc pour valeur

/C’Edz = /o (t7)(2tdt) + (t)(dt) + Z/O (t3)(dt) + (t)(2tdt)

2 2 8Z
/(2t3+t)—|—2’/( tHdt =10 — —.
0 0 3

L’analyse complexe (Mathématique 4)



HAMROUNI Ahmed page : 52 Mathématique 4

4.3 Lien entre intégrales curvilignes et intégrales doubles

—Théoréeme de Green|

Soit D une partie de R? bornée par un chemin simple et fermé ~ orienté po-
sitivement par rapport & D. Soient u et v deux fonctions de classe €' dans D.

Alors on a
// @—— dxd —/udx+vd
Ox 8y o y o
Exemple 4.8.

Vérifier la formule de Green pour ['intégrale
ot vy est le contour illustré a la figure.

Y

/x2y3dx — xyidy, 1,1 (1,1)
vy
T
/ / / +/ _|_/ (-1,-1) T,
Y V3 V4
Suryi cy=—1=dy=0,et-1<z<1

a3 2
[ e~ wypay = [ (-etvie= -5 = -2

M1 Y1

A

/

Survy :x=1=dr=0,et-1<y<1

/ ?yide — vyidy =
V2

Survys cy=1=dy=0,et—-1<zx<1

3 2
/ 2y’dr — xytdy = / vide = []L = 7,
3 73 3 3

Survy:x=—-1=dr=0,et-1<y<1

2 . 931 . 2
(—y )dy—[—g]_l——

—

72

2
/x2y3dx—xy2dy—/ zdy_ 1, =3,
Y4 Y4 3
donc 5 9 9 9
2 3 2
dr — dy = ——=——=-+ =4+ -==0.
Lmy T — xy-dy 3 3+3+3
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En utilisant la formule de Green on a

/:L‘2y3dx — zyidy = // (—y* — 32%yH)dady =
gl D
1

——(/ ) |+ ortin)

1

y3
= —[3]1_1 X [z +22°)L, =0

4.3.1 Indice d’un point par rapport a un lacet

— | Définition4.5]
Soit v un lacet dans un domaine D qui ne passe pas par zp. On défini 'indice
du point zy par rapport a et on note (7, zg) par :

1 dz
I(y, 2) = 74
d

2w ) 2 — 29

L’indice est une quantité qui mesure le < nombre de tours algbrique >> réalisé
par le lacet autour du point zy et donc I(7, zp) est un nombre entier.

Exemple 4.9.
Pour 0 <t < 2mi, soient y1(t) = e*, yo(t) = e et y3(t) = 3 + €.

Calculer I(v,0),k =1,2,3.

Notons v;,i = 1,2,3, ne passe pas sur z =0 car |i(t)| > 1.

1 2T 2 2it
I(m,0) —f Yt =2
0

271 e2it

En effet v1 fait 2 révolutions autour de z = 0.

1 2m — 33
[(’72, 0) % o—3it dt = —3.

" 2mi
Dans ce cas vy fait 3 révolutions au sens négatif autour de z =0 .

1 2 ,L'eit

car z =0 n’'est pas a ['intérieur de 3

L’analyse complexe (Mathématique 4)
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—{ Proposition4.2 }
Avec les notations précédentes, I'indice vérifie :

1 ](’}/, Z()) € 7
2 Pour tout r > 0, le lacet v, : t € [0,27] — 20 +re™ a pour indice I(7, z0) = n

3 La fonction zy +— I(7,z2) est constante sur les composantes connexes de
C ([a, b]) et nulle sur 'unique composante connexe non bornee de C ([a, b]).

4 I(_’Ya ZO) = _1(77 ZO)'

5 Si vy et 79 sont deux lacets de meme origine, alors

I(vi + 72, 20) = I(71, 20) + L(72, 20)-

4.4 Théorémes de Cauchy

Dans le cas général, I'intégrale f7 f(2)dz dépend aussi bien de la fonction & inté-
grer f(z) que du contour d’intégration . Cependant, si une fonction est analytique
dans un domaine simplement connexe contenant un contour 7 , son intégrale ne
dépend que de la position des extrémités de v et ne dépend pas de la forme du
contour .

4.4.1 Domaines simplement ou multiplement connexes

Un domaine D du plan complexe est dit sim-
plement connexe si toute courbe fermée simple
de D peut étre réduite par déformation continue
a un point sans quitter D. Dans le cas contraire
D est dit multiplement connexe. b O:
Intuitivement, un domaine sans trous est simple-
ment connexe mais s’il posséde au moins un seul _

Simplement connexe

trou il est multiplement connexe.
Un domaine qui n’est pas simplement connexe
est appelé un domaine multiples connexe, c¢’est-

a-dire qu'un domaine multiples connexe a des

"trous" dedans. voir sur la figure, que si la courbe D Q
4 -, . , L, . C
C5 entourant le n trou z était rétrécie en un O :
: o . c
point, la courbe devrait éventuellement quitter 1

D. Nous appelons un domaine avec un "trou"

Multiplement connexe
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doublement connexe, un domaine avec deux 1
trous z triplement connexe, et ainsi de suite.
Le disque ouvert défini par |z| < 2 est un do-
maine simplement connexe, la circulaire ouverte
anneau défini par 1 < |z| < 2 est un domaine doublement connexe.

En 1825, le mathématicien frangais Louis-Augustin Cauchy a démontré I'un des
théorémes les plus importants dans l’analyse complexe.

—{Théoréme de Cauchy}

Supposons que f est une fonction analytique dans un domaine simplement
connexe D C C, que f’ est continue sur D et soit v un lacet dans D, alors

f;f(z)dz = 0.

Ce théoréme fondamental est souvent appelé théoréme de Cauchy, il est a la fois
valable pour des domaines simplement connexes ou multiplement connexes.

Preuve.

Supposons que f’ est continue dans le domaine D.

Alorssi f = u+iv et dz = dx+1idy, on sait que les dérivées partielles sont continues.
D’autre part, on a

ﬁf(z)dz = / u(z,y) +iv(z,y)|d(x + iy)

[

— /u(g;, y)dx — v(z,y)dy + i/v(:v, y)dr + u(x,y)dy

gl

gl
= /D(—%—g—Z)dxdy—Fi//Z)(%—g—Z)dxdy.

Puisque la fonction f est analytique dans D, alors les fonctions u et v vérifient les
conditions de Cauchy-Rieman dans tout point de D. Ceci implique que

éf(z)dz = 0.
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Exemple 4.10.

1. 7{22dz =0, pour n’importe quel lacet v car z* est entiére.
gl

2. j{ e“dz = 0, puisque f(z) = €* est entiere et que {z € C : |z| = 1} est
|z|=1
lacet dans C.

z z
3. dz =0, La fonction f(z) = est analytique partout sauf au
7{4;224—1 f 1&) =37 ytique p f
1

point z =i, donc, en particulier, a l'intérieur du cercle |z| = 3

Remarque 4.2.

L tmportance du théoreme de Cauchy réside dans le fait que nous n’avons pas besoin
de savoir si f a une primitive sur D. Si f avait une primitive sur D alors le résultat
suit immédiatement du théoreme fondamental de l’intégration sur un contour. Toute
fois, possédant une primitive est une hypothese extrémement forte sur f.

En 1883, le mathématicien francais edouard Goursat a montré que 'hypotheése de
la continuité de f’ n’était pas nécessaire pour arriver a la conclusion du théoréme de
Cauchy. La version modifiée résultant du théoréme de Cauchy est connu aujourd’hui
sous le nom du théoreme de Cauchy-Goursat.

—{Théoréme de Cauchy—Goursat}

Supposons que f est une fonction analytique dans un domaine simplement
connexe D C C, soit v un lacet dans D, alors

éf(z)dz = 0.

Exemple 4.11.

. d 1
Evaluerj{ —j , ot le contour C' est Uellipse (v — 2)* + Z(y —5)72%=1.
C <

1
La fonction rationnelle f(z) = — est analytique partout sauf a z = 0.
z
Mais z = 0 n’est pas un point intérieur a ou sur la contour fermée simple C.

Ainsi, on a que ¢ — =0
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Corollaire 4.1.

Soit C' et C des contours fermés simples
orientés positivement, ot Cy est intérieur

a C. Si une fonction f est analytique

dans la région fermée constituée de ces contours
et tous les points entre eux, alors

f f(Z)dZ = f(z)dz 244 g4
C C

4 2430

cY o

. ol - : x

. d
Exemple 4.12. Evaluer }1{ © :
crR—1

C' est le contour représenté sur la figure. i 2-2i

Nous choisissons le contour circulaire C7 plus pratique dessiné sur la figure. En
prenant le rayon du cercle r = 1, nous sommes assurés que Cy se trouve dans C.
En d’autres termes, Cy est le cercle |z —i| = 1, peut étre paramétré par z = i + €',
0<t<2r. Dez—i=c¢€" etdz=rie'dt on obtient

dz dz et
cZ—1 o 21 g et
—{Généralisation du théoreme de Cauchy}

Supposons C,C1,...,C, sont des courbes fer-
mées simples avec une orientation positive tel que
Ch,Cy, ..., C), sont intérieurs a C' mais les régions inté-

rieures a chacun C, k = 1,2, ...,n, n’ont aucun point
commun. Si f est analytique sur chaque contour et en
chaque point intérieur & C' mais extérieur a tous les Cy,
k=1,2,...,n, alors

7{Cf(z)dz = ; Ckf(z)dz.
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Exemple 4.13.

. d
Evaluer]g Q—Z, ou C est le cercle |z| = 3. y
c < +1

Dans ce cas, le dénominateur des
facteurs d’intégrande est
22+ 1= (2 —1)(z+1).Par conséquent,

(22 +1)

analytique a z =1 et en z = —1.

[intégrande n’est pas

Ces deux points se trouvent a l'intérieur
du contour C'. Utilisation partielle
décomposition de fraction une fois de

plus, nous avons
1 1 1 1 1

(2+1) 2iz—i 2iz+4d

dz 1 1 1
(2—:—. [ — .]dZ-
c(22+1) 2 Joz—i z+i

On entoure maintenant les points z = 1 et z = —i par les contours circulaires
Ch et Oy, respectivement, qui se trouvent entierement dans C'. Plus précisément,

1
le choix |z —i| = 5 bour Cioet|z+1 = 5 pour Cy suffira. Voir la figure, nous

dz 1 1 1
(2—:—. [ — .]dZ
c(22+1) 2 Jo'z—i z+i

1 1 1 1 1 1
= — - — Jdz + — [ - — ;

20 Jo,z—1 z+1 20 Je, z—1  z+1
1 dz 1 dz 1 dz 1 dz

= = e -+ = e .
20 Jooz—1 20 Jeoz+0 0 20 Jo,z—1 20 Jo, 241

POUVONS Ecrire

|dz

Parce que - est analytique sur Cy et en chaque point de son intérieur et parce

Z 41

que - est analytique sur Cy et en chaque point de son intérieur, que les deuzieme
Z—1
et troisieme intégrales sont nulles, il résulte que

d d
f Z,:2m'ety{ © — omi.
o, 21 o, 21

]{ dz 0
—=7a1 -7 =0.
)
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4.5 Primitives et intégration

Si f et F' sont holomorphes dans un domaine connexe D et telles que

F'(z) = f(2), alors F est appelée intégrale indéfinie ou anti-dérivée ou primitive de

f et est notée F(z) = /f(z)dz

Exemple 4.14.

d
On a d—(3z2 —4sinz) = 6z —4cosz, alors [(6z —4cosz)dz = 32* — 4sinz + ¢,

z

c € C. La fonction z — 32> — 4sin z est une primitive de z — 6z — 4cosz.

—— Théoréme fondamental de 'intégration
Soient f et F' deux fonctions holomorphes

dans un domaine connexe D telles que F'(z) = Im »
f(2). Si 2 et z; sont deux points quelconques | | )
de D, alors pour toute courbe C' de point initial | and

2o et de point final z1, on a

[ 1@as= [ F(2)dz = F(z1) = F(z0)

Cela signifie que si f est holomorphe alors la It ’
valeur de l'intégrale est indépendante du che-

min suivi pour aller de 2y a 2.

Exemple 4.15.

Evaluer | 2zdz de 20 =0 d 2, = 3 + 3i Im 2

le long decla parabole
Cyr={z(t) e C,t € [0,3] ou 2(t) = 5t* + it}, 1Cy
et le long du segment de droite

Cy ={z2(t) e C,t € [0,1] 0 2(t) = 3t + 3it}.

Cy

Sur la parabole C1, on a
1 2
2(t) = §t2 it = dz = 2/ (t)dt = (—gt +4)dt
et

51 2 1
/ 22dz :/ 2(=t? 4 it) (5t +i)dt = [(=t* + it)*] = 18i.
c, 0 3 3 3

Rez
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Sur le segment Cy, on a
2(t) = 3t + 3it = dz = 2/(t)dt = (3 + 3i)dt,

et
1
/ 22dz = / 2(3t 4 3it)(3 + 3i)dt = [(3t + 3it)*]; = 18i.
Cs 0

Par le théoreme fondamental de ['intégration

3+3i .
/ zdz = / 2zdz = [2]3T = 18i.
C 0

Nous observons comment il est plus facile d’évaluer ces intégrales en utilisant une
primitive, au lieu de paramétrer les chemins d’intégration.

4.6 Formule intégrale de Cauchy

Nous avons vu l'importance du théoréme de Cauchy-Goursat dans le évaluation
des intégrales de contour. Dans cette section, nous allons examiner plusieurs autres
conséquences du théoréme de Cauchy-Goursat. Incontestablement, le plus important
d’entre eux est le résultat suivant : La valeur d’une fonction analytique f en tout
point 2y dans un domaine simplement connexe peut étre représenté par une intégrale
de contour. Aprés avoir établi cette proposition, nous l'utiliserons pour montrer
davantage que : Une fonction analytique f dans un domaine simplement connexe
posséde des dérivées de tout ordres.

—— Théoréme :Formule de Cauchy

Imz

Soit f une fonction holomorphe a I'intérieur
d’une courbe fermée simple C' et sur C', soit z,
un point intérieur a C', alors

1 fz) o

21t Jo 2z — 2 | \_/ " Re:

ol la courbe C est décrit dans le sens direct.

f(Zo) =

Exemple 4.16.

. 2_4 4
1) Evaluerfﬂ
c zZ+1

Z

dz, ou C est le cercle |z| = 2.

2) Calculer dz,ou C ={z € C,|z — 2i| = 4}.

L’analyse complexe (Mathématique 4)
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1) Premic¢rement, nous identifions f(z) = 2* — 4z +
et zo = —1i comme un point dans le cercle C.
Ensuite, nous observons que f est analytique
en tout point a l'intérieur et sur le contour C.
Ainsi, par la formule intégrale de Cauchy on obtient

2 4z 44
fg%dz = i f(—i) = m(—8 + 6i).

2) En factorisant le dénominateur comme
224+ 9= (2 —3i)(z + 3i) on voit que 3i
est le seul point a ['intérieur du contour fermé
C' auquel [intégrande ne parvient pas a étre analytique.
Voir la figure Puis en réécrivant l’intégrande sous la forme

z

£ _z2+3i
2249 2-—3i

z

on peut identifier f(z)=

z
sur le contour C'. Par conséquent, a partir de la formule intégrale de Cauchy, nous
obtien

-. La fonction f est analytique en tout point dans et
?

z

7{ Sz = f 2300, — omif(3i) = 27m'? — 7.
| |

2 .
2—2i|=4 27 T 9 Z—2i|=4 # — 3 t

Formule de Cauchy pour les dérivées

Supposons que f est analytique sur un domaine simplement connexe D et C'
est un lacet inclus dans D. Alors pour tout zy dans l'intérieur de C', on a

¥

Exemple 4.17.
e

1 Calculerj{ —dz.
J apil=1 (27 + 1)

1
2) C’alculer% i

cmdz’ ot C est le cercle |z| = 1.
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eiz eiz (Z _ 2)2
1 7{ —dz:]{ : : dz:y{ ——dz.
) =1 (22 + 1)2. =1 (2 +1)%(2 —0)? o=t (2 +1)?
Posons f(z) =

o donc [ est holomorphe a Uintérieur du cercle |z +i| = 1
z—i

z =1 est a lextérieur du cercle |z +1i| =1, f'(z) = e(iz_zz_);) = f'(—i) =0,

67,2

e’ =g omi
dz = 7{ —dz = —f(0) = 0.
j{z+u=1 (22 +1)2 pij=1 (2 +1)? 2! (0)

2) L’inspection de lintégrande montre qu’il n'est pas analytique o z = 0 et
2z = =21, mais seul z = 0 se trouve dans le contour fermé. En écrivant le intégrande
en tant que

z+1
s+l i
242023 23
. : z+1 . \
nous pouvons identifier, zg =0, n = 2, et f(z):z o0 Le quotient la régle donne
f"(z) = 24 et donc f"(0) = 2 - 1. D’ot on trouve

(z + 24)3 4q

z+1 211 T
T ="y =24 5
j{Cz4+2iz3Z o/ O =7+

4.6.1 Généralisation de la formule de Cauchy

—— Théoréme 4.1
f : D — C une fonction analytique, et D = {z € C/0 <1 < |z — a|] < ro}.
Alors pour tout zq verifiant 0 < r; < 7] < |20 —a| <7r) <re,on a:

PRI S (IR B (O 1

27 ., 2 — 20 27 )., 2 — 20

Y

avec : 1(t) = a + rie' et yo(t) = a + rhe’
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—— Théoréeme 4.2
f : D — C une fonction analytique, et D = {z € C/0 <1 < |z — a|] < ro}.
Et soit v est le lacet

v :la,b] — C
tsyt)=a+re, ri<r <

alors pour tout z € D on a :

avec

_ ! /(z) ze :L 2)(z —a)" dz
Cp = A< —dz et dy - | f(2)( )"z

27i J., (z — a)"*! 274

Ou sous forme condensé :

f(z) = Zan(z —a)", ap, = —/f(z)(z —a) " ldz

neZ

Inégalité de Cauchy

Soit f une fonction holomorphe sur le disque D(zg, R), R > 0, alors f(z) est
développable en série entiére sur ce disque, de plus on a l'inégalité :

n!M

1) < 22,

ou M = sup |f(2)].

|2|=r

Preuve.
En utilisant la formule intégrale de Cauchy pour les dérivés nous avons

! ! n! M _n'M
770l < 2mi Jo |z — ZO\“+1| = 2mi R”“ ‘ A= mi R R"

—— Théoreme de Liouville
Supposons que f soit entier et qu’il soit borné dans le plan complexe, & savoir
|f(2)| < M pour tout z € C alors f est constant.

L’analyse complexe (Mathématique 4)



HAMROUNI Ahmed page : 64 Mathématique 4

Preuve.
Soit f(z) une fonction entiére et bornée c.a.d. |f(z)| < M pour tout z € C. D’aprés
I'inégalité de Cauchy pour tout 2y € C, on a

M
| f'(20)] < T — 0 quand R — +oo.

Donc | f/(z9)| = 0 pour tout zy € C ce qui montre que f est constante. O

Exemple 4.18.
1) Supposons que f(z) soit une fonction entiére et Re(f(z)) < ¢ pour tout z € C.
Alors que f(z) est une constante.

Puisque Re(f(z)) <c, ona

‘ef(z) < c.

‘eRe(f(Z))HIm(f(Z))

_ ‘eRemz))

Par conséquent, la fonction ef®) est uniformément bornée dans tout le plan com-
pleze, et par le théoréme de Liouville, il est constant en C. Alors f(z) est constant
en C.

2) La fonction d’une variable complexe définie par f(z) = cosz est analytique par-
tout et satisfait l'inégalité |cosz| < 1 pour tout x réel. Pourtant, ce n'est pas une
constante. Y a-t-il une contradiction avec le théoreme de Liouville ¢

Il n’y a pas de contradiction avec le théoréme de Liouville puisque |cosz| est non
borné en C. Le théoreme de Liouville ne peut donc pas étre appliqué.

4.6.2 Théoréme du Maximum

Une des conséquences importantes du théoréme de Cauchy est le résultat connu
sous le nom du principe du module maximum qui dit que pour une fonction holo-
morphe non constante f sur un domaine (ouvert et connexe) D, alors le module |f|
ne peux pas avoir un maximum (minimum) dans le domaine D.

Le principe du module maximum

Soient D C C un domaine (ouvert et connexe) et f: D — C analytique. S’il
existe a € D tel que |f(a)| < |f(2)| pour tout z € D, alors f est constante.
En d’autres termes |f(2z)| ne peut pas avoir un maximum dans D, sauf si f est
constante.

Preuve.
Supposons que |f| atteint son maximum en a € D c.a.d. |f(a)| = max |f(2)| > 0.
zE

Comme f est analytique, c¢’est une application ouverte, d’ot il existe 6 > 0 tel que le
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disque D(f(a),d) C f(D). Soit w = f(a) [H—W} .Alors w € D(f(a),0) et par

conséquent il existe z € D tel que w = f(z) et d’autre part, |f(2)| = |w| > f(a),
ce qui est une contradiction. [

Le principe du maximum oblige le module d'une fonction analytique non constante
a ne pas avoir de maximum local sur un ouvert connexe D. Ce maximum va donc
forcément étre atteint sur la frontiére 0D.
Le corollaire suivant est souvent nommé le principe du module maximum da a ses
divers applications aux problémes d’optimisation.

Corollaire 4.2.
Soient D C C un domaine (ouvert et connexe) borné, f : D — C continue et f
analytique sur D, alors

max | f(2)] = max|(2)].

z€D 2€0D

En d’autres termes |f| atteint son mazximum sur la frontiere 0D et nulle part
ailleurs.

Exemple 4.19.

1) Trouver le maximum de f(z) = 2z + 5i sur |z| < 2.

2) Trouver le mazimum de f(z) = 2*> + 5z — 1 sur |z| < 1.

1)On a
22 4 5i* = (22 + 51)(2Z — 54) = 4|2|* + 20Imz + 25.

D’apres le principe du maximum on a

max |2z+5i| = ]lfn|ax 122+45i] = 1‘rn|ax VAZ]2+20Imz 425 = /4 x 22420 x 2425 =9.
z|=2 z|=2

|2|<2
2) D’apres le principe du mazimum on a :
|22 + 52 — 1| < |z|* 4+ 5]z| + | — 1].

Puisque le module mazimum de f apparait sur |z| = 1, linégalité montre que le
module mazimum de f(z) = 2* + 5z — 1 sur la région est 7.
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Chapitre 5

Séries infinies, séries de Taylor, séries de
Laurent
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Introduction La formule intégrale de Cauchy pour dérivées indique que si une
fonction f est analytique en un point zy, alors il posseéde des dérivées de toutes
les commandes a ce moment-la. En conséquence de ce résultat, nous verrons que f
peut toujours étre étendu en une série entier centrée sur ce point. En revanche, si
f n’est pas analytique & zp, nous pouvons encore I'étendre dans un autre genre de
série connue sous le nom de Laurent séries. La notion de série de Laurent conduit
a le concept de résidu, ce qui, & son tour, conduit & une autre fagon d’évaluer les
complexes et, dans certains cas, des intégrales réelles.

5.1 Suites et séries de nombres complexes

Une grande partie de la théorie des suites et des séries complexes est analogue a
celle rencontrée dans la réalité calcul. Dans cette section, nous explorons les défini-
tions de la convergence et de la divergence pour les suites et séries infinies complexes.
De plus, nous donnons quelques tests de convergence de série infinie. vous étes invité
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a porter une attention particuliere a ce qui est dit sur la géométrie car ce type de
série sera important dans les sections ultérieures de ce chapitre.

5.1.1 Suites de nombres complexes

—— Définition 5.1

Une suite {zn} est une fonction dont le domaine est l'ensemble des entiers
positifs et dont la range est un sous-ensemble des nombres complexes C.Dans
autrement dit, a chaque entier n = 1,2,3,... nous attribuons un seul nombre
complexe z,

Une suite (z,) de nombres complexes converge vers un nombre complexe z, si

lim |z, —z| = 0.
n—+400
Donc si pour tout € > 0 il existe N € N tel que |2, —2| < e quand n > N. On le note

par zn — z ou lim 2z, = z. Si la limite existe elle est unique. Géométriquement
n—-+00

cela veut dire que le disque ouvert D(z,e¢) = {w € C : |z — w| < €} contient
une infinité d’éléments de la suite (z,) est son complément contient seulement un
nombre fini d’éléments de la suite (z,).

Exemple 5.1.
Etudier la convergence de la suite (2,,).

(a) zn:% (b) z, ="

n

i
(a) lim — = 0. Pour tout € > 0, posons N > L. Pour tout n € N on a,

n—+oco N
"Iz”l "]

1
=0 = - - <
n n

1
N < €.

(b) On ai*™ =1, "t =4, 42 = 1 et 43 = —,

La suite est divergente car elle posséde 4 points dSaccumulations distincts.

—— Proposition 5.1
Supposons que z, = T, + 1y, et z = x + iy. Alors, z, — z si et seulement si
Ty = T8 CL Uy = U

Exemple 5.2.
Trouver la limite de la suite (ay,) si elle existe.

(a) an =25+ (b) an = Z2- .
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(a) Re(a,) = 25 — 0 et Im(a,) =i — i donc a, — i.

(b) Re(a,) = H% — 0 et Im(a,) = 1}2‘))” — % donc a,, — %

5.1.2 Série de nombres complexes

—— Définition 5.2
Si (z,) est une suite de nombres complexes, z, = x,, + iy,, n = 1,2, ..
la somme infinie

*)

“+o00 +o0o +o0o
Zzn:an+i2yn:zo—|—z1—|—z2—|—...—|—zn—|—...
n=1 n=1 n=1

est appelée une série de nombres complexes et

n n n
Sp=Y 2= Tu+iy yp,n=12_.,
k=1 k=1 k=1

désigne la n-ieme somme partielle de la série.

+o0 +00
1. La série Z 21, converge si la suite (S,,) converge et Z Gy = nEI—Pm Sh.
k=1 k=1
+00
2. La série Z 2, diverge si la suite (5,,) diverge.
k=1
+00 +00
3. La série sz converge absolument si la série des nombres réels Z |2k
k=1 k=1
converge.
Remarque 5.1.
—+00 —+00 400
a La série Z 2 converge si et seulement st Z Rez;, et Z Imz; converge.
k=1 k=1 k=1

b L’élimination ou ['addition d’un nombre fini de termes a une série infinie ne
modifie pas la convergence ou la divergence de la série.

c Toute série absolument convergente est convergente mais la réciproque est fausse.

d Si une série est convergente mais n’est pas absolument convergente on dit qu’elle
est semi-convergente.
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—— Proposition 5.2

+o00
Si la série E 2 converge alors klim zr = 0. La réciproque est fausse.
——+00
+00
Si lim |zg| # 0,alors la série E 2y, diverge.
k——+o00 —

5.1.2.1 Série géométrique

Une série géométrique est toute série de la forme

+00
Zazk:a+az+az2+ +az" '+, aeC.
k=0

le n-iéme terme de la suite des sommes partielles est

S,=a+az+az>+ +az" L
Lorsqu’une série infinie est une série géométrique, il est toujours possible de trouver
une formule pour S,,. Pour démontrer pourquoi il en est ainsi, nous multiplions S,
par z,

2S, =a+az +az* + +az",

et soustraire ce résultat de .5,,. Tous les termes s’annulent sauf le premier terme de
S,, et le dernier terme de z5,, .

a(l —2"
Sn—zSn:a—az":Sn:g.
1—=z
a
Maintenant z" — 0 comme n — 400 chaque fois que |z| < 1, et donc S,, — :
—z

Dans les autres mots, pour |z| < 1 la somme d’une série géométrique est

a
—a+az+az’+ +az" P+ ...

11—z

Cette série géométrique diverge lorsque |z| > 1.
Si on pose a = 1, dans ’équation précédente on obtient

= Al T TRVl T
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Exemple 5.3.

“+00 N
142
La série infinie E (—g—kz)
k=1

, est une série géométrique. Elle a la forme donnée

1 1 5
avec a = —(1+2i) et z = 5(1 +2i). Depuis |z| = = < 1, la série est convergente

et sa somme est donné

N 1+ 2
§1+2z 75 142 1
T i+ d-w 2"
k=1 1—
5)
5.1.2.2 Les tests de convergence
+00
1. Test de comparaison : si |z;| < My et si la série Z M. est convergente, alors
k=1
+00
la série Z 2 converge absolument.
k=1
p +00
2. Test de d’Alembert : si ‘ "1 = [ alors la série Z 2. converge absolu-
k—>—|—oo 1

ment si L < 1 et diverge si L > 1. Quand L = 1 on ne peut pas conclure sur
la convergence de la série.

+00
3. Test de Cauchy : si klim V2| = L alors la série Z 21, converge absolument
——+00
k=1

si L < 1 et diverge si L > 1. Quand L = 1 on ne peut pas conclure sur la
convergence de la série.

Exemple 5.4.
Etudier la convergence des séries :

“+00 .
o+ 71
D).~

k=1
+00

(L+4)"

2) ]; T
= (2 — 2i)"

N T

k=1
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oo5n+7z'

7
‘ < — + — et les deux séries convergent, alors la série Z
k=1

5n+7z

Z)Ona’

n3
est convergente.

1 . 9 +o00 1 .
2) On a lim ﬂ = i JFZ‘:\/_<1 donclasemez (L+3)" est
N e NV e (3
convergente.

2 — 2 o (2 — 2i)"
3) On k1—1>I—I|—100 ] = — Z‘ =2 > 1, donc la série kz_; ﬁ est divergente.

5.2 Séries entiéres

Les séries entiéres sont importantes pour plusieurs raisons.

- Les fonctions les plus simples a étudier et surtout a évaluer sont les fonctions
polynomiales : il est donc naturel d’approcher des fonctions compliquées par des
polyndmes. - L’étude des séries entieres permet de préciser le domaine de validité
des développements de Taylor, c’est a dire le passage a la limite des approximations
polynomiales d’une fonction de classe €.

- Elles permettent de trouver des solutions a des problémes (par exemple des équa-
tions différentielles) pour lesquelles il n’y a pas de n formule explicite 7z donnant les
solutions. Elles sont aux fonctions ce que les développements décimaux sont aux
nombres réels.

—— Définition 5.3
On appelle série entiére en z = z; complexe une série de fonction de la forme

Zan(z — 29)", (5.2.1)
n=0

les nombres complexes a,, sont appelés les coefficients de la série entiére et le point
complexe zy est appelé le centre de la série.
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5.2.1 Domaine et rayon de convergence

—— Définition 5.4
Il existe un nombre positif R tel que (5.2.1)
converge pour |z — zp| < R et diverge pour | Diveiree
|z — 29| > R, cependant que pour |z — 29| = R B

~
w- N

elle peut ou non converger. Géométriquement Tie Sadi<E N,
si C' est le cercle de rayon R centré en zp, alors ’ (%\

la série (5.2.1) converge en tous les points in- o !
térieurs a C et diverge en tous les points exté- | | N : S, Rez
rieurs, elle peut ou non converger sur le cercle Seolo-T

C'. Les valeurs spéciales R = 0 et R = +00

correspondent aux cas ou (5.2.1) converge uni-

Im 2

z2— 20k >R

quement en z = zy ou converge pour toute
valeur (finie) de z. Le nombre R est souvent
appelé le rayon de convergence de (5.2.1) et le

cercle |z — 29| = R est appelé le cercle de convergence.

Exemple 5.5.
100 p41
Considérons la série entiére Par le test du convergence
n
n=1
Zn+2
. 1 . n
lim |25 = lim 1z| = |2|.
n—+00 n—+oomn 4+ 1

Ainsi la série converge absolument pour |z| < 1.Le cercle de convergence est |z| =1
et le rayon de convergence est R = 1.

5.2.2 Deétermination du rayon de convergence

—— Proposition 5.3
+00
Soit E a,(z — 2p)" une série entiére. Le rayon de convergence R est donné par

n=0

la relation : R = lim , critére de d’Alembert.

n—-+00

Anp+1

ou R = lim , critére de Cauchy, si les limites existent.

n—-+o0o ‘anl
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Exemple 5.6.
+00 +o0
6k + 1\ % n
Déterminer le rayon de convergence pour 1) ; <2k: ::: 5) (z —2i)%, 2) ; %
1 2 5 1
) R= lim ~ fim P02

11m = .
n—4o00 ‘anl n—-+oo 6N + 1 3

1
Le cercle de convergence est |z — 21| = 3

lim
n—-4o0o

9) R= lim M‘_
— ——| =

n—-40o00

ay, ‘
An+1
la serie est absolument convergente pour tout z € C.

lim (n+ 1) = 400,

n——400

5.2.3 Continuité, dérivée et primitive d’une série entiére

—— Proposition 5.4
400
Soit f(z) = Z an,(z — 2p)" une série entiére de rayon de convergence R Alors

n=0

pour tout z € D(zy, R) :
1. f est une fonction continue.

2. f est une fonction analytique (holomorphe).

+00
3. f est dérivable et on a f'(z) = Znan(z — 29)", et
n=0

400
F®)=> n(n—1)(n—2)..(n—k)(z — 20)" .
n=~k
(n) R
4. a, = / ('ZO) et f(z) = Z / ('ZO) (z — 20)", appelée la série de Taylor de
n! ~
f.

5. f est intégrable et dans son cercle de convergence |z — zy| = R, pour tout
contour C' se trouvant entiérement dans le cercle de convergence on a
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5.3 Séries de Taylor

Nous avons montrer dans la section précédente que toute série entiére

+00
Z an(z — 20)",
n=0

est analytique dans son disque de convergence D(zp, R). Dans cette section, on
montre que la réciproque est vraie. Toute fonction analytique dans un domaine D
est développable en série entiére dans un disque D(zy, R) C D

n.

ey =S L8 (53.1)
n=0

La série dans (5.3.1) est appelée série de Taylor de f centrée en a. Si le centre zg = 0
alors la série devient

flz) =) JO) (5.3.2)

et on 'appelle la série de Maclaurin de f.

—— Théoréeme de Taylor
Soit f : D — C une fonction analytique

(holomorphe) dans le domaine D. Alors f est

développable en une série entiére

+00
f(z) = ZO fn<!0>z", avec ‘
()
ap = (=) = 1.% /(5) ds,
n! 211 Jo (s — )"t
n=012.,00C={ze€C:|z—2| =R} D

est le plus grand cercle de centre 2z et de rayon

R orienté positivement inclus dans D.

Preuve.
Soi z € C tel que |z — 25| < R et w tel que |s — 29| = R. D’aprés la formule intégrale

de Cauchy
f2) = o § T

= — ds.
21 Jo s — 2
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Le facteur peut étre exprimer comme une série géométrique en fonction de
55—z
z— 2 z— 2
0 onn 0 <1 par
S — 20 S — 20
1 1 I S T | §<z—zo>n
s—z (s—z2)(z—2) s—z1-22 s—z4i=\s—x
qui converge uniformément vers et donc
5—z
f) = 5§ L
21 Jo s — zo
+oo n
(z — 20)
————ds
n= O
+o00
1 S
Z [ 7{ /s) 1d5] (z — 20)".
= 12mi Jo (s — 20)"

Mais d’apres la formule intégrale de Cauchy pour les dérivées, on a

(n) 1
ap = f(z0) = — j{ /(s) ds, n=20,1,2, ..,
n! 2711 Jo (s — z)"H!
Ce qui compléte la démonstration du théoréme. [

Exemple 5.7.
Supposons que f(z) =

est développée en une série de Taylor de centre

20 = 3i. Quel est le rayon de convergence R ¢ Trouver la série de Taylor.

La fonction [ est analytique partout sauf au point z = 1. Donc le rayon de conver-
gence est la distance enter 1 et le centre zy = 31,

= |1 —3i| = V12 + 32 = V10

Donc

1 1 1 1

+o00o .
z — 31\"
f(z)_l—Sz'—(z—Sz')_1—32'1—"_‘%_1—32'”2%(1—3@') '

1-3:
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5.3.1 Fonctions développables en séerie entiére

—— Définitionb.h

On dit qu’une fonction f : D — C définie sur un ouvert D de C contenant
+00

0 est développable en série entieére en 0 s’il existe une série entiére E a,z", de

n=0

rayon de convergence R > 0 et r €]0, R[ tel que, pour tout z € D(0;7) N D,

+00
f(z) = Z anz".
n=0

On dit qu’elle est développable en série entiére en zy € D si la fonction

z +— f(z — z) est développable en série entiére en 0. Dans ce cas, on appelle
développement en série entiére en zy de f la série > a,(z — 20)" telle que pour z
voisin de zp,

Exemple 5.8.
1) La série géométrique

1 X
:5 2" |zl < L
1—2 —

2)

1 1 +00

par rapport a z, on obtient

1
3) En différenciant 1

1 d 1 e
—(1—7;)2251—2:2”2 .|zl < 1.
n=1

4)D’autre part, en intégrant par rapport a z de 0 a z,

z 1 +00 ZnJrl
log(l —z) = = : < 1.
og(1=2) A 1— - §%n+1 2
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5) D’autres extensions utiles sont

+00  _p

; Z

e = g ol 2| < o0.
n=0

+00 2n+1

. n <
SN 2 = Z(—l) m, |Z‘ < Q.
n=0
+00 Z2n
cos z = Z(—l)"m, 12| < o0.
n=0 )

6) Trouver le développement de la série de Taylor en séerie entiere du fonction

1
f(z) = (z —2)(z —3)°

Puisque les points singuliers de f(z) sont z = 2 et z = 3, le le rayon de convergence
de la série de Taylor en puissances z est égal a 2. En utilisant fractions partielles,

on a
1 1

f(z):z—S_z—Z'

Nous développons chacune des fractions dans une série de Taylor dans le disque
|z| <2 . On a donc la série

111 1y
3 i)
qui converge pour
g <1, dest — —dire |z| < 3.
De méme, on a la série
111 1= [/2\"
2—2 21—: :_énz:;(i) ’
qui converge pour
g <1, dest — —dire|lz| <2,

ou alors

+00 1 1

flz) = Z <2n+1 - 3n+1>zn‘

n=
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5.4 Séries de Laurent

Le développement en série de Taylor représente une fonction qui est analytique
dans l'intérieur de son cercle de convergence. Il est fréquent de rencontrer des fonc-
tions qui sont analytiques dans certains domaines perforés comme une couronne.
Dans ces cas, la représentation en série de Taylor n’est pas la forme correcte pour
décrire le développement en série de puissance infinie de ces types de fonctions
complexes. Considérons la série

400
Z an(z — 2z9) "
n=1

Pour trouver la région de convergence de cette série, on pose w = . La série

Z — 20
devient une série de Taylor avec la variable w. Le rayon de convergence est
) Qn
R = lim ,
n—+00 | Ap41

et la série converge dans la région |w| < R équivalente a la région |z — z| > & = -
Plus généralement considérons une série avec des puissance positives et négatives
de (z — zp) de la forme

+00 +00
D an(z—20) "+ bz — 2)" (5.4.1)
n=1 n=1

Cette série est appelée une série de Laurent de centre z = zy. La série contenant
les puissances négatives est appelée la partie principale de la série de Laurent, et
celle des puissances positives est appelée partie analytique de la série de Laurent.
Posons

bn

n+1

Ap+1

et R= lim

n—-—+00

r = lim
n—-+00 an

La série de Laurent (5.4.1) converge dans la couronne

{zeC:r<|z—2]| <R}
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—— Théoréme de Laurent

Soit f : D — C une fonction analytique dans le domaine
D={zeC:r<|z— 2| <R}

Alors f est développable en une série de Laurent

+00

&) = 3 an(z—20)",

n=—oo

pour tout z € D et

1
ay, = }1{ IE) . n—0,+1.42,..
211 Jo (2 — zp) !

ou C' est un contour simple orienté positivement inclue dans D et contenant z = z
dans son intérieur.

C
D
Exemple 5.9.
1
1) Développer f(z) = en série de Laurent valable dans les domaines
/ pper f(2) (z+1)(z+3)
sutvants :
(a) |z] <1 (b)1<|z| <3 (c)|z|>3 (d)0<]|z+1]<2.
1
2) Développer f(z) = G120 = 3) dans une série de Laurent valable pour

(a)0<|z—1/<2 (b)0<]2z8] <2
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1) On a

f(Z)ZE[zj—l_ziS]

(a) Dans |z| <1 on a

1
Y
z+1 —
et§<1alors
1 11 _1%0(_ )n(f>n
:+3 31+: 34 3/
donc
1 +oo 14—00 PN 1 +00 1
e 3G -G
£(2) 2[;;( r =30 (5) | = (- )
1 2|
(b)Dan31<]z|<30naH<1et§<1,al0rs
z
1 11 1<, . /1\n
z+1221+§22nz:;(_1) (Z)
et .
1 1 1 1 Z\ "
ISy
243 31+2 SRZO( (3
donc . .
i 1 1 Z\ "
S g ()
=3 20 g~ g (5

3 1
(¢) Dans |z| > 3 onaﬂ< 1 etﬂ< 1, alors
z 2

O S o R S MR R

n=0 n=0 n=0
1
(d) Dans |z + 1| <2 on a 2+ 1] < 1, alors
1 1 1 1 1 & 2+ 1\n
: : SIS e
/) z+1(z4+1)+2 2z+1)14 2 2(z—|—1)nz_:( ) 2
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[z — 1]

2) (a)Dans le domaine |z —1| <2 onalz—1| <2 = < 1, donc on obtient

1 1 -t 1
f(z) = (z—=12-2+(2—-1) :2(3_1)21_2771’

donc

f(2) = Z(z_——ll)an::()(Z;l)n'

-3
(b)Dans le domaine |z —3| <2 onalz—3| <2 = 2= 3|

< 1. Pour obtenir des
puissances de z — 3, on écrit z —1 =2+ (2 — 3) et

1 1 1 ! L
A ) R PR e e =

- s 1 S G + (Y
1 1 3 1

:m_zq_ﬁ(z—i%)—g(z—i%)?—l—....
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Théoréme des résidus
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Nous avons vu que si une fonction complexe f a une singularité isolée en un
point zp, alors f a une représentation en série de Laurent

“+00

f)= > (z—=)"

n=—oo

qui converge pour tout z proche de zy. Plus précisément, la représentation est valable
dans certains voisinage de zy ou disque ouvert perforé 0 < |z — 2| < R.

Dans cette chapitre, tout notre focus sera sur le coefficient a_; et son importance
dans I’évaluation des intégrales de contour.

6.1 Les résidus et leurs calculs

On a vu dans le chapitre précédent que si f est analytique dans un domaine
D sauf en une singularité isolée z = zj, alors f est développable en une série de
Laurent valide dans un disque pointé {z : 0 < |z — 29| < R} C D

+00

f)= ) (z==)"

n=—oo

82
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—— Définition6.1
Le résidu de f au point singulier isolé z = zy est défini par

Res(f, zy) =

Donc le nombre complexe a_1, qui est le coefficient de dans le dévelop-

Z — 20
pement de la série de Laurent est appelé le résidu de f au point singulier isolé

20-

Sir < Ret C, =z +re?, 0 <t <2m, alors d’aprés le théoréme de Laurent, on

a
400
jI{ f(z dz—j{ Z an(z — 20)"dz = Z an% z — 29)"dz,
mais
0 i —1
j{ (zzo)"dz—{ _ 51n7é
C. 2w, sin = —1
d’ou
j{ f(z)dz = 2mia_q,
Cr
et donc |
Res(f,z)) = a- =5 . f(2)dz.
Exemple 6.1.
Calculer Res(f,3) et Res(f,3) si
1
N RSV EEE)

La série de Laurent obtenue dans cet exemple valable pour le voisinage supprimé
de z =1 défini par 0 < |z — 1| < 2,

a_
X —1
__z 4 1ozl
16 == oo 16 ’
—1
on voit que le coefficient de ] est a_y = Res(f(z),1) = e
Z Ju—
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On peut vérifier que dans la couronne 0 < |z — 3| < 2.

1
donc z = 3 est un simple pole et Res(f,3) = 1

6.1.1 Calcul des résidus

Pour obtenir le résidu d.une fonction f en z = zy on pourrait croire a la nécessité
d’écrire le développement de f(z) en série de Laurent dans le voisinage de z = 2.
Dans beaucoup de cas on peut déterminer le résidu sans passer par le développement
de Laurent.

Proposition 6.1
Soit z = 2y une singularité isolée de f, alors

(a) Si z = 2z est un pole simple de f,

Res(f,z) = lim (z — 2z9) f(2).

(b) Si z = 2 est un pole d’ordre n de f,

1 dn—l

Res(f, z) = (n—1)! ;Lrgo dzn—1 [(z = 20)" f(2)].

(c) Si f(z) = 9(z) ou g(zp) # 0, et h(zp) = 0 mais h'(zy) # 0, alors

h(z)
Res(f, z0) = fi]’((zz))
Exemple 6.2.
1) Trouver le résidu de f(z) = T +Z2;£z1— D en z = 1.
2) Trouver le résidu de f(z) = = 1;(2 —3 en z = 1.

1
3) Soit f(z) = — L calculer les résidus de f en tous les péles de f.
Z —_
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1) Le point z = 1 est un pole simple et le résidu en z =1 est

: . z+1 o241 2
Res(f7 1) - ,IZE%(Z_ 1)f(2) _iliri(z_ 1)(Z+2)(Z— 1) — £1£Iim = §
2) Le point z = 1 est un pole d’ordre 2, donc
1. d 5 oood o1 , —1 1
Res(hzo) = plimgle DG =g l—l=Ing e =1

8)Onazt—1=E*-1)Z2+1)==-1)(z+1)(z—1i)(z—1).

Les singularités z = +1,+1 sont des simples pdles de f. Si on utilise la formule

9(2)

f(z) = 1) avec g(z) = 1 et h(z) = 2* — 1, on aura
_g9lx) 1
Res(f? ZO) - h/(zo) - 42(3)
Donc on trouve :
—1 1
Res(f,—1) = e et Res(f,1)= 7

Res(f,—i) = T et Res(f,i) = Z

6.1.2 Reésidu a ’infini

Nous devons d’abord expliquer 'idée ici. L’intérieur d’une simple courbe fermée
est tout a gauche lorsque vous traversez la courbe. Le courbe C' est orientée dans le
sens inverse des aiguilles d’'une montre, donc son intérieur contient tous les poles de
. Le théoreme des résidus dit que l'intégrale sur C' est déterminé par les résidus de
ces poOles. D’autre part, I'intérieur de la courbe —C' est tout a 'extérieur de C' . Il n'y
a pas de poles dans cette région. Si nous voulons le théoréme des résidus a retenir
(ce que nous faisons - c’est si important) alors la seule option est d’avoir un résidu
a oo et de le définir comme Nous faisions. La définition du résidu a l'infini suppose
que tous les poles de sont a l'intérieur C' . Le théoréme des résidus implique donc.
Si f admet un développement de Laurent pour z trés grand, alors on peut toujours
définir le résidu de f au voisinage de ISinfini. Considérons l'expression f(z)dz, si z

est au voisinage de I'infini alors — se trouve au voisinage de 0. Posons ¢ = —, on a
z z
-1 1
donc f(z)dz = = (;)dt dt, d’ont la définition :
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—— Définition6.2
Soit f : C — C une fonction analytique au point z, et
C={z€C.|z| > R,R >0} .On appelle residu de f a I'infini, le nombre
-1 .1

Res(f,00) = Res(g,0) avec g(z) = ") (;)

Exemple 6.3.
Soit . 5
Z —_—
J2) = z2(z —1)
Auparavant, nous avons calculé
(z)dz = 10mi.
|z|=2

en calculant les résidus a z = 0 et z = 1 . Recalculez cette intégrale en calculant
un seul résidu a l'infini.

i(l)_i 2-2 5-2uw

w w w () -1 w(l—w)
On calcule facilement que

Res(f,00) = ~Res(—3f(-1),0) = —5

es(f,00) = es(—3f(-),0) =

Puisque |z| = 2 contient toutes les singularités de on a

f(2)dz = —2miRes(f,o0) = 10mi.

|z|=2

Remarque 6.1.
1) Posons :

= 1,1 a

n
f@) =) "= —5f0)=) 5
n=—0o0 nezl

D’ou l'on tire : Res(f,00) = —a_1, et donc :

Res(f,0) + Res(f,00) =0
2) Si f(z) se présente sous la forme f(z) = g(%) alors

Res(f,00) = —g'(0).
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6.2 Théoréme des résidus

Nous arrivons maintenant a la raison pour laquelle le concept des résidus est
important. Le théoréme des résidus de Cauchy indique que, dans certaines circons-

tances, nous pouvons calculer les intégrales complexes ¢ f(z)dz en additionnant

C
les résidus aux singularités isolées de f se trouvant a l'intérieur du contour fermé

C.

—— Théoréeme des résidus

Soit D un domaine simplement connexe et
C' un simple contour fermé se trouvant entiére-
ment dans D.Si une fonction f est analytique
sur et dans C', sauf en un nombre fini de points

singuliers isolés z1, 2o, ..., 2, dans C', alors

}éf(z)dz = 2mi Z Res(f(2), zk)-

i.e. L.intégrale de f(z) le long de C' est égale
a 2mi fois la somme des résidus de f(z) en les

singularités contenues dans C'. Notons que le
théoréeme de Cauchy et les formules intégrales
sont des cas particuliers de ce théoreme.

Preuve.

Supposons que C1, Cy, ..., C), sont des cercles centrés en 21, 2o, ..., 2,, respectivement.
De plus supposons que chaque cercle C, est positivement orienté et son rayon 7y, est
tel que C1, Cy, ..., C), sont mutuellement disjoints et tous a l'intérieur de C. Voire
la figure ci-dessous. on a vu ¢a

f(2)dz = 2miRes(f(z), z1),
Ck

et ainsi par théoréme de Cauchy-Goursat pour la multiplication domaines connexe

]{f dz—z f dz—QWZZRes 2k).

on a
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Exemple 6.4.
1) Calculer

1
j{(z— 1)2(2_3)612, ou le contour C' est,
(a) le rectangle défini par x =0,z =4,y = —1 ety =1,

(b) le cercle |z| = 2.

2) Calculer

6Z
7{4—612, ou le contour C' est le cercle |z| = 2.
¢ 2t 4523

(a) Puisque les singularités z =1 et z = 3 sont dans le rectangle alors on

74 L - 11
D o1 — gy T 2milBes(y 1) + Res(f, 3)] = 2mil =g 4 4] = 0.
(b) Seule la singularité z =1 est dans le cercle |z| = 2, donc
1 1 7
7{ G—12(-— B)dz miRes(f,1) i i

2) On a z* +52% = 23(2 + 5) donc 2 = 0 est un pole d’ordre 3 et 2 = —5 est un
pole simple, mais seul z = 0 est dans le cercle |z| = 2, donc

%ﬁdz = 27TiR€S(f, 0)
1 2 5 €

= iy I 2 S 1)
o (2482 +1T)e?
= m lim
2—0 (z+5)3
177 .
= ——1.
125

]

6.3 Application du théoréme des résidus au calcul intégral

Le calcul d’intégrales définies peut souvent étre effectué en utilisant le théoreme
des résidus a une fonction et a un contour convenable dont le choix peut demander
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une grande ingéniosité.
Dans cette section, nous verrons comment la théorie des résidus peut étre utilisée
pour évaluer les intégrales réelles du formes

2m
/ F(cosb, sind)db, (6.3.1)
0
+00
f(x)dz, (6.3.2)
+00 400

f(x)cosaxdr, et f(x)sin axdz (6.3.3)

6.3.1 Evaluation des intégrales trigonométriques réelles
27
Intégrales de la forme / F(cosb, sinf)db
0

L’idée de base ici est de convertir une intégrale trigonométrique réelle de forme
(6.3.1) en un complexe intégrale, ot le contour C est le cercle unité |z| = 1 centré
a l'origine.

Pour ce faire nous commencons par paramétrer ce contour par z = e, 0 < § < 2.
On peut alors écrire

i0 | —if i0 _ —if
dz = ie"dp, cosf = ﬁ, sinf = < .e
2 21
. 1 .
Puisque dz = ie%df = izdf et 271 = = = 7 ces trois quantités sont équivalentes
z
A d 1 1
z
df = =, cosf=—(z+z1), sinf=—(z—271). 6.3.4
= e+ S (634)

La conversion de I'intégrale en (6.3.1) en une intégrale de contour est accomplie en
remplagant tour a tour df, cosf et sin§ par les expressions en (6.3.4) :

]{CF(%(Z +27h), Qli(z _ Zﬂ))?_j

ou C est le cercle unité |z| = 1.

Exemple 6.5.
1) Calculer

2 1
/0 (2 + cos H)Qda'

L’analyse complexe (Mathématique 4)




HAMROUNI Ahmed page : 90

2T 1
| g
o O+ 3sind

Lorsque nous utilisons les substitutions données en (6.3.4), la valeur trigonomé-
trique donnée intégrale devient ['intégrale de contour 1)

7{ 1 dz_j{ 1 dz_4]{ z
c(2+3(z+20))2iz C(2+ﬂ>2i2_i c(+4z+1)
2z

A partir de la formule quadratique, nous pouvons factoriser le polynéme 2> +4z+1

Mathématique 4
2) Calculer

de.

comme 22+ 4z 4+ 1 = (2 —21)(2 — 22), o 21 = =2 — /3 et zp = =2+ /3.
Nous,lintégrande peut s’écrire
z z

(2442412 (z—21)%(z — 20)%

Parce que seul zy est a 'intérieur du cercle unité C', nous avons

§ s = 2R (7)),

Pour calculer le résidu, on note d’abord que zo est un pole d’ordre 2,

Res(f(z),2) = lim i(z — 2)f(z) = lim b _ 2 1

2=z dz

cmmdz (z—21)2 6V3
Do,

. é Lomi 4, 1
;ji (22 + 42 + 1)2dz - ;27TZR€5(f(Z), 29) = —.2Mi.——=

i 67/3
et enfin,

2m
/ b AT
o (24 cosh)? 3v/3
2)C={2eC,|z| =1}

7{ 1 dz }'{ 2 p }'4 2 p
— = z = Z.
c(5+3%(z—21)) iz Jo (322 +10iz —3) 2= 3z +14)(2 + 30)

— 2
Puisque le nombre — est le seul pdle de

ut appartient a lintérieur
(32 +1)(z +30) P
du cercle |z| =1, alors par le théoréeme des résidus

/2” L o oip ( 2 —i) 0 i 2
————db = 2miRes —) =2M—— =
o O+ 3sinf (3z+1i)(z+3i)" 3

3(F + 30)

v
5 .
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6.3.2 Evaluation des intégrales réelles impropres

+o00
Intégrales de la forme f(z)dx

Supposons que y = f(z) est un réel fonction définie et continue sur lintervalle

400
[0, +00).En élémentaire calculer l'intégrale impropre I; = f(x)dx est défini
0
comme la limite .
I = = 1 3.
1= f@) Rgf(}@/ fla (6.3.5)

Si la limite existe, l'intégrale I est dite convergente, sinon c¢’est divergent.L’intégrale

impropre [o = / f(x)dx est défini de la méme maniére :

I = / f(x)de = Jim_ / fa (6.3.6)

Enfin, si f est continue sur (—oo, +00), alors f (x)dx est défini comme étant

+00

+00 0
i f(z)dz = /_ f(x)dx + i f(x)dx = I + L. (6.3.7)

a condition que les deux intégrales I; et Iy soient convergentes.
on peut alors I’évaluer par

+Oof( = lim / f(x (6.3.8)

R—+o0

La limite en (6.3.8), si elle existe, est appelée valeur principale de Cauchy (V.P.) de
I'intégrale et s’écrit

+00
P. = i 6.3.9
Vib | Jle)yde = lim / f(z (6.3.9)
+o00
Pour évaluer une intégrale f(x)dz, ou la 1
fonction rationnelle f(z) = ]% est continue
q(x

sur (—o0, +00), par théorie des résidus on rem-
place x par le variable complexe z et intégrer
la fonction complexe f sur un contour fermé
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C' qui se compose de lintervalle [—R, R] sur
I'axe réel et d’'un demi-cercle C'r de rayon suf-
fisamment grand pour englober tous les poles de

fla) = A

Im(z) > 0. Voir la Figure . Nous ont

R ‘ k=1
ﬁf(z)dz = - f(z)dz+/_R f(x)dx = ZWZER:Res(f(z) z

ou zx, k = 1,2, ...,n désigne les poles dans le demi-plan supérieur. Si on peut mon-

dans la partie supérieure demi-plan

trer que l'intégrale, f(z)dz — 0 comme R — o0, alors on a
Cr
+0o0
P. = 1 =2 3.1
% i f( R—lg—loo/ flz)dx = mZRes (6.3.10)
Exemple 6.6.

FEvaluer la valeur principale de Cauchy de

+00 1
/_Oo =0

Soit Cr
. ] 3i
(AR P R P e e R // -

>

X
-R . R

on prend C' le contour fermé constitué par
Iintervalle [—R, R] sur le l'axe des z et le
demi-cercle Cr de rayon R > 3. Comme on le
voit sur la figure,

1 R 1 1
dz — da-+ dz = I,+1,,
740(22+1)(z2+9) : /_R @2+ D2+ 9" /C (211297 T

et
I + I, = 2wi[Res(f(2),1) + Res(f(2), 37)].
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Auzx poles simples z =1 et z = 3i on trouve respectivement,

1 1
Res(f(z),1) = 6 et Res(f(z),3i) = TR
POUT qUE
1 1 T
L b =2mi|— - —| = .
AT T
Alors . 1
T
V.P. dr — —
/—oo (2 4+ 1)(2249) =19

Il est souvent fastidieux de devoir montrer que l'intégrale de contour le long
de Cg tend vers zéro lorsque R — oo0.Conditions suffisantes dans lesquelles ce
comportement est toujours vrai sont résumés dans le théoréme suivant.

—— Théoréme6.1

p(2)

Supposons f(z) = ) est une fonction rationnelle, ot le degré de p(z) est n
q(z

et le degré de q(2) estm > n + 2. Si Cg est un contour semi-circulaire z = Re,

0 <6 <m, alors, f(2)dz — 0 comme R — oo.
Cr
Exemple 6.7.
. +00 1
FEvaluer la valeur principale de Cauchy de / 5 dx.
oo A+ 1

Par inspection de [intégrande, nous voyons que les conditions données dans le

o, 1
Théoreme récent sont satisfaits. De plus, nous savons que f(z) = 1 a des
z
poles simples dans le demi-plan supérieur en z; = e™/* et zo = €*™/*. Nous avons

également vu dans cet exemple que les résidus a ces les poteaux sont

1 1. 1 1
—4\/5—4\/52 et RGS(f(Z),ZQ):4\/§_4\/§

l.

Res(f(2),21) =

Alors

+00 1 ' T
V.P. /_OO o lda: = 2mi[Res(f(z), z1) + Res(f(2), 22)] = o
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6.3.3 Evaluation des intégrales réelles impropres

+0o0 400
Intégrales de la forme f(z)cos axdx, et f(z)sin axdx

+oo
Parce que les intégrales impropres de la forme f(x) sin axdzr sont rencontrés
0.0}

dans les applications de 'analyse de Fourier, ils sont souvent appelées intégrales

de Fourier. Les intégrales de Fourier apparaissent comme parties réelles et ima-
+00

ginaires dans l'intégrale impropre f(z)e"™*dz.En vue de la formule d’Euler
o0

1o}

' = cos ax + 1sinax, ou « est un nombre réel positif, nous pouvons écrire

+o00 +o0 +00
f(z)e ™ dr = f(x) cos axdr + i f(x)sin axdz (6.3.11)

chaque fois que les deux intégrales du membre de droite convergent. Supposons
f(z) = p(x)/q(x) est une fonction rationnelle continue sur (—oo, o). Alors les
deux Les intégrales de Fourier dans (6.3.11) peuvent étre évaluées en méme temps

en considérant l'intégrale complexe, f (z)emzdz, ol a > 0, et le contour C a

nouveau se compose de l'intervalle [—C}%, R] sur l'axe réel et d'un contour semi-
circulaire C'r avec un rayon suffisamment grand pour enfermer les poles de f(z)
dans la moitié supérieure plane.

Avant de procéder, nous donnons, sans preuve, des conditions suffisantes sous dont
I'intégrale de contour le long de C'r tend vers zéro lorsque R — oc.

—— Théoréme6.2

Supposons f(z) = f]% est une fonction rationnelle, ol le degré de p(z) est n

et le degré de q(2) estm > n + 2. Si Cg est un contour semi-circulaire z = Re®,

0 <6 <, alors, / f(2)e?dz — 0 comme R — oo.
Cr

Exemple 6.8.
T sinx

dx.
2 +9 v

+00
Evaluer la valeur principale de Cauchy de /
0

Notez d’abord que les limites d’intégration dans ['intégrale donnée ne sont pas de
o0 a 00 comme requis par la méthode qui vient d’étre décrite. Cela peut étre résolu
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en observant que puisque ['intégrande est une fonction paire de x (vérifier), on peut

écrivez N N
* rsinx 1 X rsinx
dr = — —d 6.3.12
/0 219" 2/_00 249 (6.3.12)

on forme maintenant 'intégrale de contour j{ e“dz,alors

022+9

R .

z rsinx , iz o

}I{C 2 9° dz—i—/R $2+9dx:2mRes(f(z)e , 31),
. _

B 1
=3 23

Ze’LZ

27

Res(f(2)e”, 3i) =

Ensuite, a partir du théoreme 6.18, nous concluons | f(2)e?dz — 0 comme R —
Cr

o0, et donc

T rgin g 1 T
VP/O x2 + 9d.§C = QWZ@ = gl.

T reinx T rcosx [T rsing
dr = dr +1 dx.
o x2+9 o X249 oo 249

L’équivalence des parties réelles et imaginaires dans la derniére ligne donne le ré-
sultat

Mais

T rsinx T

T xcosw
V.P./_ x2+9d:c:0 de mme que V.P./_OO 332+9de5'

Enfin, compte tenu du fait que lintégrande est une fonction paire, on obtient la
valeur de ["intégrale prescrite :

T rein g 1 [T rsing T
5 dr = = dr = —.
o 249 2 ) o 249 2¢3

6.3.4 Le principe de argument et le théoréme de Rouché

e.¢]

Contrairement a la discussion précédente dans laquelle le I'accent était mis sur
I’évaluation des intégrales réelles, nous appliquons ensuite la théorie des résidus a
I'emplacement des zéros d’une fonction analytique. Pour arriver a ce sujet, nous
devons Considérons d’abord deux théorémes qui sont importants en eux-mémes.
Dans le premier théoréme, nous devons compter le nombre de zéros et de poles d’un

Y
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fonction f qui se situent a l'intérieur d’un simple contour fermé C'; dans ce comptage
nous incluons 'ordre ou la multiplicité de chaque zéro et pole.par exemple, si

(z— 1) (z — 94z +1i)?

A F e T A

et C est pris pour le cercle |z| = 2, puis controle du numérateur de f révéle que les
zéros & l'intérieur de C' sont z = 1 (un zéro simple) et z = —i (un zéro de ordre
ou multiplicité 2). Par conséquent, le nombre NO de zéros a l'intérieur de C' est pris
étre Ng = 1 4+ 2 = 3. De méme, l'inspection du dénominateur de f montre, apreés
factorisation de 2% — 2z + 2, que les poles a l'intérieur de C' sont z = 1 — i (pole
d’ordre 2), z = 1 + ¢ (pdle d’ordre 2) et z = ¢ (pdle d’ordre 6). Le nombre N, de
poles a I'intérieur de C' est considéré comme N, = 2+ 246 = 10.

—— Principe de 'argument

Soit C' un simple contour fermé entiérement a l'intérieur d’'un domaine D.

Supposons f est analytique dans D sauf en un nombre fini de podles & I'intérieur
de C, et que f(z) # 0 sur C. Alors

1 !/
,ff@wzm—M
21t Jo f(2)
ot Vg est le nombre total de zéros de f a I'intérieur de C' et IV, est le total nombre

de poles de f a I'intérieur de C. Pour déterminer Ny et N, les zéros et les poles
sont comptés selon leur ordre ou leurs multiplicités.

Le résultat suivant découle de la principe d’argument. Le théoréme est utile pour
déterminer le nombre de zéros d’une fonction analytique

—— Théoréeme de Rouché
Soit C' un simple contour fermé situé entiérement dans un domaine D. Suppo-
sons que f et g soient analytiques dans D. Si I'inégalité stricte |f(2) — g(2)| <
| f(2)| est vrai pour tout z sur C, alors f et g ont le méme nombre de zéros (comp-
tés selon leur ordre ou leurs multiplicités) a l'intérieur de C.
Version II.
Si f et g sont analytiques dans et sur un contour fermé C' sur lequel f ne s’annule
pas et aussi |g(z)| < |f(z)|, alors f et f + g ont le méme nombre de zéros dans

C.

Exemple 6.9.
1) Montrez que les zéros de g(z) = 2°+32+1 se trouvent tous a lintérieur de|z| < 2.
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2) Trouver le nombre de zéros du polyndome
F(z) =20 —7% -2z 41,
a Uintérieur du disque unité D : |z| < 1.

1)Soit C : |z| = 2 et choisissons f(z) = 2°.

Alors |f(z) —g(z)| = | =32 —=1] < 3|2|+ 1 =T sur C.

Aussi |f(2)| = 2° = |2]> = 25 = 32 sur O,

Donc |f — g| < |f] sur C, et le théoréme de Rouché s’applique.

Puisque f a5 zéros (tous a z =0), alors g a 5 zéros a Uintérieur de |z| = 2.

2)Soit F(2) = f(2) + g(2), ou f(z) = =720+ 1 et g(z) = 2'0 — 22,

Alors, pour tout z sur le cercle unité C : |z| =1
fR) == +1 < |-70 —1=7-1=6,
et
g(2)| = |20 — 22| < |2%0| 4+ 22| =1+ 2 =3.
Dou |f(2)| > |g(2)| >0,z € C.

Par conséquent, par le théoréme de Rouché, le nombre de zéros de F(z) a l'inté-
rieur du disque unité, D : |z| < 1, est égal au nombre de zéros de f(z) = —725+1
en D. En résolvant 'équation f(z) =0, on obtient z = 7-1/0e7/6 | = 0,1, ...,5.
Par conséquent, F(z) a six zéros dans D.
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Chapitre 7

Exercices

7.1 Exercices du premier chapitre

Exercice 7.1. Ecrire sous forme a + b les nombres complexes suivants

241 21
A= (1+iV3)5 ré B= ]
(1+1iv3)5, reponse- +1—|—z” reponse-

1 -

1—12\° 14 cosf +isinf

C= () réponse I8 D — ——, réponse [DISICOS0 IS0
1+ P 1+ cosf —isinf P

Exercice 7.2. Mettre sous forme trigonométrique les nombres complexes suivants :

a=1+1, réponse - b=1-— z'\/g, réponse _
1413
—1

Exercice 7.3. Calculer les valeurs de [’expression suivante :

Exercice 7.4. Déterminer l’ensemble des points du plan complexe défini par :

(0 Fmati1= 1, reponse G
B
0 2 =2, e G

z—51 27 P '
P
S
1) = o120, rionse

98

NN =
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7.2 Exercices du deuxiéme chapitre

Exercice 7.5. Calculer les limites suivantes :

. 1l—cosz |
2—0 z
1
b) im 2 + réponse
4 _
2—1 2
1
z—00 22 +
2
2—00 z
I
0l = rponac _'
Z— Z

2|2
(f) il_I)I(l) — reponse

: 62Z +1
(g) lim — réponse
Z—>—§Z 6
) r 2y2 5172 _
g) lim —5 y2 réponse

Exercice 7.6. La fonction f est-elle continue en zy ?

-1
E si z#1, zg=1,

=1 e

\3 st z=1
#yyz si (x,y) =(0,0), 2z =1,
0 si (z,y) # (0,0),

z
1
z
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Exercice 7.7. Résoudre dans C, les équations suivantes :

(1)e**™ = 3v/3 + 3i réponse _
(4)2isinz 4 e = 141 réponse _
(5)coshz =0 réponse _

Exercice 7.8. Trouver toutes les valeurs de nombres suivants :

DEEmp—
201+ reponse ST
1+ réponse TS

(4) [(1 + i)l_i] o réponse _

7.3 Exercices du troisiéme chapitre

Exercice 7.9. Trouver les dérivées des fonctions suivantes :

(a)f(z) = 42° — 32 + 52 + 11 réponse _
10 27 e

(@5(6) = cos¥(02 +.31) reponse I EESHOREREREGI

Exercice 7.10. Déterminer si les fonctions suivantes sont analytiques. :

(a)f(z) = 5Z 4+ 2z réponse -
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(b)f(2) = 3|2|* — 22 réponse -
(c)f(2) = 2° 4+ 92 + 1. réponse -

Exercice 7.11. Déterminer le domaine d’analyticité des fonctions suivantes :

(@)](2) = gy méponse D=C—{2,-2i} .

r—1 : y ,
(0)f(2) = T z(x Yy réponse _
(&) f(2) = 2% — 422 + 7. réponse [D=C .

Exercice 7.12. (Equations de Cauchy-Riemann)
Soit f(z) = u(x,y) + w(x,y), trowver le conjugué harmonique v(zx,y) de u(x,y)
pour que la fonction f soit analytique, et exprimer f(z) en termes de z.

(= 20(1-+1) reponse BN

(2)u = 2* — 3wy* +y réponse

u = osmmhx cosy—2x+( reponse .
5 3 sinh 2x+7 ré
u = z+e" Y cos(2x réponse .
6 * Y

T
7) u = ——— réponse )
(7) z? + y? P _

7.4 Exercices du quatriéme chapitre

Exercice 7.13. (Intégrales curvilignes) (Toutes les courbes sont dans le sens di-
rect. )Calculer :

(1) I, = /(m—Qiy)(derz'dy), C est la parabole y = x* de (0,0) a (1,1) réponse -
c

2
(2) I, = /(2y + 22)dz + (3r — y)dy, C est la parabole y = % +3de (0,3) a (2,4)
c
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(3) I3 = /C(z3 +22)dz, C est le cercle |2| =2 de 2i & — 2 réponse [Iy =4dir .
(4) Iy = /0(22 —Z)dz, C est z(t) =2cost+isint de 2 a i réponse _
(5) Iy = /Cz_H?’idz,, C est le cercle |z| = 2 réponse : _
(6) Is = /C(x2—z'y2)dz, C est la parabole y = 2% de (1,2) & (2,8) réponse :-
(7) I; = /02’2dz, C' est le polygonale O(0,0) — A(1,0) — B(1,1) réponse : -

Exercice 7.14. (Primitives)
Calculer les intégrales suivantes :

144

0
"Inz .
1 Z
241
0
142
1—i

Exercice 7.15. (Formule intégrale de Cauchy)
(Toutes les courbes sont dans le sens direct.)Calculer les intégrales suivantes :

dz
1) L :7{ réponse :
R S IR sy tmf oyt mmmise =G
e?*dz
(2) I, = ]{ réponse : :
=3 (2 + 1)

z+1
Is = dz.si t:
(3) I3 ?{z(z—l)(z—i—Z) 58T €8
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b) Le cercle |z| = % —j{ f(z )d _|_% 9(z) dz g(z):Z—H

2(z +2)

c¢) Le rectangle de sommets —4 + i, —4 — 1,2 + 1,2 — i.

o f()d+]{ g<>d+]g h()d IERESEN

7.5 Exercices du cinquiéme chapitre

Exercice 7.16. (Domaine de convergence )
Trouver le rayon de convergence des séries suivantes :

(0.9]
2 n—1
(1) % réponse :

(0.] )’I’l
— n

Z 'I"GPO nse

.¢]

Z a 2 n+1 (z —21)" réponse :
— 2i)

n:0

5) Z sin(in)(z +2)" réponse : _
n=1

Exercice 7.17. (La somme d’une série )
Trouvez la somme des séries suivantes :

(1)

(e.¢]

S 1
E o reponse
=1
00
E n 2" 'reponse

o)
E reponse
n
n=2
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Exercice 7.18. (Développement en série de Taylor)
Donner le développement en série de Taylor de :

3
(D) f(z) = i - 2 au voisinage de zp =0, , réponse -
—z

1
LT _
(3)f(2) = 2%e* au voisinage de z =0, , réponse -
14 222
25+ 2z

2
z

Exercice 7.19. (Développement en série de Laurent)
Donner le développement en série de Laurent de :

1 1 1 1
- j dans 1 - -
(a) f(2) Y ans 1 < |z] <3, f(z z—|—3

(b) f =—dansl<|z—2|<2 f(z -

(@) 1) o dans 3 <[+ < 4o, f(2) = ¥ ]

o) f(z) = ans z 00,

(z —2)( z+1 z+11—z—+1’

réponse
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(d) f(2) = L_Q) dans |2| > 2, f(z) = %ﬁ réponse -

z(z

3z —3 1
© dans = <|z—1|<2

(2z—-1)(z —2)
(f) f(z) = €¥* dans 0 < |z| < oo, réponse -

z

- dan50<|z—|—1|<oo

7.6 Exercices du sixiéme chapitre

Exercice 7.20. (Points singuliers)
Déterminer les singularités et leur nature :
1) 16) = gy réponse e e aE
(2) f() = . 7
z) = ————, réponse .
el
) SC) = g reponse RN AR oEa
z) = réponse
11e P
ezil
) (2 = . réponse EERRNIEEGAEOIESISHTG
er —1
1 —cosz 3
5) 120 = S reponse OGS SR

z
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Exercice 7.21. (Calcule des résidus.)
Calculer le résidu en tous les poles a distance finie :

22— 2z
W) fG) = e T

(2) f(z) = ——, possede des poles double en z = kr, k € Z,
 sin?z

cos z.cosh z
3 —
(3) f(2) 23 sin z. sinh 2

possede un pole double en z = —1 et des poles simples en z = £21,

, possede un pole d'ordre 5 en z = 0,

4) f(z) = —, n € N possede un pole d'ordre n en z = —1,
(5) f(z) = ﬁ, possede un pole double en z = 0 et des poles simples en z = 1,
2%(z —

¢ enz=1est: réponse

e e R () =2
_,
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Exercice 7.22. (Utilise le théoréme des résidus pour calcule les intégrales.)
Utiliser le théoréeme des résidus pour calculer les intégrales sur les contours indi-
qUES :

1 —sinz
(1) I, = 7{ ——dz, puisque il y a deux singularités lintérieur de |z| = 2,
|2]=2 AN A
2t

ez

(2) I, = 7{ z2(z2 Gy 2)dz, puisque il y a trois singularités a l'intérieur de |z| = 2,
|2]=2

(3) Iy = j{ Q—dz puisque il y a un singularit’a Uintrieur de |z — 1| =
p1=1 2°(2 = 1)

dz |
4) I, = - A : l +é & lintéri d == . |
(4) I ]|{z+1| P ucune singularité a lintérieur de |z+1] 5 réponse -

(5) Is = j{ PeVdz, puisque il y a un singularit’a Uintrieur de |z +i| = 2,
|z+i|=2

tan z
(6) Ig = j{ dz, puisque il y a trois singularités a l'intérieur de |z — 1| = 2,
|z|=2

Z

sin z

7) I = dz, puisque toutes les singularités sont situées sur le cercle

5 (Y
=2 (27 = 1)(2* + 1)

d 25
(8) Is = 7{ % C: 2’ 4y* = R et y > 0, puisque il y a un singularité a l'intérieur

o (22 +4)%
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Exercice 7.23. (Utilise le théoreme des résidus pour calcule les intégrales réelles.)
Calculer les intégrales sutvantes par la méthode des résidus :

S 2
(1)a>b>011—/0 m—/cf(z)dz el =1, f2) = i(b2? + 2az + b)’

—a+vVa?—b?
b

T cos 30 25 +1
(2)12:/0 5—4cosf :__/f Jdz, Ozl =1, f(z) = 222 —1)(z2 —2)

les poles qui se trovent a l'intrieur du plan supérieur sont z; = 0 et 2o = -

2041
232z —1)(z — 2)’

Seul le pole o = appartiennent au demi plan superieur,

T grsinx |
3 I = d l l ZZd ’ _
b /_Oo 2 o 4100 O caanons Lf(Z)e 2,01 f(2)

vy=CU[-rr], et C:|z|=r, Im(z) >0, /f(z)eizdz = 2miRes(f(2)e'*, z1)
v

puisque le pole de f qui se trouve a lintrieur du v est zy = 1 + 3i,

/ f(z)eizdz—i—/ f(z)e™dx = 2miRes(f(2)e*, z1) = i(cos 1—3sin 1)—1—%@(3 cos 1+sin 1),
c —r

3e? e?

r—00 C

+o0 1
(4) I :/0 (1:(?—8;2)261!:13, on calculons [Yf( z)e “dz,0u f(z ) = m

vy=CU[-rr], et C:|z|=r Im(z) >0, /f(z)eizdz = 2miRes(f(2)e', z1)
gl
puisque le pole de f qui se trouve a l'intrieur du v est 2, = 1,

% /Cf (2)edz + % / flw)edr = 2miRes(f(2)e", i) =

9

o
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r—0o0 C

—+00 eax ea'z

5) Is = dr, 0 < Re(a) <2, f(2) = ——,

O (@) <2 f()=
puisque les poles de f qui se trouvent a l'intrieur du v sont z = 62”/3, 29 = 64”/3,

(6) Is = /+00 rdu on calculons /f(z)dz ou f(z) = -
T ) @+ 1)@+ 22+ 1) . ’ T (24122 +22+1)

v=CU[-rr], et C:|z| =r, Im(z) >0, /f(z)dz = 2mi[Res(f(z), z1)+Res(f(z), z2)],
gl
puisque les poles de f qui se trouvent & l'intrieur du v sont z1 =i, 2 = —1 41,

/f( )dz + lim rf( )dx = 2mi[Res(f(2),i) + Res(f(2), —1 +1)] = ;g
C r—00
lim [ f(z2)dz =0, réponse -
r—00 C
1

+oo dr
I — ! p—
(7) I /_oo 115 on calculons Af(z)dz,ou f(2) Ry

y=CU[-rr71], et C:|z| =1 Im(z) >0, /f(z)dz = 2miRes(f(z), z1)

g
puisque le pole de f qui se trouve a l'intrieur du vy est 2y = 2 + 1,

[ 1@+ 1im [ payan =7,
c

r—00

lim [ f(z)dz =0, réponse -
r—0o0 C

+00 d:l? ) 1
(8) Is = /_OO o o calculons /vf(Z)dZ’OU f(z) = o A CU[—r 1],
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et C:|z|=r, Im(z) >0, /f(z)dz = 2mi[Res(f(z), z0) + Res(f(2), z1) + Res(f(2), z9)],

i i
puisque les poles de f qui se trouvent & lintrieur du v sont zy = §—|—§ 21 =1, 29 = —5t5

f )dz + lim ' f( Jdx = 2mi[Res(f(2), z0) + Res(f(2), z1) + Res(f(2), z2)] = 2?#,

r—00
lim [ f(z)dz=0, réponse -
r—o0 [

400 1
9) [9:/ x41 dx, on calculons /f Ydz, 0t f(z) =

0o L

22 4+1
24 4+1

Y

v=CU[-rr], et C:|z| =71, Im(z) >0, /f(z)dz = 2mi[Res(f(z), z1)+Res(f(z), z2)],

im/4 i3m/4
)

puisque les poles de f qui se trouvent a l'intrieur du v sont z = e

/Cf(z)dz + Tli_)rg@ /_T f(z)dz = 2mi[Res(f(2), z1) + Res(f(2), )] = V2,

lim [ f(z)dz =0, réponse -

21 = €

r—00 [
T n(a? + 1 In(2%2 +1
(10) Iy 2/0 Ilg—le)da:, on calculons /Wf(z)dz,ozl f(z) = %,

vy=CU[-r71], et C:|z| =7 Im(z) >0, /f(z)dz = 2miRes(f(2), z1),
2l

puisque le pole de f qui se trouve & l'intrieur du v est z = 1,

" " ' In(z% +1 1
ti e+ 1ot [ 2 e s

In(z2+1
r—o0 o Z +1
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