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Préface

Ce document contient des cours et des exercices avec solutions détaillées en < méthodes
numériques pour la résolution des équations différentielles ordinaires (EDO) et équations aux
dérivées partielles (EDP) > pour les étudiants de troisieme année mathématiques appliquées
systeme LMD, Il couvre le programme proposé par le Ministere de I’Enseignement Supérieur et
de la Recherche Scientifique pour le sixieme semestre. Le document n’est pas destiné seulement
aux étudiants de mathématiques mais a toutes les disciplines et chercheurs dans les domaines
scientifiques qui sont confrontés a des problemes qui conduisent a des équations aux dérivées
partielles qui n’ont pas de solution analytique, mais qui peuvent étre résolues numériquement.

Dans ces pages, nous avons proposé aux étudiants et chercheurs une introduction a la méthode
des différences finies pour la résolution des équations différentielles ordinaires et aux dérivées
partielles, en donnant le principe de cette méthode et comment 'appliquer a des modeles de
problemes en utilisant quelques schémas numériques, ainsi que 1’étude de la consistance, la sta-
bilité et la convergence de chaque schéma. Et non seulement cela, mais nous avons donné une
introduction simple a la méthode des éléments finis, qui est la méthode la plus importante pour

résoudre des problemes complexes.
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Chapitre 1

Rappels sur les différents théoremes

d’existence

Ce chapitre contient un petit rappel sur les théoremes d’existence et d’unicité locale et globale
de Cauchy Lipschitz avec quelques exemples et exercices corrigés, pour plus d’expansion, vous

pouvez consulter quelques refférences comme [3], [4], [7], [8] et [18].

1.1 Notations, définitions et notions préliminaires

Soit I un intervalle de R, U un ouvert de R”, f une fonction continue de I x U dans R".

Définition 1.1. (Equation différentielle ordinaire) Une équation différentielle ordinaire est une
relation entre la variable réelle t, une fonction inconnuet — y(t) et ses dérivéesy'(t),y" (1), ..., y™
au point t définie par

Fty @),y ),...,y"™) ) = 0. (1.1)

On dit que cette équation est scalaire si F' est a valeurs dans R.

Définition 1.2. (Equation différentielle normale) On appelle une équation différentielle normale

d’ordre n toute équation de la forme

y () = f (&Y' (0,9 1), ") (). (1.2)



Exemple 1.1. FEquation différentielle du premier ordre sous la forme normale

y = f(t,y) OU%Zf(t,y)-

Définition 1.3. (Solution) On appelle solution (ou intégrale) d’une équation différentielle d’ordre
n sur un intervalle I de R, toute fonction y définie sur un cette intervalle I, n fois dérivable en

tout point de I et vérifie cette équation différentielle sur I. On notera en générale cette solution

(y, ).

Définition 1.4. Soient (y,1I) et <ﬂ,]~> deux solutions d’une meéme équation différentielle. On
dit que <g], 1:> est un prolongement de (y,I) si et seulement si I C Iet gl =v.

Définition 1.5. (Solution mazimale et solution globale)

Soient (1) et (I3) deux intervalles.

1. On dit qu’une solution (y,I) est maximale dans I si et seulement si y n’admet pas de

prolongement (7, 1:) solution de I’ équation différentielle telle que I; & IC L.

2. On dit qu’une solution (y, I;) est globale dans Iy si et seulement siy admet un prolonge-

ment y défini sur lintervalle Iy tout entier.

Remarque 1.1. Toute solution globale sur un intervalle I est maximale sur I, mais la réciproque

est fausse.

1.2 Réduction a une équation du premier ordre
Considérons 'EDO d’ordre n, (n > 3)
F(t,y/'(6),y"(t),....y" (1) =0,
ou y est a valeur dans R™ (on prend m = 1 en générale) et
F:RxR"xR"x..xR" — R".

On fait le changement d’inconnues Z = (y,y'(t),y"(t),...,y™ V). On a alors Z € (R™)". On
note alors Z = (21, 2, ..., z,) ol chacun de z; = y~% € R™, i =1,...,n. On se trouve alors avec
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des relations entre les z;

, .
2, =Ziv1, t=1,..,n—1,

F (ta yla ylla tee 7,y(n)) (t) =0.

On se ramene alors a une équation du premier ordre, a une variable et n inconnues du type

/ / /
G (t, 21, 225 vy Zny 215 2oy eeey 20) = 0.

oy A

Cas particulier : (n = 2) (F scalaire)

F(tyy,y") =0,

cette équation peut se ramene a une équation du premier ordre a deux inconnues, z; et z5 : On

pose z; = y et zo = ¢/, on obtient
Z] = 29,
F(t, 21, 29,27, 25) = 0.
Exemple 1.2. ay” + by’ + cy = d. On considérant z; =y, 2z = y/.
2] = 22,

bz + azh = —cz +d.

/

1 0 Z1 0 1 21 0
= +
b a 2o —c 0 29 d

1.3 Théoremes d’existence et d’unicité

On s’intéresse a des systemes différentiels de type suivant
u'(t) = f(t,u(t), (t,u) el (1.3)
Ou : U un ouvert de R x R™ et f: U — R™.

Définition 1.6. Le probléme de Cauchy correspondent a I’équation (1.83) est la recherche des

solutions u de (1.3) tel que u(ty) = ug

ul<t> = f(tv u(t))v (tv u) ey,

U(to) = Ug.

(1.4)



Définition 1.7. Une solution du probléme (1.4) sur un intervalle ouvert I de R, avec la condition

initiale (to,up) € U et ty € I est une fonction u: I — R™, telle que
1. Pour toutt € I, (t,u(t)) € U.
2. Pour tout t € I, u'(t) = f(t,u(t)).

3. 'Lb(to) = Ug.

Notation :

Pour x € R", |z| désingne la norme euclidienne de .
Si f:U CR" — R"™ est une application différentiable en x € U, on notera indifféremment

sa différentielle par f'(x) ou Df(z).

Définition 1.8. Une fonction f : U C R"™ — R"™ est une application Lipschitzienne de rapport
k sur U si
|f(ur) — f(ug)| < k|up — ug|, pour tous (uy,uy) € U?. (1.5)

Définition 1.9. Une fonction f: U C R" — R" est localement Lipschitzienne sur R, si pour

tout uy € U, il existe un voisinage V,,, C U de ug tel que f|vu0 soit Lipschitzienne sur V,,.

Exemple 1.3. La fonction x — \/x est localement Lipschitzienne sur R, mais pas Lipschit-

zienne.

Définition 1.10. Une fonction f : I x U — R" est dite continue et Lipschitzienne sur U

uniformément par rapport a t € I, si
1. f est continue sur I x U.
2. 1l emiste k > 0 telque
|f(tur) = f(tu2)| < klug — uaf,
pour tout t € I et tout (uy,uy) € U
Définition 1.11. Une fonction f: I x U — R™ est dite continue et localement Lipschitzienne
par rapport a u € U uniformément ent € I, si

1. f est continue sur I x U.



2. Pour tout (to,uo), 1l existe un voisinage Vi, x V., C I x U de (to, uo), telque fly, v, soit

Lipschitzinne sur V,,,, uniformément par rapport a t € Vi, .

1.3.1 Théoremes de Cauchy-Lipschitz

Théoréme 1.1. (Ezistence locale et unicité)
Soit f - I xU — R™ continue sur I x U, localement Lipschitzienne en u € U uniformément en

t € I. Pour tout (to,ug) € I x U, le probléme de Cauchy

W(t) = f(t,ult), (tu)€IxU,
U(to) = U,

admet une solution (u,1,), (to € 1,). De plus la solution unique sur I,.

Théoréme 1.2. (Ezxistence locale d’une solution mazximale)

Toute solution (u, I,,) se prolonge en une solution mazimale (pas nécessairement unique).

Théoréme 1.3. (Existence d’une solution mazimale et unicité) Les hypothéses sont celles du
théoreme d’existence locale.

Pout tout (to,up) € I x U, il existe une solution mazimale unique (u, I(to,up)) de (1.6) vérifiant
u(to) = up.

L’intervalle mazimale I(ty,ug) = (t~(to, uo),t (to, uo)) est ouvert dans I. De plus t~ vérifié

t~ =infI ou lim min <d(u(t), ou), ﬁ) =0.
u

t—t—

De méme t vérifié

tt =supl ou tlirtri min (d(u(t), ou), ﬁ) =0
Théoréme 1.4. (Condition suffisante d’ezistence de solution globale)

Soit f : U — R™ une application continue sur un ouvert U = J xXR™ ou J C R est un intervalle
ouvert. On suppose qu’il existe une fonction continue k : J — R, telle que pour tout t € J fizé,
Uapplication y — f(t,y) soit Lipschitzienne de rapport k(t) sur R.

Alors, lunique solution mazimale de l’équation v = f(t,u) est globale (i.e. définie sur J tout
entier).

10



Exemple 1.4. On considére ’équation différentielle v’ = |u| + |¢| .
f:RxR— R tel que f(u,t) = |u| +|t|. f est une application Lipschitzienne par rapport a la

second variable. En effet :
|[f(t,ur) = ft uz) = [lua] + [¢] = Jua| — [¢]] = [Jua| = |ual| < ur — uaf.

Remarquant que u' > 0 pour tout t et que pour tout (0,ug) passe une solution mazximale unique
(. J).
1.4 Exercices

Exercice 1.1. Justifier ’existence de ['unique solution locale pour le probléme suivant

y(t)=4+y(t),

(1.7)
u(0) = 1.
Calculer explicitement cette solution et donner son domaine de définition.
Exercice 1.2. Méme questions de [’exercice 1.1 pour le probleme
y(1) = (y (1)
’ (1.8)
u(0) = 1.
: . ) e
Exercice 1.3. Soit f : R — R donnée par f(t,z) = 4t4 okl (t,x) # (0,0) et f(0,0) =0. On
x
sintéresse a l’équation différentielle
a'(t) = f(t, z(t)) (1.9)

1. L’application f, est-elle continue ? est-elle localement lipschitzienne par rapport a sa se-

conde variable ?.

2. Soit ¢ une solution de (1.9) qui est définie sur un intervalle I ne contenant pas 0. On
définit une application ¥ par p(t) = t*,t € 1. Déterminer une équation différenticlle (E)

telle que @(t) soit solution de cette équation, puis résoudre cette équation (E).

11



1.5 Corrigé des exercices

Corrigé de I’exercice 1.1

Il suffit de vérifier les hypotheses de Cauchy-Lipschitz :
La fonction y — f(y) est de classe C* pour tout y € R et ainsi elle est localement lipcshitzienne.

On a: ¢y (t) =4+ y(t). Par séparation de variables, on trouve
d
/ ey / dt
4+y

=mld+yt) = t+k,

k une constante a déterminer a ’aide de la condition initiale
Injd+y| =to+k = k=1In(5)

= |44yl = 5et.
Cet égalité donne deux solutions possibles pour le probleme :

y(t) = —be' — 4 ne vérifier pas la condition initiale.

Donc, la seule solution est la fonction

y(t) = 5e' — 4, pour tout t € R.

Corrigé de I’exercice 1.2

Vérification des hypotheses de Cauchy-Lipschitz :

fly) = yg est de classe C! pour tout y # 0 et ainsi elle est localement lipcshitzienne au
voisinage de yy = 1.

Calculons I'unique solution du probleme de Cauchy. Car y # 0 au voisinage de yg = 1, par

séparation de variables on trouve

/t y/(gldt = /tdt
to 1y (t)3 to

k une constante a déterminer a 1’aide de la condition initiale

3
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alors

IO -
= ) F=-Jr+1
5. 178 1
= y(t)=|—ct+1| =
’ { s } (2t +1)°

avec t > %, la fonction y(t) elle-méme existe pour tout ¢ # %, mais elle la solution du probleme

uniquement dans l'intervalle {t eER, tqt > %} (contenant la condition initiale).

Corrigé de 1’exercice 1.3

A3z
t = —_——

de fonctions C'°.

si (z,t) # (0,0) est de classe C'™ en tant que quotient, somme et produit

2% x
t4 + 22

Lo|f @t )] = [2t].

<|2t] — 0= f(0,0). f est donc continue en (0, 0).
(t,2)—(0,0)
f n’est pas localement lipschitzienne au voisinage de (0, 0) car sinon il existerait k, o, 8 € R

tels que t € |-, af ,x € |-, (] et
|f(t,2) = f(£,0)] < k|z—0].

D’ou

437 4¢3
pran < k:a::>—t4+x2<k;

4
= n < k,Vt€]0,qf,

ce qui est absurde.

Nous ne pouvons pas appliquer le théoreme de Cauchy-Lipschitz.

2. (¢, I) solution de (1.9) avec 0 # I.



d’ot1 en exprimant tout en fonction de ¢ () :

YA+ @) 2

@O A=9 @) A+ @)

(1+ 9% (t)) B 1+ 1 B 1
)AL= @)1+ () @) 1—-v{) 1+v(t)

d’ou

, 1 1 1\ 2
Vi) (w@)*l—ww - 1+w<t>) =7

En intégrant par rapport a t, on obtient

oW [
n| ] = ml
v )

42
= 1—1/12(75)_@'

Y (t) est donc une racine de I’équation

ct*P? (t) + 1 (t) — ct* = 0,

donc
—1+£+V1+4c2t4
ct
d’ou
(t) —1+£+1+4c2t4
2 = .
2c

14



Chapitre 2

Méthode de différences finies

monodimensionnel

La méthode de différences finies consiste a remplacer les dérivées par des différences divisées
ou par combinaisons de valeurs ponctuelles de la fonction en un nombre finis de points discréts

[1], [2], [5], [12], [13], [14] et [16].

2.1 Discrétisation du domaine

Soit I = [a, b] un intervalle de R. On dit que (74)y<j<y4; une subdivision de I'intervalle [a, b]
si,
xp € [a,b], VO <k <N+1 et vérifiés :
Top=a<T1 <Ty<..<zxTNy<Tyny =D

Pour 7 =0, ..., N, on note hH% = T;11 — x; et on définit le pas du maillage par h = max hi+%.

a b
| | |
}—‘— ———————— I | | ‘I
X0 Xi-1 Xt Xieg XN+1

FIGURE 2.1 — Discrétisation du domaine en dimension 1.
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2.2 Principe de la méthode de différences finies

Le principe de la méthode de différences finies (DF) consiste a se donner un certain nombre
de points du domaine, qu’on notera, (z,x,...,2x) € RY. On approche 'opérateur différentiel
par un quotiont de maniere a en déduire un systeme d’équations en fonction d’inconnus discrétes

représenter des approximations d’inconnu u aux points de discrétisation.

FIGURE 2.2 — Points médians de la grille.

Effectuont d’abord un développement de Taylor au voisinage de x; a 1'ordre 3.

W) = ulaorh) =) + o )+ 2O ) o (1),
u(rii1) = u(r;—h)=u(r;) — h% (z;) + };2 gz (z;) + o (h?).
La soustraction de ces deux relations donne
u(Tip1) —u(ximg) = Zh% (z;) + o (h?). (2.1)

On note w; = u (z;),Vi =1,..., N. La relation (2.1) devient

Ju
Uig1 — Uj—1 = Zh% (Iz) +o0 (h3) .

Ce qui permet d’obtenir le schéma d’ordre 2 (centré) pour approximer la dérivée premiere de u

en z;
ou Uiy — U

5 (@) = T‘l +o(n?). (2.2)

Effectuons un développement de Taylor au voisinage de x; d’ordre 4,

du h* 5%u h3 8%u A
u(@in) = u(@ith) =) +ho (@) + o o0 (@) + gr 55 (@) +o (n%),
du h? 0%u h3 0%u

u(riy) = u(x;—h)=u(z;) — h% (x;) + 5 5y () — 3N 5%, (z;) + o (h?).

16



En faisant la somme de deux égalités, on aboutit a

62
Uj+1 + U1 — QU,Z = h2aTZ (Iz) “+ 0 (h4) .

Ce qui permet d’obtenir le schéma d’ordre deux pour approximer la dérivée second de u

@ (:) = U1 — 2U; + Uiy
2z h?

+o(h?). (2.3)

Autres schémas d’approximation : D’aprés le développement de Taylor au voisinage de z;,

on a
ou 9
u(ri) = u(m)+ hf)_x (z:) + o (h?)
u Cu(mign) —u ()
= ax ('xl) - h +0(h‘)7
un schéma decentré avant.
Si on utilise le point x;_; :
ou 9
u(ris) = u(w)— h% (zi) + o (h?)
ou Cu(wg) —u(Ti)
= % (xl) - h +o (h) ’

schéma decentré arriere.

2.3 Exemple simple en dimension 1 avec conditions de

Dirichlet

Considérons 1’équation différentielle suivante
—u" (z) = f(x),z €0,1],
u(0) =a,u(l) =p.

(conditions de Dirichlet non homogenes)
f : une fonction continue.

Le maillage est construit en introduisant N + 2 points (Nceuds) x; avec ¢ = 0,..., N + 1,

17



régulierement espacés avec un pas h, la quantité u; désignera la valeur de la fonction u(z) au

Neeud z;.
2
En utilisant ’approximation de 2 au moyen d’'un schéma centré d’ordre 2, est ainsi
x
Uil — 2U; + Ui ,
o h; L= f, pouri=1,.., N,

ou f; = f(zi).
La derniere expression représente un systeme de N équations et N inconnus peut s’écrire sous

forme d’un systeme comme suit :

i=1: a5 (—uo + 2uy — up) = fi, (up =u(0) = )
1=2: h—lz(—u1+2u2—u3):f2,
i=3: e (—ug 4 2ug — uy) = f,

(2.4)

1=N—1: % (—un—2 +2un_1 —un) = fn_1,
L

1=N:
\

(unt1=u(l) =5).

oz (—un—1 + 2uy — uny1) = fn,

Ce systeme linéaire peut étre écrire sous la forme matricielle suivante

2 -1 0 0 Uy [ Ji+ 7z
1 2 -1 us £,
0 -1 2 -1 us [
% Uy Ja
0
-1 2 -1 UN—1 -1
0 0 -1 2 || uv | [ fv+i|

2.4 Discrétisation de conditions aux limites

Considérons le méme probleme avec conditions mixtes de Dirichlet-Neumann

—u"(x) = f (z),z €[0,1],

u(0) = a,u’ (1)

3.

Les modifications du probleme discrétisé par rapport au cas précédent sont les suivantes :
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- Tout d’abord, le nombre d’inconnus a été changé, N + 1 inconnus u; pour ¢ variant de 1 a
N+ 1.

- D’autre part, il faut discrétiser la condition de Neumann /(1) = 5 :
Utilisons 'approximation décentré arriere d’ordre 1

UN+1 — UN

u(1) = u(enm) = ——

Sous forme matricielle :

En ajoutant I'équation +(uxy; — uy) = (3 au systéme (2.4), on obtient

h
[ 2 1 0 o [ w | [hr+sa]
-1 2 -1 U Ja
0 -1 2 -1 Uus fs
% Uy f4
0
-1 2 -1 uy I
|0 0 -1 1 | |uvs| | g |

2.5 Exemple 2

Soit le probleme aux limites elliptique suivant :

—u" (z) + 2*u(z) = f (z),z €]0,1],
u(0) =wu(l) =0,

ot f € C([0,1],R).

On se donne un pas du maillage h =

N1 est une subdivision de |0, 1[, notée (zx)o<k<n+1 avec :

I0:0<I‘1<$2<...<I’N<I'N+1:1.
En approchant u”(x;) par quotient différentiel par développement de Taylor, on obtient

1 2 _ S
ﬁ(2uz — Uiy1 — ui—l) +‘rzu1 — fi7 = ]-7 "'7N7

Up = UN+1 = O, N
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ou u; est l'inconnue discrete associée au noeud ¢ (¢ = 0,..., N + 1), on pose uy = uyy1 = 0,

x; = ih = 2? = (ih)?, f; = f(x;).

On peut écrire ces équations sous la forme :

1
72 (—uim1 + 2+ PPz))u; — upr) = f;, 1<i <N,

Up = UN+1 = 0.

. 1
Pour:=1": ﬁ(—uo+(2+h4)u1—ug) = f1, (uo =0),
1
i=2: 55 (—w1 + (2 + 4h*)us — us) = fo,
1
1=3: e (—uQ+(2+9h4)u3—U4) = f3,

. 1
1=N: 73 (—uN_1 +(2+ N*hYuy — uN+1) = fn, (unyi1=0).

On peut écrire sous forme matricielle Apuy, = by, avec

ont 1 0 0| [ ]
-1 2440 -1 U2
0 -1 249n* -1 us3
A, = % , Up = Uy
0
-1 2 —1 UN-1
0 e 0 =1 2+N2h4_ | un |

2.6 Exemple numérique

h
f2
fs
i

S
Y

Pour la validation numérique, nous exécutons un code numérique créé en langage MATLAB,

pour un probléeme dont nous connaissons déja la valeur exate de la solution.

Pour cela, nous considérons le probleme suivant

—u’" +6u=f(x), x€]-1,1],

u(—1)=u (1) =0.
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Ou f(z) = (—4z* — 6)e”’. On peut vérifier que u (z) = (22 — 1) e” est une solution exacte de
(2.5).

Le code numérique que nous avons utilisé pour obtenir les résultats requis est donné dans ce
qui suit :

e e e e e e et e L e e e e L L e L e e L e L L L L
£%%%%% Solution de l'éguation u" (x)+6u(x)=(-4%x"4-&) *exp (x"2) par ITTTEEEI
EEEEEREE la méthode de différences finies EELEELEELEEREER
FEFEFIEEEERRY  solution exacte: TUexa(t)=(C"2-1l)*exp(T"2) FETTTEEFRTREEERRR
e e e e e e et e L e e e e L L e L e e L e L L L L
H=input {'H="):
h=2/ {H+1});
L=zeros (H,H) :
B=zeros (H,1):
for i=1:H+2
Z{1)=(1i-1)*h-1;
Ue{i)=((x({i))"2-1)*exp((x(i))"2)~
end
for i=2:H
A(l,1l)y=-(2+6*h"2):; A(i,i)=-(2+6*h"2);
Afi-1,1i)=1;
Afi,i-1)=1;
B{l)=-h"2* (-4* (x (1)) "4-6) *exp((x(1))"2);
Bli)=-h"2*{-4*(x(i))"4-6)*exp((x(i))"2)~
end
V=inv (A} *EB;
TUap=[0:V:;0]:; % solution approchée par différences finies.
figure (11}
plot(x,Uap, 'r-*",x, U, "b—+")
legend({'Solution par différences finies','Solution exacte')
Xlabel {"x"}
ylabel {("U(x) ")
print —-dpdf Figure-11.pdf
open Figure-11.pdf

Les figures suivantes représentent la différence entre la solution exacte et la solution ap-
prochée obtenue par la méthode de différences finies pour la discrétisation N = 20; 50; 100 et 200
respectivement.

Dans chaque figure, nous avons dessiné les deux solutions exacte et approchée pour illustrer

la différence entre elles dans chaque cas.
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\ —+#— Solution par différences finies f
—+— Solution exacte
—o2l =
i
04l ) I
+ ",‘
-06F Y ]
= +
Y
-0} Lo A 4
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o — —I/
. " i
-1+ *. B e = e B
¥ —
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1 —+— Solution exacte
ol 7]
* f
¥ 4
04l ;§ 4 1
i b
ool & i
. Y
£ % f
; %
-0.8 L - 7
et
1k i
—12} i
14 L L L I I I I I I
=1 -0.8 -06 -04 -0.2 o] 02 0.4 086 08 1

N = 100.
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I\ —#— Solution par différences finies|
\ —+— Solution exacte
-02f i
§ i
-04F % A
T i+
06 " + 4
06 B 4/
) X\ o
= i A
-08f ok Aj’,ﬂﬁ 1
L A
E #7 K
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x
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fe —+#— Solution par différences finies
JF —+— Solution exacte
+

02 04 06 08 1

N = 200.

FIGURE 2.3 — Solutions exacte et approchée pour différentes valeurs du nombre de discrétisation.
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2.7 Probléme d’évolution

Considérons le probleme monodimensionnel de la chaleur dans une barre de longueur 1 mettre.

Le champ de température T (z,t) vérifie I’équation de la chaleur

(0T O*T
E—a@—o, xE]O,l[, tE]O,T[,

< T(0,t) =Ty,

T(1,t) =1y,

\T(CL’,O) = T().

L’intervalle [0, 1] est discrétisé en N + 1 noeuds de coordonnées xz;, i = 0,..., N + 1.

h : le pas de discrétisation (uniforme) de 'espace.

T

Le temps est discrétisé en intervalles de pas constant At, tel que At = 4.

Notons 77" la température au noeud x; = ih et a l'instant ¢,, = nAt.

On peut utiliser deux approches pour discrétiser cette équation :

2.7.1 Schéma explicite

Utilise une discrétisation au noeud z; et a l'instant courant ¢, :

aT o*T
E (l‘i, tn) — Oé@ (I“tn) = 0,
or -1
B (i, t,) = Zth’ (schéma décentré avant)
0T T, =21+ 1"
Y ($i7tn) _ i+1 7 i—1 )
Ox? h?
Alors, ’équation discrétisée est donnée par
TP T TR, P AT,
Y - e =0, ¢t=1,..,.N; n=0,.... M — 1,
ou
ni1 | QAL alAt\ ., oAt o
712 _WCF??—H (1—27 ,I'z +FE_1, Z—l,...,N,n—O,...,M—]_.
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On pose A =

At
h? '’

Soit sous forme matricielle :

[ 12\

n __ n —

Tt A 0

Tt A1-=20 A

Tt 0 A 1—2) A

Tt

Tt 0

D’ou ) )

y
Ty
T3
7y
Ty

(Car T (2,0) =Tyou TP =Ty, i =1,...,N).

A 1—=2A
0 A

1o
To
To
1o

To

A

1 -2

3
I3

+A

o o o M

On peut calculer le vecteur 77! & partir de T explicitement.

2.8 Schéma implicite

Nous utilisons un schéma arriere d’ordre 1 pour évaluer la dérivée temporelle et un schéma

centré d’ordre 2 pour la dérivée seconde en espace.

815 Tiylnt1) = At )
O*T T =20t + 1!
i (xi7 tn—l—l) — i+1 7 i—1 )
0x? h?

L’équation discretisée est donnée alors par

T -1 _ aﬂ’f{l — 20+ T 0
At h2 -
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At
En posant A = aﬁ,

On constate que les inconnus a l'itération n + 1 sont reliées entre elles par une relation implicite

(d’ott le nom de la méthode).

—\TH

on obtient

i+1

AN =10 i=1, .

Le schéma implicite peut étre écrire sous la forme matricielle

,N;n

0,..,M—1.

(1120 A 0 o |[m] [ T,
A 1420 =) Tyt T 0
0 A 142) = Tt T 0
Tt ™ | +A| 0
0 :
—A 1420 =)
0 0 =X L1+2) | [ Ty | 4 T,

2.9 Convergence, consistance et stabilité

2.9.1 Définitions

Supposons le probleme suivant avec L un opérateur différentiel linéaire d’ordre 1 en ¢

Lu(z,t) = f(x,t) dans Q x R*,

(2.7)
u(z,0) = ¢ (x), pour z € Q (ouvert de R).

En remplacant les dérivées partielles par des différences finies on obtient un opérateur discret
Lj, ;.. Ainsi I’équation aux dérivées partielles homogene discrétisée s’écrit sous la forme Ly, yv = 0
(h le pas de l'espace, k le pas du temps). Un schéma aux différences finies général associée a

I'équation (2.7) s’écrit donc comme suit

Lh,kv = fln

La condition initiale est simplement v°, = ¢ (x,,) pour z,, € €.
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Définition 2.1. (Consistance)

On dit que le schéma Ly v = fI' est consistant avec l'équation aux dérivée partielles (2.7) si
pour toute fonction ¢ de classe C*, on a :

En tout point (x;,1,)

li Lo — L = 0.
(h’k)lill(o’o)( 2 h,k<P)

La consistance entraine en particulier qu’'une solution réguliere de ’équation aux dérivées
partielles est une solution du schéma aux différences finies quand le pas de discrétisation tendent
vers 0.

Cette propriétés est facile a vérifier.

Considérons par exemple :

_ o O
= ot or’
Donc
n+1 n n n
P Y Pit1 — Pi
L = .
kP E S

Grace a la formule de Taylor

P = @ (4 by tn) = @F + hey (25, 1,) + 0 (h?),

n n
_ Pit1 — ¥

— Yz (l’“tn) - h +O(h)7

et

= o (@i, b+ k) = O+ pr (w0, 1) + 0 ()
n+1

— o1 (20, 1) = WM@).

On en déduit que
Lh,kgp = ¥t (x”h tn) + CPx (xi7 tn) +o0 (h) +o (k) .

Donc

LQD — Lh,kSO =0 (h) 4+ o0 (k) — 0.

(h,k)—(0,0)
Ou d’autre maniere :
L’équation continue
n+1 n n n
o1 (@i ta) + o (@) = f (02) & PPl 4 PELEL o () + 0 (k) = f:
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L’équation discrete

n+1 n n n
Vi Y Pit1 — ¥
+c = Ji-
k h /
Alors, 'erreur de consistance est donnée par
Eonsistance = L’équation continue —L’équation discrete
n+1 n n n n+1 n n n
Y — Y Pit1 — ¥ i — ¥ Pit1 — ¥
= h k)—fi— - i
? +c - +o(h)+o(k)—f - c - + f
=o(h)+o(k)

—
(h,k)—(0,0)

Définition 2.2. (Ordre du schéma)
On dit qu’un schéma de discrétisation a N points est d’ordre p s’il existe ¢ € R ne dépend que

de la solution exacte, tel que 'erreur de consistance satisfait
max_|R;| < ch?. (2.8)
i=1,..,N

Définition 2.3. (Stabilité)(au sens L?) Le schéma auz différences finies Lp v = 0 associé d

équation aux dérivées partielles Lu = 0 est stable s’il existe A C R, avec (0,0) € A tel que

i=—+00 =400

Y <or Y )

1=—00 1=—00

pour tout 0 < t, <T et (h, k) €A.

Remarque 2.1.

1. La définition utilise une norme sur 'espace L* (hZ),
(V1) ;e est un élément de L* (hZ),
10 |2y = (B3 |02 [2)? est finie,
Le critére de stabilité s’écrit alors, pour tout h et k suffisament petits dans A

VT >0,3Cr > 0,Y1, € [0,7]
0" |2 (nzy < CTHUOHL2(hZ)-

2. La stabilité garantit qu’a chaque instant t,, € [0,T], la norme de la solution discréte est

bornée, a un facteur constant prés, par la norme des donnés initiales.
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Définition 2.4. Soit u (z,t) la solution de (2.7) et v une solution du schéma discret Ly, v = fI'

telle que v converge vers ¢ (x) quand z; tendand vers x.

On dit que le schéma auz différences finies Ly est un schéma convergent si v]' converge vers
u(x,t) quand (x;,t,) converge vers (x,t) pour (h,k) tendant vers (0,0) c’est-a-dire la solution
d’un schéma aux différences finies converge vers la solution exacte de l’équation aux dérivées

partielles.

Remarque 2.2. La consistance est une condition nécessaire de convergence mais n’est pas une

condition suffisante.

2.10 Etude de I’équation de la chaleur en dimension 1

On considere le probleme de la chaleur en dimension 1 suivant

ou 0%*u
5% (x,t) — @(x,t) =0, x€]0,1[,t €]0,T7],
u(x,0) =ug (z), Yz €]0,1], (2.9)

w(0,t) =u(l,t) =0, Vt €]0,T7.

u (z,t) : La température.
x : Point d’espace.

t : Le temps.

Théoréme 2.1. (Ezistence et unicité)
Siug € C?(]0,1[;R), alors il existe une unique solution v € C?(]0,1[ x ]0,T[;R) qui vérifie

(2.9).

Siug € C™ (]0,1[;R), ceci appelé effet “régularisant” de l’équation de la chaleur.

2.10.1 Principe du maximum

Sous les hypotheses du théoréme précédent, soit u la solution du probleme (2.9). Si ug () > 0

pour tout x € ]0,1[, alors u (x,t) > 0 pour tout ¢t > 0 et x € |0, 1[.
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2.10.2 Discrétisation du probleme

La discrétisation consiste a donner un ensemble de points ¢,, n = 0,..., M de l'intervalle
[0,T] et un ensemble de points x;, i = 0, ..., N + 1. Pour simplifier, on considére un pas constant
en temps et en espace.

Soient h = ﬁ

le pas de discrétisation en espace et k = % le pas de discrétisation en temps.

On pose : t, =nk pourn=0,...,M et x; =th pour i =0,..., N + 1. Les inconnus discretes
sont notées : u', i =1,...N,n=1,..., M.

L’approximation en temps par la méthode d’Euler explicite consiste a écrire la premiere
équation de (2.9) en chaque point x; et en temps t,,.
ug (24, t,) est approché par le quotient différentiel

U (s tngr) — u (i, ty)
k )

et —Ugy (z;,t,) par

3 (2u (i, tn) — u (Tig1, tn) — u (w51, 10))
On obtient le schéma suivant

n+1 n
Uy Uy

3 + 72 (2ul —ufyy —uly) . ey M —1,
u =g (z;), i=1,..., N,

(2.10)
uy =uny =0, n=1,... M.

2.10.3 Consistance du schéma

Soit u} = u (z;,t,) la valeur de la solution exacte en x; et t,. I'erreur de consistance R} en

(x;,t,) peut s’écrire comme des erreurs de consistance en temps et en espace

R! =R+ R,

avec

—n+1 —n —n —=n =n
~ ur —ur N 2a — at , — ul
R'= - Loy (x4, t,) et R = — ot Tl e (T, t0)

Pt (wta) et R - (21, t)
Proposition 2.1. Le schéma (2.10) est consistant d’ordre 1 en temps et d’ordre 2 en espace,

c’est-a-dire qu’il existe ¢ € Ry ne dependant que de u telque

IR <c(k+h%).
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Démonstration. Grace a la formule de Taylor pour les deux termes de I’équation, on obtient

n+1 n n n n
W —ug 2u —u g — iy
Rz’ = T — Uy (ZL‘Z‘, tn) + 12 — Ugy (Iu tn)
U/T-L+1 _— n+l _ . n
— K2 (A _ 3 (A k
? o tolk)
2ui — ity w20 —uly — Uy 2
L2 - 12 +o (h )
=o(k h?) <c(k+h?)) — 0.
O< ) to ( ) - c( + ) (h,k)—(0,0)
Le schéma est consistant. O

2.10.4 Stabilité du schéma
D’aprés la proposition précédente la solution exacte vérifie

|u" || e qo,11x70,77) < o ]| Lo go,1p)-

Si on choisi correctement le pas d’espace, nous allons voir qu’en avoir ’équivalent discret sur

la solution.

Définition 2.5. On dit qu’un schéma est L*>-stable si la solution approchée est bornée dans L

indépendamment du pas du maillage.

Proposition 2.2. Si la condition de stabilité A = 5 < L est vérifiée alors, le schéma (2.10) est

1
Rz = 2

L*>®-stable au sens ou

supfu'| < Juol|zeego,p-

i=1,...,

Démonstration. On peut écrire le schéma (2.10) sous la forme

n+l _ n n n n

Soit encore
uf Tt = (1= 2X\) ul + Ml A+ Aul . (2.11)
Si0<A<i,onal>0et(l—2X\) >0, (2.11) est donc une combinaison convexe de ul, uf\,

n
et u;' 4.

i=1,...,

Soit M™ = max u, on a alors
=1,.,N

ul Tt < (1 —20) M™ + AM™ + AM™
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et done

utt < M™ Vi=1,..,N = max u/"" < max u}.
i=1,...,N i=1,...,N

On montre de la méme maniere que

min vt > min ul.
i=1,..,N i=1,..,N

On en déduit par récurrence

max utt < max u}
i=1,...,N i=1,...,N
et
min v > min u.
i=1,...,N i=1,...,N
Alors

max ‘u?“‘ < max ‘u?‘
i=1,...,N i=1,...,N

C’est-a-dire

™ H oo < [l fl-

2.11 Convergence

Définition 2.6. Soit u la solution du probleme (2.9) et (u}!),_, .y la solution du schéma (2.10),

on appelle erreur de discrétisation au points (x;,t,) la quantité

el =u(z,t,) —ul.

(Solution exacte — solution approchée au point (x;,t,)).

Théoreme 2.2. Sous les hypothéses du théoréme 2.1 (d’ezistence et unicité) et sous la condition

de stabilité il existe ¢ € R ne dépend que de u telque
le™ Moo < Nl€lloo + Te (k + 17)

pour tout i1 =1,.... N, n=0,.... M — 1.

Ainsi que si ||€°)|o = 0. Alors

max

i=1,.,N ’

‘G?Jrl‘ — HenJrluoo —
(h,k)—(0,0)
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pour toutn =0,....,. M — 1.

Le schéma est converge.

Démonstration. On note @' = u (z;,t,). On a donc, par définition de I'erreur de consistance

,[L;Hrl_a? 1 ~n ~n ~n n
S (20 — Wy — ) = R, i= Lo Nyn =0, M- 1. (2.12)

D’autre part le schéma numérique s’écrit :

un+1 —um

|
ITZ + o3 (2u] —ufy —ul ) =0,i=1,..,N;n=0,..,M-1, (2.13)

(2.12)—(2.13) donne

(@ — ) — (@ —uf) 1

Z k Z + h2 (27 —uf) = (A — ufyy) — (@ —ujy)) = B}
ezH—l _ 6? 1 " n n
— 2 + 2 (2€¢ Civ1 — & 1) = Ry
Soit donc
e?"’l = (1 — 2)\) 6? + )\6?4_1 + )‘6?—1 + kR?
Or

(1= 20) €+ Aelyy + Acfy| < max [ef] = ",
donc, comme le schéma est consistant

€5t = (1= 2) €+ Acfy + el + BRY|

< max_|ef'| + ke (k + h?)
i=1,....,N

= "Moo < ll€™|loo + ke (k + h2) )

Par récurrence

= [l€" Moo < €%llo0 + Mke (k+ h%), (MEk=T),

(e’ =0). O
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2.11.1 Exemple numérique

On considere comme un exemple des problemes d’évolutions le probleme simple suivant

ou 0%*u

— = 1; T

T (x,t) 8x2(x,t),0<x< 0<t<T,

w(0,t) =0, u(1,t)=0, t >0, (2.14)

u(x,0) =sin(rx), 0 <z < 1.

Il est trés ficile de vérifier que u (,y) = sin (7z) e ™" est une solution exacte de (2.14).

Pour l'intéret général, nous présentons dans ce qui suit le code numérique utilisé pour obtenir
ces résultats. Ce code est créé en utilisant la langage MATLAB.

Le programme est basé sur les résultats de la discrétisation réalisée au paragraphe 2.10 ou
nous avons utilisé un schéma d’Euler explicite. Parce que les problemes sont identiques sauf la

condition initiale, nous ne répéterons donc pas tous ces calculs.

B R R R R R R R R R R R R R R R R R R R T e R R R T TR LR TR LR LR R ey

FEEET Solution de 1'eguation du/dt=uo" (=), uw({d,t)=u({l,t)=0, TETTTETEEER
FEEER u(x,0)==sin(pi*x) par la méthode de différences finiez TELEEEETEEER
LY solution exacte Uexa(t)=sin(pi*t) *exp(-pi~2¥*tC) FEEELLLREELRSY

TR R R T TR R R T T T R R R R R R R R R R R R R R T R R R R R T R R R T T R LT LR LT TR R R T TR R Ry

nx=input {("'nx="});
nt=input {"nt=");

a=0; b=1; t0=0; tf=0.2;
d=x=(b-a)/ (nx-1});
dt={tf-t0) / (nt-1) ;
¥=a:d=:b;

t=t0:dt:tf;

s=dt/dx"2

TELEREEERRRE TR EEEREY Solution cexHache 3R Tttt tntetsseeeteseeeseseeesssy

UTh=zeros (nx,nt) ;
for j=l:nt
for i=l:nx
UA{i,j)=sin{pi*x (i) ) *exp(-pi~2*t{]1})~
end
end

33



figure (13)
contourf (UA, 200, "linecolor', "non')
xlabel{"'t")
viabel ("=x")
title('Solution exacte')
colormap (jet (256) )
colorbar
caxi=([0,1])
print —-dpdf Figure-13.pdf
open Figure-13.pdf
£EEEEEELETEEEEE22228%%% Solution approchée 23434 EEEETETETELEERERRRRRRRRRRE
UH=zeros (nx,nt) ;
TH{:,1l)==in(pi*=x):
for j=1:nt-1
for i=2:inx-1
UH{i,j+1)==s*UN{i-1,]j)+{1-2*=s)*UHN{1i,]j)+=*0UN{i+1,3)~
end
end
figure(14)
contourf (UN, 200, "linecolor', "non')
xlabel{"t")
viabel {("x")
title {'Solution approcheée')
colormap {(jet (256) )
colorbar
caxi=([0,1])
print —-dpdf Figure-14.pdf
open Figure-14.pdf
FEEEEEETETETEEEEEEEEEY L'erreur de dicrétization 33T esesesssssss
EE= abs (UA-TN) ;
figure (15)

contourf (EE, 200, "linecolor', "non')
xlabel {"t")

viabel {("x")

title{"Erreur')

colormap {jet (256) )

colorbar

print —-dpdf Figure-15.pdf

open Figure-15.pdf
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Les figures suivantes représentent les solutions exacte et approchée avec I’erreur de discrétisation

pour N = 10 et M = 100 de sorte que la condition de stabilité soit satisfaite.

Solution exacte Solution approchés

FIGURE 2.4 — Solution exacte et solution approchée pour N = 10 et M = 100.

Emeur

FIGURE 2.5 — Erreur de discrétisation pour N = 10 et M = 100.
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2.12 Méthode de différences finies pour un probleme el-
liptique

Soit le probleme suivant
(2.15)

ouc € C([0,1],Ry) et f € C([0,1],R), qui peut modéliser par exemple un phénomene de

diffusion-réaction d’une espece chimique. On se donne un pas du maillage constant h = —— et
N+l

une subdivision de [0, 1], notés (xx)o<k<n+1 avec
.CE0:0<.CE1<.CL’Q<...<ZL‘N<ZL‘N+1:1.

En approchant u”(x;) par quotient différentiel en utilisant le développement de Taylor, on obtient

1
_2<2ui_ui+1—ui—1>+ciui:fi7 izl?"'7N7
h (2.16)

Up = UN4+1 = O,
ou :
u; est 'inconnue discrete associée au noeud ¢, ¢ =0, ..., N + 1, on pose ug = uns1 = 0.
¢ =c(x;) et f = f(zi).

On peut écrire ces équations sous la forme matricielle

ApUp = b, (2.17)
_2+clh2 -1 0 0 |
—1 2+ cph? —1
0 -1 24+ c3h? —1
T 219
0
—1 2+ cy_1h? -1
I 0 0 -1 2+0Nh2_
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et

(51 bl

U9 b2

us b3

Up = Uy , by, = by
UN-1 bn_1

unN bN

Questions
1. Le systeme (2.17) admet-il une unique solution ?.

2. A-t-on convergence de uy vers u et en quel sens?.

Définition 2.7. Une matrice A = (a;;)

i=1,...,

1. Symétrique si A' = A.

2. Définie positive si

Yo = (vg, 09, ...,vx) € RN, vAvt > 0.

Proposition 2.3. Soit ¢ = (c1,co, ...,cy) € RY tel que ¢; > 0 pour i =1,...,N, alors la matrice

Ay, définie par (2.18) est symétrique définie positive et donc inversible.

Démonstration. La matrice Ay, est évidement symétrique.

Montrons qu’elle est définie positive, soit v = (v, va, ..., Un ), O pose Vg = Uy4+1 = 0.
’ ) ) ) ) 0 +

Calculons le produit vA,vt.
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vAUt

2+clh2 -1 0 0
—1 2+02h2 —1 :
0 —1 2+C3h2 —1
1
= ﬁ (’Ul,’UQ, ...,UN)
0
-1 2+cN,1h2 —1
0 0 -1 2+CNh2

(2 + Cth) V1 — Uy
—v1 + (2 + 62h2) Vy — U3
—Uy + (2 + C3h2) Vo — Uy

:—2(’01,212,...,’1)]\[) —v3+(2+04h2)v3—v5

—oN_a+ (2+ cn_1h?) oy — vN

—UN_1+ (2 + CNhZ) UN

1
=3 [(2+ c1h?) v — 1o,

— VU9 + (2 + coh ) — Vo3

— Vg3 + (2 + 02h2) v% — U3y

— UN—2UN—1 F (24 eh®) vR_y — un-1on
—UN_1UN + (2 + 62h2> U]2v] ,

c’est-a-dire

i=N

AR = 55 Zvl —vi-1 4 (24 eh?) v — viga)

i=N

i=N
= ﬁz (—vi_qv;) + %Z 2+ 02h2 ﬁz (—viviy1) -
i=1 i

i=1
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On a donc, par un changement d’indice
L [=N | =N i=N+1
UAh’Ut = Z (—vz-,lvl-) + — (2 + Cgh2) 'UZ-2 + — Z <—'U,L',1’Ui)

n2
i=1 =1 1=2

et comme on a posé vy = 0 et vy1 = 0, on peut écrire

i=N =N
UAvt—lX:(Q—i—chQ)vz—3 (vi—1v;)
h 2 2 7 h2 1—1Uq
i=1 i=1
i=N i=N i=N i=N
1 5 1 5 1 5 2
= ﬁ v; + ﬁ v; + EZC,@% — ﬁz (vz_lvz)
=1 =1 =1 =1
i=N i=N+1 i=N i=N
1 1 1 2
=73 v? 4 7 V2 |+ 7w civ? — e (vi—1v;)
i=1 =2 =1 i=1
i=N i=N i=N i=N
1 5 1 5 1 9 2
— ﬁzcwi + 72 . v; + 72 . Vi — e (vim1v;) + vy
=1 i=1 =1 =1
1 i=N i=N
_ chlvf + 5> [0F+ 07 — 2 (viaw)] + 0y
i=1 =1
1 =N 1 =N
= ﬁzczvl + 2 (vi —vie1)” + vy 20, Vo= (v, 02, ..., 0n)
i=1 i=1
Remarque 2.3. Si on pose vA,vt =0, on a alors,
1 i=N
EZCZ"U? =0et (v, —v;_1)=0, Vi=1,..,N,
=1
on a donc vy = vy = ... = vy = V9 = Uny1 = 0. Remarquons que ces égalités sont vérifiés méme

si les ¢; sont nuls. Ceci démontre que la matrice Ay est bient définie.

2.12.1 Existence et unicité de la solution

On a montré ci-dessus que Aj, est symétrique définie positive, donc inversible, ce qui entraine

I'existence et I'unicité de la solution de (2.17).

Définition 2.8. Soit A € My(R) de coefficients (a;;), i=1,...,N et j=1,...,N.
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1. On dit que A est positive (ou A>0) sia;; >0, ,Vi,j=1,...,N.

2. On dit que A est monotone si A est inversible et A= > 0.

L’avantage des schémas a matrices monotones est de satisfaire la propriétés de conservation

de positivité, qui peut étre cruciale dans les applications physiques.
Définition 2.9. On dit que A est conserve la positivité si
Av >0, , VYo = (v, v9,...,vx) €ERY = v > 0. (2.19)
On a en effet la proposition suivante :
Proposition 2.4. Soit A € My(R). Alors :
A conserve la positivité <= A est monotone.

Démonstration.

=7 Supposons d’abord que A conserve la positivité, et montrons que A est inversible et que
A~ a coefficients positive (> 0).

Si z est telque Az = 0. Alors Ax > 0 soit par hypothese z > 0, Mais on a aussi Az < 0, alors
A(—z) >0 et donc —z > 0=z < 0.

On en déduit que = = 0, ce qui prouve que A est inversible.

La conservation de positivité donne alors que y > 0 = A~'y > 0, En prenant y = e;, (e; =
(1,0,...,0)) on obtient A~'e; > 0 c’est-a-dire la premiere colonne de la matrice A est positive.
Puis en prenant y = e; on obtient que la i-éme colonne de A~! est positive pour i = 2,3,..., N,
donc A~! est positive.

<=7 Réciproquement supposons maintenant que A est inversible et que A~ & des coefficients

positifs. Soit z € RY telque Az =y > 0, alors # = A~'y > 0 . Donc A conserve la positivité. [

Remarque 2.4. (Principe du maximum,)
On appelle le principe du maximum contenu le fait que si f > 0 alors le minimum de la fonction

u solution du probléeme (2.15) est atteint sur les bords.

Lemme 2.1. Soient ¢ = (c1,co,...,cy) € RN et A, € M(R) définie par (2.18). Si c; > 0 pour
tout i =1, ..., N, alors la matrice A, est monotone.
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Démonstration. On va montrer que A,v > 0=— v > 0.

Posons vy = vy = 0, supposons que A,v > 0, on a donc

1 2 1 .
—ﬁvi,l + (ﬁ + CZ'> V; — Fﬂi+1 > O, 1= 1, ,N

Soit p = min {z e{l,..N};v;, = qlianj} . Supposons que min v; < 0, on a alors
=15 =1,...

p>1let

1 1
ﬁ (Up — Upfl) + cpvp + ﬁ (’Up - Up+1> > 0.

On en déduit que

1 1
CpUp = h2 (Up—1 — vp) + h2 (Upt1 — vp) > 0.

Si ¢, > 0, on a donc v, > 0 et donc v; > 0, Vi, (contradiction).

Si ¢, = 0, on a donc v, = vp41 = v,—1 ce qui est impossible car p est le plus petit indice ¢ telque

v = minNUj. Donc dans ce cas le minimum ne peut pas étre atteint pour 7 = p > 1. On a ainssi
j=1,r,
finalement montré que min v; > 0, on a donc v > 0. ]
j=1,.,N

2.12.2 FErreur de consistance

Définition 2.10. On appelle erreur de consistance la quantité obtenue en remplagant l’'inconnue
par la solution exacte dans le schéma numérique. Dans le cas du schéma (2.16) Uerreur de

consistance au point x; est donc définie par

1
L’erreur de consistance R; est donc l'erreur qu’on connait en remplacant l'operateur —u" par le

quotient différentiel

_% (u(wiy1) — 2u(x;) + ul(w;_q)) .

Cette erreur peut étre évaluer si u est suffisamment réguliere en effectuant des développements

de Taylor.
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Lemme 2.2. i la solution de (2.15) vérifie u € C*([0,1]), alors le schéma (2.16) est consistant

d’ordre 2 et on a plus précisément

h2

R, < — sup |u'|.
umfl}
Démonstration. Par développement de Taylor
ou h? 9%u h3 3u ht 0%
u(@ivr) = w(@s) +ho (@) + oo (@) + gr o (@) + o7 (&) @i < & < i,
ou h? 0%u h3 9%u ht '

u(@iog) = wlws) = ho (@) + 5rag (20) = gr o5 (@) + 4r 57 (&) ) 21 < &mx < 2

En additionnant ces deux égalités, on obtient que

1 " h? (9 du
s (0(aise) = 20 + i) = (o) + 7 (5560 + 55 (600

Ce qui entraine que

h? (0 o*u h?
B 5 (557 (60 + 5t (6] < gpsum [u).

[0,1]

2.12.3 Stabilité

Proposition 2.5. On dit que le schéma (2.16) est stable, au sens ot la norme infinie de la

solution approchée est bornée par un nombre ne dépendant que de f. Plus précisément, la matrice

Ay, satisfait

1
Al < =
147 e < 5.

inégalité qui peut aussi s’écrire comme une estimation sur les solutions du systéeme (2.17)

1Uhlloe < §||f||oo

Démonstration. On rappelle que par définition, si M € My (R)

Mwv
1Ml = su ”” “” R
vER 00 1<i<N
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1
Pour montrer que [|A; ]| < g on décompose la matrice Ay sous la forme A, = A, + diag(c;)
ol A,y est la matrice de discrétisation de 'opérateur —u” avec conditions aux limites de Direchlet

homogenes et diag(c;) désigne la matrice diagonale de coefficients diagonaux c;.

(2 1 0 | [ o 0 0
R 0 o
th_ et ¢; =
0
% E T evo1 0
i 0 0 _# % | _O 0 CN

Les matrice A, et A;, sont inversible et on a

Ay — At = A AGA — AT A AL = AL (A — Aon) AL

comme Ay, — Ay, = diag(c;) > 0, on a A, > A, et comme Ay et Ay, sont monotones, on en
déduit que

0< A ' <A (composante par composante).

On peut maintenant remarquer que si B € My(R), et si B >0, on a

[Blloc = sup sup [(Bv)
veRN i=1,..,N
vlfoo=1
N
= sup sup ZBUU]-
veRN i=1,..,N j=1
llolfoo=1
N
= Sup ZBU
i=1,..,N |“—
7=1
On a donc
N N
14 oo = sup 1> (A7), < sup 1D (AL, (A <AL,
i=1,..., =1 i=1,....N j=1

d’ott en déduit que [|A; oo < |45 oo

Il ne reste plus qu’a estimer ||A,![|o. Comme A, >0, on a

1A oo = |4 e]loe avec e = (1,1,...,1).
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Soit d = Ale € RY. On veut calculer ||d||s, ot d vérifie A,d = e. Or le systéme linéaire

Aond = e n'est autre que la discrétisation par différences finies du probleme

—u'(x) =1, z€]0,1],
u(0) = u(1) =0,

(1 z)

dont la solution exacte est ug(x) = qui vérifie u04) () = 0. On en conclut que uy(z;) =

d(i), Vi=1,...,N.

Donc ||d]|oe = sup* (ZhH oll h = 57 est le pas de discrétisation. Ceci entraine que
-1 1
|d||oo < sup M‘ —
0.1 8
et donc que
1
A < =.
4 < 5

2.12.4 Convergence

Définition 2.11. On appelle erreur de discrétisation en x;, la différence entre la solution exacte

en x; et la i-éme composante de la solution donnée par le schéma numérique
e =u(z;) —w, Yi=1,...,N. (2.20)

Théoréeme 2.3. Soit u la solution exacte de

u'(z) + cu(x) = f(x), z €]0,1],
u(0) = u(1) = 0.

On suppose u € C*([0,1]). Soit Uy, la solution de (2.16). Alors lerreur de discrétisation définie

par (2.20) satisfait
2

‘max_|e; ||u ||OO

=1,..,.N |_96

Le schéma donc est convergent d’ordre 2.

44



Démonstration. Soient Uy, = (uy, Us, ..., ux) et Uy = (u(z1), u(x3), ..., u(xy)), on cherche & majo-
rer ||Uy — Uplloo-
OnaA (Uh — Uh> = R ou R est 'ereur de consistance. On a donc

LRy R

T, — < ||A! <= —
[Un — Unlleo < || A} ||oo||R||oo_8 Tl oo %IIU

(4)||OO.

2.13 Schéma de Crank-Nicolson pour I’équation de la cha-
leur

Précédemment on a évoqué deux schémas classiques pour I'équation de la chaleur, Euler

explicite et Euler implicite. Considérons I’équation de la chaleur suivante

u () — Qg (x,t) = f(x,t), (z,t) €]0,1[ x ]0,T7,

w(0,t) = u(1,t) =0, telo, T, (2.21)
u(x,0) =wug(z), z €]0,T7.
Euler explicite
ntl _ gn no_oyn n
uz uz o auz—H U’z +uz—1 — fln
k h?
Euler implicite
n+1 n n+1 n+1 n+1
upt — _auzﬂ — 2uf T — L,
k h?

Ces schémas sont conditionnellement stables et sont d’ordre 1 en temps et 2 en espace.
L’idée du schéma de Crank-Nicolson est le choisir une sorte de moyenne entre FEuler explicite et

Euler implicite

U?H —u o Uty — 22U+ ugl 1 U?J:rll - QU?H + u?jll _ fi'+ fan (2.22)
k 2 h? h? 2 ' '
Que 'on peut écrire de maniere matricielle
grtt—gn o1 1
— 34 (Ut + U] = 3 [+ P (2.23)
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Telle que

2 1
wo w0 0
1 2 1
2 h2 Rz
A=«
0
1 2 1
RZ  n2 h2
1 2
0 o e 0 =52

Sans pertes de généralités, on peut supposer dans la suite f = 0. U™ est alors obtenue en une

<Jd+—§A>(ﬂ“4 (Id—-EA)(ﬂk

On note que le cout en calcul est tres similaire a celui d’Euler implicite puisque on doit résoudre

itérée par

un systeme linéaire a chaque itération. Cependant, il va étre intéressant de noter quelque petits

miracles.

Proposition 2.6. Le schéma (2.23) est consistant avec (2.21) a lordre 2 en espace et 2 en

temps.

Démonstration. 11 est évident que la partie spatiale (donnée par A) est d’ordre 2 en espace.
Démontrons 'ordre 2 en temps.

Par le développement de Taylor

ltnir) = ult) 4 Ko (ta) + T 1)+ T 1) 4 o(k?), (22
U(tps1) —u(t,) Ou k 0%u k% 93u 3
i = E(tn) + 5@(@1) + E%(tn) + O(ki ), (2.25)
de (2.24) on a
SAu(te) = g Aut) + S AT () + AT ) + o)
= %A (u(tns1) +ulty)) = Ault,) + SA?;( tn) + 1 Ag?( tn) + o(k?) (2.26)

d’ou l'erreur de consistance

R—{au( n) + Ault,) — [M+%A(U”+1+U")H

ot k
 kd [du(t,) k? 0%u K O%u 3
= | )] g G+ A ), e
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donc on peut conclure

ou grtt —gr 1
= | =(t Aul(t,) — ———— — —A(U™H! )| = o(k?).
Rl = | 2t) + Ault) — = SA (U 07| = ofk?)
On a donc la consistance du schéma de Crank-Nicolson d’ordre 2 en temps. ]

2.13.1 Stabilité au sens de Von-Neumann

Pour cela, commencons par définir la transformation de Fourier discrete :

On a transformation de Fourier d’une fonction u
U= Fu= / we 2Tt ou 2 = —1.
R

Alors, on peut définir la transformation de Fourier discréte comme suite

—2imkj

=) uje N . (2.28)

an
J

De plus, on remarque que

—2imkj —2ink(j—1) —2inkj 2irk 2ink
E n A E n N = n N N =" N
U]+1€ U] e U] e e u e y
J J J

et

—2imkj —2imk(j+1) —2inkj —2iwk R —2imk
E uﬂ_le N :E ue N —(E ute T N )6 N ="~ .
J J J
J J J

Proposition 2.7. Le schéma (2.23) est incondionnellement stable au sens de Von-Neumann.

Démonstration. On part de 'équation (2.23) avec f =0

J J
k 2 h? h?

ntl _ n n  _ 9,mn n n+l o, n+l n+1
u; uj 1 [ujH 2uf +ufy N uiyy —2up +uply

] =0,5=1,...,N.
On multiplie cette équation par e =N et on somme sur 7, on a alors grace aux propriétés de la

transformée de Fourier

~ -~ ~ 2ink ~ ~ —2imk ~
artt —qon 1 [u"e N —2u" 4+ a"e N N " tle

2imk
N

k 2

- 2,an+1 + an«#le_%@”k
h? h? =0
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Alors, on a

avec

a(k) est appelé la facteur d’amplification. Il reste a voir que a(k) est strictement inferieur a 1 en

module. Or on sait que

km

—2ink 2imk

2k 2k
e N +enN —2= ZCOS(TW) —2=2 (COS(TW) — 1) = —4sin2(w).
Donc,
— i—gsinQ(%”)
a(k:)zl o 2 kny
+ 3 sin”(57)

Il est alors trivial que a(k) < 1.

Observons que

k k
1-— AsinQ(Nﬁ) > —1— )\sz(ﬁw)
1 — Asin?(ET 2k
L (%)
L+ Asin*(5F) h
Remarque 2.5. On vient de voir que le schéma de Crank-Nicolson est consistant a ’ordre 2

en temps et en espace avec ’équation de la chaleur. De plus, le schéma de Crank-Nicolson est

inconditionnellement stable. Donc, d’apres le théoréme de Lazx, il est convergent et

e"tt = a(k)e".
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2.14 Exercices

Exercice 2.1. On considére le probleme suivant :

—u"+u =z, z€]0,1],
(2.29)

u(0) = a,u(l) =b.

On cherche a approcher cette solution par la méthode de différences finies. Soit N € N, et

h = N+1 On note u; la valeur approchée recherchée de u au point ih pourt=20,...,N +1. On
utilise les approximations centrées les plus simples de v’ et v" au point ih,i =1,..., N. On pose
Un = (u1,ug,...,uy).

1. Donner une discrétisation par différences finies de ce probléeme.
2. Ecrire le systeme obtenu sous la forme matricielle AUy, = by,. Donner Ay, et by,.

3. Montrer que le schéma obtenu est consistant et donner une majoration de l’erreur de

consistance si u est suffisamment réquliére .

Exercice 2.2. On s’intéresse au probleme elliptique unidimensionnel suivant :

—u" () +2u (z) =z, v €]0,1],
(2.30)
w(0) =1,4 (1) +u (1) =0.
1. Donner une discrétisation de ce probleme par différences finies pour un maillage uniforme
en utilisant les approximations centrées aux points r; = th, i =1,...N.

2. Prouver que ce systeme s’écrit sous la forme : AyU = F.

3. Etudier la consistance de ce schéma et donner une majoration de [’erreur de consistance.

Exercice 2.3. On considére le probleme suivant :

" 1
AT s (2.31)

u(0) = a,u(l) =

On admettra qu’il existe une unique solution u € C*(0,1) a ce probléeme. On cherche d approcher

cette solution par une méthode de différences finies. Soit N € N, et h = 7. On note u; la

+1

valeur approchée recherchée de u au point ih pour i =0,..., N + 1.
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On utilise les approximations centrées les plus simples de u' et u” au point ih,i=1,...,N. On

pose Uy = (ug, ug, ..., uy).

1. Montrer que uy est solution d’un systeme linéaire de la forme AU, = by, donner A, et

b,.

2. Montrer que le schéma obtenu est consistant et donner une majoration de [’erreur de

consistance (on rappelle que l'on a supposé u € C*(0,1)).
3. Soit v € RN, montrer que Ayv >0, v > 0.

4. On défini 0 par :
1 2 2. 9
o(t) = _5(1 +2)°In(1 + ) + §(I +22)In2, z €]0,1].

(a) Montrer qu’il existe C > 0, indépendante de h telque

1

1
(0. 20 — 0, - -
max hQ( i1+ 20; l+1)+2h(1+ih)(

Ois1 — 0i1) — 1] < OR?,

avec 0; = 0 (x;) .
(b) On pose 0, = (64,04, ...,0x), montrer que (Apby);, > 1 — Ch?.
(c) Montrer qu’il existe M > 0 ne dépend pas de h telque ||A; || < M.

5. Montrer la convergence, en un sens a définir, de uy vers u.

Exercice 2.4. On s’intéresse au probleme elliptique unidimensionnel suivant :

/(@) + (L a?)u(a) = £ (2), w €]0.1], (232
W (0) +u(0) =0, u(1)=1

. , . V2 . . o 1
On cherche une solution de (2.32) par la méthode de différences finies. Soit N € N, h = .
1. Donner une discrétisation par différences finies en utilisant les approximations centrées

aux points x;, 1 =1,... N.
2. Etudier la consistance de ce schéma et déterminer son ordre si f € C*([0,1]).
3. Prouver que ce systeme s’écrit sous la forme : A,U = F.

4. Montrer que la matrice Ay, est inversible.
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Exercice 2.5. Soit le probléeme suivant :

O )+ 2 () — 0
or Y T op Y T P2

u(x,0) =ug(z), z€]0,1]

(x,t) =0, z €]0,1[,t €]0,T7,
(2.33)
w(0,t) =u(l,t)=0,t€]0,T].
Ot ug et € sont donnés (¢ > 0).

1. Donner un schéma d’approximation de (2.33) par différences finies centrées a pas constant

en espace et Euler explicite en temps.
2. Ecrire la forme matricielle de ce schéma.

3. Montrer que lerreur de consistance est majorée par C(k + h?), avec C' dépendent de la

solution ezxacte de (2.33).
4. Sous qu’elle condition sur k et h a-t'on ||[u"]|c < ||t°||ee, VR =1, ..., M.

5. Donner un résultat de convergence pour ce schéma.

Exercice 2.6. Considérons le schéma suivant

n+1 n n+1 n+1 n+1 n+1 n+1
L IRV Sl 8 W S 2ui” Ui
At 2Ax (Ax)? ’

j=1.,N;n=0,..,M.

Pour N € N*, h = et u; la valeur approchée de w au point x; = jh pour j =0,...,N + 1.

Mo
1. Etudier la consistance de ce schéma avec un probleme a déterminer.
2. Dans la suite on va montrer que le schéma implicite vérifie le principe du maximum discret
avec V = 0.
On impose des conditions auz limites de Dirichlet, c’est-a-dire que la formule est valable
pour 1 < j < N et on fize ug = uy,; = 0 pour tout n € N*. Soit deuzx constantes
m§O§MtellesquemguggMpourlgjgN.
(a) Ecrire le systéme sous la forme matricielle AU = U™,
(b) Montrer que la matrice A est symétrique définie positive.

(¢c) Montrer que pour tous les temps n > 0 on a encore les inégalités m < uy < M pour

1 <j <N (par récurrence).
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Exercice 2.7. Monter que ce schéma est consistant avec un probleme a déterminer.

1 6+ 2Azx 6 6 — 2Azx

n+1 n n n n .
() 2T e 0 e 2T =1, N;n=0,.., M
A (G )+ G i T et A G =0 = L Nin =0,
uy = Upnq = 0; u(])» =uo(zj), j=1,..,N;n=0,... M — 1
(2.34)

Exercice 2.8. Nous reprendrons le méme probleme dans ’exercice 2.5

1. Donner une discrétisation par différences finies en utilisant un schéma d’Euler implicite,

puis donner la forme matricielle associée.
2. Etudier la consistance de ce schéma.
ek

k
3. Monter que le schéma est stable sous la condition — < —

2h ~ h?’

2.15 Corrigé des exercices

Corrigé de ’exercice 2.1

Soit Qp, = {x; =ih,0<i< N+ 1} ouh = LN e N*

N+1?

1. Avec un schéma centrée, on a

Uity — 2U; + Uiy

u’ (z) = = + o(h?), (2.35)
ol () = S WL g2y, (2.36)
2h
L’équation discrete
i -2 7 11— 7 - Wy— . . .
JM T M M — W gy i=1,..,N. (w;=ih)  (2.37)

h? 2h
Pour les conditions aux limites, On a : ug = u (0) = a. et uy,; =u (1) = 0.

Donc, le probleme discret devient
—(%‘F%)Uz_l—i‘%uz—i‘(%—%)UH&:Z}I Zzl,,N
Ug = Q.
uny1 = b.
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2. On peut écrire le systeme sous la forme matricielle :
2 1 1

~Gite) m G

In-1

| =G =) b

3. La consistance : En utilisant le développement de Taylor
h? h? h*

P — . / . — ,/ . —
Uir1 = u; + hu' (x;) + 5 U (x;) + i

2 B3 4

S (@) = pu” (@) + 4

Uit1 — 2U; + Uiy
2

Ui—1 = U; — hu' (Iz) +

4!
(U(4) (&) + u® (§i-1) )

2

h
— " . JR—
=" (z;) + m

Pour u/ (z;) :

h? h3
Uiyl = Uy + hu’ (IZ) + ?U” (Qiz) + yu'" ()\1) , Xy < )\1 < Tit1,
h? h3
w1 = u; — hu' (z;) + ?u” (x;) — gum (Nic1) s @ic1 < X1 < .

2
5 (@ ) +ul (i)
Ry — —u () + Uil — 2}:;2 + uiq ol () — Uip1 — Ui—1
@ )
= (u' (&) +u'? (&1))
h? h?

Ui+1 — Ui—1

_a/ .
oA =u' (x;) +

hQ
12
h2

Uy

U2

UN-—1

Un

u" (z;) + ?UH) (&), m <& < w41,

h
,UM) (&i-1), 21 <& <.

(2.38)

(2.39)

— |R)| < 5 nax [u® (2) ]+ —max [u® (z)| < — (max [u™ (2)] + 2max [u® (x)‘)

22€0,1] 6 z€0,1] 12 \ z€[o,1) z€[0,1]

= ||R||~ — 0 quand h — 0.
Alors, le schéma est consistant d’ordre 2.
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Corrigé de ’exercice 2.2

1. De méme maniere de ’exercice 01, on obtient

Uipr — 2U; + Ui—q

72 + 2u; = xy, i=1,..,N (x; =1ih) (2.40)
Discrétisation des conditions aux limites :
up =u(0) = 1.

Pour «' (1) + (1) = 0, on utilise une approximation décentré arriére pour u'(1), c’est-a-

dire
W (1) = w +o(h). (2.41)
Alors, on obtient
UN+1 — UN 1 1
T+UN+1 =0= —EUN—F E—f‘l UN+1 = 0. (242)

Donc, le probleme discret devient

— o1+ (% +2) i — pu = ih i=1,..,N.
Ug = 1.
—tun + (3 +1) uy+1 =0.
2. Le systeme peut étre écrire sous la forme matricielle
(m+2)  —@ u fit i
- (F+) @ 2 2
a (B+2) - un In
I -+ G+ UN+1 0]

3. La consistance : Le développement de Taylor donne

Uip1 = w; + hu' (x )—i—h;u”(a:i)+
it = — bt () + B () —

h3

3!

o4

b w2 (I ) +

h_3u/// (:L,Z) + h*

%U(4) (&)
Y (&-1)

x; <& < wi.

i1 < &1 < .



En effectuons la somme, on trouve

Uip1 — 2U; + Uji " h?
- h2 S= (@) + ar (u™ (&) + ul? (&-1)) - (2.43)

Pour la condition aux limites,

h? — h
UN = UN41 — hU,/ (ZEN) + ?U” (9]\[) =54 Ul (xN—&-l) = w + §U,// ((9]\[) (244)

ouxy <Oy < Tny1

D’aprés (2.43) et (2.44), on a

i1 — 2u; + U / -
R = (—u () + ST L) () () — LN
h h
5 ho,
= 7 @V (€) +u? (&) + Su” (On)

B2 h
— Rz < — S — " .
|R;| < T3 max ™ (z)| + 7 Jmax u” (z)]

= ||R||~c — 0 quand h — 0.

Alors, le schéma est consistant d’ordre 1.

Corrigé de ’exercice 2.3

L Qy={z;=ih,0<i < N+1} o h= 5, NeN.

D’aprés (2.35) et (2.36), on obtient le probleme discret

(
Uip1 — 2U; + Uiy ( 1 ) Uip1 — Uj—1

= f(ih), (z;=ih) i=1,..,N,

2 1+ih)  2n
<UO:CL,
| un+1 =D
Ou
(/1 1 2 1 1
(e J Ui gt (s = o ) u = fiy (7= k) i=1,..., N,
<h2+2h(1+ih)>u 1+h2“+(2h(1+m) h?)““ for (@i =ih) 4
Uy = a,
\UN+1:b-
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La forme matricielle

I 2 11
12 Sh(1+h) K2

1 1 2 1 1
- (2h(1+2h) + ﬁ) w2 (2h(1+2h) - ﬁ)

f2

N1
In = (Th(liNh) - %) b i

2. L’eurrer de consistance

De (2.38) et (2.39), on obtient

— R = —u () + Uil — 2U; + Uj—] i < : > (u/ () — it

— Uil)

h2

i ~ (ot + %)

2h

U
u2
UN-1
2
| L un

h? 1 h?
== (u(4> (&) +u® (52._1)) _ <1 - Z_h) = (uc?») (A) + ul® (A,»_l))
= |R;| < h” max ‘u(4) (x)‘ + h ma ’u(g) (w)‘ < U max ’u(4) (:U)‘ + 2 max
il < — — max <=
12 2€0,1] 6 z€[0,1] 12 \ze[0,1] z€[0,1]

1
<1].
(<)

Alors, |R| — 0 quand h — 0 et le schéma est consistant d’ordre 2.

3. Yo = (v1,v2,...,un) ERN, Apv > 0= v > 0,7 (A, conserve la positivité)

i 2 1 1
A (m - F) v2
1 1 2 1 1
- <2h(1+2h) Taz) vt gzl T (2h(1+2h) - iT2> v3
Anv = 1 1 2 1 1
- (2h(1+ph) + ﬁ) Up—1 + f2Up (2h(1+ph) - ﬁ) Upt1

1 1 2
- (2h(1+Nh) + ﬁ) UN-1F RUN

Soit p = min {z e{1,2,..N+1},v;, = I{linNUj}
J=4

o6

‘u(f&) (@D




(a) Supposons d’abord que p =1, on a alors v; <wv;, Vj =1,...,N, donc

2 1 1 1 1 1

pzvrt <2h(1+h) _h2>v220:>112(01_1}2)+2h(1+h)v2+lz2v120

:>i<’l)1—1)2)—|- ! Vo + ! V] — v1+iv1>0
h? 2h (14 h) 2h (1+h) 2h (14 h) hz -

1 1 1

1
— (v — - - >
(v = va) + Sh(l+h) ' 2h(1+h) (L1 —v2) + 7501 2 0

h2

:>i( — )_¥( _ )+ i+¥ > (0
AR T S R W PR T C I A R

Comme v9 —v1 > 0 et (% — 2h(11+h)) > 0. Donc vy > 0. Alors, v1 > 0 = v; > 0, Vj =

1,...N=v>0.

(b) Un raisonnement similaire permet de montrer que si p = N, ona v, > 0= v; > 0, Vj =

1,..N=v>0.

(¢c) Si0<p< N, donc

1 1 2 1 1
- <2h(1 o) T h2> Uttt <2h(1 Fph) h2> Upt1 20
1 1 1
= 2 (vp = vp—1) + 72 (Up = vp+1) + 20 (1 +ph)
1 1 1 1
= (i grram) =)+ (= ) (o e 20

1 1 1 1 : :
Comme (P + W) > 0, (P - W) > 0. AlOI‘S, Up = Up41 = Up—1 CE€ qul est 1m-

(Vp41 — Vp +vp —Vp—1) > 0

possible car p est le plus petit indice j telque v; = min_v;. Donc, dans ce cas le minimun

i=1,...,

ne peut pas etre attein pour 1 < p < N.

Alors miani >0=—=v>0.
i

7777

6 (z) :—%(1+x)2ln(1+m)+§(x2+2x)ln2,x€]0,1[,
9'(3;):—(1+:z:)1n(1+3c)—%(1+x)+§(x+1)ln2,

1 4
9”(93):fln(1+x)flf§+§ln2.
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0 vérifait alors

avec 0 (0) = 0,6 (1) = 0.
Alors, il existe C' tel que

1

(L o) 1= 0 ()

1
) (91'_1 —20; + 9@'4—1) +
1

1
5 (—0i—1 +20; — 0; TN
— max| g (i + )t T an

2 (Oiv1 — 0i1) — 1’ < Ch?.

00) () = (111@ =—> max ‘0(3) (x)) =1,
1
(1+2z)°

D’aprés la question précédente, on a

oW (z) = = max ’0(4) (;1:)‘ = 1.

C= % (max‘9(4) (x)‘ + Qmax‘ﬁ(?’) (:U)D =—.

Donc,

1 h?

o Oipr —0i1) — 1) < —
T o am) G 0im)

1
72 (—0i—1+260; — 0;11) 1

max |(Apfp); — fi| = max

h2
— [(Anbp); — 1] < —

Par définition de la norme, on a

|Bo|| Y
1Bl =supiol = sup S |Byl
w0 vl eq,, N}; Y

et comme A,:l est une matrice positive, on a

N
A7 = ATY
14, ie{ﬁggm;( i

On se donne v = (1 — %2, ey 1 — %2) et on note d = A,:lv, on a donc Apd = v. D’aprés la

question (4.b) on a
(Apbp); > vi,Vi=1,..,N
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ce qui peut encore s’écrire

Ay (6, — A1) > 0.
D’aprés la conservation de positivité de Ay, on en déduit que
-1 h? -1
Gh—Ah 1)20:>(9h)22 1—Z (Ah e)i,

otte=(1,1,..,1).

Ore>0, A,:leZOet 1-— %2 > 0, on en déduit que

1

-1
(4y ), < 12 (0n);
1
soit encore
1
-1 -1
145 elloo = 143 lc < 72 16nllo
1=
0 une fonction continue et bornée sur [0, 1], il existe donc K telque |0 (z)] < K. De plus
1
B2 < %, on déduit que
4

HA;lHOO <M (avec M = %K)

5. Dans la question 2. On a montré que le schéma est consistant d’ordre 2 avec la majoration

suivante
h2
< Lo o2 o ]
| Rhll o < o Lrél[%ﬁ] Hu ()| + xrg[%ﬁ] u' (x)
Soit U = (u (1) ,u (x2) ..., u (xx)) le vecteur dont les composantes sont les valeurs de la solution

exacte aux points de discrétisation. Par définition, on a
ApU, — ApUy, = (b, + Ry) — by,
et donc 'erreur de dicrétisation vérifie
en=Up —Up = Ay Ry,
= |lenll < HA,:lﬂoo | Rillo < Ch? = 0 quand h — 0

ce qui prouve la convergence au sens L.
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Corrigé de ’exercice 2.4

Soit Qp, = {z; =ih,0<i < N+1} ol h =+, N € N*

Nt1
i , Ui — 2U; + Ui
1. Avec un schéma centrée, on a u” (z;) = —— h; =y
L’équation discrete
Uip1 — 2U; + Ui , ,
_ it L el + (1+a})u = f; i=1,...,N. (x; =ih)

12
Pour les conditions aux limites, On a : uyy1 = u (1) = 1.
Discrétisation de condition de Neumann v’ (0) + » (0) = 0, on utilise un schéma décentré

avant

u' (xg) +u(zg) =

u (1) — u(x0)

1 1
- (1—E)UO—|—%U1:O
Donc, le probleme discret devient
(%—F(l—i—lzhz)) ui—h—lzuiﬂ—h%ui_l :fz 1= ]_,,N

Ug = 1.
(% + 1) UN+1 — %UN =0.

2. La consistance : D’aprés (2.38), on a

2

U; — 2uz + U;— h
= L= (7;) + 1 (U(4) (&) + u® (5@'71)) .

h2

Pour la condition au limite :

- T,
u' (70) N 5 (0)
W (4) h
Ri= "y (u? (&) +u' (1)) + Zu" (0)
= ||R| < h—QmaX ‘u(4) (91:)| + EmaX |u" ()]
7 12z€0,1] 2 z€0,1]
h|h
i (4) "
7 |5 mex ul? (z)| + max |« (<)

Alors, le schéma est consistant d’ordre 1.
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3. On peut écrire le systeme sous la forme matricielle :

-y [fe] | e
_# (%4_01) —h% Uy fl
— (7 +e) —7 —

_# (% + CNfl) _h% UN_1 N1
_ ! CREON | N B P

ot ¢; = 1 +4%h% > 0.

4. Ay, est invesible : Il suffit de montrer que A;, conserve la positivité c’est-a-dire
Vo e RV Ap > 0= v >0.
Soit v = (v, Vg, .o, U 41) € RVTL

(2 + 1) v = s

1 2 1
—p0t (7 +e2) v — gmvs

1 2 1
— U1+ (7 1 6) Up — 75Up1

—3uon + (3 +1) vy

j=1,...N+1

Supposons que  min  v; < 0. On a alors
j=1,..,N+1

Soitp:min{ie{1,2,...,N+1},v¢: min vj}

(a) Sip=1, donc

2 1 1 1
ﬁ—kcl Ul—ﬁ’vg > 0:>ﬁ(vl—vg)+ ﬁ%—cl vy >0

Comme vy — vy > 0 et (% + cl) > 0, donc v; > 0 (contradiction). Alors v; > 0 =

Uj20:>’020.
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(b) Si0<p< N +1, donc

1

2 1
2 (0p = vp-1) + 12

1 1
—ﬁ’l)p_l + (ﬁ + Cp) Vp — ﬁvpﬂ —

1
= CpUp = 12 (Vpg1 —
Comme vy — v, > 0, v,_1 — v, > 0 et ¢, > 0. Donc v, > 0 (contradiction).

Alors v, > 0= v; > 0= v > 0.

(¢c) Sip=N+1
1 1
—EUN‘F E+1 UNy1 2> O:E(UN-H_'UN)‘{‘UN-HEO
1
= UN41 > 7 (vy —vNg1) >0
= Uny1 >0
(contradiction).

Donc,Vi=1,....N+1, v, >0= v > 0.

Av > 0= v > 0 = A inversible.

Corrigé de ’exercice 2.5
1. Soient M € N* et N € N*, et soient k le pas du temps, choisi tel que Mk =T et h le pas

d’espace, choisi tel que h = 5.

Qnr = {(zi,t,) = (th,nk) /i=0,..,.N+1;n=0,..,M}.

On applique un schéma d’Eluer explicite en temps et un schéma de différences finies

centrées en espace. On obtient donc
T}‘i’l _ un

~ - -
Y

wy (24, t,) >~ ?

x i;tn —
Uy (x4, tp) 57
62



n n n
)~ uipy — 2ui + gy
Uz (T4, 1) = 72 .

Alors, I’équation discrete est

—1— (2.45)

n+1 n n n n n
Uy — — U 4 Uigy —Wia Ui = 2
k 2h h?

(unJrli 1_@ u® + %_ﬁ u .+ %4_& u
% - h2 % h2 2h i+1 h2 2h i—1

=l =, =0,Yn=1,.. M.

(2.46)

\’U,? = Ug (JIZ) ,VZ = 1, ,N

k k
2. On peut écrire le systeme (2.46) sous la forme matricielle (a = 2—2, B = ﬁ)

| Uy 7T (1-2a) (a—p) Uy
Uy (@+p5) (1-2a) (a—p) Uz
(@+p) (1-2a) (a—p)
un (@+8) (1-2a) | | uv |

3. L’erreur de consistance : En utilisant le développement de Taylor, on obtient :
h2 3 h4
u (xi+17 tn) = U? + hug ('ri’ tn) + ?U” (xia tn) + ?u(s) (Iia tn) + Zuzzmm (ai, tn) )

h h
U (i1, tn) = ul — hug (z4,t,) + —u" (x5, t,) — yu(?’) (Tistn) + Zumm (ati-1,tn),

2
ul = 2ul +ul h?
= Ugy (l‘i, tn) - 72 ! + Z (Uxxx:c (Oéia tn) + Uzgax (Oéz‘_l, tn)) : (247)
Pour wu, (x;,t,)
h2 h3
2 h3
u?_l = UZL - hua: (ZL‘Z‘, tn) + ?umx (%, tn) - ?ummx (6i—17 tn) 5
ul s —u,  h?
2h 12
Pour u; (z;,t,)
2

u?""l = u? + kuy (l’i, tn) + Eutt (xh gn)
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’(L—f—l —

ok
e Uy (Iia tn) = ZTZ + §utt (ZL’Z', Qn) (249)

R =R+ Ry,

D’aprés (2.47), (2.48) et (2.49), on obtient

~ no_ n— Ul Ul
R = wu, (l’i,tn)—UHIQ—thl—e(um (T4, tn) — Yit :21 Y 1>
h? h?
= E (umcx (B@) tn) + Ugzx (ﬁi—la tn)) - EI (ua::m:x (ah tn) + Uzrrr (ai—la tn))
. B2
— ‘R? < D {QI[%%( |tz (2, 1) + 61[101?1?( (KT— (a;,t)]] < Cyh%
~ ultt —ur k
R} = uy (4, t,) — ZT = Sl (xi,6,)
~ k
- ‘Ri < —max |uy (z,t)| < Chk.
2 0,7
Alors,
LR?|§‘?%‘—+y§? <C(h+Fk),
ou

1 1
C' = max (C1, Cy) = max (E {2%’@&1?( [Usze (T, 1)] + E%,Eﬁ{ (m— ] ,51[{)1%{ [ug (, t)|) :

Alors, = ||R||,, — 0 quand (h,k) — (0,0) et le schéma est consistant d’ordre 2 pour

I’espace et d’ordre 1 pour le temps.

. La stabilité.
De (2.46), on a

unJrl_ 1_% u + %_ﬁ ut .+ %—Fﬁ ul
i h2 )t h2  2n) hz  2np ) U

La condition CFL (Courant Friedrichs-Lax))

- Toutes les coefficients soient positives, ¢’est-a-dire

2¢k
12]12’ (2.50)
ek k € 1
> == > 2.51
h? — 2h h — 2 (2.51)
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Sous les conditions (2.50) et (2.51), on a

2¢ek k k k k
et < (1= Yty + (5 - g ) matan) + (5 + 57 ) maxta

% %

n+1

= u < max(u;)

)

= max(uj"") < max, (uf')
1 (2

par réccurence

max(u ') < max(u)).

7
% %

De méme pour le minimum :

2ek k k k k
u;b-i-l > (1 _ %) mzm(u,") + (2—2 — ﬁ) mzm(uf) + (2—2 + ﬁ) miin(u‘

— min(u}*") > min(u})
1 1

par réccurence

min(uj' ") > min(u7).
7 7

De (2.52) et (2.53), on a
sl < max o] = [l < ] ¥ = 1, M.

. La convergence
On a: e} =ul — ul telque u} la solution exacte au point (z;,t,). Par définition

~n+1 ~n ~n ~n ~n ~n ~n
k 2h h?

_ pn
= R",

(2.54)-(2.45), donne

(ﬂzﬁﬂ - “?H) — (U —uy) n (G?H - “?ﬂ) - (ﬂ?fl - U?A)
k 2h
_ (Upyy +ufy) — 2@ —uf) + (@, —ufy) nn
h? o
entl _ogn  on __ on e . — el 4 et
_— 7 7 i+1 1—1 o i+1 7 1—1 — Rn
KT an ¢ h2 i

2ek kk kE kK
=t = (15 et (G- gp) o+ (5 o an) et v

)

(2.52)

(2.53)

(2.54)

(2.55)



- {e?+1| < max|el'| + k| R} |
= |el™| < max|e}| + kC (k + h*).

Par réccurence

lef| < max|e}| +nkC (k+ h?)
— e} < max|e)| + MEC (k + h?)
= |e}'| < max ’e?’ +CT (k + h?)

= |le"]l <||€"]|, +CT (k+1?).

Comme ||e°]| = 0, alors,
"]l < CT (k+h*) = |le"]| — 0 quand (k,h) — (0,0).

Corrigé de ’exercice 2.6

1. Le schéma présente une discrétisation par différences finies en utilisant un schéma implicite
centré pour 1'équation
ou ou 0%u

o Vs Vo

Etude de la consistance

D’apres les développements de Taylor, on a

Ou wt =
a (%’a tn-i—l) = T + Eutt (Iu en) y n S0 <ty (2-56)
0*u ultt = 2ultt B2
@ (l‘z‘, tn—l—l) - 1 h2 ! + Z (uxrzm (517 tn—l—l) + Ugzza (éi—lu tn—l—l)) 3 (257)

2 <& < i, o1 <o L.

ou ult =t R?
% ($i7 tn-i-l) - % + E (ux:m (Cla tn-i-l) + Ugas (Ci—h tn+1)) ) (2'58)
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2 <G < T, T <G < 3.

D’aprés (2.56), (2.57) et (2.58), on obtient

n+1 n
R? = % (l‘i,tn_;,_l) - % +V g—z (QTZ', tn—i—l) —

2 n+1 n+1 n+1
- {% (Tis 1) — ~itl 2122 T ]
k h?

= Eutt (xh gn) + Vﬁ (u:v:c:c (Czu tn-‘,—l) + Uzze (gi—l) tn+1))
h2

+’7_ (uasmmm (gz; tn—i—l) + Ugzzs (gi—l’ tn+1>)

4!

h2
= |R}| < D [ZVmax |tz (2, 1)] + W[%%f(lum” (x,t)|]

[0,1]
< O1h* 4+ Cok < C(h? + k),

ou

C' = max (Cy, Cy) = max (% [ZVmax U (1)

(0,1]

Alors, ||R||,, — 0 quand (h, k) — (0,0) et le schéma est consistant d’ordre 2 pour l'espace

et d’ordre 1 pour le temps.
2. Pour V.=20:

(a) L’équation discréte devienne

n+l _ n
j U

n+l
u j+1

u 2Tt
j

At (Ax)?

Alors, on peut écrire la forme matricielle en posant ¢ =

(14 2c¢) —c 0
—c (142 —c
0
—c (1+42¢)
0 0 —c

67

)

—C

(1+ 2c¢)

YAt
Ax?

n+1

n+1
Uiy — Uy

2h

+ —max |Uy (T
0.7] tt )

, comme suit

n+1
Uy

n+1
Ug

n+1
Us

n+1
Un_—1

n+1
Uy

)

TTITT Jt
| +7n[%aﬁ<lu (z,1)]

1
, —max |uy (z,1)]

(0,7]




()

La matrice A est evidement symétrique.

Définies positive < Vv € RY : vt Av > 0.7
(1+2c) —c 0 0 vy
—c (14+2¢) —c Vg
. 0
v'Av = (v1, 02, ..., 0N)
0
—c (1+42¢) —c
0 0 —c (1+2¢) UN
(14 2¢) vy — cvg 1
—cvy + (14 2¢) vg — cus Uy
—cvp_1 + (1 +2¢) v, — cvpa vy
—con_1+ (1 +2c) vy UN
N
= Z —cvp_10p, + (14 2¢) vf) — CUY11Vp) , (Vo = V41 = 0).
p=1
N N
= v'Av = Z —CVp_1Vp) + Z (1+2c)v +Z —CUps1Vp)
p=1
N N
= Z —CUpUp 41 —i—Zch —i—Zv +Z —CUp41Up
p=0
N N
= ¢ —2v0pm —|—Zv +va+1 +) v
p=0 p=1
N
N SRS Jr
p: =
= A est SDP.

On raisonne par récurrence sur n

Supposons que m < u?_l < M,¥Vj =0,...

m <0< M.
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Soient m' = inf u} et M’ = sup uj.
1<j<N 1<j<N

Montrons que M’ < M. Si M’ = 0 on a rien a démontrer, sinon

Soit k € {1,..., N} tel que M’ = u}, d’apres le schéma

uy 4+ uy
(1+2c)up =uf™ +2¢ (u)

2

(1+2c)up < up™'+ 2cuf

= M =u} <ul"'<M.

En remplacant u par —u, on obtient m’ > m.

Corrigé de ’exercice 2.7

On a

U 6+2Ax 6 ., 6—2Ax

A ) A2 9 T (A2 T A

=0,j=1,...,N;n=0,..,.M

1 3 /u, —2ur+u u s —u
:>Kt(u?+1_u?>+§( as A$j2 ! 1)-1— JHQA -1 =0,7=1,..,.N;n=0,....M
T

avec ug = uy, = 0; u) = ug(z;). Alors, cette formule présente la forme discrete du probleme

@( t)_|_§@( t)+%
ot Y T 592 YT g,

u(x,0) =uo (), z €]0,1]

(x,t) =0, z €]0,1[,t € ]0,T7,

uw(0,t) =u(l,t)=0,t€]0,T[.

Etude de la consistance : D’apres les développements de Taylor (2.56), (2.57) et (2.58), on

obtient
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ou ut — ou u, —ul
R = ——(zjt,)— — b | = (2, t,) — =L
P = G Gt = T [T ) - M
3 [a— (6 tn) = =5 ]
k h?
== §utt (xia gn) + E (u:t:c:r: (Cza tn) + Upgy (Ci—la tn))
3 h?

[0 [0,1]

< O1h? + Cok < C(h* + k),

h? 3 k
= |R}| < D {2111%( |t (2, )| + §max K— (:L',t)l] + 51[%%}}( |uge (z,1)]

ou

1 3 1
C = max (Cy, Cy) = max (E {er[%%? [t (T, )| + —|—§n[%%( [K— t)|} ’5%%{ | (x,t)\) :

Alors, ||R||,, — 0 quand (h,k) — (0,0) et le schéma est consistant d’ordre 2 pour 'espace et

d’ordre 1 pour le temps.

Corrigé de ’exercice 2.8

1. Schéma d’Euler implicite : Soientt M € N et N € N*, et soient k le pas du temps, choisi

telque Mk =T et h le pas d’espace, choisi tel que h = N+r1

On applique un schéma d’Eluer implicite en temps et un schéma de différences finies

centrées en espace. On obtient donc

£
8
—
8
~
3
*

12
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On obtient

ui ™ —uf 4 “?lel — _ gu?jll — 2ui !+ —0
k 2h h?
( 2k ko ek\ , ko ek\ , "
<1 + ?> u (% - ﬁ) uz‘jll + <—% - ﬁ) ui! = uf,
Vi=1,..N;Vn=0,... M —1,
—
uy = uny = 0,Vn=1,..., M,
\u? =g (z;),¥Vi=1,...,N.
P . .. ek k
On peut écrire le systeme sous la forme matricielle | A = 72 a = o
~ - - — n+1 ~ -
(14+2)) (a—2A) Uy Uy
(—a—X) (1+2)) (a—2N) Us Us
us = | Uus
(—a—A) (1+2a)) (a—=2A)
(—a—A) (14 2a)) un un

2. Pour la consistance, nous pouvons suivre le méme raisonnement que l’exercice 2.5. On

obtient alors que le schéma est consistant d’ordre 1 pour le temps et d’ordre 2 pour

I’espace.
3. Pour la stabilité, on a

= (1420 u™ 4 (o = A wffy + (—a = A u.

Soit UZ)—H = 112%)](\[ u ) alors
= (120 ui™ + (o = Mg + (—a = A ui’h.
D’aprés I'hypothése, on a
uz)-ill < un+1 ot Z>+11 < un+1
Sous la condition & — A < 0 = 5 < % h2’
(@ =N ulth > (a=Nul et (—a—Nult) > (—a—A)ul.
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Donc,

up > [(142X) + (= A) + (—a — V)] u

> ul ! = max !
0 1<i<N

— max u” > max u" .
1<j<N 7 T 1<i<N Y

De méme, on peut montrer que

min «” < min ¥
1<j<N 7 T 1<i<N Y

De (2.59) et (2.60), on a
— max ‘u?! > max ‘u?“‘
1<j<N 1<j<N

= ||u"|| > Hu"HHOO.

H/U/n H X < Hu H o

k 1
Le schéma est stable au sens L., si o < 2—2 — 3 < %
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Chapitre 3

Méthode de différences finies pour EDP

Définition 3.1. Une équation auz dérivées partielles (EDP) d’ordre 2 linéaire est une relation

entre la fonction u(x,y) est ces dérivées partielles de type
Uy + 20Uy + cuyy + du, +euy, + fu=g (3.1)

ol a,b,c,d,e, f et g sont en fonction de x et y.

3.1 Types A’EDP

Il existe une classification des équations aux dérivées partielles linéaires du second ordre.
Considérons par exemple une EDP écrite sous la forme (3.1). L’appellation "hyperbolique’, "pa-
rabolique’ et ’elliptique’ d’'une EDP correspond a la nature de la conique d’écrite par 1’équation

caractéristique correspondante, c¢’est-a-dire
1. Si b? — ac > 0 dans un domaine D 1’équation est dite hyperbolique.
2. Si b?® — ac = 0 I’équation est dite parabolique.

3. Si b? — ac < 0 I'équation est dite elliptique.

Exemple 3.1.
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1. Equation elliptique, modéle stationnaire : Equation de Laplace

—Au=f, surf),

+ conditions aux limites.

2. FEquation parabolique, modéle instationnaire : Equation de la chaleur

%—Au-f, sur Q x R,

+ conditions aux limites + conditions initiales.

3. Equation hyperbolique : Equation d’ondes

0*u
ﬁ—Au:f, sur Q x R},

+ conditions aux limites + conditions initiales.

3.2 Discrétisation du domaine

Soit 2 un ouvert borné de R? (d = 2) o1 99 désigne la frontiere de Q.
On considere € un domaine rectangulaire 2 = (0,a) x (0, b).

Soient deux entieres NV et P qui permettent de définir les parametres de discrétisation :

b
h=—""cth= on notera h,, = max(h, k).

N+1 P+1 i
En introduit les points p;; = (z;,y;) de £ avec

xi=1th, i=0,..N+1; y;=jk, 7=0,..,P+1.

Ces points appellés aussi noeuds définissent un maillage du domaine €. plus précisement on

définit €2, le maillage intérieur a €2 par
Qh = {PZ_] = ('xiayj)a 1= 1,,N, j = 1,,P}
On désignera par I';, les points du maillage complet €2 qui sont le bord 92

I'y ={Pj = (xi,y;), avec i=0ou N+1etj=0,..,P+1; j=0ou P+1eti=0,.,N+1}.
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FIGURE 3.1 — Domaine discret en dimension 2.

On effectuant les développements de Taylor de u (x,y) (comme en dimension 1) dans les deux directions

ou h? 9%u
u(z; +h,y;) = w(z,y;)+ h%($i,yj) + 3 92, (z4,y7) + o(h?),
ou h? 9%u
u(w; —hyy;) = u(w,yy) — h%(l‘hyj) + 5 5, (@i, y7) + o(h®).
La soustraction donne
ou Ui41,5 — Ui—1,5
Iz (i, y5) = % + o(h?). (3.2)
Pour la direction y
ou Uj,j41 — Uj j—1
P (xuyj) = A ok : + O(k2)v (3 3)
et
0%u Uit — 2U; 5 + Ui—1 5
w (:I;% yj) = = h2j = + O(h2)7 (34)
82u Ui il — 2Us 5 + Uj i1
e (i, ) = =2+ kQJ T+ o(k?). (3.5)

3.2.1 Dérivée croisée
2

0xdy
Soient h le pas suivant la direction x et k le pas suivant la direction y.

Déterminons une approximation de la dérivée de la fonction u(z,y).

Le principe est toujours basé sur les développements de Taylor

ou ou h? 9%u
u(zi+h,y; +k) ~ u(:ci,yj)—i—h%(a:i,yj)—i-ka—y(:ci,yj)—i-Ea?—{p(xi,yj)
k2 0% 9%u

+§aTy(ﬂfi7yj)+hk%($i,yj)-
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Alors, au voisinage du point (7,j), on a
ou ou h? (0%u k? (0%u 0%u
Uitlj+1 = Ui+ h <ax>” +k (y)u +5r ( Zx)m BTl (32y)” + hk <8m8y>m ; (3.6)
ou ou h? [ 0%u k2 (0%u 0%u
11 ~ Ui —h|=— — k| = — — | = hk ,
i o <ax>i,j <8y>i,j " 2! ( 293>z',j " 2! (829)1',3' i <8xay>i,j 3.1
ou ou h? (0%u k2 (0%u 0%u
itlio1 ~ Ui+ h| =— — k| = — — | = — hk , (3.
it Ui <8x>i,j < y>” * 2! ( 293>i,j " 2! <82y>i,j <8x8y>m (3:8)
Ju ou h? (0%u k2 (0%u 0%u
i1 ~ wi—h{—=— k{— — — | = — hk ,
A i (C%C)i,j " <8 )u 2! <a2x>i,j " ! <82y>i,j <axay>2,j (39)
Effectuant une combinaison linéaire des équations : (3.6)+(3.7)—(3.8)—(3.9), nous obtenons une ap-

proximation de la dérivée croisée a ’ordre 1

(3.10)

2
( 0*u ) Wil — Uit lj—1 — Wim 141 + U151
0xdy i 4hk

3.2.2 Discrétisation de I’équation de la chaleur 2D stationnaire

Considérons le probleme bidimensionnel stationnaire de la conduction de la chaleur dans un domaine

rectangulaire [0, Ly] % [0, Ly]. Le champ de température T'(z,y) vérifie I’équation de Laplace

o*T  9*T
o2 + Y2 =0, (z,y) E]O,Lx[X]O,Ly[,
T(O,y) = Tg et T(Lx,y) =Ty O0<y< Ly’ (311)

T(x,0) =Ty et T(x,Ly) =T, 0<x < Ly.

0T N 9°T
022 Oy?
Le domaine de calcule est discrétisé en (N +2) X (P +2) nceuds (i variant de 0 & N + 1 et j variant

de 0a P+1).

AT opérateur de Laplace en deux dimensions.

On supposera que les pas d’espace dans chaque direction h et k sont constants. La température discrete
au nceuds (x;,y;) sera noté T; ;.

Nous utilisons un schéma centré d’ordre 2 pour les approximations des dérivées seconds en espace

0T (25,y;) = Tiv1j — 2L+ Tica
g2 Y = 12 ’
o’r T —2T; + Ty
873/2 (xz,yg) = L2 :

La formulation discrétisée est alors, pour ¢ variant de 1 & N et jde 1 a P

Tiv1;— 2T+ Ti1, | Tij+1— 2T +Tij—1
h2 - k?
76
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Multiplions par (k?h?), on obtient
k (ﬂ+1,j+ﬂ 1])+h ( zy+1+Tz] 1)_2(h2+k2) i, =0.

Discrétisation des conditions aux limites
T0,y)=T,=To; =T, j=1,.., P,
T(Le,y) =Ty = Tny1;=Ta, j=1,.., P,

(
T(l’,O) =T, = T@o = Tb, 1= 1, ...,N,
(

T(x,Ly) =Ty, = Tipy1="Th, i=1,...,N.
A
T
¥ in
LIV
¥
4_
Ty
Tg—b
«—> >
0 h \Tb L,

FIGURE 3.2 — Présentation des conditions aux limites en dimension 2.

Soit sous forme matricielle, pour N = P = 4, en posant A = h? + k? :

i=1:5=1:k*(To1 +To1) +h*(T1o+Tio) —2(h*+k*) T11 =0,
j=2:k*(Too+ Too) + h* (Ti3+ Thia) — 2 (B + k*) T1 o = 0,
§=3:k*(Tos+ Tos) + h* (Tia+ Tip) — 2 (R + k*) T1 3 =0,
=4k (Tog+ Toa) + 1% (Tis+Tig) — 2 (W2 + %) T4 =0,
i=2:5=1:k*(T31+Tin) +h> (Top+Top) — 2 (h* + k%) Toy = 0,
G =2k (Ts2+ Tio) +h?(Tos +Ta1) — 2 (2 + k%) Tap =0,
§=3:k(Tas+Ti) +h? (Tou+Too) — 2 (B2 + k?) Ty = 0,
=4:k* (Ty4+Tia) + B2 (To + Tos) — 2 (h* + k%) Thy =0,
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i=3:j=1:k*(Tuy+To1)+h* (52 +Ts0) — 2 (h* + k%) Ts1 =0,
j=2:k*Tuo+ Top) + h* (T3 + Ts1) — 2 (h* + k) T30 = 0,
=3 :k*(Tuz+ Toz) + h* (Tya + Ts2) — 2 (R + %ﬂm_o
j=4: k2 (Tya+ Tos) + 2 (Ta5 +Ts3) — 2(h +k2)T34

i=4:j=1:k*(Ts1 +T31) + h?® (Taz + Tap) 201+Hﬁn1_0
J=2:k(Tso+ Ts2) + h* (Tus + Tap) — 2 (h* + k) Ty =
§=3:k*(Ts3+ Ts3) +h?* (Tua + Tuo) — 2 (R + %Tm_o
J=4:k (T5a+ Ts4) +h* (Tus + Tu3) — 2 (h* + k*) Tys = 0.

TOS

Tos T.
T14 TZ4 T34 T44 >4

T T

ST TE Th T T4 53

o
S
o3
o
o
=]
o
=)
!
=)
—
u
=]
v

FIGURE 3.3 — Présentation des T; ; sur le domaine discret.
Pour les conditions aux limites, on a
To,; =Ty, j=1,2,3,4,
Ts5, =1y, j=1,2,3,4,
Tio="1Ty, ©=1,2,3,4,
Tis=Th, i=1,2,3,4.

Finalement, on peut écrire le systeme sous une forme matricielle comme suite
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) < ) <
~ ~ &~ &~
= RS RS RS
> > = = = = = ]
5 E 5 55 S 05 5
R R e e R T I e
&~ I~ | _ I~ I M
[aN] [a\] [a\] [a\}
S R93 =2 =2
_ _ _ _
1
Il
1
17 27 n{W 47 17 21 007 47 11 27 37 41 17 27 001 47
— — — — o [a\} [N} [a\] [2p] o [~p] [p] <t <t <t <t
N N N N N N HN HNH N BH BN BNBBKN
1
X
1
(o] [a\] A
©C © o o o © © © o o ©o % o o % n/_H
o O O o o o o o o o o o % A2n a
(S = | =
N (e} A [a\]
©C o © ©o o o ©o o o % o o % nﬂ L o
(o] A [a\]
o o o ©o o o o o % o o o a % o o
_
o o o o o o o 9 o o % M o o o «
2 < | 2
N [a\] A [a\] N
© ©o o o o o % o o % JH L o o % o
o o o o o < o o % M “ o o © o o
e = | = e
o o o o % o o o M “ o o « o o o
<2 o= 2
(e} [a\] A [a\]
o o o % o o % JH o o o % o o o o
o o @ o o % M “ o o «@ o o o o o
e = | = e
o o o % M “ o o o o o o o o
2 = | = 2
<
W o o o ?_~ & © o % © o o o o o o
[a\] A [a\]
o o % 9_~ ©c o o % © o o o o o o o
o ¢ M “ o o o O O O O o o o o
= | = 2
<
& O_H % © o % © o © o O o © o © o
A [a\] [a\]
N L o o % o o o o o o o o o o o
_
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3.3 Etude d’un probleme elliptique en 2D
Soit 2 =0, 1] x ]0,1[. On se propose d’étudier un schéma numérique pour le probléme suivant

- Au(x7y) + a?(l‘?y) = f(a:,y), (:E7y) €,
x (3.12)

u=0 sur 01,

ot a > 0 est un réel donné et f € C(£2) est donné. On note u la solution exacte de (3.12) et on suppose

que u € C4(Q).

3.3.1 Discrétisation du domaine

Soit N € N, on note h = ﬁ et la valeur approchée de u(ih,jh), (i,j) € 0,1,...., N + 1. On pose
fi.j = f(ih,jh). On cherche & approcher la solution de (3.12) par une méthode de différences finies en
utilisant les approximations centrées.

D’aprés les développements de Taylor (3.2),(3.4) et (3.5), on a

Wity = 2y Uiy i) T 2Wig UGl Ui~ Uil
h? h2 2h

= fi,j7 1= 1,...,N;j = 7...,]V.
Alors, nous avons le probléme discret suivant

1 o 1 o 4 1 1 .
oz T oy J U T\ T T gy ) img gty T pa i — atig-1 = figy 45 =1, N,

Ugj = UN+1,j = Ui0 = Ui N+1 = 0.

(3.13)
3.3.2 Etude de la consistance
Comme u € C*(2). On utilise les développements de Taylor suivant
ou h? [ 0%u h3 [ 03u h* (9%
vy = gt G ) Tar\ae), e \aes ), T o) v
1,] 1, ,J
B ou h? [ 0%u h3 [ 03u h* (9%
Ui—1,; = Ujj—h O ij+§ 2 y “ 31\ 92 ij-l-ﬂ 9t (&i-1,95)
tel que z; < & < wijpq et w1 < &1 < 2.
En sommant
0%u Uit1,j — 2u; 5 + Ui—1,5 h? [ 0*u 0*u
52 (zi,yj) = J hQ’J ! 20\ 927 (& y;) + pyl (&i-1,95) ) - (3.14)
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Pour gz (xi,yj) =

ou h? (0%u h3 [ 83u
Uitlj = Uij+h ((%:)Z] + 5 <8x2>w + 30 ((%33> (pisyj) s i < i < @iy,

B b ou h? [ 0%u h? (03
Ui—1, = Ujj — o i A+ 92 g “ 3 \ 92 (i1,Y5), Tim1 < pi—1 < ;.

La soustraction donne

ou ui+17j — Uj—1.9 h2 <83u 83u )

ou J gu, oy du
5y (%i i) 57 + 531 \ g3 Wi %) — 55 (Hie1,95)

2
Pour g;; (i, ;) -
d%u Wi g1 — Ui +uij—1  h? [0t *u
0 (zi,y5) = as hgj T ((9314 (0, y5) + BN (91—17%‘))

tel que y; < 6; < yir1 et yi—1 < 0i—1 <y;.
Alors, d’aprés (3.14), (3.15) et (3.16), erreur de consistance est donné par

92u Wil i — 2w i +ui 1y O%u Ui ial — 25 4 Ui
Rij= =g (woyy) + =t = a7 @)+ S R

Wit1,j — Ui—1,j

O‘ax i, Yj 2h

0*u 0*u 0*u 0*u
24 |:a 4(§l7yj) 8.174 (g’b—luy])—i_ay;l(aluy])—i_ay;l(el_hy])]
)

+h—2 a—u( ; .)_@( . ,
19 | g3 His¥i) = 53 Hi-1,Y;
h2 84“ 84u 83u
- 2 v
— Il = {[o e |92t @ ’y>‘+[0513[>37” 8y4(x,y>‘+ o max (%3@,@,)‘}
= ||R||OO < Ch2 — 0,
h—0
1 84u 4u 83u
N o*u 9*u , o |
ou C 12 {[0711?3[}8’1] O (fﬁ,y)’ +[O%l M (:C,y)' + a[O,Ilr}lf[}é,l} 93 (:U,y)'}

Alors, le schéma est consistant d’ordre 2

3.4 Principe du maximum dicret

1
Proposition 3.1. Dans le schéma (3.13) si 77 "5, 2 >0 et w;j vérifie

2h

1 1 4 1 1
_ﬁ 2h Wit1,j + T2 2h Wi-1,j + hgwm hgwiJ'i‘l hzww 1<0, Vi,j=1,..

81

(3.15)

(3.16)

N



Alors,
wij < 08X (Wnm), Vi j =1, N,
o :y={i€{0,N+1} ouj € {0,N+1}} = les points de la frontiere de Q.

Démonstration. La famille w; ;, (,7) € {1,..., N}* vérifie

1 1 1 « 1 «
72 (wij — wij+1) + 72 (wij — wij—1) + 72 on (wij — wi-1,5) + 72t o (wij — wir1,5) < 0.

On pose M = max {wiyj /(i,7) € {0,...., N + 1}2} et m =max{w;;/(i,7) € v}.
On a bien sur que m < M, il reste & montrer que M < m. Soit A = {(i,j) € {0,...,N + 1}2 Wi = M}

et soient (7,7) € A tel que
i=max{i/(i,j) € A} et j=1{j/(i,j) € A}.
On distingue deux cas :
1. Sii=0,N+1ouj=0,N+1,onaalors (i,j) €7 et donc M = w;; <m.
2. Sinon,onai¢ {0,N+1} et j¢{0,N+1} et donc (i,5) € {1,..., N}, on en déduit que
1 1 1 o 1 o
77 (Wig —wigen)+o (Wi — %,j—1)+<h2 - %) (wij — %—1,j)+<h2 + 2h> (wij = wit1) <0,

ce qui est impossible car M = w; 5 et donc (wﬁ — %734_1) >0, (aqj — %73_1) >0, (ufij — i—1,j) >

0et (wij—wiyrj) > 0.

On a donc bien montré que M < m, c’est-a-dire

Wij < maxv('yn,m), Vi,j=1,..,N.

n,me

3.5 La stabilité

Proposition 3.2. Le schéma (3.13) est stable au sens
[tlloo < Cl[ floos

1
sous la condition 72~ % > 0.

82



Démonstration. Soit la fonction ¢ telle que ¢(x,y) = 2y2 la fonction ¢ vérifie

¢r:0a¢y:ya¢yy:17

et donc
¢
ox

On pose maintenant ¢; ; = ¢(ih, jh) pour (i,j) € {0,..., N + 1}2 (noté que ¢ ne vérifie pas la condition

—-Ap+a—=-1

¢ij = 0si (i,7) €7).

Comme ¢y = R e ¢yyy = ¢yyyy =0,

4 1 1 «o 1 1 ..
hgd’z‘,j""( 2t > ¢z+1,3+< 77~ 2h> ¢i—1,j_ﬁ¢i,j+1_ﬁ¢i,j—l =—1, pour (i,j) € {1,...,N}*.

En posant w; j = u; j + c¢ij, pour (4,75) € {1,..., N}2 (et u la solution de (3.13)), on a donc

4 1 1 1 1
hQW'L,] + _ﬁ 2h Wi+1,5 + _ﬁ - 2h Wi—1,5 — h2£"i,j+1 hQW'L,] 1= fi,j — C.

On prend ¢ = || f||o de sorte que f; j—c < 0 pour tout (i, j), de la proposition 3.1, pour (7, 5) € {1, ..., N}2

C
Wi 5 < ma.X{(JJk;’l; kal € 7} <=

\V]

car u; j = 0 sur v et mgxgb = %, on en déduit pour (i,5) € {1,..., N}?

C
0y < & = Sflle = uyy < 1]ee (317)

pour montrer que —w;; < 3| f|lo, on prend maintenant w; ; = c¢;j — u;; pour (,5) € {0,..., N + 112

avec ¢ = || f|loo- On a donc

4 1 o 1 o 1 1
Wi T\ TE Ty | Wittd T Ty T gy ) Winld T aWidtl T Wil = TC T fij <0,
Vi,je{1,..,N}*.

Ici encore, avec la condition h < %, la proposition 3.1 donne

wij < max{wry; k,lev}= g (3.18)
Donc, u;j > —§ = Hf” pour (4,7) € {1,..., N}?, alors
fulloo < 171,
O
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3.6 La convergence
Pour 4, j € {0, ..., N + 1}%, on pose
eij = u(ih,jh) — u; ,
on a donc, de (3.14), (3.15) et (3.16)

4 1 a 1 a 1 1 o
726 T\~ t gy | Givtit | T3 T gy ) €imld T aCiaHl T 7fii-1 = Rij; i4,j=1,..,N.

L

Sous la condition de la proposition 3.2 (7

—%20),0na

1
max{|ei,jy (i, §) € {1, ...,N}Q} < 5Ch? — .

Alors, le schéma est converge.

3.7 Exemple numérique

Considérons le probleme de la chaleur 2D (3.11), pour L, = 1 et L, = 2, avec les conditions aux
limites : Ty, = 0, Ty = 0, T}, = 0 et T}, = 200. Les résultats numériques obtenus a l'aide d’un code

numérique en utilisant de langage MATLAB :

=2 % Longueur suivant la direction X.

W=1; % Longueur suivant la direction v.

H=20; % Hombre de points de discrétisation suivant x.

M=20; % Hombre de points de discrétisation suivant vy.

dx=L/ (H-1) ; % Le pas de discrétisation suivant x.

dyv=w/ (M-1) ! % Le pas de discrétisation suiwvant vy.

x=0:d=:L;

v=0:dy:W;

E=M*H;

Z=zero= (K,EK) ! % Initiation de la matrice.

z=ones (K, 1) ;

Drx=zpdiag={z,1,2Z)r % remplace la diagonale supérieure de Z par 1.
Dx=spdiag=(-z,-1,Dx) s % remplace la diagonale inférieure de Z par -1.

EETEEEEEEEEEEEEEEEE La matrice de 1l'opérateur d*2/dx"? FEEEEELEEEEELELEERLRS
D2x=spdiag=s{z,1,2Z);

DZx=zpdiags(z,-1,02x) -

DZx=spdiags (-2*z,0,D2x) ;
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IR T T T T EIEIEIEIEIEILILI LI LR R R R R Ry
Dy=spdiags(z,1,2)r
Dy=spdiags (-z,-1,Dv) !
e R e e R Y
D2yv=spdiags(z,H,Z)
D2yv=spdiags (z,-N,D2vy) :
DZ2v=aspdiags (-2%z,0,D2v) ;
$EEEEEELEELLE33333%Y les conditions aux limites de Direchlet 3333333333334
for m=1:M-1
D (m*H, m*H+1)=0;
D (m*N+1, m*N)=0;
D2x {m*N, m*H+1)=0;
DZx (m*N+1,m*N)=0;
end
FEEEEELEEEEE LT LYY L'opérateur d"2/dx"24d"2/dy"2 FEEEEEEELEE LRS!
D=D2=x4+D2y;
TEELLLLLRER%%%%Y Les conditions aux limites de Heumann F33333esssssssssss
BC=zeros (E,1);
[-] for n=0:N-1
BC{E-n)=200;
- end
EEEELEELLEREEEEEE333%%%Y La matrice finale 35555353333 aaeeessseaseesy
[-] for n=0:N-1
D{E-n,:)=0:
D(E-n,E-n)=1;
-end

EEEEEEEEEELEEEEEEEEEE Solution du sSystéme FEREEEEEEEEELREEELRERELEEEERETREE:
F=D\BC:

Fxy=vecZmat (F,H);

figure (40) rmesh(x, v, Fxv) -
grid

xlabel{"v"}

viabel('=x"')

title('Solution approchée')
colorbar

print -dpdf Figure-40.pdf
open Figure-40.pdf

Les figures suivantes représentent les résultats numériques obtenus pour deux valeurs différentes
de discrétisation, Ces résultats montrent la réalisation du principe de maximum démontré dans le

paragraphe 3.4.

85



Solution approchée

Solution approchée

200

100 -

Solution numérique pour N, = N, = 20. Solution numérique pour N, = N, = 100.

3.8 Exercices

Exercice 3.1. Soit le probléme suivant

ou ou 9 9 9
Yor Yoy + 97, (z,y) € 10,1[%,
u=0. sur Of).

1. Donner une discrétisation par différences finis centré de ce probleme en utilisant un maillage

uniforme.

2. Ecrire le systéme obtenu pour N = 3, puis donner la forme matricielle.

Exercice 3.2. On considere le probleme en dimension deux suivant

~ Au(z,y) + 52 (wy) = f(0), () €10, L0x 10, 1],
u(x,0) =u(x, L) = u(0,y) = u(L,y) =0.

On suppose que la solution u(x,y) est suffisamment réguliére. On cherche a approcher cette solution

par une méthode de différences finies. Soient N € N* et h = ﬁ On note u;; la valeur approchée

recherchée de u au point (ih,jh) pouri,j =0,...,N + 1.
1. Donner une discrétisation par différences finies de ce probleme en utilisant le schéma centré.
2. Donner l’ordre de consistance de ce schéma.

3. Quel est le principe du maximum de ce schéma.
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4. Montrer que o(z,y) = %y2 est une solution exacte de l’équation

ou
—Au(z,y) + 5 (2,y) = -1.

5. Montrer que le schéma est stable au sens ||ul|oc < C||f]lcc sous la condition 75 — 5 > 0.

Exercice 3.3. On considere le probleme en dimension 2 suivant :

%—f — AT =0, sur ]0,1[x]0,1[x]0,T7,
T(t,0,y) =T(t,xz,0) =T(t,1,y) =T(t,z,1) =0,
T(O,I’,y) :TO(xay)

On suppose que la solution T'(t,x,y) est suffisamment réguliere. On cherche a approcher cette solution
par une méthode de différences finies. Soit N,M € (N*)2, h = ﬁ et k = % On note I la valeur

approchée recherchée de T au point (nk,ih,jh) pouri,j=0,...,.N+1;k=0,...,M.
1. Donner une discrétisation par différences finies en utilisant le schéma d’Euler explicite en temps.
2. Ecrire la forme matricielle pour N = 3.
3. Montrer que le schéma obtenu est consistant et donner une magjoration de l’erreur de consistance.

4. Montrer que ce schéma est stable et sous quelle condition.

3.9 Corrigé des exercices

Corrigé de I’exercice 3.1

- _ 1
Soient N € N* et h = {5,

Qh = {(xi,yj) = (’Lh,jh) /Z,j = 0, ...,N + 1} .

D’apres les développements de Taylor, on peut écrire les approximations suivantes

Oou Uil — U1

00 ns5) = LML L (12),
ou Ui 1 — Wi j—
% (w5, y5) = % +o(h?).

Alors, on obtient

jhui—i-l,j —Ui-15 Z.hui,j-i-l — Uig—1

= (ih)?> + (jh)?, i=1,...N:j5=1,....N.
2h 2h (Z)+(])7Z 9 9 >j 9 )
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j i o
B (Wit1,j — ui—1,5) — B (Wij1 — Uij—1) =h*(i+4), i,j=1,...
—

'U/O,j = ’LLN+1’J' = ui,O = ui,N+1 = O

2- Pour N = 3, on obtient le systéme suivant

1=1: _7 =1: % ('LLQ,l — U071) — % ('LLLQ — UI,O) = 2h2,
j=2: 2(ug2—uog) — 3 (u1,3—u1,1) = 5h%,
J= 3 (ug,3 — uog3) — 5 (w14 — uy2) = 10A?,
=2 ] = % (U371 — U171) — % (’u,272 — U,Q70) = 5h2,
j= 3 (uz2 —u1) — 3 (ug3 —uz) = 8h%,
j=3: 3(ug3—u13) — 3 (ugs — us2) = 13h?,
1=23: ] = % (U471 — ull) — % (U372 — U370) = 1Oh2,
j=2: 5(uap—u22) — 3 (ug3—uzn) = 13h°,
j=3: 5 (uag—uzs) — 3 (uza —uzp) = 18h°
Finalement, on peut écrire ce systéme sous la forme matricielle suivante :
o -3 0 2 0 0 0 0 O ui 1 2h*
0 —3 0 2 0 0 0 0 || up 5h?
o 2 0o o0 o0 2 0 0 o0 uy3 10h?
-2 0 0 0 -2 0 1 0 o0 us 1 5h*
0o -2 0 2 0 =20 2 0 usp | = | 8h?
o 0o -3 0 2 o0 0 0 3 us 3 13h?
o 0 0 -3 0 0 0 -2 0 us 1 10h?
o 0o o0 0 -2 0 3 o0 -3 us o 13h?
o 0 0 0 0 -30 2 o0 us 3 18h2
Corrigé de I’exercice 3.2
Soient N € N* et h = ﬁv
Qp = {(xi,yj) = (Zh,jh) /Z,] =0,...,N+ 1} .
1. On a
82@6 Wi 1‘—2U"—|—U',1'
E (l'uy]) _ 1+1,9 h;»] t—1,) +o (h2) ,
0%u Ui i1 — 2Us 5 + Uj
dT/Q (l'iayj) = h;’] ns t+o (h2) )
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ou Uil — Wi—1,j
T (zi,y5) = # +o(h?).

Alors, ’équation discrete est donner par

(Wit —2uij +uim1y)  (Wiger — 2ui5 +uiio1)  (Wit1,y — Uim1,5)

— — — =0,4,j=1,...N
h2 h2 2h ) 27] ) ) 9
Ug,j = UN+1,7 = Ui,0 = U N+1 =0. i,j = 1,...,N.
(3.19)
2. L’erreur de consistance :
Pu Uil — 2U5 5 + Uj—15 Ui i+l — 2Ui 5 + Ui i—1
R' R _ - . . 2] 5] 1 ) 11.7+ [2¥) 1,
1,7 (de + dy2> (1'173/]) ( 2 + 72 (3 20)
ou Uit1 — Uio1 ’
D’apres les développements de Taylor (voir le cours), on a
h? [0*u 0*u h? [0*u 0*u
Rij =1, [(%4 (& ys) + 53 (51‘—173/3')] + 57 [83/4 (zi,0;) + o (i, 93‘—1)}
h? [93u 9Pu
+ 15 | 53 Wir¥i) — 5.3 (Hi-1,3j)
h? 0*u 0*u 9Pu
= |R;i| < — — (=, —(x, 2 —(x,
= 55 Lo ot o0 2 s [ o0}
= ||R||oc < CR* — 0,
h—0
1 0*u du 0u
uC = — — 2 — .
T {[0,513[)5@} 57" y)‘ i y)‘ 20 Lo | 028 (x’y)‘}

Alors, le schéma est consistant d’ordre 2.

3. Le principe de maximum :
Le probleme (3.19) satisfait le principe du maximum si f;; < 0 (— (3:2 +y2) < 0) , Va,y €
10, L[ x )0, L[.

Alors, si w; j solution de (3.19), on a
wij < max {wym}, Vi,j€{0,....,N+1},
l,mey
tel que y ={l € {0,N+1} oum € {0, N +1}} = les points de la frontiere

oy 1 1 .
sous la condition ;5 — 57 > 0, (voir le cours).

4. p(z,y) = %yQ, satisfait



alors, ¢ vérifier

e

5. Pour la stabilité voir la proposition 3.1.

Corrigé de I’exercice 3.3

1. D’apres les développements de Taylor, on a

+1
(5) =" ow.
a )., K
PTN" _ Ty, =215+ T8,y (1)
0x2 ), ; h? ’

PTN" _ T =205+ 10 s
dy? - +o(h%),

2
Z"j h
donc, ’équation discrete est donnée par

1
T =T T, 2T AT T 2T+ T i N
k h2 B2 =U,2,7=1,...,
15, =TN; =T =T 41 =0,Vn=1,..., M,

1 ,n+

CTZ?J = To(xlvy])uVZ,] = ]., ...,N,

2. La forme matricielle pour N = 3 : D’abord, on a besion d’écrire le systeéme sous la forme suivante

Ak k k k K
TiT,LjJrl _ (1 _ h?> TZ?J + ﬁ [_LHJ + ﬁTz‘n—l,j + ﬁTz‘T}jH + ﬁTi??j—l

T&J = T‘EJ = i'r,l(] = 27,14 =0,Vn = ]-aaMaVZ7] =1,2,3,

T = To(zi,y;), Vi, j = 1,2,3.

Z?j =

i=1: j=1: TPT'= (1-23)TP + 5TH + BT + 5T0 + ST,
j=2: T3t = (1= 3) T+ s T8 + oI5y + o Ti's + T
j=3: T3 = (L= 3) T+ D3+ B Tos + Tl + 1o Tis
i=2: j=1: TP{'= (1—-H)T9 + ST + T8 + 215 + 5T,
j=2: T3t = (1-33) T3y + 35 T3 + 35Ty + 35135 + 35131
j=3: Tt = (1—13) T35+ T3+ BT + 15 + 1513
i=3: j=1: T3 = (1-33) T3 + T8 + T3 + T + 35 T3y
j=2: T35 = (1= 33) T3y + 35T + 3518 + 35 T + 4T3
j=3: T3t = (1= 38) T35+ o Tis + o T8s + T3 + 15 T3
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La forme matricielle A =

5
T = Ay T,

tels que

Tt = (g e T T T T T T )

[ 1—4y A 0 A 0 0 0 0

A (1—4N) A 0 A 0 0 0

0 A (1-4N) 0 0 pY 0 0

A\ 0 0 (1—4\) A 0 A 0
Apg = 0 A 0 A (1—4)) A 0 A

0 0 pY 0 A (1-4N) 0 0

0 0 0 A 0 0 (1—4N) A

0 0 0 0 A 0 A (1—4n)

0 0 0 0 0 A 0 A
et )

T" = (T{y, Ti'a, Ti's, T30, T, To's, Tiy, T3, T5's)'

3. Comme les exercices précédents on peut trouver une estimation de l'erreur de consistance

ko%*T

n

T oiT
+ o7 2 L:) 1 (§Z7y]7tn) 81_4(‘57;—173/3'7tn):| + 57 [8 1 (wl7<]7tn) ay a1 (xzaCj latn)}

2
= |Ri;| <

— max
2[0,L]x[0,L] x[0,T]

— ||R]|oo < C1h% + Csk

Alors, le schéma est cons

4. La stabilité :
On a

Tl

4k
h?

5=

Sous la condition 1 —

ij 57&2 (xi’yjaen

L

)

4 T T

il (x,y,t)| + ma
X
ot Y [0,L]x[0,L] x[0,T]

0*T
W(l‘v Y, t)

oiT
87y4 (‘Ta Y, t)

{[o L]><[0 L}X[OT}
k

—
(h,k)—(0,0)

istant d’ordre 2 pour l'espace et d’ordre 1 pour le temps.

h2
>0, on a

h?

4k k
:<1 >Tn+(z+lj+Tn j T+ T) -

e ) 17051+ i (T2l T+ T+ 725
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Donc

T < max‘T-"»
2% ij [2¥}

) \V/Z,J

max

775 < max [T,
] s 1,7
Z’J 17.7

= 1T oo < T [loo < o < 1T o0

Alors, le schéma est stable sous la condition 1 — ;17]2“ > 0 au sens Lqo.

92



Chapitre 4

Introduction a la méthode des éléments

finis

4.1 Introduction

La méthode des éléments finis consiste & approcher, dans un sous-espace de dimension finie, un
probleme écrit sous forme variationnelle dans un espace de dimension infinie. La solution approchée
est dans ce cas une fonction déterminée par un nombre fini de parametres, par exemple, ses valeurs en
certains points (les noeuds du maillage) [6], [9], [17], [10],[11] et [19].

Cette méthode est particulierement bien adaptée aux problemes d’équilibre. Elle permet de traiter
des géométries complexes contrairement aux différences finies mais elle demande un grand cotut de temps

de calcul et de mémoire, .

4.2 Formulation variationnelle

Considérons le probleme de Poisson en une dimension avec conditions aux limites de Dirichlet
homogenes :

Trouver une fonction w définie sur [0, 1] telle que

—u"(x) = f(z), xe€(01),
u(0) =u(l)=0.

(4.1)

La présentation tres succinte faite sur cet exemple simple a pour but de donner les idées de base et
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ne constitue qu’une introduction a la méthodes des Eléments Finis. L’approche repose sur la méthode
de Galerkin qui permet d’écrire le systéme différentiel sous forme variationnelle dans un espace de
dimension finie.

Soit une fonction v(z) € C*([0,1]). On peut écrire :

1 1
—/0 u (x)v(x)d:):Z/O f(@)v(z)dz. (4.2)

La fonction v est appellée fonction test. Si on fait une intégration par parties dans le membre de

gauche de cette égalité, on obtient :

1 ) 1
/ u (z) v (@) doe — [u (z) v (:c)}o = / f(z)v(z)dz, (4.3)
0 0

et si v est une fonction telle que v (0) = v (1) = 0, alors

/0 " () (@) di = /0 @) () de. (4.4)

Pour cela, nous considérons les espaces des fonctions suivants :

L?(Q) = {ueol(n), / |u|2<oo}, (Q CR),
Q
Hy={ue L?(Q),u € L*(Q),u=0sur 9Q}.
Définition 4.1. On appelle formulation intégrale ou formulation variationnelle du probléme, le probléme

qui consiste a

Trouver une fonction u appartenant a Uespace Hj (]0,1[) telle que

1 1
/ u' (x)v (z)dx = / f(x)v(z)dz, pour toute fonction v € Hy (]0,1[). (4.5)
0 0

Définition 4.2. Une solution de la forme variationnelle (4.5) s’appelle solution faible du probléme

différentiel de départ.

4.2.1 Conditions aux limites de Neumann

On considere maintenant le probleme suivant ou les conditions aux limites sont données par la valeur
de la dérivée de l'inconnue u.

Trouver une fonction u définie sur [0, 1] telle que

—u’ (@) +u(@)=f (@), we(01) (4.6)

u(0)=a, u(1)=04.
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La formulation intégrale pour ce type de probleme différe par la prise en compte des conditions aux
limites. Nous reprenons la démarche qui permet d’écrire une formulation variationnelle. On suppose que

u est une solution et on multiple I’équation par une fontion test réguliere v puis on integre sur [0, 1]

—/01u”(x)v(x)d:er/OllL(x)U(ﬂC)dx—/Olf(“")”(x)dx

Apres intégration par parties, on obtient

1 1 1
! / / 1 —
/0 u (z) v (z) dz — [u (x)v(x)]o—i—/o u(a:)v(a:)da:—/o f(@)v(z)de

c’est-a-dire

/Olu/(JU) (z )da:+/ dx_/ f(@)v(x)dr+ Bv (1) — av(0), (4.7)

puisque v’ (0) = av et v/ (1) = . Ainsi, la condition aux limites de Neumann est directement prise
en compte dans la formulation variationnelle, et il n’est pas nécessaire de l'inclure dans le choix de
I’espace vectoriel de résolution. Pour que (4.7) soit définie, il suffit que u et v soient continues et C'! par

morceaux sur [0,1]. On introduit donc I'espace
H'={ue L*([0,1]),u/ € L*([0,1])} .

Alors, la formulation variationnelle de ce probleme devient

Trouver u € H' (0, 1) telle que

1

’LL/CL' X T = X v — QU v 1 . .
/0 <><>d+/ r)d /f p)de+ Bo(l) —aw(0), Vo e H'(0,1).  (48)
Dans ce cas

a(u,v):/lu/(az) (z )dx—l—/olu(a:)v(:c)da:,

/f x)dz+ v (1) —av (0).

4.3 Théoreme de Lax-Milgram

D’abord, nous introduisons les notations suivantes : Si u,v € H} (]0, 1[), on pose

1
a(u,v) = /0 o () (z) dz,

:/lf(:v)v x)dx
0
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Les applications a et L sont respectivement une forme bilinéaire continue et une forme linéaire
continue sur H}(]0, 1) et I'équation (4.5) est équivalente a

Trouver u € H}(]0, 1[) tel que

a(u,v) = L(v) pour tout v € H}(]0,1[).

Le théoreme de Lax-Milgram montre que ce probleme abstrait admet une unique solution sous des
conditions trés générales.

On considere un espace de Hilbert V' dont le produit scalaire est noté (.,.) et la norme ||.||. On
introduit I’hypothese suivante sur a

(H) La forme bilinéaire a : V' x V —— R est continue, i.e. il existe une constante M € R telle que
a(u,v) < M Jul.||lv]|], pour tout u,v €V
et coercive, i.e. il existe une constante a > 0 telle que
a(u,u) > aljul|?, pour tout u € V.

Théoréme 4.1. (Théoréme de Lax-Milgram) Si la forme bilinéaire symétrique a satisfait (H) et si L

est une application linéaire continue sur V, alors il existe un unique u € V tel que

a(u,v) = L(v) pour tout v € V.

4.4 La méthode de Galerkin

On souhaite maintenant trouver une méthode pour calculer des solutions approchées d’un probleme
de Poisson. Comme nous souhaitons également pouvoir traiter des cas ol la solution est peu réguliere,
nous allons en fait résoudre de fagon approchée la formulation variationnelle. La formulation variation-
nelle que nous avons vues peut étre mise sous la forme

Trouver une fonction u dans V| telle que
a(u,v) = (f,v), pourtoutveV (4.9)

ou

- V est un espace vectoriel de fonctions,
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- (u,v) —> a (u,v) est une forme bilinéaire sur V' x V,
- v — (f,v) est une forme linéaire sur V.
Dans le cas du probleme de Poisson avec conditions aux limites de Dirichlet homogenes, 1’espace

vectoriel ot 'on cherche la solution est V = H} (]0, 1[) et les formes a et (f,.) sont définies par

1 1
a(u,v):/o u (z)v' (z)dx, (f,v>:/0 f(z)v(z)de. (4.10)

L’espace de résolution V étant de dimension infinie, le principe de la méthode de Galerkin consiste
a le remplacer par un espace vectoriel V3, de dimension finie et a résoudre le probleme approché

Trouver une fonction uy, dans Vj, telle que

a (up,vp) = (f,vn), pour toute fonction vy, € V},. (4.11)

Dans le cadre de ce cours, nous prendrons toujours des espaces V}, C V , on parle alors d’approxima-
tion conforme. Comme V}, est de dimension finie, la résolution de (4.11) se ramene en fait a la résolution
d’un systeme linéaire. En effet, si on se donne une base (1, 2, ..., on) de V}, , la solution recherchée

peut se décomposer sur cette base selon
N
up () =Y ujp; (). (4.12)
j=1

Résoudre (4.11) est alors équivalent & trouver un vecteur U = (ug,uz, ....,uy) € RY tel que

N
a ZUJQOJ (x) yUh | = <f7 ’Uh> ’ V’Uh € Vh;
j=1

N
<’:>ZCL (90] ('I)?Uh) Uy = <f’vh>7 vvh € Vh7
=1

N
= alp; (@), (@)u; = (f0i(x)), Vi=1..,N,
j=1
puisque (¢1, P2, ..., on) est une base de V. En posant la matrice

RNXN

A= (Ai7j)1§¢7j§]v € , Aij =alp;(z),¢i(z))

et le vecteur

F = (E)ISZSN S RNv FZ = <f’ Pi ($)>7
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c’est-a-dire résoudre le systeme linéaire

a(er,p1) - - alpn,p1) uy (f, 1)

L a(p1,on) - o0 alen,en) | | un (f,on) |

Sous forme matricielle on écrit ceci

AU = F.

La matrice A est appelée matrice de rigidité, en référence aux problemes de mécanique ou elle a été in-
troduite pour la premiere fois. Cette matrice a des propriétés qui proviennent directement des propriétés

satisfaites par la forme bilinéaire a, et F' comme le vecteur de chargement.

4.4.1 Estimation de ’erreur

Lemme 4.1. (Orthogonalité de Galarkin) Soient uw € V la solution exacte du probléme continue

(4.9) et up la solution exacte du probléme discret (4.11). Alors Uerreur e = u — uy, satisfait
ale,vp) =0, Yo, € V. (4.13)

Démonstration. La solution exacte w satisfait a(u,v) = L(v) pour tout v € V. Puisque V}, C V, on
peut prendre une fonction test de V3, et en déduire que a(u,v,) = L(vp,) pour tout vy, € V3. En utilisant

a(up,vy) = L(vp) pour tout vy € Vj,, nous obtenons immédiatement le résultat. d

Lemme 4.2. (Lemme de Céa) Sous les hypothéses du théoréme de Lax-Milgram, soient u la solution

de (4.9) et up, la solution de (4.11). Alors

= un]| < %Hu ol Von € Vi clest a dire [Ju— un| < %d(u, Vi),
ot d est la distance induite par la norme ||.||.
Démonstration. On a

a(u —up,u —up) = alu — up,u— vy + vy —up), Yo, €V

= a(u — up,u — vp) + a(u — up, vy — up)
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or vy, — up, € Vj. Done, d’aprés (4.13) a(u — up, vy, — up) = 0. On a donc :
a(u —up,u —up) = alu —up,u—vp) Yo, € Vy (4.14)

a étant coercive, il existe a > 0 tel que a(u — up,u —up) > af|lu —up||? o ||.|| est une norme sur V. Par
ailleurs, a étant continue, il existe M > 0 tel que a(u — up,u — vp) < M||u — up||||u — val.

En réinjectant ces deux inégalités de part et d’autre de (4.14) et en simplifiant par |u — uy||, on obtient
M
lu — up| < ;Hu —uy|, Vop € Vp. (4.15)

O]

4.5 Eléments finis de Lagrange
Les éléments de Lagrange sont les plus simples des éléments finis.

Définition 4.3. (Unisolvance) Soit ¥ = ay,- - -,an un ensemble de N points distincts de R™. Soit P
un espace vectoriel de dimension finie de fonctions de R™ a valeurs dans R. On dit que X est P-unisolvant
SSI pour tous réels aq, - - -, a, il existe un unique élément p de P tel que Vi =1,---, N; p(a;) = o;. (Ce
qui revient a dire que la fonction de P dans R™ qui a p fait correspondre (p(a;), -+, plan)) = (a1,-+, an)

est bijective).
Définition 4.4. (EF de Lagrange) Un élément fini de Lagrange est un triplet (K, 3, P) telque :
- K est un élément géométrique de R™, compact, connexe et d’intérieur non vide ;

- X =ay,-,an un ensemble de N points distincts de R ;

- P est un espace vectoriel de dimension finie de fonctions réelles définies sur K, et tel que ¥ soit

P-unisolvant (donc dim P = N ).

Les fonctions de bases locales de I’élément fini de Lagrange (K, X, P) sont les N fonctions de P

telles que p;(aj) = d; pour 1 <i < j < N.

Définition 4.5. On appelle un opérateur de P-interpolation sur ¥ est un opérateur mx qui a toute
N

fonction v définie sur K associe la fonction mxv de P définie par : mgv = Y v(a;)p;.
i=1

v est donc l'unique élément de P qui prend les mémes valeurs que v sur les points de Y.
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4.6 Exemples d’éléments finis de Lagrange

4.6.1 Espaces de polynémes

On notera Py 'espace vectoriel des polynémes de degré total inférieur ou égal a k.

-Swr R, P, = Vect {1,X,....,X*} et dim P, = k + 1.

- Sur R%, P, = Veet {X'Y7,0 <i+j <k} et dim P, = FHFH2)

- Sur R3, P, = Veet {X'YIZ,0 <i+j+1<k} et dim P, = FFDET2EES)

On notera @), 'espace vectoriel des polynomes de degré inférieur ou égal a k par rapport a chaque
variable.

- Sur R, Qk = Py.

- Sur R?, P, = Vect {X'Y7,0 <i,j <k} et dim P, = (k +1)?

- Sur R3, P, = Vect {XinZl,O <i,j5,1 < k} et dim P, = (k +1)3.

4.6.2 Exemple en 1D

Elément P,

- K =[a,b
- ¥ ={a,b}
-P=P

Elément P

- K = [a,b]
—E:{a,‘%“b,b}
-P=P

Elément P,

- K =[a,b]
-S={a+iZ%i=0,..,m}
-P =",

4.6.3 Exemple 2D triangulaires

Elément P1

- K=triangle de sommets a1, asz, as
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- ¥ ={a1,a2,a3}
-P=P
Elément P2

- K=triangle de sommets a1, as, ag
a; + a;
5

- ¥ ={a1,a2,a3,a12,a13,a23} ol a;; =

_P=p

4.6.4 Exemple 2D rectangulaires

Elément Q1

- K=rectangle de sommets a1, a2, as, a4, de cotés paralleles aux axes.

-X= {a17a27a/37a/4}

-P =
X —z;)(Y —y;
Les fonctions de bases sont p; = ( i) ( ) ol (zj,y;) sont les coordonnées de a;, et ol a;
(i — ;) (Yi — yj)
de coordonnées (z;,y;) est le coin opposé a a;.

4.7 La méthode des éléments finis en 1D

On va considérer le probleme modéle de I'introduction :

Trouver une fonction u appartenant & 'espace H} (]0,1]) telle que
1 1
/ o () (z)dx = / f(x)v(z)dz, pour toute fonction v € Hj (]0,1[). (4.16)
0 0

Pour construire 'espace V3, on introduit une discrétisation, comme dans le cas des différences finies,

avec une grille uniforme

rj=jAzx, j=0,..,N,

ou Ax = ﬁ On pose h = Ax.

Puis, pour 1 < 5 < N, on introduit les fonctions ¢; définies par

1 sii=j
i (z) = Vi=1,..,.N; j=1,...,N.
0 sinon.

101



Donc

r—Tio
—— sl rzi1 <zx<ux;
Ti— X J 7
J Jj—1
_ L= Tjt1 .
pj(r) =9 —I— s a5 <a <z,
Lj = Lj+1
0 sinon.

Les fonctions ¢; (x) sont des polynomes de degré 1.

@j @Pi+1

xo =0 Xj-1 X; Xj+1 Xj+2 Xn+1 = 1

FIGURE 4.1 — Fonctions de base ¢;.

Ces fonctions sont appelées les éléments finis de degré 1. Avec ces éléments finis, la matrice A est
tridiagonale. Il est aussi possible de choisir pour éléments finis des fonctions de degré 2 ou plus.

Le calcul de la matrice A fait intervenir les dérivées gog- () simples a calculer

1 :
—— =i rj1 <z < xy,
.%'] — x]_l
! _ .
¥ (z) = —  si r; <o < T,
Tj — Tj+1
0 sinon.

Calculons maintenant les coefficients A; ; en sommant les contributions des différents éléments selon :

1 N Tkt
Ay =aley@e@) = [ d@e@a=3 [ d @)@
k=1"%k
Considérons par exemple 1'élément T; = [x;,x;41]. Sur cet élément, il n’y a que deux fonctions de

base non nulles : ¢; et @; 1. L’élément T; produira donc effectivement une contribution non nulle aux
quatre coefficients A;;, Aiy14, Ait1,i+1 et Aji+1 de la matrice globale A. Calculons les contributions

élémentaires de T; et disposons les sous la forme d’une matrice élémentaire 2 x 2

i i
€ (&

1,1 €12
ElemT; = ‘ ‘
(A 1

€21 €22
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avec

' Tig1 1
di=alp@) @) = [ d@e@d =
x4 Titl = Ti
) . Tkl , 1
€19 =€y = @i (2) i1 () do = T
o Tip1 — X4
Tl , 1
cra= [ s &) s (o) do = .
x4 Tit1 — i
D’ou
1 1 -1
ElemT; = ——
Tit+l — T4 -1 1

Pour les F; = (f, ¢; (x)), on doit utiliser une méthode de calcul approché d’intégrale : par exemple,

la méthode des trapeze
1
Tiy1l — Tj—-1
F= [ @@ e = (S5 g,

La méthode de Simpson permet aussi un calcul approché et donne dans le méme cas

h
F; = 6 (Fj1+4F; + Fj11).

4.7.1 Exemple détaillé

On se propose de rechercher une solution approchée du probleme suivant :

Trouver u(z) dans le domaine 2 = [0, 1] satisfaisant 1’équation différentielle

d*u(x) 2du(33)

—3x=0 4.17
dx? + dx v ( )
avec les condions aux frontieres de €
d
u(0) = 0 and {“(“:)] = 0.
dx =1

Dans ce probleme, est un domaine de dimension 1 et le temps n’apparait pas. Pour décrire les points
du domaine, on n’a besoin que d’une seule variable x. L’équation a résoudre est donc une équation
différentielle ordinaire. La frontiere 02 se réduit a deux points.

La solution exacte de ce probleme est

u(z) = —Za: + Zmz - 262 + 262_%,
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Formulation variationnelle du probleme

On a
V= {u € H'(Q)/u(0) = 0, gZ(l) = o} .

Résoudre 1’équation différentielle est équivalent & chercher u(z) € V' tel que

/Q v(z) (di;;(f ) 4 2dl:l(;) - 3:1:) de =0, YweV, (4.18)

avec

u(0) = 0 and {dz(;)]m_l = 0.

Cette formulation est la formulation variationnelle du probleme (4.17).
On obtient une autre formulation variationnelle en utilisant I'intégration par paties et les conditions

d
aux limites u(0) = 0 and [ u(x)} =0:
=1

dz
1 dv(x) alu(x)dgc +0— 0(0) |:d’LL(£L'):|
=0

Trouver u(z) tel que

0 d:r: dz
9 fl d” z)dz + 2v(1)u(1) — 0 (4.19)
-3 fo z)dr =0, VYu(z)eV.

Choix du maillage

On divise arbitrairement 2 en trois mailles de méme taille (voir la figure 4.2)

1 12 2

Q - Q=1[=,2], Q3=[=,1].
1 [73]7 2 [373]7 3 [37 ]
1 2 3 4 5 6 7
0 1/3 203 1

FIGURE 4.2 — Maillage du probleme.

104



Choix des noeuds et des champs locaux

On décide de prendre des éléments a 3 noeuds, et pour la famille de champs locaux des polynémes de
degré 2. Les noeuds sont choisis aux extrémités et au milieu de chaque maille. On peut alors déterminer
chaque champ local en fonction des valeurs aux 3 noeuds. Remarquer que le fait d’avoir utilisé des
noeuds aux extrémités de chaque élément présente deux avantages :

1. Le nombre de noeuds est réduit, car il y a des noeuds communs a deux éléments.

2. On assure ainsi une continuté ¢y de la solution approchée : les champs locaux de deux éléments voisins
auront la méme valeur a leur noeud commun.

Remarquer encore qu’il n’est pas nécessaire de prendre les éléments identiques : on aurait pu prendre
certains a deux noeuds et d’autres a trois noeuds.

Chaque champ local peut donc s’exprimer en fonction des valeurs aux noeuds. En effet, il n’existe qu’un

seul polynéme du second degré qui satisfasse les conditions suivantes :

alx% 4+ bix1 + ¢ = uq,
alx% 4+ bixa + 1 = ug,

alxg + bixs + ¢1 = us.

ou T, T2, et x3 sont les coordonnées des 3 noeuds des éléments, et uy, us, et ug sont des valeurs de u
aux 3 noeuds de I’élément.

On obtient

ay = ToUl — ToUz + T1U3 — U1L3 — UL + U3 (4 20)
(z2 — x3) (21 — 23) (21 — 72) ’

by — x%ug - x%ug + x%ug - ula:% - uga:% + ula:%
(g — w3)(w1 — w3) (21 — x2)

, (4.21)

:z%xgu;z, — x%u2x3 — u;z,x%xl + J:§u2x1 + ulx%xg — x%xgxl
(w2 — @3) (21 — @3) (21 — 22)

Ccl = (4.22)

Le polynome avec les coeffcients aq, by et ¢q ci-dessus est appelé fonction d’interpolation de 1’élément
1. Les polynoémes d’interpolation des 2 autres sont de la méme forme : Pour le second, on remplace les
indices 1, 2, 3 par les indices 3, 4, 5, et pour le troisieme, on remplace les indices 1, 2, 3 par les indices
5,6, 7.

Dans cet exemple, on a 7 noeuds. Si on donne une valeur arbitraire a chaque noeud, les fonctions
d’interpolations sont déterminées et définissent par marceaux une fonction Cy continue sur le domaine

Q. L’espace des fonctions U, définies en 3 morceaux, est de dimension 7.
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Les trois fonctions d’interpolations sur les 3 éléments sont

iy = (18u3 — 36us + 18uy) 22 + (—3uz + 12us — Yu1) = + uq, (4.23)
iy = (18us5 — 36ug + 18uz) % + (—15u5 + 36ug — 21uz) = + 3us — Suy + 6us, (4.24)
@iz = (18uy — 36ug + 18us) 2% + (—27u7 + 60ug — 33us) = + 10uy — 24ug + 15us. (4.25)

Discrétisation du probleme

Dans notre exemple, si on choisit la formulation (4.19), les fonctions v;(x) doivent avoir une dérivée
non nulle partout, pour que la formulation ne soit pas triviale. Par contre, dans cette formulation, la
dérivée seconde de la fonction u(z), qui sera remplacée par l'approximation @ ; n’apparait plus. On
pouvait donc choisir une famille d’approximation % plus simple. On choisit par exemple les 7 fonctions

test vy, v9, ..., v7 définies par la figure suivante :

|

FIGURE 4.3 — Les sept fonctions v;.

Leurs dérivées sont constantes (+6 ou — 6) ou nulles et on a v;(z;) = d;;.

Pour chaque fonction test v; on écrit une équation scalaire

_ /01 dvi(z) di(@) ;0 [dﬁ(x)]x_o —2 /01 i) oy + 20,(1)a(1)

dr  d d d
v v v (4.26)

1
— 3/ v;(z)zd(x) = 0 pour i = 1,7.
0

ou les @(x) sont des fonctions de x et des valeurs aux noeuds up, ug, and us.
Les intégrales de ces 7 équations sont faciles a calculer : elles se réduisent a des intégrales sur le segment

ou les dérivées de v; sont non nulles.
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La construction de ce systeme d’équations s’appelle ’assemblage. Pour un choix différent de fonctions
vi(x), les intégrales sur chaque élément sont moins simples a calculer. Par exemple, la premiére équation

(avec v1(x)) est

(4.27)

Soit encore
1

_ /Oé(_f;)dﬂ;f)di - [dﬂéfj)} - 2/Oé(—6)121(:c)d:z - 3/06 (1 — 6x)adz = 0. (4.28)

ol @(z) = az® + bz + c dans le segment [0, ¢] , avec a, b, ¢ définis en (4.20), (4.21), (4.22).

On procede de méme pour les 6 autres équations. On obtient ainsi un systeme de 7 équations a 7 in-

connues (les valeures aux noeuds uq,ug, ..., u7) :
23 14 n 17 1 0
6 ' 6 ° 6 ° T2 ’
1
Su; — 12us + Tug — E =0,
1 14 22 1 1
— —ug — 12 —ug—=us—= =0
6U1 + 3 U us + 3 Uyg GU5 5 ,
1
Sug — 12u4 + Tus — 1 =0, (4-29)
1 n 14 20 + 22 1 - 0
6“3 3 Ug Us 3 Ug 6“7 3
5
Sus — 12ug + Tuy — D =0,
1 n 14 29 17 0
—us + —ug — —uy — — = 0.
6° 3 ° 6 12
Ce systeme peut s’écrire sous la forme matricielle suivante
AU = F,
d’ou ) o i i i
23 14 17 1
5 -12 7 0o 0 0 up 5
1 14 22 1 1
0 0 5 —12 7 0 0 ug | = | % (4.30)
1 14 22 1 1
o 0 5 3 -2 F -5 us 3
o 0 o0 0 5 -12 7 ug >
(00 0o 0o § F -Fllw] [#]
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La matrice A est inversible donc U = A~1F.

La solution de ce systéme donne les valeurs aux noeuds de 'approximation @(x) cherchée :

4107 7063 236893 25563
Ul = —- U = —— U = ——4 U == — —
17 548727 8664 ° 164616~ ° 13718’
350779 374605 127275
Usg = —————, U= —"7r 77, U7=— .
5 164616~ © 164616 54872

4.8 Eléments finis pour un probléeme non linéaire

Considérons le probleme non linéaire suivant

d? d
T;;+u£_u:€2x’ xz € (0,1),

w(0)=1, u(l),=e.

Il est claire que u = €” est la solution exacte de (4.31).

(4.31)

Nous allons résoudre ce probleme numériquement en utilisant la méthode des éléments finis. On va

expliqué toutes les étapes en détail pour faciliter la compréhension de ’algorithme sur lequel nous nous

sommes appuyés en programmation.

Pour plus d’informations sur les problemes résolus en detail, veuillez vous référer a [6].

4.8.1 Discrétisation du domaine

On subdivise l'intervalle [0, 1] on 5 sous intevalles (N = 5), ou la longueur de chaque sous intevalle

est he = % =0.2,

x =20 x =1
[ e —|

(= O O O O O

FIGURE 4.4 — Maillage composé de cinq éléments.
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4.8.2 Formulation variationnelle

Terl  (d%y _du 9%
/ze w{dxg—i-udx—u—e }d:c:O.

Par integrattion par partie, on obtient

/Ie+1 duw du + wud—u —wu pdr = wdﬂ o T /%H e wdx
- dx dx dx -\ Ude - ‘

Te

Donc, la formulation variationnelle du probleme

udx

du du
0 (8), mo ().

4.8.3 Approximation linéaire de u(x)

dz dx

et ( dwd d et
/ { W et —wu}dw =w (xe) Q1+ w (Tey1) Q2+/ e wdzx.

Q
Xe € Xe+1
ué(z) = ¢1 + cou. © ©
u e
1 uZ

En appliquant les conditions

uc(xe) = €1 + c2xe = uf
U (Teg1) = €1 + C2Teq1 = US

ou

X — X
e _ €+1
o) = T rowe
Tet+1 — Te Tet1 — Te

sont connues sous le nom fonctions de base.

Proprités des fonctions de base
0 si 1#}],

L i) = e i
si 1=].

j=2
2. Zlgoj(:z:) =1
]:
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FIGURE 4.5 — Représentation de deux fonctions de base.

Le modele par éléments finis peut étre obtenir a partir de 1’équation (4.34) en substituant I’approxi-

mation linéaire par éléments finis de la forme

j=2
u () = 3 aSe(a),
j=1

Solution exacte u®(x) = uii(x) +usp5(x)

el

_, uses(x)

uf () «
u

FIGURE 4.6 — Approximation linéaire par éléments finis.

Avec

’w:(,Df(IL‘), =12,

ol ¢f(x) sont les fonctions de base sur I'élément (z¢, Zet1).

Substitution les valeurs de u et w dans I’équation (4.34)

x€+1 dsptla i (u(i e _|_ ue 6) + eﬂi (ue (4 + ue 6) _ e (ue e + ue 6) dx
dr dx 1¥1 22 ©1 dr 1¥1 22 ¥1(UrP 22
Te (4.36)

Te+1
= % (@) Q1 + &5 (20s1) Qs + / e,
Te
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dey d
dx dx

d
e e e e e~ Y
(ufp] + usps) + pau

/xe+1 {
Te
Te+1 9
= 5 (Te) Q1 + 5 (Tet1) Q2 + / pse“tdx.
Te
Dans la notation matricielle, les équations algébriques peuvent étre écrites comme
Kijui + Kfquy = fT + QF,
Kjui + Kyyuy = f3 + Q3.
Ou en d’autres termes

(K {u} = {7} +{Q°}

tels que
e [def des o de;
K :/:re { T e =i de
Te+1
fi= / e dz
Te
Supposons que
=2
U= up5(x) = W (x) + T ().
j=1
On obtient, alors
Tet1 dy® dspe. d@e. €
K¢ = v e ")\ € eI\ T, — p8 8
i, /:ge { dr dz + ¥iP1 dr ur + Pi P2 d U2 Soz(p]

= Aj; + Bijun + Cijug + Dj;

tels que
e Te+1 d#ze d’ ; e Te+1 e ed’ ;
Aij = Ja. T da dx, Bij = fze goiQ% dx,
dy$
Cr = et <gpfgo§d;> dv, Dj;=— ff:*l (cpfgoj) dz.
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(W + w55 — 5 (w55 + um} dz

(4.37)

(4.38)

(4.39)

(4.40)

(4.41)

(4.42)



En calculant ces intégrales, on trouve

. Tet+1 dsple d(pj 1 1 —1
a= (SR )= L |

e Tett e eng; 1 2 =2
Bij/xe <<P¢<P1dx> dm*g N )

e Fett e ed(p;
Cij = /x (%chll,) de =

- 1 (2 62$e+1)+62xe
Ii= —/ pfedr = %he 62a326+1
e The(eQ%H e2e) 4 5
4.8.4 Technique d’assemblage
Initiation du systéme linéaire
foooo0o0o0|[w] o] [o]
000000 Uy 0 0
000 O0O0GO uz | 0 N 0
000000 Uy 0 0
000000 us 0 0
(000000 |u| [0] [0]
1%r¢ Elément e = 1 :
(ko k000 0| [w] [A] [o]
ki, kb 00 0 0| | u 1 !
0 0 0000 U3 0 0
= +
0 0 0000 Uy 0 0
0 0O 0 0 0O Uus 0 0
0 0 0000w ]| [O0] | 0]
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2ieme Flément e = 2 :

i ki ki 0 000 uy 1 Q1
kyr (kap+ k%) ki 00 0| | up fa+f7 Qs + Q1
0 k3, k3, 0 0 0 uz | 2 N 2
0 0 0 0 00 Ug 0 0
0 0 0 0 0O Uus 0 0
0 0 0 000][u| | o | | o |
3¥me Elément e = 3 :
[k K o o oo]fu] [ A |1 [ @
kyy  (kgy + k) ki 0 00 ug fa+ 17 Q3 + Q1
0 Ky (Whtkh) Ky 0 0] fus | | B | B
0 0 k3, k3, 0 0 Uy 5 3
0 0 0 0 00 Us 0 0
0 0 0 0 00 |lu| | o | | o
4ieme Flément e = 4 :
KL kL 0 0 o o] fw] [ # 1 [ @ ]
kY (k3o + k) k2, 0 0 0 Uz f3+ f? Q3 + Q7
0 k3, (K2, + k3,) k3, 0 0 uz | _ 2+ N Q3+ Qi
0 0 k3, (k3y +ki1) kiy 0 Ug B+ Q3+ Qi
0 0 0 k3 k3, 0 us 5
0 0 0 0 0 o)|lu | | o | | |
5%me Elément e = 5 :
I 0 0 0 0 ][ w] ] Q1
kyy (kg + ki) ki 0 0 0 u fa + 17 Qs + Q7
0 k3 (k32 + k1) ki 0 0 us | B+ n Q3+ QF
0 0 k3, (k3o + ki) ki 0 (2 3+ fi Q3+ Q1
0 0 0 ky (k32 +K71) ki us i+ Q+Q}
0 0 0 0 k3, k3, ][ ue | 3 3
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Le second membre du systeme linéaire est évalué comme suit

Q5+ 0 1 0 si aucune source ponctuelle externe n’est appliquée,
=
Q), si une source ponctuelle externe de magnitude @, est appliquée.

Imposition des conditions aux limites

[kl kL, 0 0 0 0 w £l Q!
ki (Kl + kD) K 0 0 0 | | us f3+ f7 0
0 k3, (k3 + k) ki 0 0 us | _ 5+ N 0
0 0 k3 (k3o + K1) ko 0 Ug f3+ 1 0
0 0 0 k5, (k3o +KP1) Ky Us fa+ 1P 0
| 0 0 0 0 k3, ko | Luws | | 5 | | @
[ 1 0 0 0 0 0 ] [w ] [ wo ]
kay (ko + k%) ki 0 0 0 u2 fa+ 17
0 k3, (k3o + k) ki 0 0 us || S
0 0 k3, (k35 + kip) ki 0 w | B+
0 0 0 k2 (k3p +K31) K7y us fi+ 7
0 0 0 0 0 1] Lus | | w(D)

Apres 'assemblage des équations des éléments, un systéme d’équations non linéaires est obtenu, par
conséquent un schéma itératif a été appliqué pour le résoudre. Ce systeme est linéarisé en incorporant
la fonction @, qui est supposée connue de I'itération précedente et les calculs pour u sont alors effectués

pour l'itération actuelle. Ce processus est répété jusqu’a la précision souhaitée.

4.8.5 Code MATLAB

Ce code est créé en langage Matlab suivant les étapes mentionnées ci-dessus.
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EEEE R R R R TR T LT LT LT LTI E e ey
EETEEE Méthode des &léments finis pour résoudre le probléme: EEETEER
LEEEEEEEEEEEE u"+un'-u=exp (2x)} , u(0)=1, u(l)=e e
PR R R R R R R R R R R R R R R TR L R T LT IR R e
-] function bvpsolution{)
clear all; close all: clc

n=10; % Nombre des &léments.

nn=n+l; % NHombre de noeuds.

lgth=1; % Dimension du domaine.

he=lgth/n; % Dimension de chague €lément.

#x=[0:he:1gth]: % Points de données pour la variable indépendante.
AC=0.00005; % Précis=sion

F=zero=s(nn,1l): % Initiali=sation
F{l)y=exp(0):; F{nn)=exp(l) ;% Conditions aux limites.
PR R R IR LT TR T IR T IR R I EI IR T LI T T ITEITILITIEIEI IR EIEI IR TIEILIE YT RTEI R e
TEETEEERR Processus itératif direct pour traiter TEETTEEEELE LTS
FETEEEREEERS un probléme non linéaire EEEEEERTEERREEER RS
R T T TITITTTIITITITTIIIILITIIITITIRITIYTLI Y ey
c=1.0;
count=0; % Initialisation pour le comptage des itérations.
tic % Temps de début.
[while (c>0)
Fl=azzembly (F,n,he) ;
c=0.0;
-] for i=l:nn
if {abs{(F{i)-F1{1i}))>aC)
c=c+1;
break
end
- end
F=F1;

count=count+l;

- end

disp{'Donc, la solution=:"'};

e et e st e e L Lttt
EETTEELIRT TR E R Sortie pour les variables EETTEELIRT TR E R

e R e e L e e e e e e e L L L L L e L L
diff=abs (F-exp(x)"):

fprintf {"Ho des &éléments=%d'n',n)

disp{'xs FEM exacte Erreur')

dispi([=x',F,expi(x)"',diff])

fprintf ('Ho des iterations-%d\n', count)
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e ettt e e e e e e e et
EELLEELLEELEEEEEEEEEEE Tracé des wariables résultantes TEEEEELLEEeeeeesss
R TR R R T R L T R T R T LT T T LT T T T TTITIITEIITYITI YT et e
Vi=exp (x) -

figure (48)

plot (x, VWV, '-r="}

Xlabel ({"=®")

vliabel ("U{x) ")

title{'Solution exacte')

print —-dpdf Figure-48.pdf

open Figure-48.pdf

figure (49)

plot(x,F, "-b=")

xlabel {("=x")

yvlabel {"U{x) "}

title{'Solution par éléments finis')

print -dpdf Figure-49.pdf

open Figure-49.pdf

figure (50)

plot(x,diff, "-g=")

title{'Erreur de discrétisation')

Xlabel ("=x")

yvlabel ("E {x) "}

print —-dpdf Figure-5S0.pdf

open Figure-50.pdf

too

- end

IR TR I TR T T AT T I ITITIITITTITITINIILIIITIIIYTEIEIIYIRI YT v
FEEEEEEERER Calcul de matrices élémentaires et assemblage FEEEEEEEEERER
FR R TR R R R AT R IR R T IR EF R R T EIOEIEI R EI T EI T EIITLIEIIEILI LI TIEIEIIRI R EIEIEIRT YRR YT R R IR
[-] function [Fl]=assembly(F,n,he)
nn=n+1;
E=zeros (nn,nmn) ; Initiation de la matrice principale.
B=zercz(nn,1l); Initiation de la matrice RHB.
syms =
a=[1-x/he,x/he]
des=diff (=, =):
Imm=[] -
[ for i=1:n
lmm=[1lmm; [1,i+1]];

X comme variable symboligue.
Fonction linéaire de base.
Différenciation de la fonction de base.

o off o o o of

Matrice de connectiviteé.

-end
[Flfor i=1:n
Im=lmm{i, :):

116



e e e e

£%%% Génération des matrices élémentaires (K1l) =t F1 EFEELEEEERTEEERER

Rt e e e e e e e e e e e e

kEll=-int {ds'"*ds,x,0,he)+{int (s"*d=s*=s(1),x%x,0,he)*F{1lm{l)) ...
+int({="*d=s*=(2),x,0, he)*F({1lm(2)))-int(='*=,x,0,he) ;

fl=int ({exp(2* (x+(1-1)*he))*=s"',x,0,he);

LRt e e e e e e  E e et e et L e e e e

FEETFEEEES Assemblage selon la matrice de connectivite FETTETESEREEES

e e e e

E{lm,lm)=K{lm, 1m)+k11;

E{lm)=RK {1lm}+fl;

- end
e e e e e e e e e e e e e e e T
TEETFETEEESE Imposition des conditions aux limites FETEETEE TS

e e e e e e e e e e R
E{(l,:y=0.0 ; E{nn,:)=0.0;

E{l,1)=1.0 ; E(nn,nn)=1.0;

E{1,1)=F(1) ; R{nn,1)=F{nn):

R T T 11111111ttt s

FEERERERERERERERYS solution du systéme linéaire FEERERERERERERERERYS
R R R R R R R R R R R R ARty
d=EMR
Fil=d;
- end

Les figures suivantes représentent les résultats numériques obtenus pour deux valeurs différentes de
discrétisation N = 5 et N = 10, Nous dessinons les solutions exactes et approchée dans deux figures

différentes, et la troisieme figure représente la différence entre elles dans chaque cas.
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Seolution exacte

Solution par éléments finis

28 T T T T T T T T 28 T T T T T T T T T
1]
261 i 28
24
24 E
22F -
22F = g
oL
nl |
% a8l =
= 18
181 = g
161
16 E e
141
a
141 - 19l o
1ar S 7 0
1 1 1 1 Il 1 1 1 1 Il 08 1 1 1 1 1 1 1 1 1
o 01 0.2 0.3 04 0.5 08 0.7 0.8 09 1 o 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 07 0.8 0.9
x X
FIGURE 4.7 — Solution exacte et solution approchée pour N = 5.
w107 Erreur de discrétisation
18 T T T T T T T T T
a
a
16F —
141 B
12+ o 4
o
L |
=
w
08 B
06 —
04| R
02F B
o] 0.1 0.2 0.3 04 0.5 0.6 0.7 0.8 09 1

FIGURE 4.8 — Erreur de discrétisation pour N = 5.
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Solution exacte

Solution par éléments finis

28 T . . . . . T 28 . . : . T . T
o
26} p 28
a
a 4
2l i 24}
u}
L . | 22 .
2k =
2k O .
= ..l o
Zis
18} . 8
a
161
a
16 B g
a T4r o
14 R
o 12+ e
= a
12 1 10
a
i 1 1 L 1 1 1 L L L 0.8 1 1 | 1 1 1 1 | 1
0 0.1 02 03 04 05 06 07 08 08 1 “o 04 0.2 03 0.4 05 06 0.7 0.8 0.8

FI1GURE 4.9 — Solution exacte et solution approchée pour N

45

x10°

Erreur de discrétisation

35

0.5

T T T w T T T T

a

0.1

0.2 03 D4 0.5 06 07 08 0.9

10.

F1GURE 4.10 — Erreur de discrétisation pour N = 10.
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Nous avons également imprimé les solutions exacte et approchée avec ’erreur pour chaque point de

la discrétisation dans un tableau pour chaque cas.

x (N =10) | MEF Exacte | Erreur
0.0000 1.0000 1.0000 0.0000
0.1000 1.1053 1.1052 0.0001
0.2000 1.2217 1.2214 0.0003
0.3000 1.3502 1.3499 0.0004
0.4000 1.4922 1.4918 0.0004
0.5000 1.6492 1.6487 0.0004
0.6000 1.8226 1.8221 0.0004
0.7000 2.0141 2.0138 0.0004
0.8000 2.2258 2.2255 0.0003
0.9000 2.4598 2.4596 0.0002

1 2.7183 2.7183 0

x (N =5) | MEF Exacte | Erreur

0 1.0000 1.0000 0.0000
0.2000 1.2225 1.2214 0.0011
0.4000 1.4935 1.4918 0.0017
0.6000 1.8239 1.8221 0.0018
0.8000 2.2268 2.2255 0.0012
1.0000 2.7183 2.7183 0
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