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 المقدمة
 

لقد أنجزنا ىذه المطبوعة المأوجّية إلى طمبة سنة أولى ليسانس جذع مشترك عموم المادة, والمتكوّنة من دروس مأفصّمة 
وفق البرنامج المأعتمد من الوزارة الوصّية  1و الجبر 1بفرعيو التحميل 1في مقياس الرياضيات تتخمّميا تطبيقات متنوّعة

 واستنادا لعدّة مراجع معتمدة ليذا المقياس.

تمّت ىيكمة مضامين ىذا المقياس بما يضمن تحقيق الكفاءات المأستيدفة من تعمّم الرياضيات في ىذا المستوى من 
 في التنسيق الفقي مع بعض المقاييس كالفيزياء و الكيمياء وغيرىما من العموم. التعميم لِما لو من أىمّية

 إن الرياضيات عمم يعتمد عمى الدقّة و وضوح الفكار واليدف من تدريسيا نأمخّصيا فيما يمي:

 مواصمة الدراسة في التخصصات العممية المختمفة -
 التكوين الذاتي المستمر و البحث المنيجي و الابتكار -
 لنقد الموضوعي و التعبير عن المواقف و الآراء بالحجج والدلة.ا -

 
 وفيما يخص الكفاءات المستيدفة من تعمّم الرياضيات نأمخّصيا فيما يمي:

التفكير المنطقي و حل المشكلات )بفيم المعطيات وحصرىا لحل المشكل المطروح, حصر الحجج والمأبرّرات  -
 الإجراء المأناسب في كل مرّة والسير فيو نحو تحقيق اليدف المأسطّر( وتنظيميا في تسمسل استنتاجي, اختيار

التوجّو السميم في التعمّم واكتساب العمل الفعّال )بدقّة الملاحظة, ضبط الفكار الساسية في مسألة مطروحة  -
 والبحث عن المعمومات الضرورية لمقيام بعمل ما(

المفردات المغوية التي تأساعد عمى ربط الجمل الاستنتاجية,  التبميغ بواسطة التعبير الرياضي )بالتحكّم في -
تحرير حل لمسألة مطروحة تحريرا سميما مع تقديم التبريرات المأناسبة في كل مرحمة لموأصول إلى المعمومة 

 المأناسبة (.
 

ي الفيزياء كما تيدف الرياضيات في مستوى عموم المادة إلى منح الطالب معارف وكفاءات تسمح لو بتوظيفيا ف
 والكيمياء وغيرىما ىذا من جية ومن جية أخرى فيي ترمي إلى: 

 تدريب الطالب عمى قراءة ومعالجة معمومات ونقدىا نقدا بنّاءا -
طّة عممية من خلال معالجة التطبيقات المتنوّعة باكتساب  - تكوين الطالب وتدريبو في كلّ مرّة عمى مأمارسة خأ

 التحميل و الاستنتاج. طرائق لمحل باستعمال الملاحظة و
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المساىمة في تكوين شخصية الطالب بتنمية الثقة بالنفس لديو والاستقلالية وحثوّ عمى بذل الجيد والمثابرة  -
وتدريبو عمى التعبير السميم وتشجيعو عمى البحث من خلال المأراجعة وحل التمارين المأناسبة وتوجييو توجييا 

 يم أعمالو.صحيحا نحو ىذا البحث بمأرافقتو وتقو 
 

اعتمدنا في إنجاز ىذه المطبوعة عمى التسمسل المعرفي لمضامين الدروس بالاعتماد عمى استحضار المكتسبات القبمية 
في الرياضيات من المرحمة الثانوية من التعميم لمتعمق فييا أحيانا وتأسيس معارف جديدة أحيانا أأخرى مع تعزيز ىذه 

دراج تمارين غير محمولة في الدروس في كلّ مرّة بأمثمة توضيح ية, وترسيخيا بتطبيقات مأتنوّعة مع حموليا المأفصّمة, وا 
 نياية كل فصل تأترك لمحل حتّى يتمرّن عمييا الطالب من أجل التقويم الذاتي.

 قأسّم ىذا المقياس إلى فرعين:

 : الذي يضم المواضيع التالية:1التحميل

ط البرىان, المجموعات, العلاقات )علاقة التكافؤ, علاقة الترتيب(, نظرية المجموعات: المنطق الرياضي وأنما-
 التطبيقات )المتباين, الغامر, التقابل, الصورة المباشرة, الصورة العكسية(.

 طمقة, المجال, المجموعة المحدودة., القيمة المأ : علاقة الترتيب الكمي عمى بنية حقل العداد الحقيقية عمى -

الدوال العددية لمتغيّر حقيقي: مجموعة التعريف, تركيب الدوال, الدوال الدورية, الدوال الزوجية, الدوال الفردية, الدوال -
 المحدودة, إتجاه تغير الدوال. 

يات غير المنتيية والنياية عند لدوال: تعريف النياية, النياية عمى اليمين, النياية عمى اليسار, النيانيايات ا-
 اللانياية, حالات عدم التعيين, العمميات الجبرية عمى النيايات, نياية الدالة المأركّبة.

الدوال المأستمرّة: تعريف الاستمرار عند قيمة, الاستمرار عمى اليمين, الاستمرار عمى اليسار, التمديد بالاستمرار, -
ستمرة, استمرار الدالة المركبة, الدالة المستمرة عمى مجال, نظرية القيم المتوسطة, العمميات الجبرية عمى الدوال الم

 الدوال الرتيبة و المستمرة.

 الدوال العكسية: وأجود و خصائص الدالة العكسية, الدوال العكسية لمدوال المثمثية, الدوال الزائدية.-

 : الذي يضم المواضيع التالية:1الجبر

 نون التركيب الداخمي )العممية الداخمية(, الزمرة, الحمقة و الحقل.البأنى الجبرية: قا-

 الفضاءات الشعاعية: الأسس و البعاد المنتيية.-
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 التطبيقات الخطية: النواة, الصورة, عمميات عمى التطبيقات الخطية, نظرية الرتبة لمتطبيق الخطي.-

 ما ينتظره كل مستعممييا وخاصة طمبتنا العزّاء.نأمل أن تكون ىذه المطبوعة وسيمة عمل فعّالة, تستجيب لِ 

 إن ىذا العمل لا يخمو من نقائص, لذا سنكون من الشاكرين مأسبقا لكل أحد يأقدّم لنا ممحوظة أو اقتراح. 

فّقنا في إعداد ىذه المطبوعة والتي نأمل أن تكون خدمة لمعمم والمعر   فة. في الختام, نسأل الله العميم الكريم أن نكون قد وأ

     

 إعداد: د. غندير عون عبد المطيف  

 الوادي-أستاذ محاضر بجامعة حمو لخضر

 كمية العموم الدقيقة-قسم الرياضيات

 ghendirmaths@gmail.comالبريد الالكتروني:  
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 : نظريت انمجمىعاثلالأو   انفصم
 

, جداول الروابط المنطقية نبدأ ىذا الفصل بعرض حول مبادئ المنطق الرياضي و المتمثمة في القضايا ونفييا, مقدمة:
مة, يمييا أنماط البرىان وىي أنماط تستخدم أشكال من قواعد المنطق الرياضي كمّ ة, المأكمّمات والجمل المأ الحقيق

مف, البرىان بمثال مضاد, البرىان بالعكس النقيض, ونعرض  في ىذا الصدد النواع التالية: الاستنتاج, البرىان بالخأ
جع. ثم نتطرق في الجزء الثاني من ىذا الفصل إلى المجموعات لعرض العمميات البرىان بفصل الحالات والبرىان بالترا
رض العلاقات مع التركيز عمى العلاقات الثنائية وخواصيا نع . وفي الجزء الثالثعمى المجموعات وبعض خصائصيا

عالج التطبيقات بتقديم مفيوم الفصل نأ ومن ثمّ التطرق إلى النوعين علاقة التكافؤ وعلاقة الترتيب. في الجزء الرابع ليذا 
غامر, التقابل ثم التطبيق العكسي, مع إدراج الصورة المباشرة التطبيق, تركيب تطبيقين وخواص التطبيق: المتباين, ال

   والصورة العكسية لتطبيق.
  وظيفيا وتطبيقيا.لتوضيح المفاىيم والمعارف الواردة في ىذا الفصل نأعالج أمثمة وتطبيقات متنوعة لمتمرّن عمى كيفية ت

 
 انمنطق انرياضي 1.1

 

, وىي حقةفي المنطق الرياضي والتي ليا أىمية في ىذا الفصل والفصول اللا بدأ الفصل ببعض المبادئ ن :تمييد
 , وبعض ىذه النماطالمستعممة لحل المسائل الرياضية ثم نتطرق إلى  أو الاستدلال ضرورية لبناء أنماط البرىان

ية إلى بيان نتيجة أو تأكيد صحتيا بالمجوء إلى ؤدّ ز عمى تسمسل الحجج المأ تركّ الو عام, ىو كيفية بوج ,الاستدلال
, فلا دلال يخضع لقواعد المنطق الرياضي, والاستدلال الرياضي استتختمف باختلاف المواضيع المطروحةنة عيّ قواعد مأ 

 .دون الاعتماد عمى تمك القواعد يمكن إقامة برىان في الرياضيات
 

..., ونرمز ليا بأحد الرموزة كل عبارة تحتمل الصحة أو الخطأضيسمي قنأ  :القضية و نفييا , ,R Q P   
, وتكون خاطئة عندما خاطئة P, التي تكون صحيحة عندما تكونPىو القضية التي نرمزليا بالرمز Pنفي القضية 

 .صحيحة Pتكون 
 : أمثمة

3( العبارة )1 2) وىي قضية خاطئة.قضية , 
 , وىي قضية صحيحة.( )الجزائر دولة إفريقية( قضية1
 ىي )الجزائر ليست دولة إفريقية(.( نفي القضية )الجزائر دولة إفريقية( 1
 
 ن.قضيتا Qو Pلتكن لروابط المنطقية :ا

Pالقضية التي نرمز ليا بالرمزQو Pوصل القضيتين  :الوصل Q ونقرأأP وQ, والتي لاتكون صحيحة        
 .اصحيحتين معً  Qو Pإلّا إذا كانت 

القضية  مثلا:    
2

2 2 2   .خاطئة 
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Pالتي نرمز ليا بالرمزالقضية Qو Pفصل القضيتين  :الفصل Q ونقرأأPوأQ         والتي لاتكون خاطئة ,
 .اخاطئتين معً  Qو Pإلّا إذا كانت 

القضية  مثلا:    
2

2 2 2   .صحيحة 
Pنرمز لمقضية  :الاستمزام Q بــP Q( ونسمييا استمزاما, ونقرأ ,PتستمزمQ( كما نقرأ )إذا كانPفإنQ), 
 ., أي أنّ )الصحيح لا يستمزم الخطأ(خاطئة Qوصحيحة Pإذا كانت  إلاّ  لايكون خاطئا والذي
الاستمزام  :مثلا   

2 2
( 5 3) ( 5 3 )    خاطئ. 

سمي القضية المأركبة نأ  :التكافؤ المنطقي   P Q Q P   نرمز ليا اختصارا بالرمزتكافؤا منطقيا وP Q, 
 .صحيحتين معًا أو خاطئتين معًا Qو P, والتي لاتكون صحيحة إلّا إذا كانت (Qإذا وفقط إذاPكما نقرأ )

2)ية )القض :مثلا 3) (2 3) (2 3)     )1, بينما القضية )صحيحة 1
(2 4)

2 4

 
   

 
 .( خاطئة

ذا 1صحيحة ندل عمييا بـــ  Pكانت القضية  إذا :جدول الحقيقة  .4كانت خاطئة ندل عمييا بــ  وا 
 :QوPل قضيتينولنا جدول الحقيقة التالي الذي يأمخص ما ورد أعلاه, من أج

P Q P Q P Q P Q Q P 
1 1 1 1 1 1 
4 4 1 4 4 1 
4 1 1 4 1 4 
1 1 4 4 4 4 

 
, باستعمال جداول الحقيقة يمكن التأكد من صحة ثلاث قضاياRو  P ,Qلتكن  :خواص الروابط المنطقية

 الخواص التالية :
 .P P             .P P P              .P P P            
 .P P)خاطئة دوما )مبدأ عدم التناقض 
  .P P   )صحيحة دوما )مبدأ الثالث المرفوع       
 .P Q Q P   ,P Q Q P  صية التبديل()خا 
  .   P Q R P Q R     ,   P Q R P Q R     )خاصية التجميع( 
  .     P Q R P Q P R      (كذلك صحيح العكس )الوصل توزيعي عمى الفصل, و 
  .P Q P Q                 )نفي الوصل( 
  .P Q P Q   ل()نفي الفص 
  .      P Q Q R P R                )خاصية التعدّي( 
  .   P Q Q P   .)العكس النقيض( 

P: قضيتان.  أثبت صحة مايمي Qو Pلتكن  :تطبيق Q P Q  . 
  الحل:

 ال الخواصمالطريقة الولى: باستع-
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Pبما أن   Q P Q   فإن 
P Q P Q

P Q

P Q

  

 

 

 

 الطريقة الثانية: باستعمال جدول الحقيقة-
 

P Q P Q   P Q P Q P Q Q Q P 
1 4 4 1 4 1 1 
1 1 1 4 1 4 1 
1 4 4 1 4 1 4 
1 4 4 1 1 4 4 

 .فؤ المأعطى صحيح في جميع الحالات, فيو صحيحنلاحظ أن التكا
, وتأصبح قضية إذا ي عمى متغيرا أو أكثرل جممة تحتو كEعرّفة عمى مجموعة سمي جممة مفتوحة مأ نأ  :ماتكمّ المُ 

), ونرمز ليا عادة بأحد الرموز: Eاستبدلنا ىذا المتغير بأي عنصر من عناصر المجموعة  )P x ,( )Q x... , 
)إذا كانت - )P x صرعنصحيحة من أجل كلx منEنكتب:  , ( )x E P x  

  .يالمكمم الكمّ  عمى رعبّ يأ حيث الرمز
)بحيث Eمن xإذا وأجد عمى القل عنصرا - )P x صحيحة نكتب:  , ( )x E P x   

 .المكمم الوجوديعمى ر عبّ يأ  حيث الرمز 
  مثلا:
,2   الجممة - 0x x    .ىي قضية صحيحة  
,  الجممة  -  4 2x x x     خاطئة, بينما الجممة , 4 2x x x     .صحيحة 
,  الجممة  -  ,x y x y      صحيحة, بينما الجممة  , ,y x x y      خاطئة 

 مين ميم(.)ترتيب المكمّ     
 :مةنفي قضية مكمّ 

 مين.جممة المفتوحة التي تمي المكمّ والعكس مع نفي ال بــــ لنفي قضية مكممة نستبدل الرمز
 مثلا:

-      2 2, 4 , 4x x x x       
-      , , , ,x y x y x y x y          . 
 
 أنماط من البراىين, لنذكر بعضيا. ةنجد في الرياضيات عدّ  :نماط البرىانأ
 يعتمد عمى القاعدة التالية:  ستنتاج(:البرىان المباشر)الا-أ

P)صحيحة و  Pإذاكانت القضية  Qفإن )Q .صحيحة 
2عددان صحيحان. المطموب اثبات  bو a  :تطبيق 2 2a b ab . 
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 الحل:
2نعمم أن  2 2 22 0 2a b ab a b ab     2ي اثبات أن , فيكف 2 2 0a b ab  . 

2بالفعل, بما أن   2 22 ( )a b ab a b     2فإن 2 2 0a b ab    2وبالتالي نستنتج أن 2 2 0a b ab  . 
  وىو برىان غير مباشر يعتمد عمى القاعدة التالية: البرىان بالخُمف:-ب

 صحيحة. Pي إلى تناقض, عندئذ نستنتج أن دّ ن أن ىذا يأؤ بيّ ونأ  صحيحة Pنفرض أن ,Pلإثبات صحة قضية ما 
 .2أثبت أن  تطبيق:
مف,  الحل: 2معناه  2نفرض أن  باستعمال الخأ

a

b
  حيثa

b
عددان  bو aكسر غير قابل للاختزال مع  

0bصحيحان و   , فينتج
2

2
2

a

b
  2أي 22a b  2بمعنىa  ومنوزوجي a  2 فنكتبزوجيa k  معk  

2وتصبح  22b k  2بمعنىb  زوجي ومنوb وبما أن  ,زوجيa وb  زوجيان فالكسرa

b
قابل للاختزال وىذا تناقض  

  .2إذن  .مع ما فرضنا
ثبات عدم صحة القضية من الشكل من البراىين إذا طأمب إ يأستعمل ىذا النوع :البرىان بمثال مضاد-ج

 , ( )x E P x 0, فيكفي إيجاد عنصرx  منE  0بحيث تكون( )P x .خاطئة 
,2لاثبات عدم صحة القضية  مثلا: 2nn n   3, يكفي أخذn   2لنجد 33 2 9) خاطئة 8.) 

يعتمد عمى التكافؤ التالي  :البرىان بالعكس النقيض-د   P Q Q P   .)خاصية العكس النقيض( 
فمكي نثبت صحة الاستمزام   P Q  يكفي أن نثبت صحة الاستمزام Q P. 

 أن: ثباتلإ مثال تطبيقي:
    (n )زوجي(2n  )زوجي,n  

      يكفي أن نثبت أن
 (2n )فردي(n  )فردي,n  

  , عدد طبيعي nفميكن 
2 1,n k k    (n )فردي 

                             2 22 2 2 1,n k k k       
                                               (2n  فر )دي   

n,زوجي(2n  )زوجي( n)   لياوبالت  
                     

 يعتمد عمى القاعدة التالية: :البرىان بفصل الحالات-ه
إذاكانت القضية    P Q P Q   صحيحة ينتج أنQ.صحيحة 

 فإن nلنثبت أنو من أجل كل عدد طبيعي  مثال تطبيقي: 1n n  .زوجي 
 , نميز حالتين:nفمن أجل كل عدد طبيعي 

2زوجي فإن  nإذاكان  -1 ,n k k   ومنو   1 2 2 1n n k k   .فيو زوجي 
2فردي فإن  nإذاكان  -1 1,n k k    ومنو    1 2 2 1 1n n k k    .فيو زوجي 
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 يعتمد عمى المبدأ التالي: البرىان بالتراجع:-و
إذا كانت  P n  بعدد طبيعي خاصية تتعمقn  0حيثn n :وتحقق الشرطين التاليين 

1)-   0P n .صحيحة 
الاستمزام   -(1   1P n P n   صحيح من أجل كل عدد طبيعيn  0حيثn n. 

عندئذ تكون الخاصية  P n  محققة من أجل كل عدد طبيعيn  0حيثn n. 
 لنثبت أن: مثال تطبيقي:

 1
, 1 2

2

n n
n n


      

 لنضع الخاصيةنستعمل البرىان بالتراجع, 

 
 1

: 1 2
2

n n
P n n

 
    

 
. 

1)-  0P صحيحة لن   0 0 1
0

2


. 

نفرض أن  -(1 P n  صحيحة, ونثبت صحة 1P n  أي 
  1 2

1 2 1
2

n n
n

 
    . 

 لدينا:
 

    1 1 2
1 2 1 1

2 2

n n n n
n n n

  
         

ومنو  1P n  .صحيحة 
     إذن 1

, 1 2
2

n n
n n


     . 
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 انمجمىعاث 2.1

 
المجموعة كائن رياضي قائم بذاتو مكوّن من عدّة فمفيوم المجموعة من المفاىيم الساسية في الرياضيات,  تمييد:

 أفراد يتصف بمايمي:
 ىي 2021نّو لاداعي لتكرار أي فرد من أفرادىا, فمجموعة أرقام العددأفراد المحموعة متمايزة, أي أ - 0,1,2 

 لم يأذكر سوى مرّة واحدة رغم ظيوره مرتين في العدد المذكور. 2حيث أن الرقم 

تتحدّد نقول عن أي فرد أنو من المجموعة أو غريب عنيا, فالمجموعة مأعيّنة تعيينا تاما بحيث يمكننا أن   -
 كان نستطيع أن نأحدّد وبدون غموض إن ناالمجموعة تحديدا نيائيا إذا تمّ تحديد مفيوم الانتماء بوضوح, أي أنّ 

نستطيع أن نحكم وبدون غموض عمى صحة إحدى  نا, أي أنّ Eينتمي أو لا ينتمي إلى المجموعة  a عنصرا
aالقضيتين  E أوa E وفي حالة .a E نقول أن a

 
                                   .Eعنصرا من 

ن المجموعة إذا عأرفت جميع عناصرىا وفي ىذه الحالة يمكن إلى كيفية تعيين المجموعة, فتتعيّ ىنا شارة تجدر الإ
كتابة عناصرىا بين حاضنتين مثل المجموعة 0,1,2تأميّر عناصر ىذه  ةي, كما تتعين المجموعة بذكر خاص
كتابتيا عمى الشكل  ابقة يمكنالمجموعة, عمى سبيل المثال المجموعة السّ  : 2x x .   

, فالمجموعة ترتيب الفراد )العناصر( غير ميم في المجموعة - 0,1,2  يمكن كتابتيا 1,0,2 .... 

مجموعة , داد الطبيعية إنّ أكثر المجموعات تداولا في الدراسات الرياضية ىي المجموعات العددية: مجموعة الع
  .ة مجموعة العداد المركب, ية مجموعة العداد الحقيق,   مجموعة العداد الناطقة, ة العداد الصحيح

  
 .Eمجموعتان جزئيتان من Bو Aمجموعة,  Eي كل ما سيأتي,نفرض ف
 تحقق الاستمزام التالي:إذا  Bمحتواة في المجموعة  Aنقول أن المجموعة   الاحتواء:

   ,x E x A x B     
Aونكتب  B. 

 إذا تحقق التكافؤ التالي: Bتساوي المجموعة  Aنقول أن المجموعة   المساواة:
   ,x E x A x B     

Aونكتب  B. 
 ملاحظات:

-     A B A B B A    . 
 , وىي محتواة )اصطلاحا(  نقبل بوجود مجموعة لا تشمل أي عنصر تسمى المجموعة الخالية ونرمز ليا بالرمز   -

 أي مجموعة .في      
بينما  1 فمثلا, مجموعة. نتماء بين عنصر والاحتواء ىو علاقة بين مجموعتين بينما الا - 1 . 

 : عمميات عمى المجموعات
ىو مجموعة العناصر المشتركة بين ىاتين المجموعتين ونرمز ليا بالرمز Bو Aتقاطع المجموعتين  التقاطع:-أ

A Bونكتب ,   ,A B x x A x B   . 
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ىو مجموعة العناصر المشتركة وغير المشتركة بين ىاتين المجموعتين ونرمز  Bو Aإتحاد المجموعتين  الإتحاد:-ب
Aليا بالرمز Bونكتب ,   ,A B x x A x B   . 

لا تنتمي و  Aالتي تنتمي إلى مجموعة العناصر Bو Aنسمي الفرق بين المجموعتين الفرق بين مجموعتين:-ج
A ونرمز ليا بالرمز Bإلى Bونكتب ,   ,A B x x A x B    . 

و لا  Aمجموعة العناصر التي تنتمي إلى Bو Aنسمي الفرق التناظري لممجموعتين الفرق التناظري لمجموعتين:-د
Aونرمز ليا بالرمز Aو لا تنتمي إلى Bالتي تنتمي إلى و Bتنتمي إلى Bونكتب , 

    ,A B x x A x B x B x A        . 
 من التعريف ينتج مايمي:   ملاحظة:

 .   A B A B B A    
  .   A B A B A B  . 

ونرمز ليا  Aىي مجموعة العناصر التي لا تنتمي إلى  Eبالنسبة إلى  Aمتممة المجموعة  متممة مجموعة:-ه
ECأو بالرمز  Aبالرمز  Aونكتب ,   ,A x E x A  . 

A ,حسب التعريف ملاحظة: E A . 
لتكن  مثال: 0,1, 2, 3, 4, 5E  , 1, 2, 3A  , 3, 4B . 

 لدينا مايمي:
 1, 2, 3, 4A B  ,  3A B  
 1, 2A B  ,  4B A  
 1, 2, 4A B ,   0, 4, 5A . 

A,Bلتكن  خواص:
 
 .Eثلاث مجموعات جزئية من مجموعة  Cو

.   A A A 

.  A A A 
  . A  
.  A A 
 .  A B B A 
.   A B B A 
 .     A B C A B C   
  .    A B C A B C 
 .       A B C A B A C    
  .      A B C A B A C 
 .  A B A B,   A B A B,   A A. 
 

Aإثبات الخاصية,  B A B.وتأترك بقية الخواص لإثباتيا كتمارين لمبحث , 
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 لدينا:
   

 

 

 

,x E x A B x A B

x A x B

x A x B

x A B

    

   

   

 

 

Aإذن  B A B. 
 أو بالكيفية التالية:

 

 

 

,

,

,

A B x x A B

x x A x B

x x A x B

A B

 

   

   



 

داء المجموعتين جُداء مجموعتين: ىو مجموعة الثنائيات المرتبة  Bو Aجأ ,a b  حيثa  تنتمي إلىA وb  تنتمي
 ونكتب   Bإلى   , ,A B a b a A b B    . 

 حسب معطيات المثال السابق, لدينا ثال:م
            1, 3 , 1, 4 , 2 , 3 , 2 , 4 , 3 , 3 , 3 , 4A B . 

ىا كل المجموعات الجزئية عناصر التي  مجموعةالىي  Eالمجموعة  مجموعة أجزاء مجموعة: مجموعة أجزاء
ونرمز ليا بالرمز  E لممجموعة Eونكتب ,      ,E A A E  . 
 ملاحظات:

 -    A E A E  . 
 -   E نٍسج خانٍت لأنها ححىي عهى الأقم  وE. 
فإن عدد عناصر nىو Eإذا كان عدد عناصر   -  E 2ىوn حيث ,n .عدد طبيعي 

لتكن  مثال: 0,1, 2E فيكون لدينا , 
              , 0 , 1 , 2 , 0,1 , 0, 2 , 1, 2 ,E E  . 

 مجموعة غير خالية. Eلتكن  تجزئة مجموعة:
 ق:حقّ تأ  Eكل عائمة أجزاء من  Eنسمي تجزئة لممجموعة 

 . كل عنصر من التجزئة غير خال.(1
 عناصر التجزئة منفصمة مثنى مثنى.(. 1
 .E. إتحاد كل عناصر التجزئة ىو المجموعة (1

في المثال السابق, المجموعة  مثال:    0 , 1,   .E تشكل تجزئة لممجموعة 2

بٍنما انمجمىعت       0,1 , 1, لن  Eلا تشكل تجزئة لممجموعة 2     0,1 1, 2 1 . 
 تطبيقات:

 . Eمجموعة  مجموعتان جزئيتان من Bو A لتكن -(1
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  أثبت أن   A B A B  . 
 الحل:

 يمكن إثبات صحة ىذا التكافؤ باستمزامين كما يمي: 
أ. إثبات أن:    A B A B  نفرض أن( , A B   ونثبت أنA B). 

                                                                                                                                                        
                                         

     

 

,x E x A x B A B

x B

     

 
 

A  ومنو                         B. 
ب. إثبات أن:    A B A B   نفرض أن( ,A B ونثبت أنA B .) 

مف, نفرض أن  Aنستعمل البرىان بالخأ B , معناه يوجد عمى القل عددx منA B ( أيx A x B  ,) 
Aو بما أن  B ( فإنx B x B   وىذا تناقض. إذن ,)A B . 

 
  .Eثلاث مجموعات جزئية من مجموعة   Cو  A,Bلتكن  -(1
 أثبت أن  -أ

     A B C A B A C    
 تحقق من الخاصية السّابقة إذا عممت أنّ  -ب

 1,2,3,4,5E ,   1,2,4A  ,  2,3,4B ,   3,4,5C . 
 الحل:

 لدينا: -أ
    

  

    

    

    

,x E x A B C x A x B C

x A x B x C

x A x B x A x C

x A B x A C

x A B A C

       

     

       

     

   

 

إذن      A B C A B A C   . 
 لدينا من جية: -ب

         1,2,4 3,4 1,2 1A B C    
 ومن جية أخرى:

           1 1,2 1,2 2A B A C    
من  1 و 2   ينتج أن     A B C A B A C   . 
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 مجموعتان كيفيتان.  Fو Eلتكن  -(1

 أثبت أن
   E F E F  . 

 الحل:
عنصر من  Aلتكن المجموعة  E :فيكون لدينا , 

E)لن  F  )  
    

 

  

A E A E

A F

A F

  

 

 

 

إذن                             E F  . 
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 اثـــــانعلاق 3.1
 

التي تأبنى بر من المفاىيم الساسية ذي يأعتسوف نتناول في ىذا الموضوع مفيوم العلاقة بين مجموعتين, وال :تمييد
مفيوم التطبيق بين مجموعتين. سيكون لمعلاقة في نفس المجموعة أو ما يأعرف بالعلاقة كا مفاىيم أساسية أخرى, عميي

الثنائية حيّزا أكبرا في موضوعنا ىذا لما تأتيحو من إمكانية تصنيف عناصر المجموعة بشكل ما )باستخدام علاقة 
بموضعة عناصر المجموعة وفق قاعدة ما )باستخدام علاقة الترتيب(.التكافؤ( أو   

  
 مجموعتان غير خاليتين. Fو Eلتكن  :العلاقة بين مجموعتين

, ونرمز ليا عادة Fبعناصر من  Eتسمح بأن تأرفق عناصر من  كل خاصية Fو Eنسمي علاقة بين المجموعتين 
aنكتب   ةوفق العلاق Fمن bمرتبطا مع العنصر Eمن a, فإذا كان العنصربالرمز  b. 

Eالمجموعة الجزئية من . نسمي بيان العلاقة Fو Eعلاقة بين المجموعتين لتكن  :بيان العلاقة F  ةفعرّ المأ 
 بـــــ:

  , ,G a b E F a b     
نالتكن المجموعت مثال: 2,3E   و 3,4,5,6F  .  نعرّف العلاقة  منE  نحوF :ًكانخان 

 )x ٌقسم , , (x y E F x y y     
2لدينا:   4 ,2 6 ,3 3 ,3 6. 
 ومنو 

        2,4 , 2,6 , 3,3 , 3,6G . 
 1فإن علاقتيا العكسية ىي العلاقة التي نرمز ليا بالرمز  Fفي Eعلاقة من إذا كانت  :العكسيةالعلاقة 

 مي:كماي Eفي Fمعرفة من
  1, ,x y E F x y y x      

 في المثال السابق معرّفة كمايمي:العلاقة العكسية لمعلاقة مثال:
)y مضاعف  1, , (x y E F y x x     

 ويكون لدينا: 
        1 3,3 , 4,2 , 6,2 , 6,3G 

. 
 

Eإذا كانت  :مجموعة العلاقة في F  فيما سبق, فنقول أن  علاقة في المجموعةE. 
 .E علاقة في مجموعة لتكن   :خواص العلاقة في مجموعة

 إذا تحقق مايمي: Eعلاقة إنعكاسية في نقول أن  نعكاسية:لإ الخاصية ا  -
,x E x x   

  إذا تحقق مايمي: Eعلاقة تناظرية في نقول أن  الخاصية التناظرية: -
  2, ,x y E x y y x     

 إذا تحقق مايمي: Eعلاقة ضد تناظرية فينقول أن  ظرية:الخاصية ضد التنا -



19 
 

     2, ,x y E x y y x x y      
 

 إذا تحقق مايمي:  Eعلاقة متعدية في نقول أن  الخاصية المتعدية:  -
     3, , ,x y z E x y y z x z       

 : ملاحظات
تمعا في نفس العلاقة, ومثال ذلك علاقة خاصيتي التناظر و ضد التناظر ليستا متنافيتان, حيث يمكن أن يج -

 تناظرية وضد تناظرية في آن واحد.  ,في   المساواة
x,    تحقق مايمي:إذا  Eعلاقة ليست إنعكاسية في القول أن - E x x    

    إذا تحقق مايمي:  Eعلاقة ليست تناظرية في القول أن -  2, ,x y E x y y x      

  إذا تحقق مايمي:   Eعلاقة ليست ضد تناظرية في القول أن -  2, ,x y E x y y x x y        

       إذا تحقق مايمي:  Eعلاقة ليست متعدّية في القول أن -  3, , ,x y z E x y y z x z        

x مع الإشارة إلى أن الكتابة y تعني أن العنصرx  لعنصرليس لو علاقة مع اy. 

 كمايمي: *في  نعرّف العلاقة   مثال تطبيقي:
   

2
* *, , ,x y x y y kx k      

 :دراسة خواص العلاقة 
 لدينا  الإنعكاسية: -

,* )مأحقّقة( 1x x x x x       
x,*ن     إذ x x   

 .*إنعكاسية في  فالعلاقة        
2  , نلاحظ أنّ *من 4و 2لو أخذنا العددين  التناظرية:  - 4 4 و 2  بمعنى: 

   
2

*, ,x y x y y x     
 .*ليست تناظرية في  فالعلاقة         

 لدينا   ضد التناظرية: -

   

  
 

 

*

2
*

*

*

,

, ,

,

, ,

1

1

x y y kx k

x y

y x x k y k

xy kk xy k k

kk

k k

    
  

      
         

   

 

   
x  ومنو               y. 

   وبالتالي:               
2

*, ,x y x y y x x y        
 .*ضد تناظرية في  إذن العلاقة       
 المتعدية: لدينا  -
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   

  
 

*

3
*

*

*

,

, , ,

,

,

x y y kx k

x y z

y z z k y k

z kk x kk

x z

    
  

      
         

   

 

 

   وبالتالي:                
3

*, , ,x y z x y y z x z       
 .* متعدية في إذن العلاقة      

  
 .Eعلاقة في مجموعة غير خالية و Eلتكن  :علاقة التكافؤ

 .Eإنعكاسية, تناظرية ومتعدية في إذا وفقط إذا كانت  Eعلاقة تكافؤ في نقول أن  تعريف:
 :أمثمة
 علاقة تكافؤ.  يعلاقة المساواة  ف -
 علاقة التوازي في مجموعة مستقيمات مستو علاقة تكافؤ. -

 , لنيا ليست تناظرية.*علاقة )مضاعف( في المثال السابق ليست علاقة تكافؤ في  -

  أصناف التكافؤ:
 .Eعنصرا من a, وليكن المزوّدة  بعلاقة التكافؤ  Eلتكن المجموعة  تعريف:

 , ونكتب:aونرمز ليا بالرمز  aمجموعة العناصر التي ليا علاقة مع  aالعنصر نأسمّي صنف تكافؤ 
 ,a x E x a   

 خواص أصناف التكافؤ:
 كل صنف تكافؤ غير خال.  -
 أصناف التكافؤ منفصمة مثنى مثنى.  -

 .Eالمجموعة إتحاد أصناف التكافؤ يساوي   -

 .Eعلاقة تكافؤ في مجموعة  لتكن مجموعة حاصل القسمة:
, وىي تأسمى مجموعة حاصل القسمة لـــEحسب الخواص السابقة, مجموعة أصناف التكافؤ تأشكّل تجزئة لممجموعة 

E  وفقونرمز ليا بالرمز ,E


, ونكتب  ,E a a E 


. 
 

 كما يمي: العلاقة  رّف عمى نأع تطبيق:
     2, , 2 ,x y x y x y k k       

 .في  تكافؤعلاقة   بيّن أنّ  -(1
, ثمّ استنتج مجموعة حاصل القسمة 1 و 0 عيّن صنف تكافؤ كل من -(2


. 

 الحل:
  :تكافؤ في علاقة  أنّ إثبات -(1 





21 
 

       لدينا الإنعكاسية:-
 )مأحقّقة(    , 2(0)x x x x x       

x,إذن          x x       
  .  إنعكاسية في علاقة  ومنو    
  لديناالتناظرية: -

     

 

 

2, , 2 ,

2( ), ( )

x y x y x y k k

y x k k

y x

      

     

 

 

   وبالتالي:          2, ,x y x y y x            
  .  ية فيتناظر  علاقة  ومنو    
   لديناالمتعدّية: -

  3

2 ,

, , ,

2 ,

x y x y k k

x y z

y z y z k k

      
   

       
          

 

 بالجمع طرفا لطرف نجد 2 , ( )x z k k k k      معناهx z  .  
   وبالتالي:              3, , ,x y z x y y z x z       

 . ية فيمتعدّ  علاقة  ومنو        
 . تكافؤ في علاقةفيي   إنعكاسية, تناظرية و متعدّية في علاقة بما أنّ 

 لدينا :0 نف تكافؤص -(2
 0 , 0x x   

نجد   ,و حسب تعريف العلاقة       0 0 2 ,x x k k     
 ومنو       0 2 ,k k , وىي العداد الزوجية في . 
: 1 ؤصنف تكاف -    1 2 1,k k  وىي العداد الفردية في ,  . 
2فإن  من  xكل عدد الاستنتاج: نلاحظ أنّو من أجل- ,x k a k    حيث 0 1a a    بمعنى أن

2 ,x k k   2أو 1,x k k    0إمّا أيx   1و إمّاx . 
وبالتالي نستنتج أنّ     0 ,1


. 

 
 .Eعلاقة في خالية ومجموعة غير  Eلتكن   :علاقة الترتيب

 .Eإنعكاسية, ضد تناظرية ومتعدية في إذا وفقط إذا كانت  Eعلاقة ترتيب في نقول أن   تعريف:
 :أمثمة
 علاقة ترتيب. علاقة المساواة  في  -
 علاقة الإحتواء في مجموعة أجزاء مجموعة علاقة ترتيب. -
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 العديينحيث أنو بأخذ ) تناظرية ضد , لنيا ليستفي  في التطبيق السابق ليست علاقة ترتيب العلاقة  -
6 , نجد أنّ مثلا 6و 4 الصحيحين 4 4و 6 6و 4.) 

 .Eة علاقة ترتيب في مجموع لتكن  :رتيب الكمّي و الترتيب الجزئيالت
 إذا تحقق مايمي:  Eفي كمّي علاقة ترتيب  نقول أن -

  2, ,x y E x y y x     
 مّي أي إذا تحقق مايمي:إذا لم تكن ترتيب ك Eعلاقة ترتيب جزئي في  نقول أن و -

  2, ,x y E x y y x     
  المأعرّفة بالشكل التالي: , أنّ العلاقةالتابع لخواص العلاقة في مجموعة السابق المثال التطبيقي رأينا في :1تطبيق

                                      
2

* *, , ,x y x y y kx k      
 فيل ىذا الترتيب كمّي؟, عمّل. .* فيي علاقة ترتيب في * ضد تناظرية و متعدية فيإنعكاسية,   

 الحل:
2 , نجد أنّ مثلا 3و  2بأخذ العديين الطبيعيين الترتيب ليس كمّي بمعنى جزئي لنو إنّ ىذا  3  3و 2أي , 

   
2

*, ,x y x y y x    . 
  :2تطبيق
 علاقة ترتيب. ( في  أصغر أو يساوي )  العلاقةبين أنّ  -
 ىل ىذا الترتيب كمّي؟, عمّل. -
 :علاقة ترتيب ( في  )   العلاقة :الحل
x,) أنّ  يي إنعكاسية حيثف - x x  .قضية صجيجة ) 
 : أنّ  وىي ضد تناظرية حيث -

 

 

 

2

0

, ,

0

0

x y x y

x y

y x x y

x y

x y

     
   

       
        

  

 

 

          :أنّ  وىي متعدية حيث -

 

 

 

3

0

, , ,

0

0

x y x y

x y z

y z y z

x z

x y

     
   

       
        

  

 

 

 القضية ب كمّي لنّ:إنّ ىذا الترتي  2, ,x y x y y x     .صحيحة 
0x, إمّا  yو xحيث من أجل كل عددين حقيقين  y   0أوx y  بمعنى x y  أوy x. 
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 اثـــــانتطبيق 4.1

 

 ت.سندرس في ىذا الجزء نوعا خاصا من العلاقات ىي التطبيقا
فيوم التطبيق, كيفية تعيين مركب تطبيقين, التمييز بين التطبيق ف عمى مىو التعرّ اليدف من ىذا الموضوع  إنّ 

عمى الصورة المباشرة والصورة العكسيية  ثأمّ التعرف  ,المتباين والغامر والتقابل, مع التطرقّ إلى التطبيق العكسي
 . وفي كلّ مرّة نعالج أمثمة تطبيقية لتوضيح ىذه المفاىيم وكيفية تطبيقيا.لتطبيق 

   
 جموعتان.م Fو E لتكن تعريف: 

, ونرمز Fعنصرا وحيدا من E من لّ علاقة تأرفق بكل عنصركأ  Fجموعةالم نحو  Eالمجموعة من نأسمي تطبيقا
 .... f ,g, hلو بأحد الرموز

 نكتب:   Fنحو  Eتطبيقا من fفإذا كان -

 

:f E F

x y f x




 

 سابقة, و Eمن xمجموعة الوصول أو الصور, كما يأسمى العنصر Fومجموعة البدء أو السوابق,  E تأسمى
 .fبالتطبيق xالعنصرصورة  Fمن yالعنصر
 أمثمة: 
 التالي:إن العلاقة المأعرّفة بالشكل  -

 

:

x

f

x f x e




 

 .xeقيمة وحيدة  xتطبيق, حيث أن لكل عدد حيقي 
  :بينما العلاقة المأعرّفة بالشكل -

   

:

ln

g

x g x x




 

حيقي, لن العدد التطبيق تليس 2 .مثلا ليس لو صورة 

, Gنحو Fتطبيقا من  gو  Fنحو Eتطبيقا من  fثلاث مجموعات, وليكن  Gو E, Fن لتك تركيب تطبيقين:
gالذي يأرمز لو بالرمز Gنحو E )بيذا الترتيب( ىو التطبيق من gو   f تركيب التطبيقين f و المأعرّف كمايمي: 

    ,x E g f x g f x      
 التركيب في المخطط التالي:  ىذا كما يمكن تمخيص

   

f gE F G

x f x g f x

 

  
 

 المأعرّفين كما يمي: gو  fلنعتبر التطبيقين مثال:

 

:

3 1

f

x f x x



 
 ,       

  2

:

1

g

x g x x



 
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gمن ن كل عيّ  - f   وf g. 
 لدينا     

  23 1 3 1 9 6 2

f g

x x g x x x

 

    
 

 
 وبالتالي     

   2

:

9 6 2

g f

x g f x x x



  
 

 وكذا لدينا    

 2 2 21 1 3 1 1

g f

x x f x x

 

    
 

 
 وبالتالي      

   2

:

3 1 1

f g

x f g x x



  
 

gعمومًا   f f g. 
 .Fمجموعة  نحو E مجموعة تطبيقا من fليكن خواص التطبيق:

 ن: ايبالت -أ
 .fبالتطبيق E سابقة عمى الكثر في  Fاينا إذا وفقط إذا كان لكل عنصر منبمت fالتطبيق نو يك تعريف:

 ملاحظات:
 يمكن صياغة تعريف التباين كمايمي: -

     2

1 2 1 2 1 2, ,x x E x x f x f x     
 )بالانتقال إلى العكس النقيض(:في تعريف التباين وعمميا نستخدم الصيغة التالية  -

     2

1 2 1 2 1 2, ,x x E f x f x x x     
باستعمال حل المعادلة  - y f x  ذات المجيولx :يكون التعريف بالصيغة التالية 
المعادلة  ,Fمن yمتباينا إذا وفقط إذا كان من أجل كل fيكون التطبيق    y f x  ذات المجيولx من  

       E تقبل عمى الكثر حلّا فيE . 
 ليس متباينا إذا وفقط إذا تحقق مايمي:  fيكون التطبيق -

     2

1 2 1 2 1 2, ,x x E x x f x f x     
 أمثمة:

 المأعرّف كما يمي: fلنعتبر التطبيق  -(1 
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 

:

2 3

f

x f x x



 
 

 إن ىذا التطبيق متباينا لن:     
     2

1 2 1 2 1 2, ,x x f x f x x x     
 المأعرّف كما يمي: gبيقلنعتبر التط  -(1

  2

:g

x g x x




 

1إن ىذا التطبيق ليس متباينا لنو مثلا من أجل  2x  2 و 2x   2, يكون 2   ولكن   2 2g g . 
    بمعنى     2

1 2 1 2 1 2, ,x x x x g x g x    . 
 :مرغُ ال -ب

 .fبالتطبيق Eفي  القلسابقة عمى   Fإذا وفقط إذا كان لكل عنصر من غامرا fيكون التطبيق تعريف:
 ملاحظات:

 كمايمي: يمكن صياغة تعريف الغامر -
 , ,y F x E y f x     

باستعمال حل المعادلة  - y f x  ذات المجيولx :يكون التعريف بالصيغة التالية 
المعادلة  ,Fمن yإذا وفقط إذا كان من أجل كل غامرا fيكون التطبيق     y f x  ذات المجيولx من 

    E حلّا في تقبل عمى القلE . 
 ليس غامرا إذا وفقط إذا تحقق مايمي:  fيكون التطبيق -

 , ,y F x E y f x     
 أمثمة:

بحيث  y كل عدد حقيقي من أجل :ولن غامرا ( السابق1المأعرّف في المثال  fالتطبيقإن   -(1  y f x 
 يكون لدينا 

  2 3

3

2

y f x y x

y
x

   


 

 

3مع 

2

y  ىو عدد حقيقي, فالعددx  موجود في . 
   وبالتالي:  , ,y x y f x     
 ممّا يدلّ عمى أنّو غامر.          

 المأعرّف كما يمي: hقلنعتبر التطبي  -(1
 

 

: 2

1

2

h

x
x h x

x

 






 

yليكن    بحيث 
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 

 

1

2

1 2 1

x
y h x y

x

x y y


  



   

 

1yنو من أجل فنلاحظ أ   فإنx   لا يقبل أية سابقة في  1غير موجود, أي أن العدد 2 بمعنى ,
  

 
   , 2 ,y x y h x      

  غامرا.ليس  h التطبيق إذن
 التقابل:  -ج

 .fبالتطبيق Eسابقة وحيدة في  Fتقابلا إذا وفقط إذا كان لكل عنصر من fلتطبيقيكون ا تعريف:
 ملاحظات:

باستعمال حل المعادلة  - y f x ات المجيول ذx :يكون التعريف بالصيغة التالية 
المعادلة  ,Fمن yتقابلا إذا وفقط إذا كان من أجل كل fيكون التطبيق     y f x  ذات المجيولx  من 
    E تقبل حلّا وحيدا فيE . 
 تقابلا إذا وفقط إذا كان متباينا وغامرا.  fحسب االتعريف, يكون التطبيق -
 ليس متباينا أوليس غامرا. إذا كان ليس تقابلا إذا وفقط  fالتطبيق  يكون -
 أمثمة:

 غامر فيو تقابل. وجدنا أنّو متباين و , التباين و الغأمر( فقرتي )في ( السابق1المأعرّف في المثال  fإن التطبيق  -(1
 ليس متباينا فيو ليس تقابلا. ,ين()فقرة التبا ( السابق2 في المثال gرأينا أن التطبيق  -(1
 ليس غامرا فيو ليس تقابلا. ,)فقرة الغأمر( ( السابق2 المثال في  hأن التطبيق كما رأينا  -  

 التطبيق العكسي لتقابل: 
1fفإنو يقبل تطبيقا عكسيا يأرمز لو بالرمز Fنحو  Eتطبيقا تقابميا من  fإذا كان تعريف:  وىو مأعرّف من ,F 
 كمايمي: Eنحو 

   1, ,x E y F y f x x f y       
 التطبيق العكسي لتقابل ىو تقابل. نتيجة:
 المأعرّف كمايمي: fالتطبيق رباعتبا مثال:

 

:

2 3

f

x f x x



 
 

فيو يقبل تطبيق عكسي, ولدينا )حسب فقرة الغأمر(   )حسب ما سبق( تقابل  
3

2

y
y f x x


   وبالتالي ,

 مأعرّف كمايمي:  fالتطبيق العكسي لمتطبيق

 

1

1

:

3

2

f

x
x f x










 

في  *من  مأعرّفال fنعتبر التطبيق  تطبيقي: تمرين 3   :كمايمي 
3 1x

f x
x


. 

 تقابمي, ثأمّ عيّن تطبيقو العكسي. fأثبت أنّ التطبيق -
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 الحل: 
 تقابمي: fقإثبات أنّ التطبي-
 : لديناالتباين. 

       
2

* 1 2
1 2 1 2

1 2

1 2 2 1 2 1

1 2

3 1 3 1
, ,

3 3

x x
x x f x f x

x x

x x x x x x

x x

 
    

   

 

 

 متباين. fومنو التطبيق
ليكن  : الغأمر . 3y    بحيث y f x 
 يكون لدينا 

 

 

 

3 1

3 1

1
, 3

3

x
y f x y

x

x y

x y
y


  

   


  



 

من  yميما كان  *موجود في  xومنو  3. 
 غامر. fإذن التطبيق

 متباين و غامر فيو تقابل. fلتطبيقا وبما أن
طريقة ثانية لإثبات التقابل بحل المعادلة  y f x  ذات المجيولx  من  معy  عدد معموم من 3: 

 لدينا )كما في إثبات الغامر(, 
   

1
, 3

3
y f x x y

y


   


 

فالمعادلة  y f x  1تقبل حلا وحيدا

3
x

y





 .من  

 تقابل. fإذن التطبيق
1fتقابل فيو يقبل تطبيقا عكسيا  fو مادام التطبيق-  :مأعرّف كمايمي 

 

 

1 *

1

: 3

1

3

f

x f x
x





 






 

 
 .Eمن مجموعة جزئية A, ولتكنFنحو مجموعة  Eقا من مجموعة تطبي fليكن الصورة المباشرة:

 المأعرّفة كمايمي: Fوعة الجزئية منالمجم fوفق التطبيق Aنأسمّي الصورة المباشرة  لممجموعة
    ,f A f x x A  

 أو بالصيغة: 
    , :f A y F x A y f x     

 .Eمجموعة مجموعتان جزئيتان من 2Aو 1Aلتكن   خواص:
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   -أ      1 2 1 2A A f A f A   
  -ب     1 2 1 2f A A f A f A 

 برىان:
1لنفرض  -أ 2A A  ّونثبت أن   1 2f A f A: 

     

  

  

1 1

2

1

, :

:

y F y f A x A y f x

x A y f x

y f A

      

   

 

 

ومنو     1 2f A f A. 
 لدينا -ب

         

    

 

1 2 1 1

1 2

1 2

, : , :

, :

f A f A y F x A y f x y F x A y f x

y F x A A y f x

f A A

        

    



 

ومنو       1 2 1 2f A A f A f A. 
 :تطبيقية أمثمة

 المأعرّف كمايمي:  f( لنعتبر التطبيق1 

  2

:f

x f x x




        

تعيين الصورة المباشرة لكل من:   المطموب: 0,1,  1,0,  1,1 ,. 
 يمكن استعمال البيان المقابل لتعين الصور المباشرة  ليذه المجالات.

 يمكن استعمال الحصر بالنسبة لممجالين الول والثاني.و 
 .و متناقص عمى  متزايد عمى  fكما يمكن استعمال إتجاه التغير: لدينا

متزايد عمى fكون 0,1 بيان                                                                  فإنf: 2y x 

         0,1 0 , 1 0,1f f f             
متناقص عمى fكونو  1,0 فإن 

        1,0 0 , 1 0,1f f f      
غير رتيب عمى fو كون 1,1 , فمدينا     1,1 1,0 0,1   :وبالتالي 

               1,1 1,0 0,1 1,0 0,1 0,1f f f f      
 وبالمثل 

       f f f f       
,2أو بالقول, بما أن  ) 0x x   ) أي  , 0x f x    فإن f . 
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                                  المأعرّف كمايمي:  g( لنعتبر التطبيق1

 

:

sin

g

x g x x




 

,0, باشرة لكل من:  تعيين الصورة الم المطموب:
2

 
 
 

 ,
3

,
2



 
 
 
. 

g:بيان                      يمكن الاستعانة بالبيان المقابل لتحديد الصورة المباشرة المطموبة. siny x 
 أو استعمال إتجاه التغير.ال بعض دساتير التحويل كما يمكن استعم

   لدينا: 
               sin , 1,1g x x     لن  , 1 sin 1x x     

,0المجال  عمى متزايد gبما أن
2

 
 
 
                                                           فإن: 

   0, 0 , 0,1
2 2

g g g
       

      
      

                  

3المجال  متناقص عمى gو بما أن
,

2



 
 
 
 فإن: 

   
3 3

, , 1,0
2 2

g g g
 

 
      

       
      

 

 .Fمجموعة جزئية من B, ولتكنFنحو مجموعة  Eتطبيقا من مجموعة  fليكن الصورة العكسية:
 المأعرّفة كمايمي: Eالمجموعة الجزئية من fوفق التطبيق Bنأسمّي الصورة العكسية  لممجموعة

    1 ,f B x E f x B    
1fالرمز  ملاحظة:   في 1f B التطبيق العكسي إلا إذا كان بالضرورة لا يعنيf  .تقابل 
 .Fمنمجموعتان جزئيتان  2Bو 1Bلتكن   خواص:

    -أ     1 1 1

1 2 1 2f B B f B f B   
  -ب     1 1 1

1 2 1 2f B B f B f B   
 برىان:

 لدينا -أ
         

      
    

 

1 1

1 2 1 2

1 2

1 2

1

1 2

, ,

,

,

f B f B x E f x B x E f x B

x E f x B f x B

x E f x B B

f B B

 



    

    

  



 

ومنو       1 1 1

1 2 1 2f B B f B f B  . 
 لدينا -ب
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         

      
    

 

1 1

1 2 1 2

1 2

1 2

1

1 2

, ,

,

,

f B f B x E f x B x E f x B

x E f x B f x B

x E f x B B

f B B

 



    

    

  



 

ومنو       1 1 1

1 2 1 2f B B f B f B  . 

 أمثمة: 
 في المثال الول السابق. fبر التطبيقلنعت-(1

 .1, 1تعيين الصورة العكسية لكل من:  المطموب:
 لدينا: 

      1 21 , 1 1,1f x x      
    1 21 , 1f x x      . 

 في المثال الثاني السابق. gلنعتبر التطبيق -(1
 .2, 0تعيين الصورة العكسية لكل من:  المطموب:
 لدينا:  

      1 0 , sin 0 ,g x x k k      
 بينما

    1 2 , sin 2g x x    . 
 

 تمارين لمحل:
 :اتــــالمجموع -

 التمرين الأول: 
A ,B ,C   ثلاث مجموعات جزئية من مجموعةE:برىن صحّة مايمي . 
1.    ( ) ( ) ( )A B C A B A C  
2 .   ( ) ( ) ( )A B C A B A C    
3 .   A B A B  
4 .  A B A B                
5 .  A B A B            
 ابقة إذا عممت أن :الخواص السّ صحّة تحقق من  . 6

 1,2,3,4,5E    , 3,4A     , 1,2,4B   , 2,3,4C . 
 

 التمرين الثاني:
A ,B ,C   ثلاث مجموعات جزئية من مجموعةE:برىن صحّة مايمي . 

   A C B C A B   1  .  
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2.  A B A B A B   
3  .( ) ( ) ( )A B C A B A C    
4.       A B C A C B C     

 

5  .A B A B A B   
 

 

 التمرين الثالث:
 فبيّن أن: ,E مجموعة جزئية من 1A,2A ,...,nA n إذا كانت 

1  . 
1 1

n n

i i

i i

A A
 



 
 

2   .
1 1

n n

i i

i i

A A
 

. 

 
 :العلاقـــــــات -

   :الرابع التمرين

 كمايمي: فة عمى العلاقة المعرّ  لتكن 

     3 2 3 28 1 8 1x y x y y x       

يكون     xتحقق  أنّو من أجل كل عدد حقيقي -( أ1  2 32 2 4 8x x x x     
حتى تكون    xاستنتج  قيمة  -ب    2x    (x  2ليا علاقة مع .) 
 .8, ثمّ عيّن صنف تكافؤ العدد علاقة تكافؤ في  بيّن أنّ ( 1
 

 :الخامس التمرين
   معرّفة كمايمي:  *علاقة في 

2 2

2 2

1 1
x y x y

x y
     

 .*من   a, ثمّ عيّن صنف تكافؤ عنصر*علاقة تكافؤ في  بيّن أنّ   -    
 

  :السادس التمرين
 كمايمي: العلاقة  2نعرّف عمى 

( , ) ( , )a b c d a c b d     
 , وىل ىذا الترتيب  كمّي؟.2علاقة ترتيب  في  بيّن أنّ  -

 
  :السابع التمرين

3كمايمي:  في  السابق إذا عأرّفت علاقة  السادسالتمرين نفس أسئمة  3 0a b a b    . 
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 :ـــاتالتطبيقـــــ -
التطبيق  المعرّف  من   fلنعتبر :الثامن التمرين 2  5كمايمي:    في

( )
2

x
f x

x





 

)2نفسيا بالشكل   في المعرّف من  gو ليكن التطبيق    )g x x. 
 متباين ؟ وىل ىو غامر؟, مع التبرير  f.ىل1
 .g. نفس السئمة بالنسبة لمتطبيق 2
g. عيّن )إن كان ممكنا( 3 f  ,f g. 
 

 .ثلاث مجموعات E ,F  ,G :التاسع التمرين
f   تطبيق لممجموعةE  فيF وg   تطبيق لممجموعةF  فيG:أثبت صحّة كل خاصية من الخواص التالية . 
1 (  .f   )متباين  ( g f)متباين                          
2 (  .g غ  ) امر  ( g f) غامر 
3 (  .g   )متباين  ( g fمتباين  وf ) غامر          
4 (  .f غام  )ر  ( g f  وغامرg ) متباين. 
 

3التطبيق  المعرّف  من  fليكن  :العاشر التمرين
,

2

 
 

 
في   0 ,      :كمايمي( ) 2 3f x x  

التطبيق  المعرّف  من  gو ليكن   1  في 1    :كمايمي( )
1

x
g x

x



. 

1fتقابل وعين تطبيقو العكسي   f. أثبت أن 1 . 
1gتقابل وعين تطبيقو العكسي   g. أثبت أن 2  . 
 

عددان حقيقيان,  a ,b :الحادي عشر التمرين ,E a  , ,F b .f  التطبيق المعرّف منE فيF 
)2 حيث   ) 3 4f x x  

 تقابلا. fحتى يكون التطبيق  bو a. عيّن أصغر قيمة ممكنة لكل من العددين 1
). نفس السؤال من أجل 2 ) 2 5f x x . 
 

  Eجزئيتان من مجموعتان  F .1A ,2Aفي مجموعة  Eلمجموعة  fنعتبر التطبيق  :الثاني عشر التمرين
 بيّن صحّة الخواص التالية: . Fمجموعتان جزئيتان من  1B, 2Bو
1.       1 2 1 2( ) ( )A A f A f A                         2.   1 2 1 2( ) ( ) ( )f A A f A f A   
3.  1 1 1

1 2 1 2( ) ( ) ( )f B B f B f B                        4.     1 1

1 2 1 2( ) ( )B B f B f B    
5.   1 2 1 2( ) ( ) ( )f A A f A f A                         6.  1 1 1

1 2 1 2( ) ( ) ( )f B B f B f B  . 
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  انفصم انثاني: بنيت حقم الأعذاد انحقيقيت عهى 

 
, وحتى نأدرك ىذه ضرا لحاجة الرياضيات إلى تعريف مجموعة أعداد أوسع من مجموعة العداد الناطقة ن مقدمة:

ذ مثلا المعادلة  2الحاجة يكفي القول إن حل بعض المعادلات لا يأمكن أن يتم بدون ىذا التوسيع. خأ 2x  إنّيا لا ,
 .تقبل حلا في 

مف وفرضنا أنّيا تقبل حلا في البرىان ببالفعل: لو استعممنا   لكان ىذا الحل الناطق يأكتب عمى الشكل الوحيد  الخأ
p

x
q

 حيثp وq ا بينيما, وبالتالي يكون لدينا أوليان فيم
2

2
2

p

q
  2أي 22p q  2وىذا يعني أنp  ,زوجي

2فنكتبو عمى الشكل 2 ,p k k 2نجد , ل 22q k  2فيكون كذلكq 2مم أنّو مادام زوجي, ونعp 2وq  زوجيان فإن
p وq  زوجيان فيكونان غير أوّليين فيما بينيما وىذا تناقض مع ما فرضناه, وبالتالي فحل المعادلة السّابقة لا يكون

 عددا ناطقا. 
صفيا بالعداد يتطمب حل ىذه المعادلة إدخال مجموعة أخرى من العداد تتضمن أعدادا غير ناطقة وىي التي نليذا 

داد يأمثّلان حمّي المعادلة السّابقة. فمجموعة العداد الحقيقية مأكوّنة من العذان والمّ   2 أو 2 الصمّاء مثل العدد
 الناطقة و الصمّاء.

كما رأينا في  مجموعة العداد الحقيقية المزوّدة بعمميتي الجمع والضرب المألوفتين,سنتطرق في ىذا الفصل إلى بنية 
ى دراسة (, وىذا يقودنا إلبالعلاقة )  يامجموعة العداد الحقيقية مأرتبّة كأمّ  الفصل السابق في جزء العلاقات أن

  ومنيا التعرّف عمى المجموعة المحدودة. ة لممجموعات الجزئية في العناصر الحادّ 
ق إلى تعريف تطرّ القيمة المطمقة والجزء الصحيح لعدد حقيقي وبعض خصائصيما, وال كما نأدرج في ىذا الفصل

طع و اتحاد المجالات(, ىذا نضرا لىمية وتوظيف ىذه ت )تقاالمجال, مع ذكر أنواعو والعمميات عمى المجالا
 المفاىيم في معارف مختمفة في الفصول اللاحقة.

     
 عمميات و خواص:  1.2

1)-      3, , ,x y z x y z x y z        الجمع تجميعي في(.) 
1)- , 0 0x x x x       (. ىو العنصر الحيادي بالنسبة لعممية الجمع في  0)العدد 
1)-    , 0x x x x x         لكل عدد حقيقي(x  نظير x  بالنسبة لعممية الجمع في.)  
4)-   2, ,x y x y y x      الجمع تبديمي في(.) 

قة بالقول: البنية الخواص السابنأمخص  ,  مزوّدة بالجمع زمرة تبديمية. زمرة تبديمية, ونقرأ 
3)-      3, , ,x y z x y z x y z        الضرب تجميعي في(.) 
3)- , 1 1x x x x       (.ىو العنصر الحيادي بالنسبة لعممية الضرب في  1)العدد 
3)- 1 1

, 1x x x
x x

       لكل عدد حقيقي(x  1نظير

x
 (. بالنسبة لعممية الضرب في  

8)-   2, ,x y x y y x      الضرب تبديمي في(.) 
وفي ىذه الحالة نقول أن البنية  ,  .زمرة تبديمية 
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3)-         3, , ,x y z x y z x y x z        (.ع  في )الضرب توزيعي عمى الجم 
( ( نقول أن البنية 3 -( 1بجمع الخواص السابقة )  , ,  .حقل تبديمي 

 
 .يذه العلاقةيا بمّ بة كأ رتّ مأ مجموعة العداد الحقيقية , فنقول أن ي فيمّ ( علاقة ترتيب كأ نعمم مماسبق أن العلاقة ) 

 .مجموعة جزئية من Aلتكن ة:العناصر الحادّ  2.2
x,بحيث:  aمحدودة من العمى إذا وأجد عدد حقيقي  Aنقول أن - A x a   سمّى. يأa  حاد أعمى

 Aلممجموعة

 , ونرمز لو بالرمزAقيمة صغرى نأسمييا الحد العمى لممجموعة  Aإذا قبمت مجموعة الحواد العميا لممجموعة -

supA (supA .)أصغر الحواد العميا 
فإننا نسميو حاد من العمى ليذه المجموعة وينتمي ليا  aمحدودة من العمى وكان Aإذا كانت المجموعة -

maxونرمز ليا بالرمز Aالقيمة العظمى لممجموعة A    .      max ,A a a A x A x a      .  

x,بحيث:  bمحدودة من الدنى إذا وأجد عدد حقيقي  Aنقول أن - A x b  يأسمّى .b  حاد أدنى
 Aلممجموعة

 , ونرمز لو بالرمزAلممجموعة  نأسمييا الحد الدنى قيمة كبرى Aإذا قبمت مجموعة الحواد الدنيا لممجموعة -

inf A (inf A يا(.دنأكبر الحواد ال 
فإننا نسميو ليذه المجموعة وينتمي ليا  حاد من الدنى bوكان محدودة من الدنى Aإذا كانت المجموعة -

minونرمز ليا بالرمز Aى لممجموعةالقيمة الصغر  A    .      min ,A b b A x A x b      . 

 أنيا محدودة إذا كانت محدودة من العمى و من الدنى.  Aنقول عن المجموعة  ملاحظة:
 أمثمة: 

minولدينا  0محدودة من الدنى بالعدد  لطبيعيةالعداد ا مجموعة -(1 inf 0  , لكنيا ليست محدودة من
 العمى.

إذا اعتبرنا المجال  -(1 1,3 فإننا نلاحظ أن: من 
ىي:   ليذا المجال مجموعة الحواد العميا -    3, 
ىي:   ليذا المجال مجموعة الحواد الدنيا -    ,1 
   -        max 1,3 sup 1,3 3      ,   min 1,3 inf 1,3 1 . 
و إذا اعتبرنا المجال  -(1 1,3 فإننا نلاحظ أن: نم 
ىي:  ليذا المجال مجموعة الحواد العميا  -    3, 
ىي:  ليذا المجال مجموعة الحواد الدنيا  -    ,1 
   -        max 1,3 sup 1,3 3      , inf 1,3 1  لكن min  .غير موجود 1,3

 التالية: Aعيّن إن وأجد كل من الحد العمى, الحد الدنى, القيمة العظمى  و القيمة الصغرى لممجموعة  تطبيق:

2

1
, / 0 1

1
A x x

x

 
    

 
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0من   الحل: 1x   21نجد 1 2x      ومنو
2

1 1
1

2 1 x
 


 وبالتالي:  

 sup 1A  وmax A   ,1غير موجود
min inf

2
A A . 

 
 القيمة المطمقة لعدد حقيقي:  3.2

 والمعرف بـــــ : xالعدد الحقيقي الموجب الذي نرمز لو بالرمز xنأسمي القيمة المطمقة لمعدد الحقيقي تعريف:
, 0

, 0

x x
x

x x


 

 
 

ل المقابل( بنصفي : تأمثل القيمة المطمقة بيانيا )الشكبيانيا
 مستقيمين بنفس المبدأ )مبدأ المعمم(.

3مثال:  1 3 1      ,1 2 2 1  . 
بيان دالة القيمة المطمقة:                                                                             y x                   

 خواص القيمة المطمقة: 
x  :xمن أجل كل عدد حقيقي -(1 x   ,2x x  .)حسب التعريف( 
 :yو xمن أجل كل عددان حقيقيان -(1

xy -أ      x y  
2بالفعل:        2 2 2xy x y x y x y    . 

 
x -ب     y x y   

   بالفعل:        
 

 

2 2 2

2 2

2 2

2

2

2

2

x y x y xy

x y xy

x y x y

x y

   

  

  

 

 

x   وبالانتقال إلى الجذر:         y x y  . 
 

xx -ج    

y y
   0معy . 

بالفعل:        
2 2

2 2

xx x x

y y yy
  . 

 :aمن أجل كل عدد حقيقي موجب تماما و xمن أجل كل عدد حقيقي -(1
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 

   

,

, ,

x a x a x a

x a x a a

x a x a a

     

   

     

 

 بالفعل: لدينا
2 2

2 2

2 2

0

0

0

x a x a

x a x a

x a x a

   

   

   

 

2ندرس إشارة الفرق في كل حالة,  xيجاد قيمفلإ  2x a:ونأمخّصيا في الجدول التالي , 
 

       a         a                    
          +  -             + 2 2x a 

 حسب جدول الإشارة نحصل عمى المطموب. و
 

bو   aإذاكان   المجالات: 4.2   حيث<a b :فإن المجموعات التالية 
   

   

   

   

, ,

, ,

, ,

, ,

a b x a x b

a b x a x b

a b x a x b

a b x a x b

   

   

   

   

 

 تأسمى عمى التوالي مجالا مغمقا, مفتوحا, نصف مغمق )أو نصف مفتوح(, نصف مغمق )أو نصف مفتوح(.
 : )مجالات غير محدودة من الطرفين أو من طرف واحد( الرموز التاليةى ما نتبنّ ك

 

   

   

   

   

,

, ,

, ,

, ,

, ,

a x x a

a x x a

b x x b

b x x b

  

   

   

   

   

 

 تحاد المجالات(:و إ  عين مايمي )تقاطع تطبيق:
   

   
1

2

3

4

1,3 2,5

1,3 2,5

1 1
, ,7

2 2

1 1
, ,7

2 2

A

A

A

A





   
      
   

   
      
   

 

 الحل: 
 نأمثل بيانيا ىذه المجالات عمى محور العداد الحقيقية لتعيين التقاطع  و الإتحاد في كلّ مرّة, لنجد: 

x

00
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 1 2,3A   , 2 1,5A   ,3A   , 4 ,7A   
 

 عدد حقيقي. xليكن الجزء الصحيح لعدد حقيقي: 5.2
0الذي يأحقق  0nيأسمى العدد الصحيح الوحيد  تعريف: 0 1n x n    بالجزء الصحيح لمعدد الحقيقيx  ونرمز لو

 عادة بالرمز E x  أو x.                                              
                                                       أمثمة:

 لبيان المقابل )بيان دالة الجزء الصحيح(يمكن الاستعانة با
 لإيجاد قيمة الجزء الصحيح لكل عدد حقيقي مأعطى. 

   .1
0

2
E
 

 
 

1 لن   
0 0 1

2
    

   . 2 1E     1لن 2 1 1   
    . 3.14 4E       4لن 3.14 4 1     . 

                                                                                                                                                                   خواص:
 1)-      ,n E n n      1 )لنn n n  )                :بيان دالة الجزء الصحيح  y E x   
 1)-        , ,x n E x n E x n                                            

)بمعنى  xلمعدد الحقيقي الجزء الصحيح ىو  0n العدد الصحيح بالفعل: لو نفرض  0E x n فيتحقق ) 
   0 0 1n x n    0   ومنو 0 1n n x n n n        وىذا يعني     E x n E x n  . 
1)-  , 1x x E x x     

بالفعل: من التعريف, يكون لدينا     , 1x E x x E x      :وبالتالي   , 1x x E x x    . 
 

 تمارين لمحل:
 :الأول التمرين

 :حيث الجزئية من  Aنعتبر المجموعة  
1{ 2 , }
n

A x n     
 مجموعة محدودة. Aتحقق أنّ  (1
 .supA ,infA ,maxA ,minAعيّن إن وجدت العداد  (2
 

  :الثاني التمرين
 السابق بالنسبة لممجموعات التالية: الولنفس أسئمة التمرين 

1

1

7
{ , 2}

5
x

A x    
2

2 { , 6 0}A x x x     
4

3 { , 81}A x x   
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*1
4 { 1 , }

n
A x n    . 

 
 :الثالث التمرين

 A وB مجموعتان جزئيتان غير خاليتين ومحدودتان من .  
 برىن عمى صحة الاستمزامين التاليين:  
    -أ    A B supA supB         .                 
   -ب   A B infA infB  . 
 

 التمرين الرابع:
)كمايمي:    نحو   التطبيق  المعرّف  من   hلنعتبر )

1

x
h x

x



   

لين ( عيّن الصورة المباشرة لكل من المجا1 , 0 و 0 ,   بالتطبيقh. 

,حيث  Aأثبت أنّ المجموعة ( 2
1

x
A x

x

  
  

  
 .infA,supAمأعيّنا كل من محدودة في  

 
 التمرين الخامس:

التطبيق  المعرّف  من   hلنعتبر 2   4كمايمي:    نحو
( ) 2

2
h x x

x
  


   

( عيّن الصورة المباشرة لكل من المجالين 1 0 , و 2 2 ,  .hبالتطبيق  6

4حيث  Aأثبت أنّ المجموعة ( 2
2 ,

2
A x x

x

 
    

 
 .infA,supAمنمحدودة, مأعيّنا كل  

 
 س:التمرين الساد

)كمايمي:     دالة مأعرّفة عمى  fلتكن ) 1 3f x x x       

( أأكتب العبارة 1 f x دون استعمال رمز القيمة المطمقة. 

 ارسم (2 fC بيان الدالةf منسوب إلى معمم متعامد ومتجانس. في مستو 

المتراجحة   ( حل في3  < 6f x.ثأمّ تحقق من النتيجة بيانيا , 
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  حقيقير : انذوال انعذديت نمتغي  نثانفصم انثا 

 
الاقتصاد, لفيزياء, الكيمياء, إنّ موضوع الدوال العددية لو أىمية كبيرة في ميادين شتّى كا :و تمييد مقدمة

 ( بالعبارةy)يتعمّق بشيء آخر (x) فيي تأعتبر آلية لمتعبير عمى وضعيات تدرس حدوث شيء ما . البيولوجيا,..
 y f x   ىذه الوضعيات عمى شكل قيم متقطعة, يات (, في بعض الحيان تكون معطمن)كالمسافة بالنسبة لمز

طر إلى إدراج بعض , في ىذه الحالة نضوفي أحيان أخرى عمى شكل قيم مستمرة )يكون التعبير فييا بواسطة مجالات(
المفاىيم التي تأعطي لمنتائج المستخمصة من ىذه الوضعيات أكثر دقة وواقعية, كالنياية )عمى الطراف(, الاستمرار 

, فاستمرار وضعية إذا تواصمت دون حدوث انقطاعات مأفاجئة في ة النتائج المستخرجة في مسيرتيا)لتتبع طبيع
    يأواكبو سموك مأماثل xرمسيرتيا, كذلك الحال القول عن دالة إنّيا مستمرّة إذا كان أي تغيّر طفيف يطرأعمى المتغي

ـ )لـــ y f x) , نظرية القيم المتوسطة  والتي من شروطيا الاستمرار وأىميتيا تكمن في إمكانية وجود قيم مع إدراج
( )إمكانية وجود حمول لممعادلة y)معمومة لــــــ  قيمةالمأرتبطة ب( x) لــــ f x k  معk كما يمكن (قيمة معمومة ,

 توظيف أو ترجمة ىذه المفاىيم بيانيا لتوضيح الصورة أكثر عن تمك النتائج المأستخمصة وسيولة التعبير عمييا.
الفردية و نعرض فييا: مجموعة التعريف, الدالة الدورية, الزوجية,  الجوانب المأحيطة بالدوالنأقدّم في ىذا الفصل 

 .ة, إتجاه التغيرالمحدود
       قبل أن نستعرض ىذه الجوانب, نأقدّم أولا تعريف لمدالة العددية لمتغير حقيقي. 

ى الكثر عنصرا واحدا عم من  xتأرفق بكل عنصر  fنسمي دالة عددية لمتغير حقيقي كل علاقة  تعريف:
 y f x  ونكتب  في 

 

:f

x y f x




 

fدالتان عدديتان لمتغير حقيقي فإن  gو fإذا كانت  - g,f g ,f

g
0gمع   ,f  حيث  عدد

 حقيقي, ىي دوال عددية لمتغير حقيقي.

 

التي ليا صور  نلمتغير حقيقي ىي مجموعة العداد م fمجموعة تعريف الدالة العددية مجموعة التعريف: 1.3
 .fDونرمز ليا بالرمز في 

 .xحقيقيالمتغير مدالة عددية ل fفي كل ممايمي أمثمة:
إذا كانت  -(1  31

3 1
2

f x x x   , فالدالةf  ومنو   كثيرة حدود, وىي مأعرّفة عمى  ,fD    . 

إذا كانت  -(1  2

3

2

x
f x

x





            التي تجعل المقام لا يأساوي الصفر xناطقة, وتكون مأعرّفة من أجل قيم fفالدالة  ,

( 2 2 0x   ) ومنو   2, 2 , 2 2, 2 2,fD             
     

. 
إذا كانت  -(1  2 1f x x ,  فالدالةf جذرية, وتكون مأعرّفة من أجل قيمx  ما داخل الجذر أكبر أو التي تجعل

2 يأساوي الصفر ) 1 0x   ومنو  )    , 1 1,fD    . 
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إذا كانت  -(4 
2

ln
3

x
f x

x

 
  

 
  بحيث  xلوغارتمية, وتكون مأعرّفة من أجل قيم fفالدالة  ,

2
> 0

3

x

x




  

 ومنو      2,3fD . 
 افتكون الدالة تطبيق , والعكس ليس دائما صحيح.حسب تعريف كل من الدالة والتطبيق, إن كل تطبيق دالة ملاحظة:

  إذا كانت مجموعة تعريفيا تساوي مجموعة بدئيا. 
 

 .Dالة عددية لمتغير حقيقي مأعرّفة عمى المجموعة د fلتكن الدالة الدورية: 2.3
 يأحقق مايمي: tإذا وأجد عدد حقييق موجب تماما Dيا دورية عمىإنّ  fنقول عن الدالة 

       , ,x D x t D x t D f x t f x         
 ىو أصغر عدد حقيقي موجب تماما يأحقق ما سبق.دورا ليا, و  tى العدديأسم -

في المستوي المنسوب إلى معمم  ملاحظة: , ,O u v. 
و fا لمدالةدور  tإذا كان fC ميا البياني, فإن كل نقط المأنحنى تمثي fC  التي فواصميا من الشكل x tk  حيث

 k   ليا نفس الترتيب f x ولرسم المنحنى , fC وريكفي رسمو في مجال طولو الدt  م إتمامو باستعمال ثأ
 .ktuتيا إنسحابات أشعّ 

 أمثمة: 
 .2ودور كل منيما  دوريتان عمى  ,(Cosجيب التمام) و (Sin) جيبال :الدالتان -(1

  بالفعل:       , 2 2 , sin 2 sinx x x x x           
    وكذا        , 2 2 , cos 2 cosx x x x x           

كمايمي:  المعرّفة عمى  fلنعتبر الدالة العددية  -(1   sinf x x ّن أنّيا دورية مأعينا دورىا.. بي 
, فيو يأحقق tورية ودورىا نفرض أنيا د   f x t f x   أي   sin sinx t x     2معناهt          

2t ومنو . 
 , لن:2ودورىا   دورية عمى fبالفعل: الدالة 

          , 2 2 , sin 2 sin 2 sinx x x x x x              
كمايمي:  المعرّفة عمى  gلنعتبر الدالة العددية  -(1   g x x E x  ّن أنّيا دورية مأعينا دورىا.. بي 

, فيو يأحقق tنفرض أنيا دورية ودورىا    g x t g x   أي   x t E x t x E x      
ومنو    E x t E x t    معناهt 1كونو دور فإن   تماما , وبما أنو أصغر عدد حقيقي موجبt . 

 , لن:1ودورىا   دورية عمى gبالفعل: الدالة 
             , 1 1 , 1 1 1 1 1x x x g x x E x x E x x E x g x                   

 
 .Dدالة عددية مأعرّفة عمى مجموعة  fلتكن الزوجية: ةلالدا 3.3

 مايمي:   إذاتحقق Dعمى زوجية  fتكون الدالة 
     ,x D x D f x f x       
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زوجية وكان  fإذا كانت الدالة ملاحظة: fC فإن محور  دمتمثيميا البياني في المستوي المنسوب إلى معمم متعا
ب ىو محور تناظر لممنحنى التراتي fC. 

 
 .Dدالة عددية مأعرّفة عمى مجموعة  fلتكن الفردية: ةلالدا 4.3

 إذاتحقق مايمي:   Dفردية عمى  fتكون الدالة  
     ,x D x D f x f x        

فردية وكان  fإذا كانت الدالة ملاحظة: fC  تمثيميا البياني في المستوي المنسوب إلى معمم , ,O u v  فإن المبدأ
O  ىو مركز تناظر لممنحنى fC. 

 .x حقيقيالمتغير مدالة عددية ل fفي كل ممايمي أمثمة:
إذا كانت -(1 

2

2

3

1

x
f x

x





فإن         1,1 , 1 1,1 1,fD        . 

في ىذه الحالة      ,f fx D x D f x f x      وبالتالي ,f .دالة زوجية 
إذا كانت -(1  31

3
2

f x x x   فإن ,fD    . 
في ىذه الحالة      ,f fx D x D f x f x       وبالتالي ,f .دالة فردية 

إذا كانت -(1 
3

2

x
f x

x





فإن       2 , 2 2,fD        . 

ىذه الحالة  في ,f fx D x D    حيث أن العدد(من  2fD  2لكن لاينتمي إلىfD )وبالتالي ,f  لا دالة
 فردية.زوجية و لا 

 
 محدودة: ال ةالالد 5.3

 .()جزء من  Dدالة عددية معرّفة عمى مجموعة  f:1تعريف
محدودة إذا كانت المجموعة  fتكون الدالة f D ( محدودة.)الصورة المباشرة المحتواة في 

 .()جزء من Dدالة عددية معرّفة عمى مجموعة  f:2تعريف
بحيث  Mنيا محدودة إذا وأجد ثابت حقيقي موجب تماما أ fنقول عن الدالة ,x D f x M  . 

 أمثمة:
:حيث fالدالة العددية -(1 sinf x x  لن  محدودة عمى, sin 1x x  . 
:حيث gالدالة العددية  -(1 lng x x  ليست محدودة عمى

  لن lim
x

g x


 . 
حيث hالدالة العددية  -(1 :h x x E x  محدودة عمى.  
 بالفعل:  نعمم أن     

   , 1x E x x E x     
 نجدل

 , 0 1x x E x     
   أي , 0 1x h x    .وىو المطموب  
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 .من Iدالة مأعرّفة عمى مجال f إتجاه تغير دالة: 6.3
 إذا تحقق مايمي:  Iعمى متزايدة fتكون -

     2

1 2 1 2 1 2, ,x x I x x f x f x     

 ايمي: إذا تحقق م Iمتناقصة عمى fتكون -

     2

1 2 1 2 1 2, ,x x I x x f x f x     

 إذا تحقق مايمي:  Iثابتة عمى fتكون -

     2

1 2 1 2 1 2, ,x x I x x f x f x     
 ملاحظة: 

متزايدة تماما )متناقصة تماما عمى الترتيب(  fتامّة فنقول أنإذا كان في التعريفين الوّلين المتباينة الثانية  -
  Iعمى

 .Iعمى رتيبة fفنقول أن Iإما متزايدة فقط أو متناقصة فقط عمى fإذا كانت -

3 المعرفة كمايمي: fالدالة العدديةتكن دراسة مثال: ل         
:

1
f x

x 
. 

عمى كل مجال من مجموعة تعريفيا  fالمطموب: دراسة إتجاه تغير الدالة             ,1 1,fD   . 
عمى المجال  - 1, 1العددان : ليكنx 2وx  من المجال 1,  1حيث 2x x 

1ومنو      20 1 1x x       إذن
1 2

3 3

1 1x x


 
 

متناقصة تماما عمى fبالتالي و     1, . 
عمى المجال  - ,1 1: ليكن العددانx 2وx  المجال من ,1  1حيث 2x x 

1ومنو      21 1 0x x      إذن
1 2

3 3

1 1x x


 
  

متناقصة تماما عمى fبالتالي و     ,1 . 
متناقصة تماما عمى المجالين f: الدالةالنتيجة    ,1 , 1,. 

 ىي النسبة Iمن المجال 2xو 1xبين العددين الحقيقيين المختمفين  fنسبة تزايد الدالة نسبة التزايد:
   1 2

1 2

f x f x

x x






 

  ولدينا النتائج التالية:
 إذا تحقق مايمي:  Iىمتزايدة عم fتكون -

  2

1 2 1 2, , : 0x x I x x     

 إذا تحقق مايمي:  Iمتناقصة عمى fتكون -

  2

1 2 1 2, , : 0x x I x x     

 إذا تحقق مايمي:  Iثابتة عمى fتكون -

  2

1 2 1 2, , : 0x x I x x     
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كل مجال من مجالي  في 2xو 1xفي المثال السابق بين العددين المختمفين fنسبة تزايد الدالة  إنّ  دراسة مثال:
 ىي:  تعريفيا

   

  
1 2

1 2 1 2

3

1 1

f x f x

x x x x


 
 

  
 

0فنلاحظ أن   عمى كل مجال من المجالين ,1 , 1, الدالة, ومنوf متناقصة تماما عمى المجالين
 ,1 , 1,. 

 
 تمارين لمحل:

 .xلممتغير الحقيقي   fالدالة العددية نعتبر في كل ممّا يمي
 

   :الأول التمرين
 يمي: افي كل حالة ممّ   fالدالة  ن مجموعة تعريفعيّ 
 
1)    

3 2

3
( )

2
f x

x x x


 
            1)      

2

2
( )

5 4

x
f x

x x




 
           1)       

1
( ) ln

1

x
f x

x

 
  

 
    

  

4 )     1
( )

( )
f x

E x x



            5)     

 
2

2
( )

5 4

x
f x

x x




 
          6)     

 
( )

1

x
f x

x



   

      
7)      

 
 2( ) ln 1f x x                  8)     ( ) ln

2

x xe e
f x

 
  

 
. 

 

 )اختيار من مأتعدّد( :الثاني التمرين 
 عيّن الإقتراح الصحيح الوحيد من بين القتراحات الثلاثة في كل حالة من الحالات التالية, مع التبرير:

( مجموعة تعريف الدالة 1 ln 1x x  :ىي 
  أ( 0,             )ب  1,           )ج     , 1 1,   

( تكون الدالة 1
  

3

2 3 3

x x
x

x x x



 
عمى     3,0 0,3: 

 لا فردية و لا زوجية  ج(          زوجية    ب(              فردية    أ(
( الدالة 1

2 4sin

3cos

x x
x

x

  مى المجالعزوجية: 

, أ( 
2 2

  
 
 
,0 ب(                

2

 
 
 

0, ج(              
2

 
 
 

 

2( الدالة 4
sin 3sin

3
x x x  ودورىا ىو: دورية عمى 

 6  ج(                   3  ب(                   2 أ( 
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   :الثالث التمرين
 يمي: ال حالة ممّ دورية معينا دورىا في ك  fن أن الدالةبيّ 
1)  ( ) cos2 4cosf x x x                       

1)   
1

( ) sin 4
3 3

f x x
 

  
 

                     

3 )  ( ) sin
2

f x x
 

  
 

  .  

 
 :الرابع التمرين

 يمي : احالة ممّ زوجية أو فردية أو غير ذلك  في كل   fأأدرس إن كانت الدالة 

 

1)    
2

( )
1

x
f x

x



                   1)    

2

2

sin cos3
( )

x x
f x

x


                1 )   ( )

1 1

x
f x

x


 
  

  
 4)    1

( ) ln
2

x xe e
f x

x

 
  

 
                  5)    3( ) 4f x x x    .      
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 انذوال نهايــــــــاث: رابعانفصم ان

 
)نياية منتيية  , فنسرد تعريف لنواع النيايات لتقريب مفيوم النيايةلمدوال في ىذا الفصل نتطرّق إلى النيايات :مقدمة

, ثأمّ نأركّز عمى الجانب التطبيقي وىو حساب عند اللانياية( ةعدد حقيقي, نياية منتيية وغير منتيي وغير منتيية عند
اكتساب الطرق كيفية تطبيق القواعد المأدرجة و ت باستخدام القواعد المناسبة, مع إدراج تطبيقات متنوعة ىدفيا النيايا

 المختمفة لإزالة حالات عدم التعيين.
 

 .aيشمل العدد  من Iمأعرّفة عمى مجال مفتوح fلنعتبر الدالة العددية  عند عدد حقيقي:نياية منتيية  1.4
 إذا تحقق مايمي: aعند  من  lنيا تقبل نياية منتييةأ fنقول عن :1تعريف

 0, 0 : x a f x l            
  ونكتب       lim

x a
f x l


 

ثبات أن إ ملاحظة: lim
x a

f x l


  باستخدام التعريف يتمثل في إيجاد  بدلالة  وa. 
 لنثبت أن  مثال: 

1
lim 2 1 3
x

x


  دام التعريف, أي نثبت أن:باستخ 
 0, 0 : 1 2 1 3x x             

0ليكن    بحيث 2 1 3x    
 وبالتالي

 2 1 3 2 2

1
2

x x

x

 



     

  
 

خذ فيكفي أ
2


 . 

من الشكل Iنعتبر في ىذه الحالة المجال :)النياية من اليمين( 2تعريف ,I a a    0حيث . 
 بقيم أكبر( إذا تحقق مايمي: aمن اليمين )أو عند  aعند  من  lنيا تقبل نياية منتيية أ fنقول عن

 0, 0 : 0 x a f x l             
ونكتب        lim

x a

f x l




 
من الشكل Iنعتبر في ىذه الحالة المجال :نياية من اليسار()ال 3تعريف ,I a a   0حيث . 

 بقيم أصغر( إذا تحقق مايمي: aمن اليسار )أو عند  aعند  من  lنيا تقبل نياية منتيية أ fنقول عن
   0, 0 : 0 x a f x l              

ونكتب        lim
x a

f x l




 
 ملاحظات:

 النياية إن وأجددت فيي وحيدة. -(1
 .aعند  النياية من اليمين تأساوي النياية من اليسار إذا كانت aنيا تقبل نياية عند أ fنقول عن -(1
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فلإثبات أن دالة لاتقبل نياية عند عدد حقيقي, يأمكن أن نأبين أن النياية من اليمين لا تأساوي النياية من اليسار عند 
 ىذا العدد.

المأعرّفة عمى fلنعتبر الدالة مثال: 2   :بــــ 
3 8

2

x
f x

x





 

 نألاحظ أن:

   
  2

22 2

2 2 4
lim lim lim 12

2xx x

x x x
f x f x

x   

  
  


 

 .2( عند12ساوي)تأ تقبل نياية  fفالدالة 
بما أن  مثال آخر:

1

0

lim x

x

e




   و
1

0

lim 0x

x

e




  فإن
1

0
lim x

x
e


 غير موجودة.  

 
 .aيشمل العدد  من Iمأعرّفة عمى مجال مفتوح fلنعتبر الدالة العددية  منتيية عند عدد حقيقي:غير نياية  2.4

 إذا تحقق مايمي: aعند  نيا تؤول إلى أ fنقول عن :1تعريف
 0, 0 :A x a f x A         

ونكتب         lim
x a

f x


  
 إذا تحقق مايمي: aعند  ل إلى نيا تؤو أ fنقول عن :2تعريف

 0, 0 :A x a f x A          
ونكتب         lim

x a
f x


  

 
 نياية منتيية عند اللانياية:  3.4

من الشكل مأعرّفة عمى مجال مفتوح fلنعتبر الدالة العددية  :1تعريف ,   0حيث . 
 إذا تحقق مايمي: إلى  xعندما يؤول من  lنيا تقبل نياية منتيية أ fنقول عن 

 0, 0 :B x B f x l         
ونكتب         lim

x
f x l


 

من الشكل مأعرّفة عمى مجال مفتوح fبر الدالة العددية لنعت :2تعريف ,  0حيث . 
 إذا تحقق مايمي: إلى  xعندما يؤول من  lنيا تقبل نياية منتيية أ fنقول عن

 0, 0 :B x B f x l          
ونكتب         lim

x
f x l


 

1أن   ن باستعمال التعريفبيّ لنأ  مثال:
lim 0

x x
  

 أي نثبت أن  
1

0, 0 : 0B x B
x

         

0ليكن    1بحيث

x
 
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 وبالتالي يكون لدينا
1 1

x
x




    مع  0,x   

1فنختار 
B


. 

 
 منتيية عند اللانياية: غير نياية  4.4

من الشكل مأعرّفة عمى مجال مفتوح fلنعتبر الدالة العددية  :1تعريف ,   0حيث . 
 إذا تحقق مايمي: إلى  xعندما يؤول  تؤول إلىنيا أ fنقول عن 

 0, 0 :A B x B f x A       
ونكتب         lim

x
f x


  

من الشكل مأعرّفة عمى مجال مفتوح fلنعتبر الدالة العددية  :2تعريف ,  0حيث . 
 إذا تحقق مايمي: إلى  xعندما يؤول  نيا تؤول إلىأ fنقول عن

 0, 0 :A B x B f x A        
ونكتب         lim

x
f x


  

2limلنأبيّن باستعمال التعريف أن   مثال:
x

x


   
 أي نثبت أن  

20, 0 :A B x B x A        
0Aليكن    )2بحيث )كبير بالقدر الكافيx A 
 ومنو

2x A x A

x A

  

  
مع       ,0x   

Bفنختار  A. 
متتاليتين  ( غير موجودة, يكفي إيجاد أو أو) aعند fلإثبات أن نياية  ملاحظة: nx  و ny  ليما نفس
(, بينما نيايتي المتتاليتين  أو )أو aالنياية   nf x  و nf y .مختمفتين 

lim أن لنثبت  مثال تطبيقي: sin
x

x


 غير موجودة. 
لتكن المتتاليتين  nx  و ny  :المأعرّفتين بــــ 

2
2

nx n


    2و
2

ny n


   
limلدينا   limn n

n n
x y

 
   

 لكن
 lim lim sin 2 1

2
n

n n
f x n




 

 
   

 
و    lim lim sin 2 1

2
n

n n
f y n




 

 
     

 
 

limالنياية , ممّا يعني أن فيما مختمفتان sin
x

x


 غير موجودة.
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l,l,دالتان عدديتان gو fات الجبرية عمى النيايات:العممي 5.4  ون عددان حقيقياa يمثل عدد حقيقي أو أو
, اختصارا لمكتابة حالة عدم تعيين. ,: ح ع تندلّ بـــــ 

 نياية المجموع: -
      l  l  l   lim

x a
f x


 

          l    lim
x a

g x


 

ث   ع  ح   
        l l       lim

x a
f x g x


  

 نياية الجُداء: -
0        < 0l  < 0l  > 0l  > 0l  l   lim

x a
f x


 

                l    lim
x a

g x


 

ث   ع  ح   
              ll       lim

x a
f x g x


  

 :حاصل القسمةنياية  -
0  

 
          l  l  l   lim

x a
f x


 

0  
 

0  < 0l   > 0l   < 0l   > 0l       0l     lim
x a

g x


 

ث   ع  ح  ث  ع  ح 
 

          0  0  l

l 
  

 
lim
x a

f x

g x

 
  

 
 

 
, 0  ,ىناك أربع حالات عدم التعيين وىي:   حالات عدم التعيين:


, 0

0
. 

 ق, الاختزال, استعمال العدد المأشتق,...ولإزالتيا نتبّع بعض الطرق منيا: الضرب والقسمة في المأراف
 قواعد إجرائية: 

 .أو  لدالة كثير حدود ىي نياية حدىا العمى درجة عند   أو النياية عند  -

 .أو   العمى درجة عند حاصل قسمة الحدينلدالة ناطقة ىي نياية   أو النياية عند  -

الدالة الناطقة المعرفة عمى  fلتكن مثال: 1,1  ــ: بـــــ 
2

2

3 5 1

1

x x
f x

x

 



 

 إلا أنو بتطبيق القاعدة الاجرائية الثانية السابقة نتحصل عمى عند  fلدينا حالة عدم تعيين بالنسبة لنياية 

 
2

2

3
lim lim 3

x x

x
f x

x 
  

   .أو تأمثل أعداد حقيقية  أو cو a,bدالتان عدديتان, gو fنياية دالة مُركبة:
إذا كانت  lim

x a
f x b


  و كانت lim

x b
g x c


  فإن  lim

x a
g f x c


. 

ـ: بــــــ المعرفة عمى  hنعتبر الدالة  مثال: 
1

sin
2

h x
x

 
  

 
ونريد حساب   lim

x
h x


 

h)بيذا الترتيب  gو   fىي مأركب الدالتين  hنلاحظ أن  g f ) حيث 
1

2
f x

x


    و  sing x x. 

بما أن   lim
2x

f x



  و كانت 

2

lim 1
x

g x




  فإن lim 1
x

h x


. 
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 .aيشمل  Iثلاث دوال مأعرّفة عمى مجال مفتوح  hو   f ,gالنيايات بالمقارنة:
إذا كانت  -(1   ,x I g x f x    وكانت lim

x a
g x


    فإن lim

x a
f x


 . 

إذا كانت  -(1   ,x I g x f x    وكانت lim
x a

g x


    فإن lim
x a

f x


 . 
إذا كانت  -(1     ,x I g x f x h x     وكانت   lim lim

x a x a
g x h x l

 
    فإن lim

x a
f x l


. 

 .أو  تبقى ىذه القواعد صحيحة عند ملاحظة:
 دراسة أمثمة:

بـــــــ:  المعرفة عمى  fنعتبر الدالة  -(1  sinf x x x . 
,      نعمم أنو:  1 sin 1x x      

,       ومنو 1 sin 1x x x x x       
بما أن  lim 1

x
x


     فإن lim

x
f x


 . 

بما أن  lim 1
x

x


     فإن lim
x

f x


 . 

بـــــــ:  المعرفة عمى  fنعتبر الدالة  -(1 
sin x

f x
x

. 
,   نعمم أنو:   1 sin 1x x      

        ومنو 
1 sin 1

0, ,
x

x
x x x


     

1بما أن  1
lim lim 0

x xx x 

   
     
   

sinفإن   
lim 0

x

x

x
. 

 
 تطبيقات متنوعة:

المعرفة عمى  fلتكن الدالة   :1تطبيق 2,1  :بـــــــ   
3 2

2

2 2

2

x x x
f x

x x

  


 
. 

 عند أطراف مجموعة تعريفيا. fأدرس نيايات الدالة   -
 الحل:

 مجموعة تعريف ىذه الدالة ىي:
     , 2 2,1 1,fD      

 :  ,النياية عند  -
 

3

2
lim lim lim

x x x

x
f x x

x  
    

   
3

2
lim lim lim

x x x

x
f x x

x  
    

0 : في البداية ىناك حالة عدم تعيين من الشكل2النياية عند  -

0

 
 
 
 لإزالتيا ثم الاختزال فنستعمل التحميل ,

 
  
  

2 2

2 2 2

2 1 1 5
lim lim lim

2 1 1 3x x x

x x x
f x

x x x  

  
   

  
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  1م النياية من اليمين ومن اليسار عند قسّ في ىذه الحالة ندرس إشارة المقام  و نأ : 1النياية عند  -
 

   1                         
          +  -             +  

 التالي:وب
 

<
1

lim
x

f x


   ( حيث  3 22 2 6x x x     , 2 2 0x x     ) 
 

>
1

lim
x

f x


    ( حيث 3 22 2 6x x x     , 2 2 0x x     .) 
المعرفة عمى  fالدالة  نعتبر  :2تطبيق   ,0 2,   :بـــــــ  2 21 2f x x x x   . 
 (.و  عند) أدرس نيايات الدالة  -

 الحل:
في البداية ىناك حالة عدم تعيين من الشكل  :النياية عند   -  فنستعمل المرافق لإزالتيا ,

 )بالضرب والقسمة(

 
  2 2 2 2

2 2

2 2

1 2 1 2
lim lim

1 2

2 1
lim

1 2

1
2

lim 1
1 2

1 1

x x

x

x

x x x x x x
f x

x x x

x

x x x

x
x

x
x x

 





     


  




  

 
 

  
 

   
 

 

 فس الطريقة  نجد: بنالنياية عند   -

 
  2 2 2 2

2 2

2 2

1 2 1 2
lim lim

1 2

2 1
lim

1 2

1
2

lim 1
1 2

1 1

x x

x

x

x x x x x x
f x

x x x

x

x x x

x
x

x
x x

 





     


  




  

 
 

   
 
    
 

 

بـــــــ:  المعرفة عمى  fالدالة  نعتبر  :3تطبيق 
cos 1x

f x
x


. 

 احسب النياية التالية:  - 
0

lim
x

f x


 

مأعرّف كمايمي:   aعددعند  f: العدد المشتق لمدالة معمومة
   

 lim
x a

f x f a
f a

x a





. 

 

2x

002 2x x 

f
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 الحل:
0في البداية  نلاحظ أن ىناك حالة عدم تعيين من الشكل 

0

 
 
 

cosx, فنستعمل  تعريف العدد المشتق لمدالة  x 

 لإزالتيا  0عند 
 

0 0

cos cos0
lim lim sin 0 0

0x x

x
f x

x 


   


   

حيث  , cos sinx x x   . 
 

بنفس الطريقة يمكن حساب   -
0

sin
lim
x

x

x
: 

0 0

sin sin sin 0
lim lim cos0 1

0x x

x x

x x 


  


   

حيث  , sin cosx x x  . 

المعرفة عمى  fالدالة  نعتبر  :4تطبيق   4,0 0,   :بـــــــ 
4 2x

f x
x

 
 . 

 احسب النياية التالية:  - 
0

lim
x

f x


 

 الحل:
0في البداية  نلاحظ أن ىناك حالة عدم تعيين من الشكل 

0

 
 
 

4x, فنستعمل  تعريف العدد المشتق لمدالة  x  

   لإزالتيا 0عند 

 
0 0

4 0 4 1 1
lim lim

0 42 0 4x x

x
f x

x 

  
  

 
   

يث ح      1
4,0 0, , 4

2 4
x x

x


     


. 

 
 تمارين لمحل:

 التمرين الأول:
 مع التعميل:أجب بصحيح أو خطأ عمى كل نياية ممّايمي, 

1  )lim
x

x


                    

1  )
2

2

3 4
lim 3

2 4x

x

x x




 
    

1  )
3 3

2 20 0 0

6 7
lim lim lim 0

2x x x

x x x
x

x x  

 
  


 

إذا كانت    (4 
1 1

,x f x
x x

           فإن lim 0
x

f x


 
(  إذا كانت  3 , 1x f x x          فإن lim

x
f x


  

(  إذا كانت  3  2,x f x x         فإن lim
x

f x


 . 
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 : الثاني التمرين
 احسب النياية  في كل حالة من الحالات التالية:

 
1) 

2

22

4
lim

3 2x

x

x x



 
                    1)  

2 3
lim

2x

x

x




                            1 )  

2

2 3
lim

2x

x

x




   

               
4   )

2

20

1 1
lim

4 2x

x

x

 

 
                 3) 

 
0

sin
lim

1 1x

x

x x   
                 3  )

0

1 1
lim

sinx

x

x

 
       . 

                    

3  )
20

1 cos
lim
x

x

x


                          8) 

0

1 1 cos
lim

sin

x

x

e x

x






  
           9)  ln 2

lim

x

x

e x

x


  

     

14)  2lim 1
x

x x


                                        11)  2lim 4
x

x x x


    . 

 

 :لثالثالتمرين ا 
المأعرّفة عمى  fنعتبر الدالة

  
 بــــــــ:   2

4 sin x
f x

x


   

a( عيّن عددان حقيقيان 1
 
bو

 
,بحيث:  4 sinx a x b     

بيّن أن: ( 1     ,x u x f x v x      , حيثu
 
vو

 
 دالتان يأطمب تعيينيما. 

( استنتج النيايتين التاليتين: 1 lim
x

f x


   , lim
x

f x


. 
( احسب 4 

0
lim
x

f x


. 
 

 التمرين الرابع:
, :(  بيّن أنّ 1 2 sinx x x x x      
(  استنتج النياية 1 lim 2 sin

x
x x x


. 

 
 التمرين الخامس:

بيّن أن: (  1   
1

, <x u x E v x
x

  
   

 
uحيث ,  

 
vو

 
 دالتان يأطمب تعيينيما. 

استنتج النياية (  1
0

1
lim
x

xE
x

 
 
 

. 
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ة: انخامسانفصم ان  ذوال انمُستمر 

 
, تمديد دالة بالاستمرار عند في ىذا الفصل نأدرج الاستمرار, بتقديم مفيوم الاستمرار عند قيمة ثأمّ عمى مجال مقدمة:
 الدوال المستمرة والرتيبة تماما , ومنيا إلى نظريةبيانيالتطرّق إلى نظرية القيم المتوسطة في جانبييا الجبري و القيمة و 

ودورىا في وجود ووحدانية حل المعادلة  f x   عمى مجال, كذلك من أىداف ىذا الفصل كيفية تعيين صورة
   مجال بواسطة دالة مستمرة ورتيبة تماما.

 
 .aيشمل العدد الحقيقي  Iفة عمى مجال مفتوح دالة عددية مأعرّ  f :عند قيمة الاستمرار تعريف 1.5

إذا وفقط إذا كانت  aأنيا مأستمرة عند fنقول عن   lim
x a

f x f a


. 
 ملاحظات:

 )حسب تعريف النياية( معناه:   aمأستمرة عند  fالقول أن -(1
   0, 0 : x a f x f a            

إذا تحقق  -(1   
>

lim
x a

f x f a


  نقول أنf  مأستمرة من اليمين عندa.  
إذا تحقق  -(1   

<
lim

x a

f x f a


  نقول أنf  دمأستمرة من اليسار عنa. 
 .aإذا وفقط إذا كانت مأستمرة من اليمين و من اليسار عند aمأستمرة عند fتكون -(4
 .عند كل قيمة من ىذا المجالإذا كانت مأستمرة  من  Iمأستمرة عمى المجال المفتوح  fتكون -(3
مأستمرة عمى المجال المغمق  fتكون -(3 ,a b  إذا كانت منf  مأستمرة عمى المجال المفتوح ,a b تمرة و مأس

 .bو مأستمرة من اليسار عند  aمن اليمين عند 
 أمثمة:

xالدالة -(1 x   مأستمرة عمى. 
sinxنالدالتا -(1 x   وcosx x ن عمى مأستمرتا. 
الدالة -(1 x E x   مأستمرة عمى. 

 كمايمي:  دالة مأعرفة عمى  f تطبيق:

 
, 0

, < 0

xe x
f x

x x

 
 


 

 .0 عند fأدرس استمرار
 الحل: 
لدينا    00 1f e  . 
-       

< <
0 0

lim lim 0 0
x x

f x x f
 

    ومنوf 0ند غير مستمرة  من اليسار ع. 
-       

> >
0 0

lim lim 1 0x

x x

f x e f
 

    ومنوf 0عند  مستمرة  من اليمين. 
 .0غير مستمرة  عند  fإذن   
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 العمميات الجبرية عمى الدوال المستمرة:

 عددان حقيقيان ثابتان. , , وليكن دالتان مستمرتان عند عدد حقيقي  و 
 .مستمرة عند  الدالة  -

 .مستمرة عند  الدالة  -

 .ند مستمرة ع فإن الدالة  إذا كانت  -

 استمرار تركيب دالتين:
 .عددا من  دالتين وليكن  و , جزءان من  و ليكن

 .مستمرة عند  فإن مستمرة عند  و مستمرة عند  إذا كانت 
 نتائج: 
 .كل دالة كثير حدود مستمرة عمى  -

 كل دالة ناطقة )حاصل قسمة كثيري حدود( مستمرة عمى كل مجال من مجموعة تعريفيا. -

 
 التمديد بالاستمرار:  .25

a عدد حقيقي وI  يشمل  مجال منa. 
f  دالة مأعرفة و مأستمرة عند كل قيمة من I a إذا قبمت الدالة ,f  نياية منتييةl عندa نقول أنf  تقبل

 كمايمي:  Iالمعرفة عمى  f, والدالة aامتدادا بالاستمرار عند 

 
   ,

,

f x x I a
f x

l x a

 
 


 

 .aبالاستمرار عند  fتأسمى امتداد الدالة 
كمايمي:   فة عمى المأعرّ  fنعتبر الدالة  :مثال 

sin x
f x

x
 ومأستمرة عمى  0, فيي غير مأعرفة عند 0 

أن وبما 
0

sin
lim 1
x

x

x
  فإن الدالةf  والدالة 0تقبل امتدادا بالاستمرار عند ,f  كمايمي:  المعرفة عمى 

 
 

sin
, 0

1, 0

x
x

f x x

x


 

 
 

 

 .0بالاستمرار عند  fىي امتداد الدالة  
 

 نظرية القيم المتوسطة 3.5
 )الحالة الخاصة(: نظرية القيم المتوسطة-أ
معرفة و مستمرة عمى المجال  fإذا كانت الدالة  ,a b  و كان    < 0f a f b فإنو يوجد عمى القل عدد حقيقي

c من المجال  ,a b  بحيث  0f c . 

fga

f g a

f ga

  0g a 
f

g
a

IJ:f I J:g J aI

fag f a:g f I a
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دالة معرفة و مستمرة عمى المجال  f التفسير البياني: ,a b و fC  تمثيميا البياني في معمم , ,O u v إذا كان ,
    < 0f a f b  فإن المنحنى fC قطة عمى القل فاصمتيا يقطع حامل محور الفواصل في نc محصورة بينa 

وىو مايفسّر  bو  0f c . 
 نظرية القيم المتوسطة )الحالة العامّة(:-ب
f  دالة معرفة و مستمرة عمى المجال ,a b. 

محصور بين  من أجل كل عدد حقيقي  f a و f b عدد حقيقي, يوجد عمى القل c  من المجال ,a b  بحيث
 f c . 
 نتائج: 
المجال  رتيبة تماما عمى fإذا كانت الدالة - ,a b فإن العددc .في النظريتين يكون وحيدا 

مجال البواسطة ىذه الدالة ىو   Iفإن صورة المجال من Iمستمرة عمى مجال fإذا كانت الدالة - f I 
 . من

المأعرفة  بـــ: fالدالة مثال: 
1

1

x
f x

x





من المجالين I يبة تماما )متناقصة تماما( عمى كل مجالمستمرة و رت 

 ,1  , 1,. 
إذا كان - 0,1I    فإن   , 1f I   . 

ذا كانإ - 1,0I     فإن   1,0f I  . 

إذا كان - 2,I     فإن   1,3f I . 

 

 الدوال المستمرة والرتيبة تماما: 4.5
دالة مستمرة  و رتيبة تماما عمى المجال  fإذا كانت نظرية: ,a b  فإنو من أجل كل عدد حقيقي  محصور بين

 f a و f b المعادلة , f x   تقبل حلا وحيدا في المجال ,a b. 
مى المجال مستمرة  و رتيبة تماما ع  fنفرض أن الدالة برىان: ,a b  و ليكن  عدد حقيقي محصور بين f a و
 f b ومنو حسب نظرية القيم المتوسطة )الحالة العامّة(,  يوجد عمى القل عدد حقيقي .c  من المجال ,a b  بحيث

 f c . 
مف, نفرض أنو يوجد عدد حقيقي آخر cلإثبات الوحدانية نستعمل البرىان بالخأ  مختمف عنc  من المجال ,a b 

بحيث  f c  نئذ . يكون لدينا حيc c  و   f c f c وىذا تناقض كون ,f  رتيبة تماما عمى المجال ,a b. 
من المجال  cوبالتالي يوجد عدد حقيق وحيد ,a b  بحيث f c  أي أنc  ىو الحل الوحيد لممعادلة f x . 

 ملاحظة: تبقى النظرية السابقة قائمة عمى مجال مفتوح أو مفتوح من إحدى الجيتين, محدود أو غير محدود.
 أمثمة: 

3لة لنبين أن المعاد-(1 3 1 0x x   1و  0 تقبل حلا وحيدا بين. 
بـــــ:  المعرفة عمى  fالدالة  فنعتبر  3 3 1f x x x  :لدينا الشروط التالية , 
مستمرة عمى  fالدالة  - 0,1. 

-       0 1 1 1 1< 0f f      
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- f  رتيبة تماما )متناقصة تماما( عمى 0,1. 

فحسب النظرية السابقة المعادلة   0f x   3)أي 3 1 0x x  )  1و  0تقبل حلا وحيدا بين. 
المعرفة عمى  fلتكن الدالة  -(1 1,  ــــ: بـ 

2

1
f x

x





. 

مستمرة و رتيبة تماما )متزايدة تماما( عمى fالدالة 1,  و لدينا 
 

>
1

lim
x

f x


   و lim 0
x

f x


. 
من المجال  إذن من أجل كل عدد حقيقي  ,0 المعادلة , f x  تقبل حلا وحيداc  في المجال 1, . 

 
 تمارين لمحل: 
 التمرين الأول:

1) f   :دالة مأعرّفة كمايمي  

                           
1

, 1
( ) 1

2, 1

x
x x

f x x

x

 
 

  
 

 

 عين مجموعة تعريفيا. -أ 
 عمى مجموعة تعريفيا. fالدالةأدرس استمرارية  -ب
  :كالتالي  fالدالةنفس السئمة السابقة, إذا عأرّفت ( 1

sin 1
, 0

( )

1, 0

xe
x

f x x

x

 


 
 

. 

 
 التمرين الثاني:

 f   :دالة مأعرّفة كمايمي  

                           2

2

, > 0
4( )

2 1, 0

x
x

xf x

x x




 
  

 

 .0مستمرة عند fبحيث تكون الدالة عين العدد الحقيقي -
 

 التمرين الثالث:
f   دالة مأعرّفة عمى المجال,

2 2

  
 
 
  كمايمي:  

                           
sin

, 0
( ) 1 cos

2, 0

x x
x

f x x

x




 
 

 

 .0 عند fلدالة( أدرس استمرارية ا1
 عمى مجموعة تعريفيا. fلدالة( أدرس استمرارية ا1
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   : ابعالر  التمرين
 في  كل حالة ممايمي:  aإمتدادا بالاستمرار عند القيمة  fأدرس إمكانية قبول الدالة

 
1 )1

( )f x xE
x

 
  

 
 ,   0a                      1 )

 
2

1
( )

2
f x

x



  ,   2a     

         
1 )

1

1
( )

1 x

f x

e





 ,    0a                       4) 1
( ) sinf x x

x
  ,  0a . 

 
 : الخامس التمرين

  fيمي:دالة معرفة بجدول تغيراتيا كما  
 

   3      2                   3                        x 

                   4          1   
 

 3                                             3       

 
 f x 

 
حمول المعادلة  ما ىو عدد  0f x   ؟, مع التبرير.في 

 
 التمرين السادس:

xeمعادلة أثبت أن لم x   1و  0 حل وحيد محصور بين العددين. 
 

    :السابع التمرين
sinبين أن المعادلة  , سطةباستعمال نظرية القيم المتو  cosxxe x   0تقبل  حلّا وحيدًا في المجال ,

2

 
 
 
. 

 
 التمرين الثامن:
: نعتبر الدالتين  1f x x   3 و:g x x. 

 بيّن أن المنحنيين - fC و  gC الممثمين لمدالتين f و g  عمى الترتيب في مستو منسوب إلى معمم
7 حيث   يتقاطعان في نقطة وحيدة فاصمتيا 3

< <
8 4

 . 
 

 :التمرين التاسع
f دالة معرفة عمى المجال  0,1  وتأخذ قيميا في المجال 0,1. 
من المجال  ( برىن عمى وأجود عدد حقيقي 1 0,1  بحيث يكون f   . 

 بالنقطة الصامدة(. الفاصمة  )نأسمي النقطة ذات      
 يا ىذه النتيجة.س( فسّر ىند1
( ىل تبقى النتائج السّابقة صحيحة عمى مجال 1 ,a b  حيث<a b.؟ 


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 : التمرين العاشر

 .في  برىن أن كل كثير حدود درجتو فردية ينعدم مرّة عمى القل
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  ذوال انعكسيت: انسادسانفصم ان

 
بالاعتماد عمى دراسة سابقة في الفصل الول في جزء التطبيقات, أن التطبيق إذا كان تقابل )متباين وغامر(  مقدمة:

 فإن الدالة العددية التي مجموعة بدئيا ىي مجموعة تعريفيا لقابفيو يقبل تطبيق عكسي, كما رأينا كيفية تعيينو. بالمأ 
أو جزء منيا ىي تطبيق, فبإمكاننا التحدث عمى الدالة العكسية في ىذه الحالة إذا توفّر التباين والغامر, وحسب 

ذا كانت رتيبة تماما فيي متباينةخصائص الدالة سنرى في ىذا الفصل أنّ  , فبيذين و إذاكانت مستمرّة فيي غامرة وا 
 الشرطين )مستمرة ورتيبة تماما( تقبل دالة عكسية. 

في الجزء الثاني, سندرس كيفية تعيين الدوال العكسية لمدوال المثمثية )الجيب, جيب التمام و الظل( وىي عمى التوالي 
تجاه تعريف, إ)قوس الجيب, قوس جيب التمام وقوس الظل( ثم نعرض كيفية استنتاج بعض خصائصيا )مجموعة ال

 التغير, تعيين صور لعداد...( إنطلاقا من خصائص الدوال المثمثية المرافقة ليا.
في الجزء الثالث, نعرض الدوال الزائدية )الجيب الزائدي, جيب التماما الزائدي والظل الزائدي( وبعض من دساتير 

الحصول عمى دواليا  ةثأمّ ندرس كيفي تحويميا, كما نعرض نياياتيا واشتقاقيا بالاعتماد عمى مشتقة الدالة السية.
         . العكسية وىي عمى التوالي )عمدة الجيب الزائدي, عمدة جيب التمام الزائدي وعمدة الظل الزائدي(

 
 لدالة مستمرة ورتيبة تماماالدالة العكسية  1.6

 ين التاليتين:لدينا النتيجت)الفصل الخامس, فقرة الدوال المستمرة والرتيبة تماما( حسب ما سبق 
 .Iعمى متباينة f, عندئذ تكونمن  Iعمى مجال رتيبة تماما fكانت الدالة إذا  -(1

1بحيث  Iمن  2xو 1xلو فرضنا عددين مختمفين بالفعل:  2<x x, وبما أنf  رتيبة تماما عمىI  فإن
   1 2<f x f x (f  أو ) متزايدة تماما   1 2>f x f x  (f  :فينتج مايمي ) متناقصة تماما 

   1 2 1 2x x f x f x   
 . Iى متباينة عم fا يعني أنممّ 
نحو المجال  Iغامرة من f, عندئذ تكونمن  Iمستمرة عمى مجال fإذا كانت الدالة  -(1 f I. 

بالفعل: فحسب تعريف المجال  f I  الذي يأمثل صورة المجالI  بواسطة الدالة المستمرةf 
   , I :y f I x y f x     

نحو  Iغامرة من fا يعني أنممّ  f I. 
 ( السسابقتين يكون لدينا مايمي: 1( و 1( من النتيجتين 1

نحو المجال  Iتقابمية من f, عندئذ تكون الدالة من  Iمستمرة و رتيبة تماما عمى مجال fكانت الدالة إذا 
 f I. 

 العكسي لتقابل, النظرية التالية. ينتج من ذلك, وبالاعتماد عمى التطبيق
1f, فإنيا تقبل دالة عكسية من  Iمستمرة و رتيبة تماما عمى مجال fإذا كانت الدالة  نظرية:  لخاصيتين ليا ا
 :التاليتين
1fالدالة  -  مأعرّفة عمى المجال f I  وتأخذ قيميا في المجالI. 
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1fالدالة  -  مأستمرة ورتيبة تماما عمى المجال f I  وليا نفس إتجاه تغير الدالةf . 

نحو المجال  Iتقابمية من fالدالة ( السابقة, 1حسب النتيجة  برىان: f I 1 فيي تقبل دالة عكسيةf  معرفة  من
 f I نحوI1لة , والداf  تقابمية فيي إذن مأستمرة ورتيبة تماما عمى المجال f I .  

من  2yو 1y من أجل كل عددين ,ومن جية أخرى f I  1بحيث 2yy  , 1يوجد عددينx 2وx  منI  بحيث
 1 1y f x , 2 2y f x  وىذا يكافيء أيضا 1

1 1x f y , 1

2 2x f yمع ملاحظة يكون لدينا, ف ,
   1 2f x f x ,   1 1

1 2yf y f  ,1 2x x: 
   

       

1 1

1 2 1 2

1 21 2 1 2

1 2

1f y f y x x

f x f xy y f x f x

x x

  
 

 



 

1fو ىذا يعني أن نسبة تزايد الدالة   1ينبين العددين الحقيقيين المختمفy 2وyمن المجال f I   ىي مقموب نسبة
1f, فميما نفس الإشارة وىذا مايأفسّر أن الدالة Iمن المجال2xو 1xبين العددين الحقيقيين المختمفين  fتزايد الدالة  

 .fليا نفس إتجاه تغير الدالة
مثّل لدالتيا العكسية في المستوي المنسوب إلى معمم متعامد و متجانس, المنحنى المأمثّل لدالة  و المنحنى المأ  نتيحة:

yمتناظران بالنسبة لممنصف الول )المستقيم ذو المعادلة  x.) 

بــــ:  دالة مأعرّفة عمى  f تطبيق: 
2

2

1

1

x
f x

x





. 

تقبل دالة عكسية عمى المجال   fبيّن أن الدالة  - 0, .يأطمب تعيينيا 

 الحل:
  -   f  دالة ناطقة فيي مأستمرّة عمى المجال 0,. 

  -   f لمجال متزايدة تماما عمى ا 0,        

  
1 2 1 2

2 2
1 2 1 2

2
> 0

1 1

f x f x x x

x x x x

  
 
   
 

. 

المجال ( عمى متزايدة تمامامستمرة و رتيبة تماما ) fبما أن الدالة  0,  1فيي تقبل دالة عكسيةf   مأعرّفة عمى
المجال  1,1   حيث(    0, 1,1f    .) 

1fفالدالة العكسية    مأعرّفة من 1,1   نحو 0, حيث من أجل كلx  من 0,  وy  من 1,1 فإن 
 

2

2

1

1

1 1

1 1

x
y f x y

x

y y
x x

y y


  



 
    

 

 

من  xو بما ان 0,   1فإن

1

y
x

y





1f, فالدالة العكسية   مايمي:مأعرّفة ك 

   

 

1

1

: 1,1 0,

1

1

f

x
x f x

x





  





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 دواليا العكسية و الدوال المثمثية 2.6
              

 (: sinArcو Sinالجيب و قوس الجيب )  -أ
 المعرّفة كما يمي: ة لنعتبر الدال

 

 

: , 1,1
2 2

sin

f

x f x x

  
   
 



 

,مستمرة و رتيبة تماما )متزايدة تماما( عمى المجال  fبما أن الدالة 
2 2

  
 
 

1fفيي تقبل دالة عكسية     نرمز ليا

تماما عمى المجال  وىي مستمرة و متزايدة sinArcبالرمز  1,1  و تأخذ قيميا في المجال,
2 2

  
 
 

 حيث 

 , , 1,1 : sin sin
2 2

x y y x x arc y
  

         
 

 

                    (: cosArcو Cos)  التمام جيبو قوس  جيب التمام -ب
   المعرّفة كما يمي: لنعتبر الدالة 

   

 

: 0, 1,1

cos

f

x f x x

  


 

 
ة تماما( عمى المجال متناقصمستمرة و رتيبة تماما ) fبما أن الدالة  0,  1فيي تقبل دالة عكسيةf   نرمز ليا

ة تماما عمى المجال متناقصوىي مستمرة و  cosArcبالرمز  1,1  و تأخذ قيميا في المجال 0, حيث 
   0, , 1,1 : cos arccosx y y x x y        

                                      (: tanArcو Tanالظل و قوس الظل ) -ج
 المعرّفة كما يمي:   لنعتبر الدالة 

 

 

: , ,
2 2

f

x f x tanx

  
    
 



 

 
مستمرة و رتيبة تماما )متزايدة تماما( عمى المجال  fبما أن الدالة 

,
2 2

  
 
 
1fعكسية  فيي تقبل دالة    نرمز ليا بالرمزArctan ة تماما عمى المجال زايدوىي مستمرة و مت

 ,   و تأخذ قيميا في المجال,
2 2

  
 
 
 حيث 

 , , , : tan arctan
2 2

x y y x x y
  

          
 

 

 نتائج:
1)-   , , arcsin sin

2 2
x x x

  
    

 
 

f

f

f
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بالفعل: حسب تعريف قوس الجيب,   , , 1,1 : sin sin
2 2

x y y x x arc y
  

         
 

 

يكون لدينا   arcsin sin arcsinx y x . 
وبالمثل  -   1,1 , sin siny arc y y    
1)-     0, , arccos cosx x x   

,  التمام جيبحسب تعريف قوس بالفعل:    0, , 1,1 : cos arccosx y y x x y        
يكون لدينا   arccos cos arccosx y x . 

وبالمثل  -   1,1 , cos arccosy y y    
1)-  

 
 , , arctan tan

2 2
x x x

  
    

 
  

ل: حسب تعريف قوس الظل,  بالفع , , , : tan arctan
2 2

x y y x x y
  

          
 

 

   يكون لدينا arctan tan arctanx y x . 
 وبالمثل  -   , , tan arctany y y     

1, 1, 0( لكل منarccos( وقوس جيب التمام )arcsinاأحسب قوس الجيب ) :1تطبيق

2
, 2

2
. 

 الحل:
حسب تعريف قوس الجيب,    - , , 1,1 : sin sin

2 2
x y y x x arc y

  
         

 
 

arcsin0يكون لدينا   sin 0x x    و,
2 2

x
  

  
 

 

0x ومنو    إذنarcsin0 0. 
1و أيضا   1

arcsin sin
2 2

x x    و,
2 2

x
  

  
 

 

ومنو  
6

x


  1إذن
arcsin

2 6


. 

arcsin1و كذلك  sin 1x x    و,
2 2

x
  

  
 

 

ومنو  
2

x


  إذنarcsin1
2


. 

2  و لدينا كذلك 2
arcsin sin

2 2
x x    و,

2 2
x

  
  
 

 

ومنو  
4

x


  2إذن
arcsin

2 4


. 

 , يكون لدينا:بنفس الكيفية-

 arccos0
2


  ,1

arccos
2 3


  ,arccos1 0  ,2

arccos
2 4


. 

arctanاأحسب قوس الظل ) :2تطبيق x1, 0( لكل من. 
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 الحل: 
حسب تعريف قوس الظل,    - , , , : tan arctan

2 2
x y y x x y

  
          

 
 

arctan0  يكون لدينا tan 0x x    و,
2 2

x
  

  
 

 

0xومنو     إذنarctan0 0. 
arctan1 وأيضا tan 1x x     و,

2 2
x

  
  
 

 

ومنو  
4

x


  إذنarctan1
4


. 

 
 دوال الزائدية و دواليا العكسية ال 353

 
 ف الدوال التالية:عرّ لنأ  :ةالدوال الزائدي -أ

,   :الجيب الزائدي -
2

x xe e
shx x


  

,   جيب التمام الزائدي: -
2

x xe e
chx x


  

,   الظل الزائدي: -
x x

x x

shx e e
thx x

chx e e






  


 

 نتائج: 
- 2 2, 1x ch x sh x     

 بالفعل:
   2 2 2 2

2 2
2 2

, 1
4

x x x xe e e e
x ch x sh x

     
     

- 2

2

1
, 1x th x

ch x
      

2 النتيجة السابقة ) بالفعل: من 2, 1x ch x sh x   ) 2, وبقسمة الطرفين عمىch x.نحصل عمى المطموب , 
بما أن  - ,x sh x shx    ( فالجيب الزائدي ,sh.دالة فردية ) 

بما أن  - ,x ch x chx   فجيب التمام الزائدي , (ch.دالة زوجيية )  

-  ,x shx chx      , ,x chx shx      ,  2

2

1
, 1x thx th x

ch x
     

مكن التأكد من ذلك بالاعتمادعمى: بالفعل: يأ  x xe e

  , x xe e 

    , 
shx

thx
chx

    
 

. 

 من تعريف الدوال الزائدية يأمكن التأكد من النيايات التالية: -

lim
x

shx


  ,lim
x

shx


   ,lim
x

chx


  ,lim
x

chx


   ,lim 1
x

thx


 ,lim 1
x

shx


 . 
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 الدوال العكسية لمدوال الزائدية: -ب
  (:Argsh) عمدة الجيب الزائدي -

 لدينا 
  ,x shx chx    وبالتالي  

 , > 0x shx   
 الدالة   أن ينتج ممّا

:sh

x shx

 

فيي تقبل   تماما )متزايدة تماما( عمىمستمرة و رتيبة 
 حيث Argshنرمز ليا بالرمز , دالة عكسية

:

arg

Argsh

x shx

 

 وتأحقق  و تأخذ قيميا في  ستمرة و متزايدة تماما عمىوىي م
, : argx y y shx x shy       

  (:Argchعمدة جيب التمام الزائدي ) -
 لدينا 

  
  1 1

,
2

x x xe e e
x chx shx

  
      

       وبالتالي    0, , > 0x chx    
 أن الدالة   ينتج امّ م

   : 0, 1,ch

x chx

   

ستمرة و رتيبة تماما )متزايدة تماما( عمى م 0,  فيي تقبل دالة عكسية, نرمز ليا بالرمزArgch حيث 
   : 1, 0,

arg

Argch

x chx

   

وىي مستمرة و متزايدة تماما عمى  1,  و تأخذ قيميا في 0, وتأحقق 
   0, , 1, : argx y y chx x chy         

         (:Argthعمدة الظل الزائدي ) -
 لدينا  

  2

1
,x thx

ch x
   

     وبالتالي  , > 0x thx   
 ممّا ينتج أن الدالة  

   : , 1,1th

x thx

    



65 
 

             ايدة تماما( عمى مستمرة و رتيبة تماما )متز 
 حيث Argthفيي تقبل دالة عكسية, نرمز ليا بالرمز 

                        : 1,1 ,Argth

x rgthx

    

وىي مستمرة و متزايدة تماما عمى  1,1  و تأخذ قيميا في 
                         وتأحقق

   , , 1,1 : argx y y thx x thy          
 نتائج:
-  2, arg ln 1x shx x x     

 بالفعل: لدينا

2

2 2

, : arg
2

2 1 0

1 1

y y

y y

y y

e e
x y y shx x shy

e xe

e x x e x x


       

   

       

 

 وبما أن 
2 1 > 0x x    2و 1 < 0x x   

2    فإن  1ye x x   
  ومنو  2ln 1y x x    

وىذا يعني أن   2, arg ln 1x shx x x     

-    21, , arg ln 1x chx x x      

 بالفعل: لدينا

   

2

2 2

1, , 0, : arg
2

2 1 0

1 1

y y

y y

y y

e e
x y y chx x chy

e xe

e x x e x x


         

   

       

 

 أن نلاحظ ,في ىذه الحالة
2 1 > 0x x    2و 1 > 0x x  

 وبالتالي:
   2 2ln 1 ln 1y x x y x x       

2  بما أن 1 1x x    1)حيثx )   فإن 2ln 1 0x x   

2  أن ماو ب

2

1
1 1

1
x x

x x
   

 
 فإن  2ln 1 0x x     

0y ومن كون   يكون لدينا  2ln 1y x x   
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وىذا يعني أن     21, , arg ln 1x chx x x      

-  
1 1

1,1 , arg ln
2 1

x
x thx

x

 
     

 
 

 بالفعل: لدينا
 

 

  2

1,1 , : arg

1 1

y y

y y

y y y y

y

e e
x y y thx x thy

e e

e e x e e

x e x





 


        



   

   

 

1وبما أن 
> 0

1

x

x




 )حيث   1,1x  )   2فإن 1

1

y x
e

x





1ومنو    1

ln
2 1

x
y

x

 
  

 
  

وىذا يعني أن   
1 1

1,1 , arg ln
2 1

x
x thx

x

 
     

 
 

 :1تطبيق
 عرفة في كل حالة من الحالتين التاليتين:المأ  fعين مجموعة تعريف الدالة    -

1  -أ
( ) arcsin

4

x
f x

 
  

 
1  -ب                     1

( ) arg
2

f x ch x
x

  
   

  
 

 الحل:
1ا وفقط إذا كانت فة إذمأعرّ   fتكون الدالة  -أ

1 1
4

x
    3أي 5x   

فمجموعة تعريف ىذه الدالة ىي   3,5fD  . 
1ا وفقط إذا كانت مأعرّفة إذ  fتكون الدالة  -ب 1

1 0
2

x x
x

 
    

 
  

أي 
2 2 1

0 0
x x

x
x

 
    معناه  > 0x 

فمجموعة تعريف ىذه الدالة ىي   0,fD  . 
 إذا عممت أنّ  :2بيقتط  2

1
:

1
x arctgx

x
  


 ن أنّ بيّ ف, 

1
:

2
x arctgx arctg

x



    
  الحل:

*المعرفة عمى  fلنعتبر الدالة 

  :بـــــ 
1

f x arctgx arctg
x

  
 لدينا

 *

2 2

2

1 1 1
: 0

11
1

x f x
x x

x


     




 

 : لذا يأمكن كتابتيا عمى الشكل التالي ,ثابتة fفينتج أن الدالة 
 ,x f x c

    حيثc ,ثابت حقيقي 
1xفبوضع     يكون 1f c  وبالتالي   , 1x f x f

   
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بمعنى  , 2 1x f x arctg

     أي , 2
4 2

x f x
 



 
    

 
 وىو المطموب. 

 
                                                                                 تمارين لمحل:

 :الأول التمرين
المعرفة عمى المجال  fنعتبر الدالة  0     كمايمي:  1,

2

2
( )

1

x
f x

x



 

 

ابل من تق fالدالة ن أنّ بيّ   -      0  , ثم عين عندئذ دالتيا العكسية.في مجال يأطمب تعيينو 1,
 

 :ثانيال التمرين

 f   ّفة عمى المجال دالة  معر,
2




 
 
 

1  كمايمي : 
( )

sin
f x

x
. 

 
1fتقبل دالة عكسية  fالدالة ن أنّ بيّ  -   يأطمب تعيين مجموعة تعريفيا 1f

D . 

 
 )بعض دساتير التحويل لمدوال الزائدية(  التمرين الثالث:

 ا:دينل x,yن أنّو من أجل كل عددين حقيقينبيّ  -أ (1
-          sh x y sh x ch y ch x sh y   

-          ch x y ch x ch y sh x sh y   

 دينا:ل xأنّو من أجل كل عدد حقيقياستنتج  -ب  
-      2 2sh x sh x ch y 

-      2 22ch x ch x sh x  

إذا عممت أنّ: ( 1    2 2, 1x ch x sh x    نتج أنّ: )تمّ برىانيا حسب ما سبق(, فاست 
   2, 2 2 1x ch x ch x    
   2, 2 2 1x ch x sh x    
 

  :الرابع التمرين
 المعرفة في كل حالة من الحالات التالية: fن مجموعة تعريف الدالةعيّ 
 
1)                          

1
( ) arccos

x
f x

x

 
  

 
 2 )  

1
( )

3

x
f x arctg

x

 
  

 
  

 

3) 1
( ) arcsin

4

x
f x

 
  

 
                    4)  1 1

( ) arg
2

f x ch x
x

  
   

  
. 

 
 : خامسال التمرين
 إذا عممت أنّ  -

     2 21,1 , cos arcsin sin arcsin 1x x x     
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 ن أنّ فبيّ   
    21,1 , cos arcsin 1x x x     

 المعادلة نعتبر الآن  -
arcsin arccos2x x  ذات المجيول الحقيقيx. 

 .مجموعة تعريفيا ثمّ قأم بحمّيا Dن عيّ 
 

 التمرين السادس:
 فة  كمايمي :المعرّ   fالعددية الةنعتبر الدّ 

 2( ) ln 1f x x x   
fDبيّن أن  (1   مجموعة(ةالدال تعريفf )       . 
 فردية. fأن الدالة  ( برىن2
1f تقبل دالة عكسية fالدالة ( أثبت أن1  .يأطمب تعيين مجموعة تعريفيا 
,  :بيّن أنّ  -أ( 4 ( ) argx f x shx   
1fتتج عبارة الدالة العكسية اس -ب   . 
 

 التمرين السابع:
 أثبت صحة مايمي:

1   )    21,1 , sin 2arcsin 2 1x x x x     
2   )    21,1 , cos 2arccos 2 1x x x     
3   )  2 1 1

1,1 , sin arccos
2 2

x
x x

 
    

 
 

4 ) -          
2 1

0, , ln
2

x
x argsh x

x

 
    

 
 

    -       
2 1

,0 , ln
2

x
x argsh x

x

 
      

 
 

 )مع العمم أنّ:    2, arg ln 1x shx x x    .) 
 

 التمرين الثامن:
  العبارة إثبات بنفس طريقة( 1    21,1 , cos arcsin 1x x x     )التمرين الخامس السابق( 

  ن أنّ بيّ          21,1 , sin arccos 1x x x     
 المعادلتين التاليتين:   ( حل في 1

2chx   -أ                                      
  -ب    arcsin 2 arcsin arcsin 2x x x . 
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 1قسم الجبر
  
 
  انبنُى انجبرٌت 

 

 

  انفضاءاث انشعاعٍت 

 

 

  انخطبٍقاث انخطٍت 
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 نى انجبريتانبُ  :سابعانفصم ان

 

ميات العددية الساسية وأبرزىا عمميتا الجمع والضرب, في كل عممية من ىاتين عمم الحساب العم درسنا في مة:مقدّ 
العمميتين يأقابل كل ثنائية من العداد عددا آخرا )حاصل جمعيما أو ضربيما(. سندرس في ىذا الفصل نمط أعم من 

ة من ىذه العمميات ( حالة خاصالمألوفة )الجمع والضربالعمميات العمميات عمى مجموعات العناصر بحيث تأشكل 
الرياضية التي يأطمق عمييا اسم العمميات الجبرية أو قوانين التركيب. والعمميات الجبرية نوعان, العممية الداخمية )قانون 

 ركيب الخارجي(.تالتركيب الداخمي( والعممية الخارجية )قانون ال
ة, يست بالضرورة أعداد فقد تكون أشعّ إن عمم الجبر يدرس أنظمة رياضية يتألف كل منيا من مجموعة عناصر )ل

تشترك مع العمميات الحسابية المألوفة ببعض  عمميات مأعرّفة عمى ىذه المجموعةدوال, مصفوفات وغيرىا( ومن 
الخواص )كالتبديل, التجميع,...(, وقد أأطمق عمى ىذه النظمة الرياضية اسم البأنى الجبرية. فالبنية الجبرية تعني 

غير خالية من العناصر بعدد من العمميات واحدة أو أكثر داخمية أو خارجية مع مجموعة من  مجموعة تزويد 
. من أىم البأنى الجبرية والتي سنعالجيا في ىذا الفصل الخواص التي تأحقّقيا ىذه العمميات عمى عناصر المجموعة 

قل كل منيما عبارة عن مجموعة ححمقة وال, والليا خواص مأحدّدة الزمرة وىي مجموعة مأزوّدة بعممية داخمية واحدة
وىو مجموعة مأزوّدة بعمميتين إحداىما  )في الفصل الثاني( , والفضاء الشعاعيبخواص مأعيّنة مأزوّدة بعمميتين داخميتين
 داخمية والخرى خارجية. 

      
  العممية الداخمية )قانون التركيب الداخمي(: 1.7

Eكل تطبيق لممجموعة  Eي عممية داخمية في مجموعة نأسم مجموعة غير خالية. E تعريف: E نحوE ,
 ...,, ,  , ,  ونرمز ليا بأحد الرموز التالية:

 نكتب: Eعممية داخمية في مجموعة  فإذا كانت  -

 

:

,

E E E

x y x y

  


 

 , ولدينا:ىي عممية داخمية في عممية الجمع في مثلا:

 

:

,x y x y

  


 

 .Eعمميتان داخميتان في مجموعة  و  ن لتك خواص:
 إذا وفقط إذا تحقق:  Eفي تبديمية تكون العممية  مية:التبدي-أ

  2, ,x y E x y y x     
 إذا وفقط إذا تحقق:  Eفي تجميعية تكون العممية  التجميعية:-ب

     3, , ,x y z E x y z x y z       
  إذا وفقط إذا تحقق:   Eفي توزيعية عمى  تكون العممية  التوزيعية:-ج

             3, , ,x y z E x y z x y x z y z x y x z x               
 

E

E



71 
 

   فقط إذا تحقق:  إذا و  Eفي   معمميةحيادي بالنسبة ل Eمن eيكون العنصر العنصر الحيادي:-د
,x E x e e x x      

 .Eمن x, وليكنEفي العنصر الحيادي  بالنسبة لمعممية  eليكن :العنصر النظير-ه
xيكون العنصر   منE نظيرx  بالنسبة لمعممية في E :إذا وفقط إذا تحقق  

x x x x e     
ة, و في , ففي الخاصية ج  نكتفي بإحدى العلاقتين في تعريف التوزيعيEتبديمية في العممية إذاكانت  ملاحظة:

 في تعريف كل من العنصر الحيادي  و العنصر النظير.الوّلين الخاصيتين د و ه  نكتفي بأحد الطرفين 

 العنصر الحيادي إن وأجد فيو وحيد. :1خاصية

eو eإذا فرضنا :برىان  عنصران حياديان  بالنسبة لمعممية   فيE فيكون لدينا من جية ,e e e   حيث(e  
eعنص حيادي( و من جية أخرى  e e    حيث(e  فينتج أن  ,)عنص حياديe e . 

 إذا كانت العممية تجميعية, فإن العنصر النظير إن وأجد فيو وحيد. :2خاصية

xإذا فرضنا :برىان  وx  عنصران نظيران لمعنصرx منE التجميعية بالنسبة لمعممية  فيE ,و ليكنe 
 فيكون لدينا: Eفي لعمميةالعنصر الحيادي ليذه ا

   x x e x x x x x x e x x                 . 
 أمثمة:

 .( عمميتان تبديميتان و تجميعيتان في)+( و الضرب ) الجمع -(1
ىو العنصر  1. العدد ىو العنصر الحيادي بالنسبة لمجمع في 0. العدد الضرب توزيعي عمى الجمع  في

. العدد الحيادي بالنسبة لمضرب في x العدد ىو نظيرx  1العدد  .بالنسبة لمجمع في  من

x
 ىو نظير 

 .لمجمع فيبالنسبة   من  xالعدد
 .( عممية ليست تبديمية و ليست تجميعية في-الطرح )-(1

1   بحيث: من  3, 2, 1بالفعل: يوجد مثلا  العداد  2 2 1     وكذا   3 2 1 3 2 1    . 
 .( عممية ليست داخمية في-الطرح ) -(1

بحيث:   من  2, 1بالفعل: يوجد مثلا  العددين  1 2 . 
وكلاىما توزيعي  ( عمميتان  تبديميتان و تجميعيتان) ( و التقاطعالإتحاد )مجموعة غير خالية.  Eلتكن  -(4

في عمى الآخر E  مجموعة أجزاء المجموعة(E( المجموعة الخالية .) ىي العنصر الحيادي بالنسبة للإتحاد )
في  E و المجموعةE  ىي العنصر الحيادي بالنسبة لمتقاطع في E. 
 

 الزمرة: 2.7
. نقول أن ة الداخمية مزوّدة بالعممي مجموعة غير خالية Eتعريف: ,E  إذا وفقط إذا تحققت الشروط التالية: زمرة 

 تجميعية. العممية  -أ
 . عنصر حيادي بالنسبة لمعممية  Eيوجد في  -ب
 .بالنسبة لمعممية  Eيقبل نظيرا في  Eكل عنصر من  -ج



72 
 

تبديمية نقول أن  بالإضافة إلى الشروط السابقة, إذاكانت  ملاحظة: ,E  ية.زمرة تبديم 
 أمثمة:

1)-  , , , , , بينما تبديمية زمر , ,  (ج)ليست زمرة لعدم وجود العنصر النظير )الشرط  
 مأحقق(.غير     

1)-  ,  لايقبل نظير بالنسبة لعممية الضرب في  من  0ليست زمرة, لن العدد. 
1)-  ,   .زمرة تبديمية 

 الزمرة الجزئية:
لتكن  تعريف: ,E  زمرة وH  مجموعة جزئية منE. 
 نقول عن ,H   أنيا زمرة جزئية من ,E  :إذا وفقط إذا تحققت الشروط التالية 

  -أ   2, ,x y H x y H    (H  مأستقرة بالنسبة إلى.) 
e  -ب H حيث ,e  ىو العنصر الحيادي بالنسبة لمعممية  فيE . 
x,  -ج H x H  حيث ,x  نظيرx  بالنسبة لمعممية  فيE. 

 أمثمة: 
1)-  ,  زمرة جزئية من الزمرة ,. 
1)-  2 ,  الزمرة زمرة جزئية من ,. 
1)-  ,  ليست زمرة جزئية من الزمرة , نظيره  من  3مثلا العدد  و يوجدلن (ج), لاختلال الشرط 3   
 .لاينتمي إلى  بالنسبة لمجمع في    
 

 الحمقة: 3.7
. نقول أن و  مجموعة غير خالية مزوّدة بالعمميتين الداخميتين  E تعريف: , ,E    حمقة إذا وفقط إذا تحققت

 تالية:الشروط ال
  -أ ,E  زمرة تبديمية. 

 . Eفي تجميعية    -ب
 .Eفي   توزيعية عمى   -ج

  ملاحظة:
تبديمية نقول أن  بالإضافة إلى الشروط السابقة, إذاكانت    - , ,E   تبديمية. حمقة 
 نقول أنّ  Eعنصرا حياديا في   لمعممية بالإضافة إلى الشروط السابقة, إذاكانت   - , ,E   ية.واحد حمقة 

 :أمثمة
1)-  , ,  واحدية. تبديمية حمقة 
1)-  , ,  .حمقة تبديمية واحدية 
1)-  , ,  لن ليست حمقة  ,  غير مأحقق( (أ)ليست زمرة )الشرط . 
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 الجزئية: الحمقة
لتكن  تعريف: , ,E   و حمقةB  مجموعة جزئية منE. 

نقول عن  , ,B    جزئية من  حمقةأنيا , ,E   ذا وفقط إذا تحقق مايميإ: 
   -أ   ,B   زمرة جزئية من ,E . 
   -ب    2, ,x y B x y B    (B  مأستقرة بالنسبة إلى.)  

 أمثمة: 
1)-  , ,  حمقة جزئية من الحمقة  , , . 
1)-  , ,   ليست حمقة جزئية من الحمقة , ,   لن ,  ليست زمرة جزئية من الزمرة ,. 
 

 الحقل: 4.7
. نقول أن و  مجموعة غير خالية مزوّدة بالعمميتين الداخميتين  E تعريف: , ,E   حقل إذا وفقط إذا تحقق 
 مايمي:

    -أ , ,E   .حمقة واحدية 
المجموعة    -ب E e  غير خالية وكل عنصر منيا يقبل نظيرا بالنسبة إلى (e  ىو العنصر الحيادي لمعممية
 .) 

تبديمية نقول أن  بالإضافة إلى الشرطين السابقين, إذاكانت   ملاحظة: , ,E   حقل تبديمي. 
 أمثمة:

1)-  , ,  ديميتب حقل. 
1)-  , ,  حقل تبديمي. 
1)-  , ,  عناصر المجموعة نل ليست حقل  0  لا تقبل نظائر بالنسبة إلى  (.1)ماعدا العدد 

 مأعرّفة كمايمي: عممية داخمية في مجموعة العداد الناطقة   لتكن  تطبيق:
2x y x y xy   . 

1أثبت أن الثنائية  -
,

2

  
    
  

 زمرة تبديمية. 

1داخمية في المجموعة  في البداية نتأكّد من أن العممية  - الحل:

2

 
  
 

. 

1من  yو xدين جل كل عدمن أ بالفعل:

2

 
  
 

, لنأبين أن  
1

2
2

x y xy
 

     
 

     أي نأبين أن  

  1
2

2
x y xy   1نفرض أن  ,, لنأثبت ذلك بالخأمف

2
2

x y xy    :وبالتالي يكون لدينا 

   
1

1 2 1 2
2

x y y     أي 
1

1 2 0
2

x y
 

   
 

 

1  ينتج أنف  1

2 2
x y      كون وىذا تناقضx وy  1من

2

 
  
 
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إذن   
1

2
2

x y xy
 

     
 

1داخمية في  , فالعممية 

2

 
  
 

. 

1تبديمية في المجموعة  العممية  -

2

 
  
 

 : لنأبين أن

 
2

1
, ,

2
x y x y y x

  
        

  
 

1من  yو xليكن 

2

 
  
 

 , لدينا: 
2

2

x y x y xy

y x yx

y x

   

  

 

 

1تبديمية في   ومنو  

2

 
  
 

. 

1تجميعية في المجموعة  العممية  -

2

 
  
 

 : لنأبين أن

     
3

1
, , ,

2
x y z x y z x y z

  
          

  
 

1من  zو x,yليكن 

2

 
  
 

  , لدينا من جية
   

   

 

2

2 2 2

2 2 2 4 1

x y z x y xy z

x y xy z x y xy z

x y xy z xz yz xyz

     

      

      

 

 ومن جية أخرى 
   

   

 

2

2 2 2

2 2 2 4 2

x y z x y z yz

x y z yz x y z yz

x y z yz xy xz xyz

     

      

      

 

   ( ينتج أن2( و )1من )   x y z x y z     
1ية في تجميع ومنو   

2

 
  
 

. 

1في المجموعة  العنصر الحيادي لمعممية  -

2

 
  
 

1في  العنصر الحيادي لمعممية  e: ليكن 

2

 
  
 

 ,

   فيتحقق مايمي: 

1أي   
, 2

2
x x e xe x

 
       

 
بمعنى   

1
, 1 2 0

2
x x e

 
      

 
0eإذن     1)حيث 2 0x .)                     

1في   ىو العنصر الحيادي لمعممية 0ومنو          

2

 
  
 

. 

1
,

2
x x e x

 
      

 
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1لكل عنصر من -

2

 
  
 

1في  نظير بالنسبة لمعممية  

2

 
  
 

x: ليكن   نظير العنصرx
 

1من

2

 
  
 

 

 يمي: , فيتحقق مابالنسبة لمعممية 
   0x x    2أي 0x x xx     بمعنى

1 2

x
x

x


 


1و ىو عنصر من  

2

 
  
 

1)حيث   2 0x  مع ,

1أن  ملاحظة

1 2 2

x

x


 


1  لنو لو كان 

1 2 2

x

x


 


2لكان  1 2x x 

 
 (.                    وىذا غير ممكن 

1فمكل عنصر من   

2

 
  
 

1في  نظير بالنسبة لمعممية  

2

 
  
 

. 

1وبااتالي:       
,

2

  
    
  

 زمرة تبديمية. 

 
 تمارين لمحل:

 :الأول التمرين
 : كمايمي ةمعرّف في  عممية داخمية   

2 2a b a b  
2 احسب مايمي:   (1 1 ,5 3 , 3 1 5 , 3 1 5. 
 .وىل ىي تجميعية؟ مع التبرير  ؟يةتبديم  ىل  (2
   . ؟نسبة لمعممية حيادي بالىل ىناك عنصر  (3
 

 :الثاني التمرين
   معرّفتان كمايمي : عمميتان داخميتان في  و 

2a b a b    2 وa b ab 
 .و  ي التبديل والتجميع  لكل من أأدرس خاصيت  (1
 .  ليست توزيعية عمى  , و أنّ توزيعية عمى  ن أنّ بيّ   (2
 

 الث:التمرين الث

عممية داخمية في المجموعة     2    :معرّفة كمايمي 

( 2) ( 2) 2x y x y     

أثبت أنّ   -  2 ,  زمرة تبديمية.
 

 

 : الرابع التمرين

x,y  عددان حقيقيان من المجال 1,1I  . 
    :تحقّق من أنّ ( 1  2, , 1 0x y I xy         ّ1 لا من أنّ د أوّ )تأكxy ) 


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 : ثمّ اثبت أنّ 
  2, , 1 1

1

x y
x y I

xy


    


 

  : يميمعرفة كما Iعممية داخمية في  ( لتكن 2
1

x y
x y

xy


 


  . 

أثبت أنّ     -       ,I  زمرة تبديمية. 
 

 التمرين الخامس:
و  لتكن

 
 كمايمي: عمميتان معرفتان عمى مجموعة العداد الصحيحة 

1a b a b

a b a b ab

   

   
 

 ( أثبت أنّ 1 , ,  حمقة. 
 ( ىل ىذه الحمقة حقل؟, برّر جوابك.2
 

 :سالتمرين الساد
 المعرفة كمايمي: Kلتكن المجموعة 

  22, ,K a b a b   
Kونعرّف عمميتي الجمع والضرب عمى

 
 كمايمي: 

2x حيث Kمن yو xمن أجل كل عددين a b  ,2y c d  :لدينا 
   

 

2

2 2

x y a c b d

xy ac bd ad bc

    

   
 

أثبت أنّ     -       , ,K   بديميحقل ت. 
 

 :التمرين السابع
 رنعتب ,E  زمرة غير تبديمية, ولتكن a,b وc من معمومة عناصرE .  1نرمز بــــa

 
بالنسبة  Eمن aلنظير 

 .لمعممية 
Eمن  xأوجد العناصر -

 
 في كل حالة من الحالات التالية:

a -أ             x b  
a-ب            x b c b    
a -ج            x b b c   . 
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 : انفضاءاث انشعاعيتمنانثا انفصم

 

يو من البأنى الجبرية ميزتو أنّو مأزوّد بعمميتين داخمية وخارجية نأسمّ  انأعالج في ىذا الفصل نوعا آخر  :وتمييد مةمقدّ 
 را لتطبيقاتو المأتنوعة في الفيزياء والميكانيك عمى سبيل المثال.نظعي. وليذا الموضوع أىمية كبيرة الفضاء الشعا

ة مليس فقط ذاك الشعاع المعروف بقطعة مستقيونودّ قبل كل شيء أن نأؤكّد عمى أنّ ما نأسميو شعاعا فيما سيأتي 
ن لا يحمل أي معنى فيزيائي جرّد يأمكن أمأوجّية والمأتميّزة بالمنحى والاتجاه والطويمة أو المعيار, بل ىو كائن جبري مأ 

عبارة عن عموما يو والميكانيك, ف ا لمشعاع في الفيزياء(, لكنّو تعميممثلا استعمال الشعاع لتمثيل كمية فيزيائية كالقوة)
 تسمّى مركّبات ىذا الشعاع. قائمة عناصر )مأكوّنات( مأرتبّة

ة في المستوي )أو ي الذي يتمثل في مجموعة الشعّ نية الفضاء الشعاعومن ىذا المأنطمق سنأعالج في ىذه المقدمة بأ 
 (كما ىو معموم في دراستنا في المرحمة الثانوية)نزوّد ىذه المجموعة  ىذه البأنية الجبرية بشكل مأجرّد,الفضاء( ثأمّ نأعمّم 

مال عممية جمع الشعة وىي عممية داخمية في ىذه المجموعة )مجموع شعاعين ىو شعاع( ويمكن التأكد باستعب
لنسبة ( ولكل شعاع نظير با0مركبات الشعاع أن ىذه العممية تبديمية, تجميعية, وليا عنصر حيادي )الشعاع المعدوم

. كما نعمم عممية الجمع زمرة تبديميةة المأزوّدة بمجموعة الشعّ  ( وىذا يعني أنّ u و الشعاعى uالشعاعلمجمع )نظير 
uىو الشعاع  يبعدد حقيق uالشعاعأن حاصل ضرب   ّة في مجموعة الشعّ ىذه العممية ىي عممية خارجية  , إن

uمن أجل كل شعاعين تتمتّع بالخواص التالية:
 
      لدينا: و وكل عددين حقيقيين vو

 
 

   

1

u v u v

u u u

u u

u u

  

   

   

     

     

    

 

 

نية يا بأ ة في المستوي )أو الفضاء( لبالنسبة لمعمميتين الواردتين سابقا, نقول أن مجموعة الشعّ  ق ىذه الخواصفبتحقّ 
 .نيةفيو أول مثال عن ىذه البأ  فضاء شعاعي,

ة: عمى الشعّ في بداية ىذا الفصل سنقوم بإعطاء تعريفا عاما لمفضاء الشعاعي, يميو التعرّف عمى بعض المفاىيم 
     سس والبعاد لمفضاءات الشعاعية.  ق إلى الأ يان, التوليد, ثم التطرّ الارتباط والاستقلال الخطّ 

 
 مجموعة العداد الحقيقية أو يأمثل عادة  حقل تبديمي ) لنعتبر  :الفضاء الشعاعي يفتعر  1.8

نرمز ليا  مأزوّدة بقانون تركيب داخمي )عممية داخمية( مجموعة غير خالية, Eلتكنو  مجموعة العداد المركبة(.
 ( حيث:) )عممية خارجية( نرمز ليا بالرمز قانون تركيب خارجيو  () بالرمز

 

:

,

E E

x x 

  


 

 إذا تحقق ما يمي: ( فضاء شعاعي عمى الحقل والخارجية  المزودة بالعمميتين الداخمية ) Eنقول أن المجموعة 
  -أ  ,E  .زمرة  تبديمية 
 , لدينا: من  و و كل  Eمن  yو xمن أجل كل -ب

-   x x x         

 , ,  
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-  x y x y        

-    x x        

- 1 x x    حيث(1 العنصر الحيادي لمعممية  في .) 

 ملاحظات:
 سمّميات. تأسمى أشعّة و عناصر Eعناصر -

xتأسمى الكتابة  -  بضرب الشعاعx بالسمّمي  و نكتبx . 

- , 0 0     (0 الشعاع المعدوم فيE وذلك لن ,) من  0 0x x x        0نجد 0  

- , 0 0x E x   وذلك لن من , 0 0 0 0 0x x x x     0نجد 0x   

-  0 0 0x x       

 أمثمة: 
 .  ىو فضاء شعاعي عمى  كل حقل تبديمي -(1

1)- V  حيث:مجموعة الشعة في المستوي )أو الفضاء( المألوف ىي فضاء شعاعي عمى , 
V  (يشعة ىي عممية داخمية فجمع ال  2, ,u v V u v V    ) 

,)  Vو ضرب شعاع بعدد حقيقي ىي عممية خارجية في :u V u V      ) 
 الشعاعي.  فبواسطة ىاتين العمميتين يمكن التحقق من تعريف الفضاء

 , حيث:فضاء شعاعي عمى  2 -(1
     1 2 1 2 1 1 2 2, , ,x x y y x y x y      ,   1 2 1 2, ,x x x x  . 

يمكن تمثيل الشعة ىندسيا باختيار معمما  , ,O i j  عنصرفي المستوي, و نأرفق بكل  1 2,x x x النقطة  2 من

A 
1 حيث 2OA x i x j . ذا كانت النقطة تمثل الشعاع  B وا  1 2,y y y  فإن المجموعz x y  يأمثّل بالنقطةC 
OCحيث OA OB . 

n, (n : تعميم- )   فضاء شعاعي عمى.  
 لتكن -(4 ,E I  مجموعة الدوال العددية المأعرّفة عمى المجال I من . 

 كما يمي:  gو fنأعرّف مجموع دالتين
      ,x I f g x f x g x     

 كما يمي:  كما نأعرّف ضرب دالة بعدد حقيقي 
    ,x I f x f x    

 . عمى نية فضاء شعاعي )الولى داخمية والثانية خارجية( ليا بأ المأزوّدة بياتين العمميتين  Eإنّ المجموعة 
 الفضاء الشعاعي الجزئي:

 .E مجموعة جزئية من Fو  فضاء شعاعي عمى الحقل E لتكن تعريف:
 إذا تحقق ما يمي: E نفضاء شعاعي جزئي م Fنقول أن

F  -أ  يجب أن تحتوي عمى القل عمى (0Eالعنصر الحيادي لمعممية الداخمية  في ,E.) 
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 -ب  2, ,x y F x y F    (F  مستقرّة بالنسبة لمعممية الداخمية.) 
, -ج ,x F x F      (F  مستقرّة بالنسبة لمعممية الخارجية.) 

 ملاحظات:
Fعمميا لمتأكّد من أن  - 0, نتحقق من أنE  ينتمي إلىF. 

0Eفضاء شعاعي جزئي فإن Fكان بالفعل: إذا F,0إذا كان  , وباستعمال العكس النقيضE F فإنF  ليس
 فضاء شعاعي جزئي.

 يمكن كتابة الشرطين )ب( و )ج( كما يمي: -

   2 2, , , ,x y F x y F         
 أمثمة:

1)-  0E ,E  فضاءان شعاعيان جزئيان منE. 
1)-  0  حيث 2فضاء شعاعي جزئي من ,    0 ,0 ,x x  . 

بالفعل: من الواضح أن  0,0 ينتمي إلى 0  و بالتالي 0 ,  ّمن أجل  ثم ,0x , ,0y  من 0 
لدينا:   من   ,و من أجل        ,0 ,0 ,0 0x y x y       . 

 إذا كانت -(1 ,E I  مجموعة الدوال العددية المأعرّفة عمى المجال I وىي فضاء شعاعي عمى  من , 
 حسب المثال السابق, و إذا فرضنا ,F C I مجموعة الدوال المأستمرّة عمىI فإن F فضاء شعاعي جزئي من

E. 
 

 (.أو  )  فضاء شعاعي عمى الحقل Eلنفرض في كل ما يأتي أن  سس و الأبعاد:الأُ  2.8
  المزج الخطي: -أ

2للأشعّة نأسمي مزجا خطيا  تعريف: 1, , ,nx x x من الفضاء الشعاعيE  :كل شعاع من الشكل
1 1 2 2 n nx x x      

2حيث  1, , ,n    سمّميات من. 
2Eليكن   مثال:   و ليكن الشعاع 1,2  منE. 

لدينا الكتابة التالية:       1,2 1 1,0 2 0,1     
ن الشعاع فنقول أ 1,2  ىو مزج خطي لمشعاعين 1,0 و 0,1. 

 العائمة المولّدة:  -ب
نقول أنّ العائمة  تعريف: 1 2, , , nx x x مولّدة لمفضاء الشعاعيE إذا كأتب كل شعاع منE  كمزج خطي ليذه

 العائمة, بمعنى: 
1 2 1 1 2 2, ( , , , ) :n

n n nx E x x x x             
1ونكتب  2, , , nE x x x. 

 :أمثمة
2Eليكن   -(1 . انالشعاع  1,0v    و 1,1w 

 
 .2 يولّدان الفضاء الشعاعي 
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ليكن  بالفعل:  ,u x y ولنبين وجود2ن شعاع م , ,  بحيث  منu v w   وىذا يأؤدي إلى حل ,
 الجممة:

x

y

 



 



 

xوىي تقبل حل وحيد  y   وy   ىذا ميما يكن وx وy  2,  ومنو من ,v w. 
3Eليكن   -(1  وليكن . 1 1,0,0e  , 2 0,1,0e  , 3 0,0,1e   3ثلات أشعّة من الفضاء الشعاعي. 

فمن أجل كل شعاع  , ,u x y z  لدينا:  3من 
       

     

1 2 3

, , ,0,0 0, ,0 0,0,

1,0,0 0,1,0 0,0,1

u x y z x y z

x y z

xe ye ze

   

  

  

 

3 وبالتالي: 

1 2 3, ,e e e. 
 الإرتباط والإستقلال الخطيان:  -ج

 تعريف: 
2نقول أنّ الشعة  -(1 1, , ,nx x x من الفضاء الشعاعيE  2مرتبطة خطيا إذا وأجدت 1, , ,n    سمّميات من 

1   ليست كمّيا معدومة بحيث يكون: 1 2 2 0n nx x x       
2نقول أنّ الشعة  -(1 1, , ,nx x x من الفضاء الشعاعيE :مستقمة خطيا )حرّة( إذا لم تكن مرتبطة خطيا, بمعنى 

   1 2 1 1 2 2 1 2, , , 0 0n

n n n nx x x                   
 أمثمة:

, , , لتكن الشعة في   -(1
 
. 

0u, كما يمكن كتابتيا عمى الشكل: لاحظ أن: ن  v w   
 مرتبطة خطيا. ,,وبالتالي الشعة 

 الشعة 3 في  -(1 1,3,1u ,  0,1, 1v  ,  2,5,3w 
 
2 مرتبطة خطيا, لن:  0u v w   . 

0uأعداد حقيقية تأحقق مايمي:    , ,بالفعل: لتكن  v w     
 وىذه الخيرة تأكافيء الجممة التالية:

2 0

3 5 0

3 0

 

  

  

 


  
   

 

ىذه الجممة من الشكل إن حمول    2 , , ,    ويكون لدينا , 
 2 0u v w     

0فبفرض    2نجد 0u v w   , ة أن الشعّ  وىو ما يأفسّرu ,v ,w .مرتبطة خطيا 
 الشعة 3 في  -(1 1 1,0,0e  , 2 0,1,0e  , 3 0,0,1e  مستقمة خطيا, لنو إذا كان 

1 1 2 2 3 3 0e e e      يمثل الشعاع المعدوم 3في 0)مع العمم أن 0,0,0 ) 
 و ينتج:  فإن

4 1,0,0,0u  1,1,1,0v  0,1,1,0w 

v u w 

uvw
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       1 2 3,0,0 0, ,0 0,0, 0,0,0     
          أي                             1 2 3, , 0,0,0    

1ومنو                                   2 3 0     
 أساس الفضاء الشعاعي:  -د

نقول أنّ العائمة  تعريف: 1 2, , , nx x x تأشكّل أساسا لمفضاء الشعاعيE إذا كانت مولّدة لــــــE  ّة خطيا في ومستقم
E. 

Eليكن  :1مثال   وىو فضاء شعاعي عمى( و ,) ليكن 0a . 
 ,x من xلدينا من أجل كل عنصر

x a
a

 
  
 

a. وبالتالي   و بما أن a مستقمة خطيا )حيث

0 0a   ) 
فإن  a أساس لــــ. 

غير  كيفي عنصرa)لن ىذا المثال يأوضّح أنّو يمكن لفضاء شعاعي أن يتمتع بعدد غير منتو من السس ملاحظة:
 (معدوم من

العائمة  2في  :2مثال 1 2,e e   حيث 1 1,0e  , 2 0,1e   ويأسمّى بالساس القانوني لــــ2ـلـــتأشكّل أساسا ,
2. 

 بالفعل:
-  حيث     2مولّدة لــــ     2

1 2 1 2 1 1 2 2, , ,0 0,x x x x x x x e x e       

-      مستقمة خطيا حيث   2

1 2, , 0 0,0 0e e             

العائمة  3في  :3مثال 1 2 3, ,e e e   حيث 1 1,0,0e  , 2 0,1,0e  ,  3 0,0,1e  , )حيث 3تأشكّل أساسا لــــ 
 3بالساس القانوني لــــ مولّدة و مستقمة خطيا حسب المثمة السابقة( ويأسمّى ىذا الساس. 

E ليكن :4مثال  و 1 . الشعاعان  )مجموعة العداد المركبة( ىي فضاء شعاعي عمىi 2حيث    1i   
 .لــــ اأساسيأشكّلان 
 بالفعل:
,  بما أن - .1 .x x i i          1فإن, i 

خطيا حيث     ستقلانم iو  1 -  2, , .1 . 0 0i            

بيّن أن الشعاعان  :1تطبيق 1,2u  , 3,1v  عمى الحقل  2يأشكّلان أساسا لمفضاء الشعاعي. 
 الحل: 

و من أجل كل شعاع يّن أنّ : لنب2يأولّدان vو uالشعاعان  -(1 1 2,x x x  2من
من  و  عددان يوجد   

xبحيث يكون   u v   . 
ليكن  1 2,x x x  2من

xبحيث   u v  , :والتي تأكافيء الجممة التالية 
1

2

3

2

x

x

 

 

 


 
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1  و ينتج من ىذه الخيرة أنّ: 23

5

x x


 
 ,1 22

5

x x



 

2ومنو   ,u v. 
0uبحيث من  و  عددان  مستقلان خطيا: فمن أجل كل vو uالشعاعان  -(1 v   والتي تأكافيء ,

 ة:الجممة التالي
3 0

2 0

 

 

 


 
 

0و ينتج من ىذه الخيرة أنّ:    
 مستقلان خطيا. vو uالشعاعان  ومنو
إذن   ,u v وىو المطموب.2تأشكّل أساسا لــــ , 
تأشكّل أساسا لمفضاء ,  , , حيث  العائمة  بيّن أنّ   :2تطبيق

 .عمى  الشعاعي
 الحل:
 مستقمة خطيا, وىذا مأحقق لن  العائمة  إنّ  -

 
 , وىذا مأحقق لن  ـــمولّدة ل العائمة   -

 
 . تأشكّل أساسا لـــ فالعائمة 

 نظرية )تمييز الأساس(:
تأشكّل العائمة  1 2, , , nx x x   أساسا لمفضاء الشعاعيE إذا وفقط إذا كان أي شعاع منE  يأكتب بصورة وحيدة

 كمزج خطي ليذه العائمة.
 برىان: 

  لنفرض أن العائمة 1 2, , , nx x x  تأشكّل أساسا لــــEوليكن ,x شعاعا منE فيكون 
 1 1 2 2 1n nx x x x      

 لنثبت أن ىذه العبارة  وحيدة:
 عمى الشكل التالي xإذا فرضنا عبارة أخرى لمشعاع 

 1 1 2 2 2n nx x x x        
 ( ينتج 2( و )1فمن )

     1 1 1 2 2 2 0n n nx x x              
2و بما أن الشعة  1, , ,nx x x مستقمة خطيا نجد 

1 1 2 2 0n n              
 أي 

1 1 2 2, , , n n          

 1 2 3, ,v v v  1 1,1,0v  2 1,0,1v  3 0,1,1v 

3



  3

1 2 3, , , 0 0v v v                

3

  3 1 2 3 1 2 3 1 2 3
1 2 3 1 2 3, , ,

2 2 2

x x x x x x x x x
x x x x x v v v

      
     

3



83 
 

 لنفرض أن أي شعاع منE  يأكتب بصورة وحيدة كمزج خطي لمعائمة ولنبيّن أن ىذه العائمة تأشكّل أساسا لــــE. 
1الفرض لدينا  من 2, , , nE x x x فيكفي إثبات الإستقلال الخطي لمعائمة ,. 
 ليكن

1 1 2 2 0n nx x x      
 و التي يمكن أن نكتبيا عمى الشكل التالي:

1 1 2 2 1 20 0 0n n nx x x x x x         
1ولكون العبارة ) 1 2 2 n nx x x    وحيدة نجد ) 

1 2 0n      
 .Eمستقمة خطيا, إذن ىذه العائمة تأشكّل أساسا لــــ فالعائمة 

 :ملاحظات
2إذا كانت الشعة  - 1, , ,nx x x  تأشكّل أساسا لمفضاء الشعاعيE وكانx  شعاعا منE فإن 

1 1 2 2 n nx x x x      
2و تأسمّى السمّميات          1, ,n    بمركباتx بالنسبة للأساس  1 2, , , nx x x. 

1إذا مثّمنا ىندسيا , في  - 1 2 2x x x   ختيار معمما با , ,O i j  لممستوي فإن الشعاعين 1 1,0e  ,
 2 0,1e   يمثّلان بشعاعي أساس المعممi ,j.  

وأنو إذا كان الشعاع      1 2,x x x  و المأرفق بالنقطة  2منA فإن المستوي  من 
1 1 2 2x x e x e  

 ويكون    
1 2OA x i x j  

 بُعد الفضاء الشعاعي:  -ه
 .إذا كان ىذا الفضاء الشعاعي يتولّد عن عدد منتو من أشعّتو فضاء شعاعي ببعد منتو عمى  Eالقول أن :1تعريف
يتولّد عن الشعاعين  2رأينا أن مثلا: 1 1,0e  و 2 0,1e  ببعد منتو.  2, فالفضاء الشعاعي 

ليا نفس عدد الشعة, يأسمى ىذا العدد ببأعد  E, فجميع أأسسعد منتو عمى فضاء شعاعي ببأ  Eإذا كان :2تعريف
 .dimEونرمز لو بالرمز Eالفضاء الشعاعي 

 من المثمة السابقة نجد :أمثمة
Eكون   -   عمى شعاعيفضاء  فإن dim 1  . 

- 2dim 2 ,3dim 3 ,dim n n  حيثn . 

 ملاحظات: 
نصطمح عمى أن  - dim 0 0E . 

 بمستقيم شعاعي. 1يأسمى كل فضاء شعاعي ذا البعد  -

 بمستو شعاعي. 2سمى كل فضاء شعاعي ذا البعد يأ  -

 ببأعدين منتييين فإن فضائين شعاعيين عمى نفس الحقل  Fو Eإذاكان نظرية )بُعد جُداء فضائين شعاعيين(:

2
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 dim dim dimE F E F   
Eبداية يمكن التأكد من أن الجداء  برىان: F  ىو فضاء شعاعي عمى الحقل:بالنسبة لمعمميتين التاليتين , 

            
2

, , , , , , ,x y x y E F x y x y x x y y            
     , , , , ,x y E F x y x y         

dimEلنفرض الآن أن  n وdimF m  حيثn وm .عددان طبيعيان غير معدومين 
Eيكفي أن نبين أن لإثبات النتيجة المطموبة  F  يقبل أساسا عدد عناصرهn m. 

لتكن العائمة  1 2, , , nx x x  أساسا لــــE  و العائمة 1 2, , , my y y  أساسا لــــF. 
ليكن  ,x y منE Fفبالتالي كل من ,x وy  2يأكتب بصورة وحيدة عمى شكل مزج خطي للأشعة 1, , ,nx x x  و

2الشعة  1, , ,my y yو يأمكن أن نكتبعمى الترتيب , 
   1 1 2 2 1 1 2 2, ,n n m mx y x x x y y y            

حيث                          1 2 1 2, , , , , , , n m

n m       
 كما يأمكن كتابة العبارة الخيرة عمى الشكل:

             1 1 2 2 1 1 2 2, ,0 ,0 ,0 0, 0, 0,n n m mx y x x x y y y             
معنى ذلك أن العائمة              1 2 1 2,0 , ,0 , , ,0 , 0, , 0, , , 0,n mx x x y y y مولّدة لــــE F. 

 بقي أن نأثبت أنيا مستقمة خطيا, لذلك نفرض أن 
             1 1 2 2 1 1 2 2,0 ,0 ,0 0, 0, 0, 0 0 ,0n n n n n m m E F E Fx x x y y y                 

 وبالتالي:
   1 1 2 2 1 1 2 2, 0 ,0n n n n n m m E Fx x x y y y              

 ينتج أن ف
1 1 2 2

1 1 2 2

0

0

n n E

n n n m m F

x x x

y y y

  

    

   


   
 

1                   ومنو  2 1 2 0n n n n m               
فالعائمة               1 2 1 2,0 , ,0 , , ,0 , 0, , 0, , , 0,n mx x x y y y أساسا لــــE F,  عدد عناضرىاn m 
معناه    dim dim dimE F n m E F    . 
 الشعة التالية  3نعتبر في تطبيق: 1 1,1,2v  , 2 1, 1,0v   , 3 0,0, 1v   و الشعاع , 1,1,1u . 

 ؟3 بالنسبة للأساس القانوني لــــ uما ىي مركبات الشعاع  -(1
 .3تأشكّل أساسا لـــــ  3vو  1v, 2v بيّن أن الشعة -(1
 بالنسبة ليذا الساس الجديد. u أوجد مركبات الشعاع -(1

 الحل:
:  3ساس القانوني لـــــ ال -(1 1 2 3, ,e e e  حيث 1 1,0,0e  , 2 0,1,0e  , 3 0,0,1e . 

و لدينا:            1 2 31,1,1 1,0,0 0,1,0 0,0,1 1 1 1u e e e       
 عمى الترتيب. 1, 1, 1ىي  3بالنسبة للأساس القانوني لــــ  uفمركبات الشعاع 
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 :3تأشكّل أساسا لـــــ  3vو  1v ,2vإثبات أن الشعة  -(1
: لنبيّن أنّو من أجل كل شعاع 3تأولّد  3vو  1v ,2vالشعة  -  1 2 3, ,x x x x  وجد ت 3من , , من 

1بحيث يكون   2 3x v v v    . 
 ليكن 1 2 3, ,x x x x  1بحيث يكون  3من 2 3x v v v    , تأكافيء الجممة التالية: وىي 

1

2

32

x

x

x

 

 

 

 


 
  

 

1  و ينتج من ىذه الخيرة أنّ: 2

2

x x



 ,1 2

2

x x



 ,1 2 3x x x   . 

3ومنو  

1 2 3, ,v v v. 
1بحيث يكون  من   , , خطيا: فمن أجل كل مستقمة 3vو 1v ,2vالشعة  -  2 3 0v v v     والتي ,

 :تأكافيء الجممة التالية
0

0

2 0

 

 

 

 


 
  

 

0   و ينتج من ىذه الخيرة أنّ:     
 .مستقمة خطيا  3vو  1v ,2vشعة ال ومنو
 .3تأشكّل أساسا لـــــ  3vو  1v ,2vالشعة إذن 

بالنسبة للأساس  uإيجاد مركبات الشعاع  -(1 1 2 3, ,v v v: ىناك طريقتين 
 لدينا:,  1الطريقة الولى: حسب الإجابة عن السؤال-

   3 1 2 1 2
1 2 3 1 2 1 2 3 3, , ,

2 2

x x x x
x x x x x v v x x x v

 
        

 وبالتالي:
   1 2 3 1 2 3

1 1 1 1
1,1,1 1 1 1 1 0 1

2 2
u v v v v v v

 
         

الطريقة الثانية: لدينا من جية -  1 2 31,1,1 1 1 1u e e e    
 .3vو  1v ,2vقانوني بدلالة الشعة ومن جية أخرى, نكتب أشعة الساس ال

 لدينا: 
 

 

 

1 1 2 3

2 1 2 3

3 1 2 3

1,1,2 1 1 2

1, 1,0 1 1 0

0,0, 1 0 0 1

v e e e

v e e e

v e e e

   

    

    

 

 فنحصل عمى الجممة التالية:
1 2 3 1

1 2 2

3 3

2e e e v

e e v

e v

  


 
 

 

 التي تأكافيء: و 
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1 2 3
1

1 2 3
2

3 3

2

2

2

2

v v v
e

v v v
e

e v

 



 




 



 

1ومنو     2 3 1 2 31 0 1u e e e v v v      
بالنسبة للأساس  uفمركبات الشعاع  1 2 3, ,v v v  عمى الترتيب. 1, 0, 1ىي 

 ىي كالتالي: 3في  uيجة: مركبات الشعاع النت
-   1,1,1u   بالنسبة للأساس 1 2 3, ,e e e 

-   1,0,1u   بالنسبة للأساس 1 2 3, ,v v v. 

 
 تمارين لمحل:

 رين الأول:التم
ولعممية ضرب  بالنسبة لعممية الجمع في  عمى الحقل ىي فضاء شعاعي   مجموعة العداد المركبة  نّ ن أبيّ 

 عددمركب بعدد حقيقي والمعرّفتين كمايمي:
       

 

i i i

i i

       

    

         

  
 

 , ,,حيث   ,  2أعداد حقيقية و 1i  . 
 

 :   ثانيالتمرين ال
 عمى الحقل  3جزئيا من الفضاء الشعاعي  بيّن إن كانت كل مجموعة من المجموعات التالية فضاءا شعاعيا

 يأطمب تعيين  أساسا لو وبأعده في حالة الإيجاب: 
  3, , / 0A x y z x y z     

  3, , / 2020B x y z x y z     

  3 2 2 2, , / 1C x y z x y z     . 
 

 التمرين الثالث:
كتب الشعاع  , أأ 3الفضاء الشعاعي في 1,2,4u  عمى شكل مزج خطي للأشعة  1 1,2,0v ,  2 1,1,3v  , 

 3 0,2,4v . 
 

 التمرين الرابع:
ة التاليتين المرتبطة منيا خطيا عن المستقمة خطيا:  , ميّز في مجموعتي الشع4في الفضاء الشعاعي

 

      

        

1

2

1,2,1,2 , 0,1,1,0 , 1,4,3,2

1,2, 1,1 , 0,1, 1,2 , 2,1,0,3 , 1,1,0,0

E

E



  
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 التمرين الخامس:
uقمة خطيا فإن الشعة مست من فضاء شعاعي عمى الحقل  u ,v ,wو إذاكانت الشعة برىن أنّ  v ,u v ,

2u v w   .مستقمة خطيا 
 

 التمرين السادس:
 , نعتبر العددان المركبان التاليان: xمن أجل كل عدد حقيقي

 1 3u i x i     و 
3

1
2

v ix i        2حيث 1i   
 مستقلان خطيا عمى حقل العداد الحقيقية,  ومرتبطان خطيا عمى حقل العداد المركبة. vو uبين أن  -

 
 التمرين السابع:

 .عمى الحقل  3لحدود ذات الدرجة مجموعة كثيرات ا 3لتكن 
 . فضاء شعاعي عمى الحقل  3( برىن أن 1
 ( بين ما إذا كانت الشعة الثلاثة التالية مستقمة خطيا:2

3 23 5 1t t t  ,  3 2 4 2t t t  ,  3 22 4 9 5t t t   
 

   :الثامن التمرين
   أثبت أن الشعة 1;1;1u  , 1;2;3v   و  2; 1;1w     3ل أساسا لــشكّ تأ.  

 
 :التاسع التمرين

 :والمولّد بواسطة الشعّة 4الفضاء الشعاعي الجزئي من Fليكن  
 2;1;3;1u  , 1;2;0;1v  , 1;1; 3;0w    

,)أو بالكتابة  ,F u v w) 
vتحقق من أنّ  –( 1 u w  وىل العائمة  , , ,B u v w     .مستقمّة خطيا؟ 
 .Fوكذا بأعد  Fعيّن أساسا لــ  -( 2
 

 : التمرين العاشر
 :لمعرف كمايميوا 4الفضاء الشعاعي الجزئي من Fأوجد بأعد 

       1,2,1,0 , 1,1, 4,3 , 2,3,3, 1 , 0,1, 1,1F      
 

  : الحادي عشر التمرين
ن أنّ العائمة بيّ   1 2 3' , ,B e e e    1 عمما أن 3ل أساسا لــشكّ تأ 1e e  , 2 1 22e e e   ,3 3e e 

 

ئمة العا مع كون  1 2 3, ,B e e e 3ىي الساس القانوني لــ. 



88 
 

 : انتطبيقاث انخطيتتاسعان انفصم

 

نية مجموعة ما مأزوّدة بعمميتين داخمية ابق مفيوم الفضاء الشعاعي لدراسة بأ بعد أن رأينا في الفصل السّ مة:مقدّ 
قنا إلى بعض الخصائص لمفضاءات الشعاعية كتشكيل جموعة كما تطرّ وخارجية يتم تعريفيما عمى عناصر ىذه الم

فة عمى الفضاءات نيتم في ىذا الفصل بالتطبيقات الخطية المأعرّ الساس ومن ثم معرفة بأعد الفضاء الشعاعي, س
 مّ ومو ثأ فالتطبيق الخطي ىو علاقة بين فضائين شعاعيين, في البداية نتعرّف عمى مفي الشعاعية المأنتيية البأعد.

مع إدراج بعض النظريات التي تأميّز ىذين المفيومين, كما سنرى العمميات  التطرّق إلى نواة وصورة التطبيق الخطي
الجبرية عمى التطبيقات الخطية, ثأمّ التطرق إلى ميزة التطبيق الخطي إن كان متباينا, غامرا أو تقابلا وكيفية نقل أساس 

الميزة, مع معالجة في كلّ مرّة أمثمة وتطبيقات مأتنوعة لتوضيح ىذه المعارف  من فضاء شعاعي إلى آخر وفق ىذه
 والمفاىيم.

 
 .فضائين شعاعيين عمى نفس الحقل  Fو Eفيما يمي نفرض أن 

 أنّو خطي إذا تحقق مايمي: Fنحو Eمن  fنقول عن التطبيق  :التطبيق الخطي تعريف 1.9
    -أ       2, ,x y E f x y f x f y     

  -ب   , ,x E f x f x       
 ملاحظات:

 ب( تأكافئان العبارة التالية:)أ( و ) يإنّ العبارتين ف  -

         2 2, , , ,x y E f x y f x f y            
 ب( )حسب التعريف( فينتج:)أ( و ) في إذا تحققت العبارتين ,بالفعل: من جية

         

   

2 2, , , ,x y E f x y f x f y

f x f y

     

 

      

 
 

 يأحقق:  Fنحو Eتطبيق من  fومن جية أخرى )عكسيا(, ليكن
         2 2, , , ,x y E f x y f x f y            

1بأخذ     نجد     f x y f x f y   
0و بأخذ    نجد   f x f x  , وبالتاليf .تطبيق خطي 
بالرمز  Fنحو Eنرمز لمجموعة التطبيقات الخطية من  - ,L E F. 

 قأمنا أنّو تشاكل. Fنحو Eتطبيق خطي و تقابمي من  fإذا كان -

 , لدينا:Fنحو Eتطبيق خطي من  fليكن نتيجة:
1)-     0 0E Ff  
1)-      ,x E f x f x     

 برىان:
0بوضع   -(1   ب( من التعريف نجد)في العبارة 
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     0 0 0 0E Ff f x f x    
1بوضع  -(1    ب( من التعريف نجد)في العبارة 

          1 1f x f x f x f x       
إذا كان ملاحظة: 0 0E Ff  فإنf .ليس تطبيق خطي 

 أمثمة:
 المأعرّف كما يمي: fثابت حقيقي, إن التطبيق aليكن  -(1

 

:f

x f x ax




 

 ىو تطبيق خطي.
 بالفعل: 

       

   

   

2 2, , , ,x y f x y a x y

ax ay

f x f y

     

 

 

      

 

 

 

 المأعرّف كما يمي: fالتطبيق  -(1

    

2:

, ,

f

x y f x y x y



 
 

 ىو تطبيق خطي.
 بالفعل: 

              

   

     

2 2 2, , , , , , , , ,

, ,

x y x y f x y x y f x x y y

x x y y

x y x y

f x y f x y

       

   

 

 

             

    

    

  

 

 
 العمميات عمى التطبيقات الخطية:

 .فضاءات شعاعية عمى الحقل  و , 
في تطبيقان خطيان من و  فإن عدد من وكان في تطبيقان خطيان من و إذا كان -(1

 مأعرّفين كما يمي: 
 

 
 .في تطبيقا خطيا من فإن  في تطبيقا خطيا من و  في تطبيقا خطيا من إذا كان -(1
 .فضاء شعاعي عمى الحقل  -(1
 .في تشاكل من فإن في تشاكل من ا كانإذ -(4
 

EFG

fgEFf gfE

F

      ,x E f g x f x g x    

    ,x E f x f x   

fEFgFGg fEG

  , , ,L E F  

fEF1f FE
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 صورة تطبيق خطي:نواة و  2.9
 .Fنحو Eتطبيق خطي من  fليكن

حيث Eمن  xنأسمّي مجموعة الشعة :1تعريف  0f x   بنواة التطبيق الخطيf و نرمز ليا بالرمزKerf ,
 ونكتب:

     1, 0 0F FKerf x E f x f     
نأسمّي مجموعة الشعة :2تعريف f x حيث x E وىي مجموعة جزئية من(F) بيق الخطي التط بصورةf  و

Imنرمز ليا بالرمز f:ونكتب , 
    Im , :f y F x E y f x f E      

 :أمثمة تطبيقية
 المعرف بـــــ:  fالتطبيق الخطي السابق,  1في المثال -(1

 

:f

x f x ax




 

0aإذا كان  -  (f :في ىذه الحالة ,)ىو التطبيق المعدوم Kerf    و Im 0f . 

0aإذا كان  - :في ىذه الحالة ,  0Kerf    وImf . 

  المعرف بـــــ: fالسابق, التطبيق الخطي 1في المثال -(1

    

2:

, ,

f

x y f x y x y



 
 

Imو Kerfالمطموب:  تعيين  f. 
 :  Kerfتعيين -

  

  

  

 

2, / 0

, /

1,1 ,

1,1

Kerf x y x y

x x x y

x x

   

 

 



 

)المأولّدة بالشعاع  1,1.) 
Imتعيين - f  : 

     
  

2Im , / ,

1/

1

f f x y x y

x y x y

 

   





 

 
 نظرية:

1)-  Kerf  فضاء شعاعي جزئي منE. 
1)-   Im f  فضاء شعاعي جزئي منF. 
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 برىان:
نعمم أن  -(1 0 0E Ff 0, معناهE Kerf  ومنوKerf . 
xو xومن أجل كل  -    منKerf  فإن      0Ff x x f x f x      بمعنى x x Kerf  . 

 فإن Kerfمن  من أجل كل  وكذلك -     , 0Ff x f x      بمعنىx Kerf   . 
نعمم أن  -(1 0 0E Ff 0, معناه ImF f  ومنوIm f . 
yو yومن أجل كل  -     منF   يوجدx وx   منE يث كل بح y f x و y f x   
ومنو           ,y y f x f x f x x x x E           معناهImy y f   

وكذلك  -     , ,y f x f x x E          معناهImy f . 
 

 التطبيق المأعرّف كمايمي: fليكن تطبيق:

      

2 2:

, , 2 4 , 2

f

x y f x y x y x y



  
 

 تطبيق خطي. fبيّن أنّ  -(1
Imو Kerfعيّن  -(1 f. 

 الحل:
 لدينا من جية -(1

      

       

        

   

2 2 2, , , , , ,

, , ,

2 4 , 2

2 4 2 4 , 2 2 1

x y x y

f x y x y f x x y y

x x y y x x y y

x y x y x y x y

 

     

       

       

     

      

         

         

 

و من جية أخرى:

 

 
         

   

, , 2 4 , 2 2 4 , 2

2 4 2 4 , 2 2 2

f x y f x y x y x y x y x y

x y x y x y x y

   

       

           

         
 

من  1 و 2  ّينتج أنf  .تطبيق خطي 
 
 :  Kerfتعيين -(1

       2, , , 0,0Kerf x y f x y   
ولدينا:
 

 

    
2 4 0

, 0,0
2 0

x y
f x y

x y

 
  

 
 

  ومنو
    , 0,0 2 0f x y x y    

 

x
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2بيانيا: ىي إحداثيات نقط المستقيم ذو المعادلة   0x y . 
 ويكون لدينا

  

  

  

 

2, , 2 0

2 , ,

2,1 ,

2,1

Kerf x y x y

y y y

y y

   

 

 



 

)المأولّدة بالشعاع  2,1.) 
Imتعيين - f  : 

     

    

      

      

   

 

2

2

2

2

Im , / ,

2 4 , 2 / ,

2 , 4 , 2 / ,

2,1 2 2,1 / ,

2 2,1 / 2

2,1

f f x y x y

x y x y x y

x x y y x y

x y x y

x y x y

 

   

    

  

   



 

)المأولّدة بالشعاع  2,1.) 
 

 .Fفي Eتطبيق خطي من fليكن نظرية:
1)-  (Imf F)(f غامر) 
1)-  ( 0EKerf )(f متباين). 

 برىان:
غامر فإن تطبيق fإذا كان -(1 f E F  أيImf F.والعكس صحيح , 
xنتطبيق متباين, وليك fليكن -(1 Kerf  أي  0Ff x . 
تطبيق خطي فإن fبما أن  0 0E Ff  وبالتالي ,    0Ef x f  0فينتج أنEx  إذن , 0EKerf . 
ا: ليكن عكسي- 0EKerf 1 كل . فمن أجلx  2وx  منE  بحيث   1 2f x f x  أي   1 2 0f x f x  

معناه   1 2 0f x x   لن(f فينتج أن ,)1تطبيق خطي 2 0Ex x  1 أي 2x x فالتطبيقf .متباين 
 

 التطبيق المأعرّف كمايمي: fليكن تطبيق:

      

2 3:

, , , ,

f

x y f x y x x y




 

 تطبيق خطي. fبيّن أنّ  -(1
 .برّر جوابك -غامر؟ وىل ىو  ,متباين؟ fىل -(1
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 الحل:
 لدينا -(1

             

 

   

     

2 2 2, , , , , , , , ,

, ,

, , , ,

, ,

x y x y f x y x y f x x y y

x x x x y y

x x y x x y

f x y f x y

       

     

     

 

             

     

   

  

 

 تطبيق خطي. fومنو   
ن أنّ بيّ متباين يكفي أن نأ  fيكونحتى -(1    20 0,0Kerf  . 

 لدينا 
       

      

  

  

3

2

2

2

, / , 0 0,0,0

, / , , 0,0,0

, / 0 0

0,0

Kerf x y f x y

x y x x y

x y x y

   

  

    



 

 تطبيق متباين. fإذن
Imfغامر يجب أن يكون  fحتى يكون - F. 
 أنّ الشعاع مثلا نلاحظ نالكنّ  1,2,3  و 3من 1,2,3 Im f حيث أن كل شعاع من(Im f ىو من الشكل

 , ,x x y )   3ومنوIm f إذن ,f .ليس غامر 
 

 نتو:الفضاءات الشعاعية ذات البُعد المُ و بيقات الخطية التط 3.9
dimEحيث   فضائين شعاعيين عمى الحقل Fو Eفيما يمي نفرض أن  n (n .) 

إذا كانت العائمة  :1نظرية 1 2, , , nu u u أساسا لـــE  2و كانت 1, , ,nv v v أشعّة منE  فإنّو يوجد تطبيق خطي
ن بحيث يكو  Fفي Eمن fوحيد i if u v  1مع i n . 

 لدينا: فيكون  Eمن انشعاع yو xليكن برىان:
1 1 2 2 n nx u u u        1و 1 2 2 n ny u u u      2 حيث 1, , ,n    ,2 1, , ,n    منسمّميات. 

  بحيث  Fفي Eتطبيق من fوليكن  1 1 2 2 n nf x v v v     . 
 , لنّ تطبيق خطي fإنّ -

       

      

     

 

2 2

1 1 2 2 1 1 2 2

1 1 1 2 2 2

1 1 1 2 2 2

1 1 2 2 1 1 2 2

1 1 2 2 1 1 2 2

, , , , n n n n

n n n

n n n

n n n n

n n

x y E f x y f u u u u u u

f u u u

v v v

v v v v v v

v v v v v

         

     

     

     

      

            

      

      

       

        

   

n nv

f x f y



  

بحيث يكون Fفي Eتطبيق خطي من gلإثبات الوحدانية: نفرض- i ig u v  1مع i n . 
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1فيكون لدينا:  Eمن xمن أجل 1 2 2 n nx u u u       2حيث 1, , ,n   سمّميات من. 
 تطبيق خطي فإن: gوبما أن 

       

 

1 1 2 2

1 1 2 2

n n

n n

g x g u g u g u

v v v

f x

  

  

   

   



 

يكون  Eمن xفمن أجل كل   g x f x. 
تطبيق خطي من  وكان  نأشعّة م و كانت  أساسا لـــ إذا كانت العائمة  :2نظرية
 فإن: مع  بحيث يكون   في  
 مستقمّة خطيا.  متباينا إذا وفقط إذا كانت الشعة  fيكون التطبيق  (1)  
 .مولّدة لــــ ط إذا كانت الشعة غامرا إذا وفق f(  يكون التطبيق1)  
 إذا وفقط إذا كانت العائمة تقابلا f(  يكون التطبيق1)   1 2, , , nv v v لــــ اأساس. 

 برىان:
 (.1( و )1(, فيكفي أن نأبرىن )1( و )1( ىو نتيجة لــــ )1نعمم أن )

 . مع  يكون   من  (  من أجل كل شعاع 1) 
 فإن: مستقمّة خطيا الشعة إذا كانت -

 

1 1 2 2

1 2

0

0

0

0

F

n n F

n

E

x Kerf f x

v v v

x

  

  

  

    

    

 

 

ومنو   0EKerf   التطبيقإذنf .متباين 
1و ليكن  متباين fلنفرض الآن التطبيق- 1 2 2 0n n Fv v v      

فينتج   1 1 2 2 0n n Ff u u u     . 
متباين فإن  fوبما أن 0EKerf  1, فبالتالي 1 2 2 0n n Eu u u      

1فإن  أساسا لـــ ولمّا كانت العائمة  2 0n       مستقمّة خطيا. أي أن الشعة 
 يمكن كتابتو عمى الشكل التالي: من y, فكل شعاع لــــ مولّدة إذا كانت الشعة  -(1)  

1 1 2 2 n ny v v v      
 ومنو 

 1 1 2 2 n ny f u u u      
Imyمعناه  f أيf .غامر 

بحيث يكون    من  يوجد  من y, فبفرض غامر fإذا كان- y f x. 
 ولمّا كان 

1 1 2 2 n nx u u u      
 فيكون 

 1 2, , , nu u uE2 1, , ,nv v vFf

EF i if u v1 i n 

2 1, , ,nv v v

2 1, , ,nv v vF

F

xE1 1 2 2 n nx u u u       1 1 2 2 n nf x v v v     

2 1, , ,nv v v

 1 2, , , nu u uE2 1, , ,nv v v

2 1, , ,nv v vFF

FxE
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1 1 2 2 n ny v v v      
 .مولّدة لــــ معناه الشعة 

 ( من النظرية السّابقة عمى الشكل التالي:1يمكن صياغة الشطر )
f  بالتطبيق  إذا وفقط إذا كانت  صورة أساس في  في  تشاكل منf أساس في . 
 

ليكن  تطبيق: 1 2,e e و 1 2 3, ,e e e   عمى الترتيب. عمى الحقل 3و 2الشعاعيين  الساسين القانونيين لمفضائين 
الذي يأحقّق 3في 2من  fعيّن التطبيق الخطي - 1 2 32f e e e     و 2 2 1f e e e  . 

 الحل:
أن: نعمم   1 1,0e  , 2 0,1e  , 1 1,0,0e   , 2 0,1,0e   , 3 0,0,1e  . 

من  - 1 2 32f e e e     فإن   1 0,2,1f e . 

ومن  - 2 2 1f e e e     فإن   2 1,1,0f e  . 

فمن أجل  ,x y  وكون 2منf :تطبيق خطي, يكون لدينا 
    

   

   

 

1 2

1 2

,

0, 2,1 1,1,0

,2 ,

f x y f xe ye

xf e yf e

x y

y x y x

 

 

  

  

 

 مأعرّف كما يمي: fوبالتالي التطبيق الخطي

      

2 3:

, , , 2 ,

f

x y f x y y x y x



  
 

 
 رتبة تطبيق خطي: 
 .Fفي Eتطبيق خطي من  f,  وعمى الحقل يينمنتي ينفضائين شعاعيين ببأعد Fو Eفيما يمي نفرض أن 

عد نأسمّي بأ  تعريف: f E   برتبة التطبيق الخطيf  وندلّ عمييا بالرمز rg f  و نكتب   dim Imrg f f. 
 فإن: Fفي Eتطبيق خطي من fإذاكان نظرية:

 dim dimE Kerf rg f  
برىان:

 
 

إذا كان - 0EKerf   فإنf متباين )حسب ما سبق(, وبالتالي التطبيقf  من يأصبح تقابلاE في f E  
ومنو:     dim dimE f E rg f . 

إذا كان - 0EKerf  لنفرض العائمة , 1 2, , , nu u u أساسا لــــKerf  حيثn   و العائمة 1 2, , , pv v v 
أساسا لــــ f E  حيثp 2 أنّ  , كما نفرض 1, , ,n p n nu u u   أشعّة منE  تأحقق n i if u v   من أجل

1 i p . 
العائمة  لنأبيّن أنّ ثأمّ  1 2 1, , , , , ,n n n pu u u u u  أساسا لــــE: 

2 1, , ,nv v vF

EFEF
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لجل ذلك, نفرض أنّ           1 1 2 2 1 1 0 1n n n n n p n pu u u u u              
تطبيق خطي فإن    fوبما أن   1 1 2 2 1 1 0 2n n n n n p n pf u u u u u               
1 وبما أن 1 2 2 n nu u u     شعاع منKerf     فإن   1 1 2 2 0 3n nf u u u       

 من العلاقتين 2,  3 و كونf  1تطبيق خطي فإن 1 2 2 0n n n p pv v v        
و بما أن  1 2, , , pv v v أساسا لــــ f E   1فإن 2 0n n n p        

 فتأصبح العلاقة 1  :1 كما يمي 1 2 2 0n nu u u      
وبما أن  1 2, , , nu u u أساسا لــــKerf     1فإن 2 0n       

 وبالتالي: إذا تحققت العلاقة 1 1  أنّ  ينتج 2 1 2 0n n n n p               
1و ىذا يعني أن الشعّة  2 1, , , , , ,n p n nu u u u u  .مأستقمّة خطيا 
xلنأخذ الآن شعاع كيفي 

 
و لنفرض  Eمن y f x و بما أن , 1 2, , , pv v v ــــأساسا ل f E   فيمكن أن نكتب

1 1 2 2 p py v v v      1, وبفرض 1 2 2n n p n px u u u    
      نجد y f x  وبالتالي ,

  0f x x   
xوىذا يعني أن  x Kerf  فيأكتب الشعاع ,x x     :1عمى الشكل التالي 1 2 2 n nx x u u u       ,

1وىذا يأؤدّي إلى    1 2 2 1 1 2 2n n n n p n px u u u u u u               
 E, فيي تأشكّل أساسا لـــEمأولّدة لـــ و ىذا يعني أن الشعّة 

ممّا يعني أنّ:    dim dim dimE Kerf f E  
أي    dim dimE Kerf rg f . 

 
 فإن: Fفي Eتطبيق خطي من fإذاكان نتيجة:
-   dimE rg f (f )متباين 

-   dimF rg f (f )غامر 
 بالفعل:
, فيذا  يأكافيء أن متباين fليكن - 0EKerf   أيdim 0Kerf   ومنو dimE rg f. 

مر, فيذا  يأكافيء أن غا fليكن - f E F   ومنو dimF rg f. 

 
  المأعرّف كما يمي:  fالتطبيق نعتبر :1تطبيق

   

2 2:

, 3 4 ,

f

x y x y x y



 
 

 تطبيق خطي. بيّن أنّ  -(1
, ثأمّ و  عيّن  -(1 rg f. 
 
 

1 2 1, , , , , ,n p n nu u u u u 

f

KerfIm f
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 الحل:
 تطبيق خطي: إثبات أنّ  -(1

 لدينا
      

       

        

        

   

     

2 2 2, , , , , ,

, , ,

3 4 ,

3 4 3 4 ,

3 4 , 3 4 ,

, ,

x y x y

f x y x y f x x y y

x x y y x x y y

x y x y x y x y

x y x y x y x y

f x y f x y

 

     

       

   

 

 

     

      

         

         

        

  

 

 تطبيق خطي. fومنو
 :Kerfتعيين -(1

       

  

  

2

2

, / , 0,0

, / 0

0,0

Kerf x y f x y

x y x y

  

   



 

Imتعيين -   f: 
     

    

      

      

   

2 2

2

2

2

Im , / ,

3 4 , / ,

3 , 4 , / ,

3,1 4,1 / ,

3,1 , 4,1

f f x y x y

x y x y x y

x x y y x y

x y x y

  

   

    

  



 

  لدينا:        -    dimIm 2rg f f . 
العلاقة   لاحظ صحّة ملاحظة: 2dim dimKerf rg f    حيثdim 0Kerf . 

 المأعرّف كما يمي: fكيفية إنشاء التطبيق الخطيأينا في تطبيق سابق, ر  :2تطبيق

 

 و المطموب الآن الإجابة عن السؤالين التاليين:
Imبيّن أنّ  -(1 f .مستوي شعاعي يأطمب تعيين معادلة ديكارتية لو 
 ., عمّلمتباين؟ fىل -(1

 الحل:
Imعيّننأ  -(1 f: 

f

      

2 3:

, , , 2 ,

f

x y f x y y x y x



  
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     

    

      

      

   

3 2

2

2

2

Im , / ,

, 2 , / ,

0,2 , , ,0 / ,

0,2,1 1,1,0 / ,

0,2,1 , 1,1,0

f f x y x y

y x y x x y

x x y y x y

x y x y

  

   

   

   

 

 

dimImو بالتالي يكون لدينا:  2f  
Imإذن   f .مستوي شعاعي 
Imتعيين المعادلة الديكارتية لممستوي الشعاعي- f: 

نضع     , , ,f x y X Y Z  فيأصبح ,   , , ,2 ,X Y Z y x y x    
 معناه

2

X y

Y x y

Z x

 


 
 

 

 و التي يأمكن كتابتيا عمى الشكل التالي: 

2

2 2

X y

Y x y

Z x

 


 
  

 

 و بجمع ىذه المعادلات طرفا لطرف نجد:
2 0X Y Z   

Imوىي تأمثّل المعادلة الديكارتية لممستوي الشعاعي f. 
 متباينا أم لا, ىناك طريقتين عمى القل. fلمعرفة إن كان التطبيق -(1

نستعمل نظرية البأعد )الطريقة الولى:  dim dimE Kerf rg f ). 
 لدينا في ىذه الحالة:   2dim dimKerf rg f   ومنو 2dim dimKerf rg f  

2dimأي  dim dimImKerf f   و بالتاليdim 0Kerf فالتطبيق ,f  .متباين 
 .Kerfالطريقة الثانية: بتعيين

يأمكن التأكد في ىذه الحالة أن:    0,0Kerf فالتطبيق ,f .متباين 
 

 رين لمحل:تما
  :الأول التمرين

 كما يمي:  ينالمعرف gو  fيننعتبر التطبيق 

   

2 2:

, 2 ,

f

x y x y x y



 
       , 

   

2 2:

, ,0

g

x y x y




 

 .نخطيّي gو  fالتطبيقين بيّن أنّ  ( 1
2f ,  التطبيقين عيّن كل من  (1  3 3f g f g   3حيثf f f f.      
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 ., معيّنا بأعد كل منياgو  fينالخطي ينالتطبيقوصورة كل تطبيق من جد نواة  ( 1
 ؟, عمّل.2في  2من  تشاكل gو fأي من التطبيقين   (4
 

  :الثاني التمرين

 :المعرّف كمايمي2 في 3من  fنعتبر التطبيق 
(( , , )) ( , )f x y z x y z x y z        

 :المعرّف كمايمي 3في  2من  gالتطبيق  و
(( , )) ( , , )g x y y x x y  

 .      نخطيّي gو  f( بيّن أنّ التطبيقين 1
Kerf,Im( عيّن 1 f ,Kerg وIm g .مع تعيين أبعادىا 
g( عيّن1 f وf g.

 
 

 
  :الثالث التمرين

 :)مجموعة العداد المركبة( المعرّف كمايمي  في 2من  fتطبيقنعتبر ال 
  2, , (( , ))x y f x y x iy      

 .      تطبيق خطي f( بيّن أنّ 1
Kerf,Imعيّن  -( 1 f , نّ وىل أf تقابل؟. 
 تحقق من أن:  -   
إذا كان ( 1    1 21,0 , 0,1e e  جد أساسا فيو , فأ2الساس القانوني في. 
 

   :الرابع التمرين
 كمايمي: 2في  2المعرّف من  g, ولنعتبر التطبيقفي  تطبيقا خطيا كيفيا من  fليكن

(( , )) ( , ( ))g x y x y f x  
Imو Kergثمّ عين  , خطي gالتطبيق  أثبت أنّ  (1 g.              
1gإذا كان الجواب بنعم عيّن  -تقابمي ؟  g( ىل 1 . 
   

  :خامسال التمرين
العائمة  كنلت 1 2 3, ,e e e   1الشعّة  ولنعتبر 3أساسا لــe  ,2e  ,3e   حيث: 3من  

1 1e e  ,2 1 22e e e     3و 2 32 3e e e   
 العائمة أنّ  ( أثبت1 1 2 3, ,e e e    3أساسا لــ.  
 والمعرّف بــــــ: 3في  3التطبيق الخطي من  f( ليكن2

1 1( )f e e ,  2 2( )f e e    3و 3( )f e e   
 .   ؟ عمّل تقابمي  fىل أنّ التطبيق -أ

إذا كان الساس  -ب 1 2 3, ,e e e  فعيّن عبارة التطبيق الخطي, 3ىو الساس القانوني لـf. 
 

 2dim dimKerf rg f 
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  :سسادال التمرين
 لتكن العائمة 1 2 3, ,e e e  ليكنو  ,3الساس القانوني لـ ىيf  حيث 3في  3التطبيق الخطي من 

1 1 2 3( ) 2f e e e e    ,2 1 2 3( ) 2f e e e e      3و 1 2 3( ) 2f e e e e    
 , وماىي رتبتو؟.fعيّن عبارة التطبيق الخطي( 1
 .Kerf, ثأمّ أوجدKerfاستنتج بأعد( 2
 

 :التمرين السابع
 :كما يميوالمعرّف  3في  3خطي من ق تطبي fليكن

   3, , , (( , , )) , ,x y z f x y z x y x z x z      
)1 ( احسب1 )f e  ,2( )f e   3و( )f e حيث  1 2 3, ,e e e  3ـ الساس القانوني لىي. 
)1أثبت أن الشعة  -( أ2 )f e  ,2( )f e, 3( )f e .مستقمة خطيا 
Imعيّن  -ب    f. 
 تقابل؟, عمّل. fىل -ج   
2fالتطبيق عيّن( 1 f f.وتحقق أنو خطي , 
 

  :ثامنالتمرين ال
 : 3ــــأساسا لــ ( أثبت أن الشعة التالية تأشكل1

 1 1, 2,0u   , 2 1, 3,0u  ,  3 0,0,1u  
 :كما يميالمعرّف  3في  3لخطي من التطبيق ا f( ليكن2

 1( ) 1, 2,0f e    , 2( ) 0, 1, 1f e    ,  3( ) 2,1,3f e  
)1احسب كل من   -أ  )f u  ,2( )f u , 3( )f u. 
ـــلــ, واستنتج أساسا fعيّن عبارة التطبيق الخطي -ب 3f و رتبة التطبيقf. 
 .Kerfعيّن  -ج
 

 :التمرين التاسع
 .3في  2خطي من تطبيق  fليكن 

 بحيث يكون: fعبارة التطبيق الخطي, أوجد 3و 2 باستعمال الساسين القانونين في
    1, 1 1, 2,5f      ,    2, 3 0,5,4f   

 
 :التمرين العاشر

  .Eفي  Eمن  تطبيان خطيان gو  f, وليكنفضاءا شعاعيا عمى حقل  Eليكن
أثبت أنّ     Imf Ker g f Kerg f. 
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