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Appellation des méthode DF , EF et VF

parce gue la solution sera dans un nombre de points
bien déterminé

Méthode de Différences
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Appellation des methode DF , EF et VF

DF en 3D - VF en 1D




Passage de la méthode DF a la methode de VF

méthode DF méthode de VF

Mathématique Physique
developpement de Taylor Intégration de I’équation de transport sur le
volume de controle

Non adapté pour le maillage non structuré adapté pour le maillage non structure
La solution dans les nouds de maillage La solution dans les centres de maillage
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Différence entre
les
methades
DF , EF et VF

Méthode "Volurmes Finis"
I—C.F D : Principales méthodes

CFD : Principales méthodes

Différences finies

Appoximation des dérivées intervenantes dans les équations a l'aide de
devéloppement en série de Tavlor

Détermination d'un champ local a attribue a chaque sous domaine
(élément) pour que le champ global obtenu par juxtaposition de ces
champs locaux soit proche de la solution du probleme (bilan global).

Bilan local des flux dans un petit volume de contréle \
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Diffé-rences finies

Le principe de la méthode se découle directement de la définition de

dérivée :
<5¢5> = o(x; + Ax) — ¢(x)

aIx Ax—0) AXx

e
—
R

Série de Taylor pour une fonction continue ¢(x) aux alentours de x; :

B(x) = () +(x —x) (%)J}‘;)Q (gﬁz>!+

(x—g!x;)?’ (gf) L ey (gﬁ>+ H ()

- nl
ol H représente les termes d'ordre superieurs Higher order terms

I
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Méthode "Volumes Finis"

¢

Différences finies

Différences finies

En remplacant x par x;11 ou x;_1 dans (2) on obtient :

98\ bt xnx (88 _(enoxP (86
ax I-_X_f_|_1—x_f 2 ax? | . = 23 )
(3)

O _¢5f — Xi — Xi—1 5¢52 (Xf — Xf—1)2 5¢53
(‘%();XI_XI—l ki 2 (@X2>; 6 (5X3>;+H
(4)

X Xy — e 2(Xi41 — X5-1) Ox?

(Xit1 — %)% + (% — x5-1)° (8«;353)

Bl xpn X0 ax3

(@) :¢5f+1 — iy _ (Xf+1 = Xf)2 = (Xf = Xf—l)z <5€352> _

+ H (5)

!
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Méthode "Volumes Finis"

e

. d¢ Piy1 — @i
F d Diff FD — ) 6
orward Difference (FD) ( 6}(); = (6)

. 04 Pi — $i-1
Backward Diff BD — ) 1
ackward Difference (BD) (8}(); r—— (7)
Central Difference (CD) (—(;b) 2% Piv1 = Pi1 (8)

Ox J Xit1 — X1
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d i+l — @i
Forward Difference (FD) (Fﬁ) R M (6)
, ikl
Backward Difference (BD) (ajf) A % (7)
; P — Xi—1
Central Difference (CD) <£> o gi“ f: ! (8)
; RS

| 'erreur de troncature

e JAx) pour FD et BD
e H(Ax?) pour CD
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Introduction a la méthode des volumes finis

En quoi consiste la méthode ?

@ Construire un maillage

@ Déterminer les valeurs de ¢ en chaque point (ou cellule)
du maillage
— Intégration des équations différentielles par méthode
numerique pour chague noeud
— Reésolution du systeme d'équations algebrigues résultant
par méthode iterative

3. Méthode des volumes finis



Equation de transport




Introduction a la méthode des volumes finis

@ Equation de transport :

0 (p¢)
ot

+ div (p v ¢>) — div [r¢ (grédqbﬂ g

1 : Equation de continuité

U, v ou w : Equations de quantité de mouvement
T Equation pour la température

Kk, g, w oU u . Equations de turbulence

® 6 o @
G 9B B
Il

Q (p V cb) . Terme de convection

Q {I’cﬁ (grédcbﬂ . Terme de diffusion

@ S, : Terme source

3. Méthode des volumes finis



Introduction a la méthode des volumes finis

Termes sources .

& Gradient de pression pour les équations de quantité de
mouvement

©Q Forces centrifuges et de Coriolis pour les équations de
guantité de mouvement en coordonnées cylindriques

Dérivée substantielle de la pression pour 'équation de
I'énergie

& Fonction de dissipation de I'énergie mécanique en chaleur
pour I'équation de I'énergie

3. Méthode des volumes finis



2.1.5 Forme conservative et non conservative des équations modeles

L’équation (2.9) qui est la forme conservative générale des équations modeles peut

étre explicitée ainsi :

paa(b + (DE;'O + piigrad ® + ® div(pii) = div(lCgrad ®)+ S .
t t

En regroupant les termes on obtient :

p(aﬁ +ugrad @ ] + fb[ i
ot 0

=+ dfv(pﬁ)J =div(Cgrad ®)+ S ,
t

ol le terme ci-dessous représente la dérivée particuliere :

L dd
—4ugrad® |=—,
[af u grac j e

et le terme

a—p+dh’(pﬁ)= 0,
ot

représente 1’équation de continuité.
Finalement I'équation (2.12) s’écrit sous la forme non conservative ainsi :

pqu) = div(Cgrad®)+ S
dat

(2.11)

(2:12)

(2.13)

(2.14)

(2.15)

Remarque: Par la méthode des volumes finis on part uniquement de la forme conservative

des €quations modeles.



A.4 Divergence d’un vecteur

Soit le vecteur T_} de composantes (V,, V,, V.). La divergence de ce vecteur est

y!

définie par : _ _ |
oY, %, %

i e Wit B Ml
o dy dz

div I_;’ —

A.5 Vecteur gradient

Soit P = P(x, y, z) une fonction scalaire. Le gradient de P est défini par le vecteur :

— oR oP d P
pe P, 0P [P
dx Dy Oz

On défini l'opérateur du 1“7 ordre (Hamiltonien ou encore Nabla) par :

J 9, 0
; dy 0z

donc on peut écrire :
_—
grad P = V’ P



Tableau 2.2 Les variables @, I" et § pour différentes équations de conservation.

Equation ¢ I S
de conservation
Masse 1 -
p g. (forces de volume)
Q.dii U — (grad p); (gradient de pression)

o i (S},_“) = (Y + W)(grad(divii)); (complément des
forces visqueuses pour un fluid newtonien avec les
coficients de viscosité i,y = cste.)

h r (puissance calorifique dissipé par les sources de
chaleur volumique)
T : grad i (dissipation visqueuse)
Energie A dp ' | 3 o
— (puissance volumique liée aux variations de
Cp dt
pression)
I l [r +7T: grad ii + Bpo]
s dt
Especes chimiques | m D R ; (vitesse d’apparition de I’especes j par

réaction chimique)




1 — coefficient de viscosité de cisaillement pur (viscosité dynamique) ;
¥y — coefficient de viscosité d’expansion volumique ;

A — conductivité thermique (coeficient de diffusion thermique) :

¢, — chaleur massique a pression constante ;

D; — coefficient de diffusion massique (loi de Fick) :

7T —tenseur des contraintes de viscosité :
g — gravité ;

[ — coefficient de dilatation thermique ;
h —1"enthalpie massique ;

m ; — fraction massique de I'espece j.



Continuity equation

»  Summing all terms in the previous slide and dividing by the
volume dvdvoz results in:

20 Ay o(pv) dpw)
(;f_. L E {;L H)_|_ C {;w}_i_ C {-fm ):(_}
cl oX oy 0)4

* |n vector notation;

op .
L %—Fcfn‘-(pll)zﬂ
Net flow of mass across boundaries

Convective term

Change in density

* For incompressible fluids cp/dt =0, and the equation becomes:

divua =0, X
% B cu.
u_ov_ ow_ P~ 0

- Alternative ways to write this: ;'I”+?+ =0 and ~L=0
oxX oy cZ X
v i




Navier-Stokes equation for incompressible E;E:
flow of Newtonian (constant viscosity) fluid et
- derived from conservation of momentum :

: 1
e = —(u-V)u+yVu-— EVp-I—f

" |

Pressure term:
Fluid flows in the
direction of
largest change
In pressure

R. Shanthini
15 Mar 2012



The area A is constant for a plane wall — the one dimensional
transient heat conduction equation n a plane wall 1s

Variable L:unduuti\«-'ity: ka_TL G = pLE (2-13)
ar j gen
; B a7 e 1 T k
Constant conductivity: +ﬂ— D= — 3
o - . ) ox” a 3! pe 14

The one-dimensional conduction equation may be reduces
to the following forms under special conditions

4 3 ;
gl e
n_g (2-15
1) Steady-state: R (£15)
-< R T e v P T . azT :la_T i
2) Transient, no heat generation: Wy (2-16)
\_ 3) Steady-state, no heat generation: el p (2-17)

dx



Technique de la méthode de volume finis




Méthode "Volumes Finis"

[

Lvolumes finis - pourquoi 'utiliser

Pourquoi utiliser I'approche " Volumes Finis™ 7

Différences finies

@ Bien connue

@ Mise en cevre simple pour une géometrie simple

@ Mise en cevre difficile pour une géometrie complexe
@ Pas toujours conservative

(- ]

Utilisation dans des codes de " recherche”

Eléménts finis
@ Approche tres " mathématique”
@ S'adapte a une géometrie quelconque

@ Difficultées pour resoudre les termes non-lineaires

@ Tres utilisée dans le domaine de Mécanique des Solides et pour des
problemes multi-physique (Comsol, ex FemLab).
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Méthode "Wolumes Finis'

-

I—‘-.,-"'.;;;.||J|-|-|E5 finis - pourguoi |'utiliser

Pourquoi utiliser |'approche " Volumes Finis” 7

Volumes finis

@ Approche trés "physique” : bilan des flux
@ S'adapte a une géometrie quelconque

@ Plusieurs schémas pour la résolution des termes non-lineaires
hyperboliques

e Conservative (par sa formulation)

@ La base de tout les codes généralistes en Mécanique des Fluides :

Fluent et CFX (ANSYS), StarCCM+ et ProStar (CD-Adapco), Fire
(AVL), OpenFoam (Libre)...

9 /75



3.5 Méthode des volumes finis (MVF)

La méthode a été décrite pour la premiere fois en 1971 par Patankar et Spalding et
publiée en 1980 par Patankar (Numerical Heat Transfer and Fluid Flow, [50]).

Principe. La méthode des volumes finis est une technique de discrétisation qui convertit
les équations de conservation aux dérivées partielles en équations algébriques qui peuvent étre
résolues numériquement. La technique des volumes de controle consiste dans 1'intégration des

eéquations aux dérivées partielles sur chaque volume de contrdle pour obtenir les équations
discrétisées qui conservent toutes les grandeurs physiques sur un volume de controle (VC).



i Introduction a la méthode des volumes finis
Technique

de la
meéthode
de volume

. . Equation a résoudre
finis .
d(p )
at

+ div (p v c;;) — div [r¢ (gréd ¢)] -y

3. Méthode des volumes finis




Technique Introduction a la méthode des volumes finis
de la
meéthode
de Volume Equation a resr . : . :
finis 57 +de(ch5>):de [F¢ (g,'"adcj)ﬂJrS(,f>
Intégration sur un volume 2
A%-dQJF/QdN (p%) -dQ:/Qdf'v [r¢ (gré’dcg))} -dQ—|—/QS¢-dQ

Volume de contréle

étudié
3. Méthode des volumes finis



. Introduction a la méthode des volumes finis
Technique | ™

de la

methOde Théoréme de la divergence
de yolume /div§d9:/ﬁ+é’dA
- = Q A
finis
@ A, surface qui entoure le volume de contréle ( et A,
vecteur normal a la surface dA

@ 1. a: composante du vecteur a suivant la direction du
vecteur 7 qui est normal & la surface dA

3. Méthode des volumes finis



Introduction a la méthode des volumes finis

Technigue
de Ia. Equation a résoudre
meéthode W09 | giv (o7 ¢) = div [ry (arad )] + S
de VOIume Intégration sur un volume €2
finis
Aa(g;ﬁ)-dQJrLd.‘v (07 9) -dQ:/Qdfv s (grad o) ] -dQ+/QS¢-dQ
J}

Application du théoréme de la divergence

% Q(p¢)'dQ+Aﬁ'(pﬁ¢) dA:AH- [w (gré}dcgb)} dA—I—/QqudQ |

3. Méthode des volumes finis



€quations aux dérivées partielles sur chaque volume de contréle pour obtenir les équations
discrétisées qui conservent toutes les grandeurs physiques sur un volume de contréle (VC).
Le principe de discrétisation peut étre illustré en considérant I'équation de transport
pour une grandeur scalaire @, valable pour toutes les équations d’écoulement, en régime
stationnaire :

b

A

B3.17)

p®i)dA = § (T grad D)IA + [ SgdV .
A vC

p - ladensité du fluide ;

v - le vecteur vitesse (Vv = v,i +v,j);

A -le vecteur I’aire de la surface :
Iy - le coefficient de diffusion de la grandeur @ ;
Jdb_- JD -

grad @ - le gradient de @ ( grad & =Vd = St en M)
X y

S¢ - le terme source (la source de @ par unité de volume).

L équation (3.7) est appliquée sur chaque volume de contrdole du domaine de calcul
(domaine d’étude ou d’analyse). La discrétisation de cette équation donne :

Nfﬂf‘ﬁ Nface.s
D PP A = D Tg(VD),Af + 54V,
/ Ji
f’_\ o

(3.8)




: N faces - le nombre de faces (interfaces) du volume de controle ;

® . - la valeur de @ transferce par convection a travers l'interface f :
v, - le flux de masse a travers I'interface f ;

A, - I'aire de I'interface f ( A

= ‘AIF + A}.j en 2D) ;

(f'? )n - la valeur de V& normal (perpendiculaire) a I'interface f ;
V- le volume du volume de controle.



Les différentes €tapes de la mise en oeuvre sont :

® [¢ domaine de calcul est discrétisé en un nombre fini de points (les noeuds du
maillage), autour desquels on définit des volumes élémentaires (appelés volumes de controle)
contigus, non juxtaposés et sans discontinuités aux interfaces ;

¢ [ es équations modeles, sous forme conservative, sont intégrées sur chaque volume de
controle (VC) ;

e Les intégrales sur un volume de contréle en un noeud donné sont évaluées en
approchant la variation de @ par des profils ou des lois d’interpolation entre les noeuds
voisins du point considéré ;

e Ecriture des équations algébriques en fonction des valeurs de & aux noeuds du
maillage ;

e Résolution du systeme algébrique linéaire obtenu.



Exemle




3.5.1 Exemple : conduction thermique 1D stationnaire

Supposons 1'équation de conduction thermique stationnaire unidimensionnelle :

i (/1”%5:0. (3.7)

dx dx

u{r,0) = fir)

(initial temp. distribution

w(0,2) “W““I 0

0 !




Les étapes qui doivent €tre parcourues, pour obtenir le systeme déquations algébriques, sont
les suivantes :

1. Discrétisation du domaine de calcul
La facon de discrétisation est présentée a la figure 3.2 (voir aussi I"annexe C).

(83 )y "|‘ (3xX)g
| i_’-:_ i l a _i>1i1 | X
’ W P E |
A X

Volume de contréle
étudié

Fig. 3.2 Maillage unidimensionnel.

ou :

P — Noeud considéré ;

W — Noeud “West” ;

E — Noeud “East™ ;

W — interface “West” du volume de controle (VC) ;
e — interface “East” du VC ;

Ax — largeur du VC étudié.



Limite du volume de controle

/W P E

A @ ® ' ® ' ® ' ® ' o—@-B
w e
Volume de controle




2. Intégration de I’équation de conduction 1D sur le VC en P.
En intégrant I'équation (3.7) sur le volume de controle (fig. 3.2) on obtient
successivment :

e fT ¢
J e A - dx + JS(J’.\‘ = {Je (3.8)
dx dx
w W
dr |
A—| 4 ]185dx=0; 3.9
{ d-r:| J dx _ (3.9)
w w
LE{J—TJ —}LH,,(“'—T) + S[x]e, =0, (3.10)
dx ), dx )

oll S est une valeur moyenne du terme source S sur le volume de contrdle. En tenant compte
de la loi de Fourier (g =—AgradT )., g étant la densité du flux thermique, I’équation (3.10)

peut étre écrite ainsi :

-g,+q, +SAx =0, (3.11)

ou g, et g, sontles densités du flux thermique aux interfaces du volume de contrdle.



3. Choix d’un profil de température (ou d’une formule d’interpolation) entre les noeuds
voisins de P.
Il y a deux types de profils qu’on peut envisager, 1'un étant le profil constant (fig. 3.3 a)
et I’autre le profil linéaire (fig.3.3 b).

» X

& &
T TE T TE

; S
TF' i
r £ 1
| :
o |
e ‘.
| i
| i

! 1 s e
W oow P =& E
a) b)

Fig. 3.3 Choix du profil de température.
a) Profil constant. b) Profil linéaire.



Dans le cas d’un profil constant de température (Fig. 3.3 a), sur le volume de controle,
on a une discontinuité de 7' aux interfaces w et e du volume de controle. De plus, la dérivée
dT [ dx n’est pas définie et donc ce profil de température ne convient pas.

Dans le cas d un profil linéaire de température (Fig. 3.3 b), entre les noeuds du maillage, la
discontinuité de T n’existe plus et les dérivées aux interfaces sont définies :

= = : (3:12)
X5 — Xp ox,

€

t’,l’T TE — TF TE —= TP
dx

3)(

-

Volume de coniréle
étudié

(dT) Ip—Tw _Tp—Tw (3.13)
b X P XW 6\. w




4. Ecriture de I'équation de conduction thermique sous la forme algébrique
L équation (3.11) s’écrite ainsi :

}LE(TE”TP)_)LW(TP_TW)+§AI:D$ (3. 11)
dx, X,

ou S estla valeur moyenne de S sur le volume de controle.
Finalement, apres le regroupement des termes, I’équation algébrique s’écrite ainst :

Ci.’PTP = HETE + (IWTW + b, (315)

avec

dp = =— d: = dp = dpy £d b=SAx. 3.16
"oy, Ty, T ek



Remarques

1. La forme générale des équations discrétisées est la suivante :
aplp = Z Gyt gy B Vs = voisin . (3.17)

2. Ladérivée dT /dx aurait pu étre évaluée avec d autres fonctions d’interpolation ;

3. Toutes les quantités ne doivent pas forcément étre évaluées avec les mémes fonctions
d’interpolation ;

4. Pour une méme variable, les mémes fonctions d’interpolation ne doivent pas étre
forcément utilisées pour tous les termes dans 1'équation modele.



Principes a respecter

Méme sur un maillage grossier, il faut que :
1. les variations des quantités & aient un comportement physique réaliste ;
2. le bilan global soit conservatif.

Traitement du terme source S

Si le terme source S varie de fagon non linéaire, S = S(T), on écrit :
§=E 5T, (3.18)

ou S_ est un terme constant (indépendant de température). Il faut linéariser en 7 pour obtenir
un systeme d’équations algébriques linéaires.



3.5.2 Les regles de base (regles de Patankar)

Les suivantes regles ont ét€ énoncées par Patankar, [50]

A 0 " . ; y . . | g -
Regle N° 1 : Consistance du flux aux interfuces des volumes de controle.

Si une interface est commune a deux volumes de controle, I’'expression du flux a travers

elle, dans les équations discrétisées, doit €tre la méme pour les deux volumes de controle
voisins considéres.

yji-f
i oW T\l oNE &
¥ AW 0 ne
Yy
S 5 S€
Y1 l
y . oW e oSE .
Ax
J

i x X} x; Xiv1




p o) . —_—— S . " . . e .
Redle N” 2 : Tous les cocfficients ap et a,; doivent avoir le méme signe dans I’équation

discrétisée.
On peut justifier cette regle par un contre exemple. Supposons que dans 1’équation
(3.15) on ait ap>0, ap>0 et ay <0. Alors, si Ty, augmente il faut que 7, baisse, donc un

comportement physique non réaliste.

aplp = Z el + B Vs = voisin . (3.17)

~ o - - . R —
Reégle N° 3 : Pente négative dans le terme source linéarisé.
Lors de la linéarisation du terme source S = S. + SpTp la pente S, doit étre <0 car

sinon on peut avoir a,< 0 avec des «a, > 0 (contraire a la regle n° 2).



e (0] & s = q* s - : . ; : I FE)
Reqgle N 4 : Les équartions discrétisées doivent rester valables quand la valeur d’une
variable dépendante augmente avec une valeur constante. Mathématiquement la régle peut
étre écrite ainsi :

ap =Zul,5 8 =0

(3.19)
GP = Z”VS Si S F 0

Démonstration

Si §=0, I'équation modele est une équation différentielle ne contenant que des
dérivées de T: T et T +C sont des solutions de I'équation différentielle du probleme
continu et discontinu. L équation discrétisée pour les deux solutions s’écrit ainsi :

aplp = Zal,STvS + b (3.20)
ap(Tp +C) =) a,(T, +C)+b. (3.21)

Vs

En soustrayant 1'équation (3.20) de 1'équation (3.21) on obtient :

ap = Z s (3.22)



There are some thinks else .......




Les equations de diffusion

- Equation de conduction thermique
- Equation de diffusion massique

- Equation de diffusion du quantité de mouvement




Heat Diffusion Equation (3)

oT 6 ar. & . aT. o oT
—=q+—(k +—(k +—(k
P T o N ) T 5 N ) T N S

Special casel: no generation q=0

Special case 2: constant thermal conductivity k=constant
or , oT 0T a T

c,—=k +G=kV°'T +4¢,
P o M T e T T 4
o* o &
whereV? = — +——+— is the Laplacian operator
ox~ oy 0z
Special case 3: % =0 and q=0
2 2 2
_9 Y; o1 + o ]; =0, The famous Laplace's equation
 ox oy* oz o
ocCsIty.com

Equation de conduction
thermique

Mlheu au repos

T(z,1) ( ;]th—Tt( ;th(ﬁ"“d

(z + dz)




Diffusion

Third Edition

- i - =
e R s ot et

Equation de diffusion massique

Lump
of sugar

Sugar
molecule

E. L. Cussler —_— — DV2C,

CAMBRIDGE |




Visualization of vortical structure in
Taylor-Couette flow

Jin LEE, Razieh JALALABADI & Hyung Jin SUNG
Flow Control Lab.

ASEN 6037. Turbulent Flows
Expermental Eg-‘cv.‘:h:n of Turbulent
Taylor-Covette Flow

Equation de diffusion du
quantité de mouvement

du
e = ]
TR

Laplacian

2 2 2
2, :kV-Vrf:k(E+ali+aII)

div(Vu)

Velocity profile as
time progresses




3. Application de la MVF sur les Problemes de diffusion

Heat Diffusion Equation (3)

oT o . oT o . oT o . oT
—=q+—(k +—(k +—(k
P ot —d Ox ( Ox ) oy ( Oy ) 0z ( 0z )

Special casel: no generation q=0

Special case 2: constant thermal conductivity k=constant

oT k(GQT o°'T aT
P N oy o

2 2 2
whereV* = 82+ 82+ 82
ox~ oy 0z

—)+ +q=kV’T +4,

is the Laplacian operator

Special case 3: % =0 and q=0

O’T o°'T o°T
_|_

L

ayZ aZZ

=0, The famous Laplace's equation

Docsity.com

Cas d’application:

Equation de Conduction
Thermique




Application a I'équation de diffusion
En régime permanent |

En régime permanent
div (r¢ -grédc,b) 1S, =0
d
/Qd."v (ré-grgdcb) dQ+/QS¢dQ:/Ar¢-ﬁ-gr§d¢;dA+/Qs¢dQ:0

-
3. Méthode des volumes finis



Application a I'équation de diffusion

div (rgf> -gré’dcg;) L5, —0
4
/div (F¢-gr§d¢) dQ+/S¢dQ:/F¢-ﬁ-gr§d¢dA+/S¢dQ:O
) 0 A 9!

Dans le cas 1-D

div - Ty grédqéz % (ng%)

— Equation de conductionavec p =T et [y = k

@ Kk : coefficient de conductivité thermique

3. Méthode des volumes finis



Exemple 1

On considere une barre cylindrique, sans source de chaleur, ayant 1'aire transversale
A =10"2 m? et la longueur L=0.5m. Les extrémités, A et B de la barre sont maintenues
aux températures constantes de 100 °C et de 500 °C respectivement.

Calculer la distribution de la température le long de la barre. On connait la conductivité
thermique A = 1000 W/mK .

F 3
v

| =

Aire4)

Fig. 4.7 Barre cylindrique

Solution
La distribution de la température est gouvernée par I’équation :

i (A%) ; (4.46)
( -

On considere six points le long de la barre avec Ax=0.1m (fig. 4.8).
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Fig. 4.8 Maillage 1D

Sil’on considere que A, = A,, = A et A, = A, = A pour les noeuds intérieurs (3 et 4 )
I"équation discrétisée est :

aPTP = “WTW T HETE" (4‘47)

. A
ou ﬂ'P = ({E e CIW {.fw = ({E —= =,
Ax



Pour les noeuds 2 et 5 on utilise la méme €quation que pour un noeud intérieur mais on
tient compte que pour les noeuds voisins [ et 6 les températures sont connues, 7, et 7,

respectivement.
Pour le noeud 2 1"équation discrétisée est la suivante :

aplp = aplTy +ayly. (4.48)

Pour le noeud 5 1"équation discrétisée s écrit :

aplp = ayTy +aglp. (4.49)

Les €quations a résoudre sont les suivantes (le nombre d’équations est égal a 4) :

d.d.=d 31 +idls i=2+35. (4.50)
En tenant compte que

A 1000
Ax 0.1

= 10000 ap = ay + agp = 10000 + 10000 = 20000 ,



le systeme d’équations a résoudre est :

I =T 4T
T = 4T, (4.51)
9Ty =Ty + T
I =0, & T

En regroupant les termes, on obtient le systeme d’équations a résoudre :



(B =008 B]
-1 2 -1 8
0 -12 -1
[ B =1 8 |

ou

[ 2 =1 b 0]
12 -1 ®
0 -12 -1
@ —1 8 |

100
0
0

500

Le systeme d’équations ci-dessus comportant un nombre réduit d’équations peut étre
résolu, par exemple, en utilisant le logiciel MATHCAD (version MATHCAD 7 Professional,

MathSoft Inc., 1997). La solution est :

(4.52)



La solution analytique de 1’'équation (4.46) est une distribution linéaire entre les valeurs
de la température des points A et B, c’est-a-dire :

T(x) = %x 4.y =800 - 2+75 . (4.53)

.~

A la figure 4.9 sont représentées les solutions analytique et numérique qui correspondent.

500 |
—— analytigue
<OO NUMerigue A

400 /

o

200 /a’/

100

Température [FC ]

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
x[m]

Fig. 4.9 Comparaison des résultats numériques avec la solution analytigue



Exemple 2
On considere une plaque tres longue d’épaisseur L=20mm. ayant la conductivité

thermique constante A=0.5W/m/K et une source de chaleur uniforme, S = 1000 kW/m-.

Les faces de la plaque se trouvent a la température constante de 100°C et 200°C
respectivement.

En supposant que les dimensions de la plaque dans les directions “y” et “z” soient tres
grandes et donc le gradient de la température est significatif dans la direction “x”’ seulement,

calculer la distribution de la température et comparer les résultats numériques avec la solution
analytique.

Solution
L’équation différentielle qui gouverne la distribution de la température est la suivante :

i{iﬂ%gzo. (4.54)

dx dx



Le domaine d’analyse est divisé en six noeuds, comme dans I'exemple précédent, avec

Ax=0.004 m. L’aire A=1 est considérée dans le plan y— z.
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Fig. 4.10 Maillage 1D

L intégration formelle, sur un volume de controle (VC), de 1'équation (4.54) donne :

| (, dT
j‘_[k“__}zv + [sav =o0.
vo X dx 7

(4.55)



La premiere intégrale est évaluée comme dans I'exemple précédent. La deuxieme
intégrale. qui contient le terme source, est évaluée en considérant une valeur moyenne de §
sur le volume de contrdle. L équation (4.55) peut étre écrite ainsi :

[M dT] - {m “'T) +SAV =0 : (4.56)

i dx J, L

i B — T =T _

AEA(EP} — }LWA{P‘”VH + SAAx = 0. (4.57)
- Ax Ax

En regroupant les termes on obtient la forme générale de I'équation discrétisée, valable
pour les noeuds 3 et 4 ainsi :



Gl o =ity iyl b, (4.58)

. -
oll: ap =ay +ag Ay =I]:‘ ”Ezj b = SAx.

Pour le noeud 2 on utilise la méme équation discrétisée que pour un noeud intérieur (les
noeuds 3 et 4) mais on tient compte que le noeud voisin “W7 corresponde au noeud “17 ou la

température est connue Ty, =7, = T4 et passe comme un terme source supplémentaire.
L équation discrétisée est donc :

UPTP = CJETE + b+ HWTA‘ (459)



Pour le noeud 5 on utilise la méme équation discrétisée que pour un noeud intérieur (les
noeuds 3 et 4) mais on tient compte que le noeud voisin “E” correspond au noeud “6” ou la

température est connue 7T, =7, =T, et passe comme un terme source supplémentaire.
L équation discrétisée est :

HPTP = ({W TW =} b + (IETB. {460)
En tenant compte que A, = A, = A et

A 0.5
= =129 ap, =ay +a, =125+125=250,

Ax  0.004

b= SAx=1000000-0.004 = 4000,



le systeme d’équations a résoudre est :

2507, = 12575 + 4000 + 125 - T4
250T; = 125T, + 125T, + 4000
2507, = 125T; + 12575 + 4000
250T5 = 125T, + 4000 + 125 - Ty

En regroupant les termes et en remplacant les valeurs de T4 et Tz on obtient le systeme
“tri-diagonal™ a résoudre :

[ A% —109 0 0 |[T,] [16500
~125 250 —128 0 || 4000 |

7| = (4.61)
0 -125 250 -125||7, 4000

0 0 —125 250 ||T5| |29000

La solution numérique du systeme (4.61) est la suivante :



| [1s4]
T.| |236 .
=7 (4.62)
T, | |256
Ts | |244]

La solution analytique est obtenue en intégrant 1'équation (4.54) et en imposant les
conditions aux limites spécifiées :

Tg - T S -
T (x) =[ b = = 5 (L—x)}--i-TA. (4.63)



[E, | | 184
T 236
7 = (4.62)
T 256
Ts | |[244

La solution analytique est obtenue en intégrant I’équation (4.54) et en imposant les
conditions aux limites spécifiées :

Ty =T S
T(x) { . 3 .3 = (L - -\‘)}r%"TA. (4.63)

La comparaison des résultats numeériques, obtenus avec la méthode des volumes finis,
avec la solution analytique est présentée au tableau 4.1 et a la fig. 4.11.

Tableau 4.1 Comparaison : solution numérique — solution analytique

Numéro du noeud 2 3 4 5

x [m] 0.004 0.008 0.012 0.016
Solution numérique 184 236 256 244
Solution analytique 184 236 256 244
Erreur % 0 0 0 0




On constate que malgré un maillage tres grossier les solutions numérique et analytique
correspondent. Le code source en Fortran est présenté a I'Annexe G.

300
_--'—’_e_\_‘—\-_

250
20
Ty 200 _
0 —— analytique
g 000 numeérigue
= 10
L]
G,
E
o
2

100 3

50

0

0 0.005 0.01 0.015 0.02

x[m]

Fig. 4.11 Comparaison des résultats numérigue avec la solution analytique



Exemple 3

On considere une barre cylindrique (fig. 4.12) de I'aire A avec une extrémité maintenue
a la température constante de 100 °C (T ) et I'autre extrémité est isolée (le flux de chaleur est
nul). Sur le long de la barre il y a un échange de chaleur par convection dépendante de la
température. La température du milieu extérieur est de 20 °C.

Calculer la distribution de la température et comparer les résultats avec la solution
analytique.

On connait: L=1m, hP /(AA) = 25m™2.

Isolée {flux nul)

/
Ta| el
/

T

Fig. 4.12 Géometrie de ['exemple 3



Solution
L équation diférentielle qui gouverne le transfert thermique dans ce cas est :

d ( dT
dx

lAd]—hHT—EJ=O, (4.64)
X

ou h est le coefficient de transfert thermique par convection, P est le périmetre., A4 est la
conductivité thermique et 7, est la température du milieu extérieur.
La solution analytique est donnée par la relation suivante [48] :

cosh[n(L = x)]
cosh(nL)

oo b

oo 2

T(x)=Tg—-T.) (4.65)

ot n2 = hP /(AA) (il faut noter que AA = cte).
Le maillage utilisé est celui de la figure 4.13.
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Fig. 4.13 Maillage utilisé pour I'exemple 3

Lorsque AA =cte, I'équation (4.64) peut étre écrite ainsi :

Page 59




d (dT

— —J—."iz(T—Tm]:U ou n%=~hP/XA. (4.66)
dx \ dx

L’intégration de 1I'équation (4.66) sur le volume de controle, autour du point P, donne :

ji(ﬁ]dv - [n2(r-T.)av =o0. (4.67)
VCd“ \ dx e

La premiecre intégrale de I'équation (4.67) sera traitée comme dans les exemples 1 et 2.
La deuxieme intégrale, a cause du terme source, est évaluée en supposant que la quantité a
intégrer est localement constante sur chaque volume de controle et donc :

[ ﬂ\‘ - (A £J - [HZ(TP =T )AAY] =0, (4.68)
doy), L ldeg,

Pour les noeuds intérieurs 1'équation discrétisée est :

Tg —Tp Tp—Ty

—n?(Tp -T )Ax =0, (4.69)
Ax Ax




En regroupant les termes on obtient :

( 1 |
Ca— + R
Ax Ax

l 1
b =l g & n?AxT,, — n?AxTp. (4.70)
Ax AX

Pour un noeud intérieur (les noeuds 3, 4 et 5) on obtient la forme générale de 1'équation
discrétisée :

[?PTP = L?wTw + (?ETE + It'.. (4?])

- I
ou aw = aAg = E dp = dw +dg —SP b= SC = I'IZA\'TDG



Le terme source dans I’équation ci-dessus est identifié comme S=S5_+ S,7,.

Pour le noeud 2 (pour le noeud 1 ce n’est pas nécessaire d’écrire une équation
discrétisée supplémentaire, la température étant connue) est valable la méme équation que
pour un noeud intérieur ou le voisin “W” correspond a la température du point “17,

Tyw =T, = Ty. Le terme qui contient la température du point “17 est interprété comme un
terme source. L’ équation discrétisée, pour le noeud “27, est :

aplp = agTp + b+ ayTy , (4.72)

3 l
ol ay =ag = = ap =awy +ag —Sp =K. < 5 MT,



Pour le noeud 6" on intégre 1'équation (4.66) sur le demi-volume de controle :

j d (ELW = jnﬁ(T -T.)dV =0 ; (4.73)

1/ove @ Ldx ) 1/2VC

. ,
(Ad—”, —fA‘iJ — n*(Tp —TW)A%: 0.

d,\' /IP \ d-‘ L w
. dT : » :
Parce que le flux dans le point P est nul (gp = —AA P = (), on obtient 1'équation
\ .'1'_ P
discrétisée suivante :
Tp — T :
A 2B Bl - YN, (4.74)

Ax 2



En regroupant les termes dans 1'équation (4.74) on obtient :
Q‘PTP = dwy TW + f), (475\)

| ~ Ax
n?—

ol aw = E aAp = ay — SP b = SC = - s SP = —pn

En tenant compte que



le systeme d équations a résoudre est :

15T, = 5T; + 100 + 5T
15Ty = 5T, + 5T, + 100
15T, = 5T; + 5T5 + 100
15T = 5T, + 5T + 100
7.5Ts = 5T + 50

En regroupant les termes on obtient le systeme d’équations a résoudre :

15-5 0 0 0
-5 15=5 0 0
0-515-5 0
0 0—5 155
.80 8~575

600
100
100
100

La solution numérique est la suivante :

(4.76)



N
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(4.77)

Dans le tableau 4.2 on compare les résultats numériques avec la solution analytique.

Tableau 4.2 Comparaison : solution numérique — solution analytique

Noeud X [m] Numérique Analytique Erreur %
2 0.2 50.569 49.439 -2.28
3 0.4 31.707 30.853 -2.76
4 0.6 24.553 24.056 -2.06
5 0.8 21.951 21.663 -1.33
6 1.0 21.301 21.078 -1.05

La précision de la solution numérique peut étre augmentée en utilisant un maillage plus fin.
Dans le tableau 4.3 et a la figure 4.14 sont présentés les résultats numériques et les erreurs
pour un maillage de 21 noeuds ( Ax = 0.05 m, quatre fois plus petit ). Le code source en Fortran

est présenté a I’ Annexe G.




Tableau 4.3 Comparaison

: solution numérique — solution analytique

Noeud x [m] Numérique Analytique Erreur %
2 0.2 49.515 49.439 -0.150
3 0.4 30.910 30.853 -0.180
4 0.6 24.088 24.056 -0.130
5 0.8 21.682 21.663 -0.087
6 1.0 21.092 21.078 -0.066

100 {‘k
30 1 T
—— analytique
< & numergue (B noeuds )
o ooo numérigue { 21 noeuds )
:
‘% 40 |
F.
20
0

04

x[m]

ng

Fig. 4.14 Comparaison des résultats numériques avec la solution analytique




4.2 Conduction thermique 1D instationnaire

4.2.1 Forme générale de I’équation discrétisée

L’équation différentielle de la conduction thermique 1D instationnaire est :

O _ 3 (,aT)

P TN ar ) (

ol p est la densité de masse (kg /m?), ¢, €tant la chaleur spécifique a pression constante
(J/KgK).

OXwp.  SXpg

. W e
TR 7//7/, /S /) -
! AX

& b
e Ed

Fig. 4.15 Volume de contréole 1D



On considére le volume de contréle unidimensionnel de l1a figure 4.15. Lintégration de
I’'équation (4.78) sur le volume de contrdle et sur un interval de temps de rau t + Ar donne :

P+ Af F}T -+ AL
[ jpc v di = j j [ ]dVdr+ [ [savar.
t t t VC

L’équation intégrée (4.79) peut &tre €crite ainsi :

X

w t

e | t+ At - f+ At - i F+ At
j j p(~p£dr dV = j [:mﬂ] —[MB_T] dt + jﬁvfﬁ_
: ot dx /, a¥'/, r

(4.79)

(4.80)

o A est I'aire transversale du volume de contrdle, AV étant le volume de celui-ci égale a

AAx.



Si la température du noeud P est supposée la méme sur le volume de controle, la partie
gauche de I'équation (4.80) peut étre écrite ainsi :

F+ AT
j j pcpg—jdr dV:pcp{TP—TglAv. (4.81)
vC

ot T§ est la température a I'instant ¢ et Tp a I'instant 1 + At .

En utilisant un schéma avec des différences centrales pour les termes de conduction de
la part droite de 1'équation (4.81) on obtient :



0)a T F Tg—Tp Tp — Ty s
-Tp JAx = | s, — A, ——|dt + | SAxdt, (4.82)
i 'r[ | 3.\'8 ox,, } '[

Pour calculer la partie droite de 1'équation (4.82) il faut connaitre la variation de Tp,
Ty et Ty dans le temps. Pour cela il y a de nombreuses possibilités, on peut prendre la

température a I'instant f, TB. a l'instant 7+ At, Tp ou une combinaison linéaire des
températures a I'instant 7 et 7 + Ar. La forme générale d’intégration temporelle s’ écrit :

f+Af lTDAI
[ Tpdr = {TpAi (4.83)
f T + (-1 T”]Ar

ot 0< f <1 est un facteur de pondération.



En appliquant la forme générale d’intégration temporelle (4.83) aux points Tp, Ty et
Tr on obtient :

{ 70 - B
p(.g}-{u]&f o f{lf{TE TP ) B ?\'W (TP TLV ):|

At J | ox, ox,,
0 ( ; 0) } (T“ TD) (4.84)
Iy —T o, - _
+-:l—fll el B T w}%ﬂm
ox, [
En regroupant les termes dans 1'équation (4.84) on obtient :
Ax [ A Ao ] A : Ay :
c,—+ fl =%+ |[Tp == |fTg + (1= OOTR |+ —=|fTw + A= O)TY
|:p : Ar }Lka‘e 5"'11; ﬂ g 5"'6 [}L . d E] 6"'w [f 2 4 W] ;
' (4.85)
Ax A K. —
Py — =il [} —=— {1~ [} % [IF + SAx
{pcp At e ox, 4 5.\'11"} a :



Si T'on identifie les coefficients de Ty et Tp comme ay et ag on peut écrire
I"'équation (4.85) sous la forme générale discrétisée :

apTp = ﬁw[fTw + (1= }‘)T,,;?,]-Fﬂg[fTE + (= ”TEO]

(4.86)
L:r - (1= flay —(l—j}(fE}TP + b
ou ap = flay +ag)+ a?; a?, = pc, % ;
: A =
ay = —- ap = —= b = SAx
W o E™ o

W e



La forme exacte de 1I'équation discrétisée dépend de la valeur du facteur f . Lorsque f =0
on ufilise seulement les températures TY. T,,,?, et Tg a 1'instant 7, dans le membre droit de
I’équation (4.86), pour calculer 7p a I'instant 7+ Ar: un tell schéma s’appelle schéma
explicite. Lorsque 0 < f <1, on utilise tant les températures a 1'instant 1 que les températures
a I'instant t + Az ; le schéma obtenu s’appelle le schéma implicite. Le cas limite quand f =1
le schéma s appelle totalement implicite. Si f=1/2 le schéma s appelle schéma Crank-
Nicolson ou semi-implicite.

4.2.2 Schéma explicite

Dans le cas du schéma explicite le terme source est linéaris€ par 1’'expression
b=S§_ + SPTE. En remplacant f =0 dans I'équation (4.86) on obtient la discrétisation
explicite de 1'équation de conduction thermique 1D instationnaire :

ﬁ'pTP = ﬂleg + (?ETED =+ ﬁg — (ﬁ'w + adg — SP ):ITB -+ Sc"’ (487)
Ax A A
- ) _ G 0 _ . _ W ) _ e
ou ap = d dp = pPc, — dwy = — ag = ;
g o P i ok dx

W e



La régle N° 2 n’est pas toujours satisfaite. Le coefficient de TE peut étre regardé comme le
coefficient du “voisin™ de Tp dans la “direction™ temps ou un coefficient voisin qui fait la
liaison entre les valeurs de 7" a I'instant ¢ et celles a I'instant r + Ar. Pour que le coefficient
de Tg' soit positif il faut a — ay — ag = 0. Dans le cas général la condition devient :

N e |
A Mp Nk (4.88)

C i
P At dx ox

P

€ W

Si d&x, = dx, = Av et A, = A,, = A la condition (4.88) devient :

Ax _ 2\ pc,(Ax)?
pc,—=—  ou Ar<———

> 4.89
P At Ax 2\ ( )



Sil'on note @= A/ pc,,, on obtient le nombre de Fourier qui doit &tre inférieur ou égala 1/2:

0, . (4.90)
(A2 2

La relation (4.90) représente le critere de stabilité pour les schémas explicites.

Remarques

® le critere de convergence du schéma utilisé, pour I'intégration dans le temps, résulte d une
considération physique (la régle N” 2).

e si I'on réduit Ax pour améliorer la précision spatiale, 1l faut diminuer beaucoup Ar

(o< 1/(AY)?).

AR



4.2.3 Schéma Crank-Nicolson

En remplacant f =1/2 dans lI'équation (4.86) on obtient la discrétisation

Nicolson de 1I’'équation de conduction thermique 1D instationnaire :

oo TR Ty +Ta [ a 1
apTp —(?E{—E E}Jraw{—w 5 W}Jri_(r‘% B oW T9 +b,

- ETE
ol a : (aw +az)+ a L3 1 = i
=S ( o ay = i
p=s g g P PP P P A
A |
(?w = _H (?E = & b = SC + — ‘SPT}?
Ox ox

Crank-

(4.91)



A Tinstant 7+ Ar plusieurs inconnues sont présentes dans 1’équation (4.91), le schéma est
donc implicite et les équations doivent étre résolues simultanément pour tous les noeuds a
chaque pas dans le temps.

Mathématiquement le schéma Crank-Nicolson est inconditionnellement stable, mais
numériquement la convergence vers une solution physiquement acceptable n’est pas assurée
(par exemple, des solutions oscillantes d’amplitude constante ou décroissante).

La régle N 2 est satisfaite uniquement lorsque

+ , A A
P Rl PO . B Y (4.92)
At 28x 20x

€

w

Si dx, = dx,, = Ax et A, = A,, = A la condition (4.92) devient :

¢ (Ax)?
B il 98 =1 (4.93)
A (Ax)?

Remarque

La relation (4.93) est moins restrictive que la relation (4.90) associée au schéma
explicite. La précision du schéma Crank-Nicolson est de second ordre dans le temps donc
pour le méme pas dans le temps la précision des résultats est plus grande que dans le cas du
schéma explicite.



4.2.4 Schéma totalement implicite

Lorsque f =1, dans I'équation (4.86 ) on obtient le schéma totalement implicite.
L équation discrétisée est la suivante :

ﬂ'PTP = ("WTW + (?ETE + CTB,T}? + SC % (494)

. 0 A, A
ou ap=aptay +ag —Sp ay = - HE:&'
X )

[4

€

La reele N° 2 est toujours vérifiée, donc le schéma totalement implicite (TI) est
inconditionnellement stable. La précision du schéma TI est de premier ordre dans le temps,
donc un petit pas dans le temps est nécessaire pour augmenter la précision des résultats.



4.2.5 Exemples

Par la suite on démontre les propriétés des schémas de discrétisation explicite et
implicite en comparant les résultats numériques, pour un probleme 1D instationnaire, avec la
solution analytique.

Exemple 1

Une plaque métallique mince se trouve initialement a une température uniforme de
200°C . A T'instant =0 la température de la paroi “East” de la plaque est brusquement
réduite a 0°C . Les autres surfaces de la plaque sont isolées.
1. Utiliser le schéma explicite de la méthode des volumes finis, pour un pas de temps
adéquate, pour calculer la distribution transitoire de la température et comparer les
résultats avec la solution analytique aux instants (1) t=40s, (11) 1 =805, (111) t =120+ ;
Calculer la solution numérique pour un pas de temps donné par la formule (4.90), pour
t =40s et comparer avec la solution analytique ;
Les données du probleme sont : la longueur de la plaque L =2cm, la conductivité thermique

A=10W/mK etpc, = 107 J/m3K .

2



Solution

L équation differentielle de la conduction thermique 1D instationnaire est la suivante :

dT d oT
p{"P — = — }u—\J
ot o dx )
La condition initiale est : T =20"C a =0
Les conditions aux limites sont :
a—T:[} pour =0, r=0:
dx
=4 pour x=L,1>0.

La solution analytique est donnée par la relation suivante [28] :

4 = (_]']n+i 5
T(x0) =T(x0)— >, expl- 022t )cos(h, x) .
Wig 2m—
In —
o A o 2L t azi

(4.95)

(4.96)



On considere six points sur le domaine de calcul avec Ax =0.004 mm (fig. 4.16).
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Fig. 4.16 Maillage pour le probléme de ['exemple 1.



Pour un noeud intérieur (les noeuds 2, 3 et 4) 1'équation
I"'équation (4.87) pour S =0 est la suivante :

(?PTP = GWT].-E’ +(IET_$ + I:ﬂ'g _aw _G‘E}TO,

ou adp = CIP = pCPE ay = A ag ZE.

discrétisée obtenue de

(4.97)

Pour le noeud 1 (noeud situé sur la frontiere), la condition a la limite impose d’intégrer
I"'équation (4.95) sur un demi-volume de contrdle. L’ équation discrétisée ainsi obtenue, pour

le noeud 1, est 1a suivante :

{?PTP = HETEU - (ﬂ'?) —({Ehjg,

2 : ) A‘_ ?L{’
ou LIP:(JP:])CP'_)—N ﬂE:E.

(4.98)



Pour le noeud 1 (noeud situé sur la frontiere), la condition a la limite impose d’intégrer
I'équation (4.95) sur un demi-volume de contrdle. L’ équation discrétisée ainsi obtenue, pour
le noeud 1, est la suivante :

apTp = agTQ + (@ - ag JrY, (4.98)
oll ap = a =pc 0 agp = l—"
B TsE P DAl E7 A

Pour le noeud 6 (noeud de frontiére), la condition a la limite étant de type Dirichlet, ce
n’'est pas nécessaire d’écrire une équation discrétisée supplémentaire. On utilise la méme
équation que pour un noeud intérieur, mais comme la température du point 6 est connue

(7. =T, =0°C) le terme qui contient la température du point 6 passe comme un terme source.
Ainsi, on obtient I'équation discrétisée pour le noeud 5 :

aplp = uleg + (ag —ay —dag )T}? +apTc, (4.99)

e 0 Ax }uw ?Lf
Ol (IP:ﬂ‘P :pC!}E dw = A ag :E.




Le pas dans le temps Ar doit satisfaire la condition de stabilité (4.90), donc :

pc, (A0 107 . (0.004)2
77 2-10

At < 8s.

Parce que Ar <8s on choisi Ar=2s et on trouve :

A _ 10 e pe, &2 —107 . 22 _ 20000 ;
Ax  0.004 At 2
A 0.004
e — 10000
a3 Mt 22

Apres la substitution des valeurs numériques, dans les équations (4.97), (4.98) et (4.99)
et simplifications, on obtient :

Noeud 1 : 100Tp = 25T2 + 75T

Noeuds 2 + 4 : 200Tp = 25T} + 25T2 +150T§ (4.100)
Noeud 5 : 200Tp = 25T}) +150T)) + 25T,



Dans le tableau 4.4 on présente un exemple de calcul, en utilisant les équations (4.100) pour

les deux premieres pas de temps.

Tableau 4.4
Temps
Noeud 1 Noeud 2 Noeud 3 Noeud 4 Noeud 5
=0E | =900 T =200 T =200 1Y =900 71=200
‘ 1007 = | 2007) = 2007 = 2007, = 2007, =
25200 25 - 200 25 - 200 25 - 200 25 - 200
+75-200 | +25-200 +25- 200 +25 - 200 +150 - 200
+ 150 - 200 +150 - 200 +150 - 200 +25-0
=25 | 7 =200 T, =200 T} =200 F; =200 | T =173
2 10072 = | 20072 = 2007, = 200772 = 2007} =
25 - 200 25 - 200 25-200 25 - 200 25- 200
+75-200 | +25-200 +25-200 + 25175 +150 - 175
+150 - 200 +150- 200 +150 - 200 +25.0
=45 | T2 =200 | T} =200 T =19872 | T, =18687 | Z? =15625




Les résultats numériques de I'exemple 1 sont présentés au tableau 4.5.

Tableau 4.5

Numéro du noeud
Temps [s] | 2 3 4 5 6
x=0 x=0.004 x=0008 | x=0.012 x=0.016 =002

0 200 200 200 200 200 200
4 200 200 200 200 173 0
4 200 200 200 196.87 156.25 0
6 200 200 199.6 192.18 141.79 0
8 200 199.95 198.73 [86.82 130.37 0
10 199.98 199.8 197.39 181.25 121.13 0
12 199.94 199.52 195.67 175.75 1135 0
14 199.84 199.09 193.66 170.46 107.09 0
16 199.65 198.51 191.44 165.44 101.63 0
18 199.36 197.77 189.08 160.71 96.9 0
20 198.96 196.88 186.62 156.28 02.76 0

Le tableau 4.6 montre les résultats numériques et analytiques aux instants 40, 80 et 120s.

A 1a figure 4.17 on présente la comparaison des résultats numériques obtenus pour différents
pas de temps avec la solution analytique (6 noeuds). La comparaison des résultats
numeériques et analytiques aux différents instants de temps est présentée a la figure 4.18 (21
noeuds).



fTaoviedu +.0

Temps [s] Noeud Numérique Analytique Erreur %
| 188.026 189.861 0.96
2 182.196 183.814 (.88
< 162.767 163.708 0.57
1=40s 4 125.662 125.712 0.039
S 69.407 69.045 -0.52
6 0 0 0
| 153.526 154.462 0.6
2 146.467 147.265 0.54
3 125.610 126.080 0.37
r=80s 4 92177 92.329 0.16
D 48.851 48.850 -0.002
6 0 0 0
I 121.015 121.361 0.28
2 115.150 115.460 0.26
> 98.080 98.304 0.22
t=120s 4 71.376 71.500 0.17
5 37.574 37.624 0.13
6 0 0 0
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Fig. 4.17 Comparaison des résultats pour différents pas de temps.
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Fig. 4.18 Comparaison des résultats numériques (maillage a 21 noeuds) et
analytiques aux différents instants de temps (méthode explicite).



Exemple 2

Résoudre le probleme de 1'exemple 1 en utilisant le schéma totalement implicite et
comparer les résultats numériques obtenus avec la méthode implicite avec ceux obtenus avec
la méthode explicite, pour un pas de temps de 8s.

Solution

On utilise le méme maillage de la figure 4.16. L’équation discrétisée, en utilisant le
schéma totalement implicite, pour un noeud intérieur du domaine de calcul (les noeuds 2, 3, et
4) est celle décrite par 1'équation (4.94) mais avec le terme source nul, ¢’est-a-dire :

GPTP = (i'wTw +HETE +GBT}9, (410])
oi o T R T a® = pc P
ap = W E =RCs b
P P p At
;ll"H’ hE
ﬂ'w = (?E =,
Ax Ax

Pour les noeuds situ€s sur la frontiere 1 et 5 un traitement spécial s'impose. Ainsi, pour /e
noeud 1 1"équation discrétisée est la suivante :



apTp = agTg +adT}, (4.102)

. 0 0 Ax A,

2 At Ax

Pour le noeud 5 1'équation discrétisée, en tenant compte que Tp = Tg = T, (connue),
est la suivante :

apTp = ayTy +apTp +agT,, (4.103)
. - 0 0 _ Ax o PLL, _ }“H'
ou ap = dy ‘|‘|‘.’1’E +G‘P (?P—pCﬁE GE_E Ay _E.

Méme si la méthode implicite permet d’utiliser un pas de temps quelqonque, par la suite nous
allons utiliser un pas de temps raisonable, Ar=2s. pour assurer une bonne précision des
résultats. On a donc :

A 10 Ax

= = 2500 pc, — Lobla
Ar  0.004 P At

=107 -Tzzﬂooo;




A 0.004
cp——— =107 .
2. Al %2

= 10000.

P

Apres la substitution des valeurs numériques dans les équations (4.101), (4.102) et (4.103) et
apres simplifications, on obtient :

Noeud 1 : 125Tp = 25Tp + 10072
Noeuds 2+4:  250Tp = 25Ty + 25T + 20072 (4.104)
Noeud 5 : 250Tp = 25Ty + 200TY + 25T,

En tenant compte que 7, =0 le systeme d’équations algébriques a résoudre est :

(125-25 0 0 0] [7y] [1007? ]
-25 250-25 0 O |T,| |2007)
0-25 250-25 0| |T5|=|200T7 (4.105)
0 0-25 250-25||T,| |20077
0 0 0-25250]|7s] |20079




On constate que 1'équation pour chaque point contient les températures inconnues des points
voisins. La méthode implicite nécessite la résolution simultanée du systeme d’équations
(4.105). Les valeurs de la température du pas de temps précédent sont utilisées seulement
pour le calcul du membre droit de 1I'équation matricielle (4.103).



Le tableau 4.7 et la figure 4.19 présentent les résultats numériques en comparaison avec la
solution analitique (pour un maillage de 6 noeuds). Le code source en Fortran est présenté a

I’Annexe G (THER1Di2)

Tableau 4.7
Temps [s] Noeud Numerique Analytique Ereur %
I 187.419 189.861 1.28
2 181.853 183.814 1.06
3 163.162 163.708 0.33
1=40s 4 126.868 125.712 -0.91
5 70.605 69.045 -2.25
6 0 0 0
I 153719 154.462 0.48
2 146.754 147.265 0.34
3 126.087 126.080 -0.005
1=80s 4 02,139 92.329 -0.44
5 49.241 48.850 -0.8
6 0 0 0
I 121.524 121.361 -0.13
2 115.656 115.460 -0.16
3 08.559 08.304 -0.25
t=120s 4 71.766 71.501 -0.37
5 371.791 37.624 -0.45
6 0 0 0




A la figure 4.20 on présente une comparaison, des résultats numériques a I'instant
r=40s, obtenus en utilisant les schémas explicite et implicite, avec la solution analytique
pour un pas de temps de Ar=8s. On constate que le schéma explicite, pour At =8s, donne
des oscillations, tandis que le schéma implicite donne des résultats en bon accord avec la
solution analytique. Ceci montre 1'avantage du schéma implicite qui permet d’utiliser un pas
de temps plus grand. Il faut signaler toutefois qu'une bonne précision sera obtenue en utilisant
tout de méme un pas de temps plus petit.
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Fig. 4.19 Comparaison des résultats numeriques (maillage de 21 noeuds) et
analytiques au différents instants de temps (méthode implicite).
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Fig. 4.20 Comparaison des solutions, en utilisant les méethodes explicite et implicite



4.3 Conduction thermique stationnaire en deux dimensions (2D)
4.3.1 Forme générale de I’équation discrétisée

La méthodologie utilisée pour la discrétisation de 1'équation dans le cas
unidimensionnel peut étre utilisée facilement dans le cas bidimensionnel (2D). Pour illustrer
cette technique on considere 1'équation de la conduction thermique 2D stationnaire :

Fi y i Y
— ;ﬁlﬁi[;ﬁﬁ

2 |+ 5=0. (4.106)
a.\' \. a.\- ) a_\' \ d_‘.-‘ /

Le type de maillage utilisé, dans ce cas, est représentée a la figure 4.21
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Fig. 4.21 Maillage 2D.



De plus, par rapport au maillage 1D, aux noeuds voisins, “East” ( E) et “West” (W ) du point
P on ajoute les voisins “North™ ( N ) et “South™ (S ).
L’intégration de I'équation (4.106), sur le volume de controle, donne :

/ i §
[ 9. L}L £ ]m— iy ji l}a a—T}a!x' dy + [ Sav = 0. (4.107)
w:a.x 0 Vca» =

% y

Silonnote A, = A, = Ay et A, = A, = Ax, on obtient :

/ ' 2 3 _
{leAg[aTJ —?LwAwLa_T} }+[}LHAH{C]T] —}LSAS{aTJ :|+SAV=0. (4.108)

ox ax dy ). dy ).

L’équation (4.108) représente le bilan entre la génération de 7 dans le volume de
controle et les flux aux faces du volume de controle. En utilisant la méme approximation que
dans le cas 1D, c’est-a-dire on suppose une variation linéaire du gradient de température entre
deux points voisins du maillage, on peut écrire les flux aux faces du volume de controle :

. aT
Le flux au face" w"= A A, —

Tg — Ty
ax W W

W a"WP

=A,A (4.109)




Le flux au face"e" = PLEAL,a—T = A A, te~Tp : (4.110)
ox|, O pp
Le flux au face"s"= lSASE = A A o s (4.111)
C}_‘.’ 6}"5})
Ty —T
Le flux au face" n"= l”AHa—T =A, A, X P (4.112)
dy|, OV py

En remplacant les relations des flux ci-dessus dans 1'équation (4.108), on obtient :

F e
- }“n'Aw £ i +}"nAn _}“s’d‘s
6.\_ PE 5.\_WP ‘S}’ PN 6}! SP

T T Tl I

ALA, 5 4+ SAV =0.(4.113)

Si I'on tient compte que AV =Ax-Ay et § = S. + SpTp et finalement en regroupant
les termes, 1'équation (4.113) peut s’ écrire ainsi :



Si I'on tient compte que AV =Ax-Ay et § = S. + SpTp et finalement en regroupant
les termes, 1'équation (4.113) peut s’ écrire ainsi :

1. }LEAE + PL.S'AS e P"J!AH

2 - S P A‘&}‘ NITP
X )

AH"

ox oy oy
WP PE Vsp Y pN 4.114)
'H"A

ALA, ALA AA, A, A
= \ITW +( ‘ ‘?}TE +{ == T +( L }TN + S AxAy
\ Sxyp ) Oxpg Ovsp \ O¥pN

L’équation (4.114) peut étre écrite donc sous la forme générale discrétisée pour un
noeud intérieur :

ALAL AA A A A A
Otl aw -_ W i ({E —_— £ GS — 5 ) (I‘N = n-"n
a\wp SX’PE 6}3 SP 6}' PN

ap = awy +ag +ag +a, — SpAxAy b = S_AxAy.



