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Exercice 1. Considérons £ = C([0,1],R) muni de la norme || u ||;= fol | u(t) | dt et
I’application

1
o:E— E, fHSO(f)Zf/O f(t)dt.

1. Montrer que ¢ est différentiable sur F, déterminer sa différentielle.
2. Calculer d"p(f) pour tout n > 2 et pour tout f € E.
3. Ecrire la formule de Taylor-Young pour ¢ au voisinage de f € E a 'ordre n € N*.
Exercice 2. Soit la fonction f : R? — R? définie par f(z,y) = (22 — 2y, y — x) et
I'ensemble D définie par D = {(z,y) € R*, x —y > 0} .
1. Montrer que f est C*°—difféomorphisme de D vers f(D).
2. Déterminer f(D) puis f5', Papplication inverse de restriction de f sur D, .
Exercice 3. Soit £ un espace de Banach et ¢ : L(E) — L(F) lapplication définie par
o(u) =uou.
1. Montrer que ¢ € C*(L(E)).
2. On désigne par Ig I'application identité de F.
Peut-on appliquer le théoréme d’inversion locale & ¢ au voisinage de I pour montrer que ¢
est C'—difféeomorphisme ?.
Exercice 4. Soit E, I’ deux espaces vectoriels normés, U un ouvert de E et f une appli-
cation différentiable de U vers F.
1. Montrer que si f est k—lipschitzienne sur U alors sup || df (z) ||< k.
2. Montrer que si sug | df (z) ||< k alors f est k—lipxsilUlitzienne sur tout convexe inclut dans
S
U.

Exercice 5. Montrer que le systéme

z = 1sin(z +y)

y =1+ 2arctan(z — y)

admet une unique solution en R?. (On prendra comme norme sur R? : || (z,y) |i=|z | + | v |).
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