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تعتبر المصفففففففففففياضية  وية وموفففففففففففاة اضتية تاض عاد يةوععاة  او  نتةل مةزا الأ ماز يمكن ال اويراض  تا واة    ل اوتعكن 
ايرتكة في تشففففف ا     mnمنهة بإيجة  تتوفففففضخ امفففففتفاا  المصفففففياضية د تالمصفففففياضية مكةوا مل  عضمة ال او عاة  او  ماز ة 

تلف المصففياضية مل ادازا في لفف لهة وض تيضوففل تشفف ا  المصففياضية مةزا     ال ا معااد تتخ  nال اوصففياضو ت mيحتضى ملى 
 يعثعً   تأحاةناً اويراع   A , B , Cاضم  اير ع  )أت استاتييرتيل( تتيعبر مل المصياضية بحيرو تاحا يمكن 
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ماز ا معاا تتسفففففففعى    kماز اوصفففففففياضو ت   iالم ضنة ولعصفففففففياضية  عنةوفففففففير المصفففففففياضية حا    aikتتسفففففففعى او عاة   
يإض المصفياضية   m=nتااا يمةنت     (mn)بمصفياضية اا  وتكة   nتأمعاا ماز ة   mالمصفياضية او  نتضى ملى وفياضو ماز ة  

 ت ضض اير عة تلا تض ا ولعصياضية  أى ااعة  برتية  ع س ادازا د

 Matrices Algebraالعمليات الجبرية للمصفوفات:    1

 Matrices addition and subtraction: جمع و طرح المصفوفات 1-1

  ل ا يراء معلاة  الجعل تاوطيرخ ولعصفففففياضية  او  سة نياس اويرتكة أن سة نياس اوعاز ال اوصفففففياضو تنياس اوعاز ال  
او  سة   Cاصفففياضيتةض ال نياس اويرتكة يإض  عضا  ةت  المصفففياضيت  تيعيرو ونى تيسفففةتى المصفففياضية   A , Bا معااد يإاا يمةنت  

 دA , Bيرتكة تيم  منصير ال منةوير ة تيسةتى  عضا اوعنصيرتيل المتنةظيرتيل في نياس او

 (: إذا كانت:1مثال )
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 المصفوفات والجبر الخطي 
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 , Aتيم  اصفياضيتةض سعة نياس اويرتكة اة لتةض ولمعل تاوطيرخ تتيعيرو ريرخ المصفياضيت   نياس اوطيرتي ة اا أض اويايرب    المصفياضيت  
B  ال نياس اويرتكة  ض المصففففياضيةD  ال نياس اويرتكة أتيضففففةلً تيم  منصففففير ال منةوففففير ة تيسففففةتى منصففففير المصففففياضيةA  اطيرتحةً انى

 ل يعثعً في المثةل اوسة ق: Bاوعنصير الم ة   في المصياضية  
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 تال اوتعيرتيف   ل اثكة  أض  عضا المصياضية  وى الخصةئص اوتةواة:

 ( ) ( ) CBACBACBA

ABBA

++=++=++

+=+

 
 Bتيم  منصفير ال منةوفير المصفياضية  B = mAيإض  Aال المصفياضية    m ي حةوف  عل ماز ال  Bتااا يمةنت المصفياضية 

 دAاضيرت ة في اوعنصير الم ة   في المصياضية   mتيسةتى  

 (:2مثال )









=








=








+









86

104

43

52
2

43

52

43

52
 

 تال  ذا المثةل تيتضح الآتي:

 هعة المتنةظيرا اتسةتتيةدااا تسةت  وتكتةهمة تت ضض عال منةوير يم  ان  A , Bتتسةتى المصياضيتةض    -1

منةوفففير ة مكةوا  Bح ا ي أت تخالي )ا ااو ااةمفففي أت ا ااو ( ت(  ض اصفففياضية   mفي ماز    Aحةوففف  وفففيرف اصفففياضية    -2
 د mفى  Aمل حةو  ويرف يم  منصير ال منةوير 

 ضرب المصفوفات: 1-2

 Aةض ماز ا معاا في المصففففففففياضية اواسففففففففيرى  يإنهعة ت ضناض اة لت  ولضففففففففيرف ااا يم A, Bااا يمةنت  نةك اصففففففففياضيتةض  
ملى  (2 x2) , (x 2 3)وتكتةهمة  A , Bد يعلى مففففكا  المثةلل المصففففياضيت   Bاسففففةتمً وعاز اوصففففياضو في المصففففياضية اواع  

 اوترتاب تتت ضض ال:
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 تعيرو يمةلآتي: (x 2 3) ض اصياضية وتكتهة    C = ABحةو  اوضيرف 
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تماز ال ا معاا تيسففةتى ماز أمعاا   Aأن أض المصففياضية اونة ة سة ماز ال اوصففياضو تيسففةتى ماز وففياضو المصففياضية ا تلأ 
(   kتاوععضز وا    I)أى اوضاال في اوصففففففف وا     Cikتوا ل  Cتتي ضض يم  منصففففففير ال منةوففففففير المصففففففياضية   Bالمصففففففياضية اوثةناة  

فى  Bال المصفياضية اواع    kفي منةوفير اوععضز وا    Aفي المصفياضية اواسفيرى  Iاسفةتمً معضا حضاوف  وفيرف منةوفير اوصفف وا   
 نظنهد

 ات ا حةو  ويرف المصياضيت :(: 3مثال )
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 ااا أخذنا:(: 4-مثال )
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 ال:  C = ABى حةو  اوضيرف تتيعط Bاة لة ولضيرف فى المصياضية   Aيإض المصياضية  
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 ال: D = BAتتيعطى حةو  اوضيرف  Aاة لة ولضيرف فى المصياضية  Bتال  هة أخيرى يإض المصياضية  
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أن أض اةنضض اوتكةزل لا تيصففففففلح ولعصففففففياضية  ح  وض يمةنت وتكة اصففففففياضية حةوفففففف  وففففففيرف    AB BAتال  ذا تيتضففففففح أض  
AB  ة اصياضية حةو  ويرف  تسةتى وتكBAد 

 تويرف المصياضية  وى الخصةئص اوتةواة:

 ( ) ( ) ACABCBA  1 +=+ 

 ( ) ( ) BCACCBA  2 +=+ 

 ( ) ( ) ( )CABBCA  3 = 

 AB  BA , ABC  BAC تمعضاةً   ل اثكة  أض:

   A = 0أت  B = 0يع تيع   ذا أض  AB = 0د تااا يمةنت    B = Cيهذا لا تيع  أض  AB = ACتااا يمةنت  

 Trace of a Matrixأثر المصفوفة:   -2

يإض أثير  ذه المصففففففياضية تيعيرو ونى  عضا اوعنةوففففففير او طيرتية في المصففففففياضية المير عةل    A(nxn)ااا ت ا  اصففففففياضية اير عة   
 يعثعً:
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 تيح ق ا ثير الخضاص الآتاة: 
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 لمصفوفات الخاصة:بعض ا  -3

 Row Matrixمصفوفة الصف:   3-1

 Rowالمصفياضية او  سة وفف تاحا تيطلق ملاهة اصفياضية اا  اوصفف اوضاحا تتسفعى في  عي ا حاةض المتمى اوصفياي  
Vector  تتييراع سذه المصياضية اويراع(A)  توتكتهة(1 x n) :يعثةل اوك 

( ) ( )563A
31
=


 

 Column Matrix: مصفوفة العمود  3-2

المصفففففففففياضية او  سة اوععضز اوضاحا تيطلق ملاهة اصفففففففففياضية اا  اوععضز اوضاحا تتسفففففففففعى في  عي ا حاةض المتمى اوععضزن   
Column Vector  تتييراع سذه المصياضية اويراع[A]    توتكتهة(m x 1) :يعثةل اوك 
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 xSquared Matriالمصفوفة المربعة:   3-3
 ت ى اصياضية ياهة ماز اوصياضو تيسةتى ماز ا معاا اث  المصياضية اوتةواة: 
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 Diagonal Matrixالمصفوفة القطرية:  3-4

 ي المصفياضية المير عة او  ياهة يم  اوعنةوفير تسفةتى وفياير اة ماا منةوفير او طير ا مفةمفي ت ض )المةو وملى منصفير ال اواسفةو   
 اث  المصياضية اوتةواة: (a11 , a22 , a33 , .......amn)ال اواع    الأ أميا  منصير
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تال اوضاوفح أض أن اصفياضيت  اير عت  ت كعض اوضفيرف في  عضفهعة ااا يمةنتة ال نياس اويرتكةد يمذوك يإض أن اصفياضيت  
 دAB =BAاطيرتيت  ت كعض اوضيرف في  عضهعة تتخضعةض و ةنضض اوتكةزل أن أض  

 Scalar and Unit Matrixالمصفوفة القياسية ومصفوفة الوحدة:   3-5

تااا   Scalar matrixالمصففياضية او طيرتية او  تي ضض  عضا منةوففير اطير ة اويرئاسففي اتسففةتتية تسففعى المصففياضية او اةمففاة 
 Unitضية اوضحاا  يمةنت منةوفففير او طير اويرئاسفففي في المصفففياضية او اةمفففاة تسفففةتى اوضاحا اوصففففاح تسفففعى  ذه المصفففياضية بمصفففيا

matrix  تتييراع سة اويراعIn    حا(n x n) :ًى وتكة المصياضيةل يعثع  
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  ي اصياضية اوضحاا  نياس اويرتكة يإض: I (m x m)اصياضية اير عة وتكتهة   Aت ض ى مة  ااا يمةنت  

k32
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 ماز وفاح اض ب ت  ل اثكة  اوك  سهضوةد  kحا  
يمعة  ي  اتض تيان  يايرض اة لاة وففففيرف المصففففياضيت    Aفي اصففففياضية اوضحاا تك ى المصففففياضية    Aكضففففيرف أن اصففففياضية  ي 

 حسب اةنضض ويرف المصياضية  اوسة قل يعثعً:
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 يمذوك ااا يمةنت:
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  Determinant of the Matrix محدد المصفوفة: 3-6

 عثعً ااا يمةنت:يAو   اصياضية اير عة محازا خةوة بهة تتييراع سة اويراع  
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 تتسعى المصياضية المير عة او  محازتهة تسةتى ويايراً المصياضية اوشةااد
 تيح ق محاز المصياضية الخضاص اوتةواة: 

 ضيتةض اير عتةض تاة لتةض ولضيرف يإض:اصيا A , Bااا يمةض  

1)  B.AAB =   

 2)  AA
T
= 

 3)  
A

1
A

1 =−
   

  ض ا لضف أت اع ضس المصياضية يمعة ماعيرو ياعة  عاد  A-1حا   

 4 )  A.ccA
n= 

 يمعة تيلي:  cفي الم ااو اوثة ت   A  ل منةوير المصياضية ض المصياضية اونة ة ال ويرف يم  منصير ا  cAا ااو ( تل  cحا  
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 The transposed matrixمدور المصفوفة أو المصفوفة البديلة:  3-7

يإض المصففياضية الجاتياا تسففعى ااتو المصففياضية أت المصففياضية  A(m x n)ااا امففتكاوت اوصففياضو ا معاا فى اصففياضية   
 ت ضض يمةلآتي: (x 2 3)ل يإاا يمةنت اصياضية وتكتهة    /Aأت  ATأت  A(n xm)ويراع اوكاتيلة تتييراع سة ا
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 يمةوتةلي:  TAتت ضض المصياضية اوكاتيلة سذه المصياضية تتييراع سة اويراع 
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 ديعثعً ااا يمةنت: (A) ي اصياضية اوصف  [A]تال اوضاوح أض المصياضية اوكاتيلة لمصياضية اوععضز  

    ( ) ( )AaaaA
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 أن أض:  [A] ي اصياضية اوععضز  (A)تيمذوك يإض المصياضية اوكاتيلة لمصياضية اوصف 

 
( )  

    ( ) ( ) 2

3

2

2

2

1TT

T

aaaA.AA.A

AA

++==

=
 

وذوك ت ك  يم  انهعة  (n x m) ى   TAيإض وتكة المصففففياضية   (m x n)اصففففياضية وتكتهة    Aتتيتضففففح  ض ى مة  أنى ااا يمةنت  
مل وتكة حةوففف    TA Aتتختلف وتكة حةوففف  اوضفففيرف   TA , A A TA  ل ايجةز حةوففف  وفففيرف   اوضفففيرف ال ا خيرى أى

 اصياضية اير عةد Aالا ااا يمةنت    A TAاوضيرف 

 ت  ل اثكة  أض المصياضية اوكاتيلة سة الخصةئص الآتاة:
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( ) ( ) ( ) ( )
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   ذا  ى ماز محاز ال المصياضية د يعلى مكا  المثةل ااا يمةنت:
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 المصفوفة المتماثلة وشبه المتماثلة: 3-8

آن أض المصففياضية ا وففلاة    Symmetricيإنهة تسففعى اتعةثلة   TA = Aاصففياضية اير عة تن ق اوشففير     Aااا يمةنت   
 تسةتى ااتو المصياضيةل يعثعً:

T
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 حظ أض اوعنةوير او  ت ل أملى او طير زائعةً تسةتى اوعنةوير او  ت ل أميا  او طير في المصياضية المتعةثلةداصياضية اتعةثلة تنع
ل )-(1أن أض المصفياضية تسفةتى المصفياضية اوكاتيلة  عا وفيربهة في   TA = Aلفكى اتعةثلة ااا يمةنت   Aتت ضض المصفياضية  

و ي   aiiالمصففففياضية لففففكى المتعةثلة تسففففةتى وففففيايرد يةوعنةوففففير او طيرتية تفى  ذه الحةوة   ل  سففففهضوة اثكة  أض اوعنةوففففير او طيرتية فى 
 تياعة تيلي اثةل لمصياضية لكى اتعةثلة:  aii = 0ت ذا لا تيتف ق الا ااا يمةنت    aii = -aiiن ق لير  أنهة لكى اتعةثلة يإض 

T
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 The Adjoint Matrixالمصفوفة المرتبطة:  3-9

 اير عة:اصياضية    Aااا يمةنت   
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يإاا   adj. Aتتييراع سة اويراع  A ي المصفففياضية اوكاتيلة لمصفففياضية اوعضاا  الميراي ة ولعصفففياضية   Aيإض المصفففياضية الميرتكطة ولعصفففياضية  
)أن ااعة ادازا الم ضنة بحذو يم  ال اوصفففففف تاوععضز اوذن يحتضى ملى اوعنصفففففير   arc ض اوعةا  الميرايق ولعنصفففففير  Arcيمةض  
arc   ال أخذ الإلفففففةوا المنةمفففففكة حسفففففب اةماا الإلفففففةوا  اوسفففففة ق لفففففيرحهة في اف ادازا ل أت  عكةوا أخيرى ادازا اوصفففففييرى

 ل تت ضض: A نياس وتكة   Bال أخذ الإلةوا المنةمكة( يإض اصياضية اوعضاا  الميراي ة   arcولعنصير 
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BACof

=























==
 























==

nnn2n1

2n2212

1n2111

T

A...AA

............

............

A...AA

A...AA

BA.adj 

 (: إذا كانت:5-3مثال )

















=

1251

531

321

A 

 ات ا اصياضية اوعضاا  الميراي ة ثم ات ا المصياضية اوكاتيلةد

 The inverse matrixمقلوب المصفوفة:  3-10

 تيت ضض ا لضف المصياضية ال الميرايق اوت لاان سة ال اوععاة 
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A

A adj
A

1 =−
 

   A. (Adj. A)ت  ل اثكة   ذه اوععاة  عا ايجةز حةو  ويرف 

أنهة اة لة ول لب ااا ت ا  اصفففياضية   Aا يمةض محاز ة لا تيسفففةتى وفففيايرالً تتي ةل لمصفففياضية اير عة تت ضض المصفففياضية اة لة ول لب اا
C  ن ق الخةوفاةAC=CA=I    حاI  ي اصفياضية اوضحاا او  سة نياس وتكة يم  ال A,C  تتسفعى المصفياضيةC   ا لضف
A  1تتييراع سة اويراع-A  ت ذه اوععاة اتعةثلةد أن أنى ااا يمةنتC   ا لضفA  يإضA   ا لضفC  أن أض 

 .A=I1-= A1-A. Aد 

( )















































=



nn2n1n

n22221

n11211

nn2n1n

n22221

n11211

AAA

AaA

AAA

aaa

aaa

aaa

A  Adj    A

















( )









=

=








=








=











=

−

−

−−

A

A  Adj
              A

A.I       
A

A  Adj
I

A.I
A

A  Adj
A.A

I    
A

A  Adj
A

0A

I.AA  Adj.A

1

1

11
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 ااا يمةنت:  A-1ات ا ااعة  (: 3-6مثال )

















=

1251

531

321

A 

 الحـــــل 

 حسب المثةل اوسة ق يإض:

 

















−

−

=
















==

=+−=

















−

−−

−

=

−−

−

−−

−

−

3
1

3
2

3
2

3
7

3
1

3
11

3
1

3
3

3
2

3
2

3
9

3
7

3
1

3
9

3
11

1

1

3

3

A

A adj
A

03237211A

132

297

1911

A adj

 

  Partitioning of Matricesتجزئة المصفوفات:    4

نل يإض اوتعةا  ال المصفففففففياضية تي ضض أيمثير ال اوكاتيهي أنى يملعة يمةض ماز اوصفففففففياضو تماز ا معاا في المصفففففففياضية وفففففففي 
تيسفيرالً يلذا يإننة نلم  الأ  عئة المصفياضية  ح  تيسفه  اوتعةا  اعهة مازمً مفضاء منا ا يراء معلاة اوضفيرف أت ايجةز المع ضس أت 

 أتية معلاة   برتية أخيرى ملى المصياضية د
 يعثعً المصياضية اوتةواة: 





















=

4544434241

3534333231

2524232221

1514131211

aaaaa

aaaaa

aaaaa

aaaaa

A 

 ى اونفض اوتةلي:  ل  عئتهة مل









=

2221

1211

AA

AA
A 

 أتيضةً   ل يمتة تهة فى اوصضوا:
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( )1               
AAA

AAA
   

aaaaa

aaaaa

aaaaa

aaaaa

A

232221

131211

4544434241

3534333231

2524232221

1514131211









=





















=

 

 في ل   اصياضية  عئة يمةوتةلي: (m x n)تفى اوصضوا اوعةاة   ل يمتة ة المصياضية او  أ عةز ة  

















=

mn2m1m

n11211

AAA

AAA

A







 

اوضاوففففح أض عال المصففففياضية  الجعئاة اوضااعة فى نياس اوصففففف   ال ا معاا تال cjال اوصففففياضول    riسة  Aijتالمصففففياضية الجعئاة  
 تي ضض سة نياس اوعاز ال اوصياضول تالمث  المصياضية  الجعئاة اوضااعة في نياس اوععضز تي ضض سة نياس ماز ا معااد

لاة ملى اوععلاة  الجبرتية ملى المصففياضية  الم سففعة الأ اصففياضية   عئاة )اضاوب( اشففةبهة الأ حا يمكن اوععلاة  ا وفف 
 المصياضية د

اصفففففففففياضيتةض سعة نياس ماز ا معاا تماز اوصفففففففففياضو يمذوك المصفففففففففياضية   A , Bيكةونسفففففففففكة وععلاة الجعل: ااا يمةض   
ا سففففففففففعت   نياس او ايااة يإنى   ل ا يراء معلاة الجعل يمةلمعتةز    A,Bالمنةظيرا سة نياس ماز اوصففففففففففياضو تماز ا معاا أن أض 

 ال المصياضية  الجعئاة المتنةظيرال أى أض: تاوك بجعل اوعنةوير المتنةظيرا في يم 










+++

+++
=+

mnmn2m2m1m1m

n1n112121111

BA..........BABA

BA..........BABA
BA 

تتكةزل اوصففياضو  Aيإننة يجب أض نأخذ في الامتكةو تكةزل اوصففياضو تا معاا في المصففياضية   (transpose)تفى معلاة اوتاتتيير 
 :(1)تا معاا في المصياضية  الجعئاة أتيضةلً يعثعً في المعةزوة  









==

232221

131211

AAA

AAA
A 

 تي ضض ا لضف المصياضية يمةوتةلي:ت 

















=
T

23

T

13

T

22

T

12

T

21

T

11

T

AA

AA

AA

A 
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اونسفففكة لمصفففياضيت  يإننة يجب أض نأخذ في الامتكةو اة لاة اوضفففيرف ولعصفففياضية    Multiplicationأاة اونسفففكة وععلاة اوضفففيرف 
A   في المصفياضيةB   أن أض أمعاا(A   تيسفةتى ماز وفياضوB   تيمذوك اة لاة أت انسفمة  معلاة  اوضفيرف ولعصفياضية )  امعئة

يامب أض تي ضض ماز  c1 , c2 ,......, cn ي ملى اوترتاب    Aأتيضفففففففففففففةلً أن أنى ااا يمةض أمعاا المصفففففففففففففياضية  الجعئاة في 
 أتيضةلً يعثعً:  c1 , c2 ,......, cn ض  Bوياضو المصياضية  الجعئاة المنةظيرا فى 

( ) ( ) 







=








=



21

11

np

2221

1211

pm
B

B
B     ,     

AA

AA
A 

في  ذه الحةوة يجض     B21تيسفففففففةتى ماز وفففففففياضو    A12ل ماز أمعاا  B11تيسفففففففةتى ماز وفففففففياضو  A11يإض ماز أمعاا  
 ا يراء معلاة اوضيرف ت تي ضض اونةتج في اوصضوا:

( ) 








+

+
=



21221121

21121111

nm
B.AB.A

B.AB.A
AB 

 ااا يمةض:(: 7مثال )









=



















−

−
=

2221

1211

AA

AA

3010

0402

1320

0101

A 









=



















−−−

−

−

=
2221

1211

BB

BB

101213

010031

221110

111002

B 

 يا ضض حةو  اوضيرف  ض:









=










++

++
=

2221

1211

2222122121221121

2212121112121111

CC

CC
     

B.AB.AB.AB.A

BAB.AB.AB.A
AB

 

 

 دCاوضيرف ت ض المصياضية   تينتج حةو   C 21, C 12, C 11C ,22تبحسةف يم  ال 
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 :11C  نحسب أتلا









=










−
+








=+=

0126

033
                                      

2106

031

220

002
B.AB.AC

2112111111

 

 ت نياس او ايااة   ل حسةف ااي المصياضية  الجعئاةل تتي ضض اونةتج فى اوصضوا:



















−−−

−−−

−

−

=

122729

2220120

5730126

121033

C 

 ات ا حةو  اوضيرف اوتةلي:(: 8مثال )









=
















=





































2221

1211

2221

1211

2221

1211

CC

CC

BB

BB
.

AA

AA

85-00

3-200

0052-

002-1

   

2500

3800

0012

0025

  

 

 

44
I

1000

0100

0010

0001

I

85

32

25

38

0

0

0

0

0

0

0

0

52

21

12

25

=



















==




























−

−


















−

−









=
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 و ضاوب في المثةل الآتي انةمكة ولضيرف ال ثم: يايرض أض ا(: 9مثال )

( ) ( ) ( ) ( )

( )

( ) ( )

( ) ( )
















=

















++=


























+

+
=

























=








=

nn1n

n111

n1

n

1

nn11

n

1

n1

BABA

BABA

BB 

A

A

   v

BABA

B

B

 A...A  vi

DMCL

BMAL

M

L
 

DC

BA
 iii

QB

PB
B

Q

P
  ii                           AQ . APQ PA   i










 

 (: ات ا اع ضس المصياضية:10مثال )

 اصياضية  اير عة اة لة ولع سد   M , Nحا   

 الحـــل 
 

 :على الصورة  A-1نفرض أن 

 

 









=

M0

LN
A









=

==+

==

==

==









=







 ++
=









=

−

−−

−

−−

−

−

1

11-1

1

11-1

1-

1-

1

1

M0

LM.N-N
A

LM.-NP                           0LMNP

NR                                        1NR

oK                                      0MK

MH                                      1MH

10

01

MHMK

LHNPLKNR
A.A

HK

PR
A
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 شروط وجود مقلوب المصفوفة:  .1

 اير عةد   Aي ط ااا يمةنت المصياضية    A−1  ل الحصضل ملى ا لضف المصياضية  ➢

|A|نظةااة )أن محاز ة لا تيسةتن اوصياير    Aسة ت ضز ي ط في حةوة اة ااا يمةنت المصياضية الاولاة    A−1المصياضية   ➢ ≠

 (د0

 خصائص مقلوب المصفوفة:  .2

A A−1ن ق اوععاة:   A−1المصياضية  ➢ = A−1A = Iد 

1تيسةتن ا لضف محاز المصياضية الاولاة أن:   Aمحاز ا لضف المصياضية  ➢

|A|
 |A−1|  د=

Aا لضف الم لضف  ض المصياضية الاولاة:  ➢ = (A−1)−1د 

1−(′A)ا لضف ان ضل المصياضية تيسةتن الأ ان ضل ا لضبهة:  ➢ = (A−1)′د 

 أتيضة اصياضية اتنةظيراد   A−1اتنةظيرا يةض ا لضبهة   Aااا يمةنت المصياضية  ➢

➢ (A B C)−1 = C−1B−1A−1د 

  حساب معكوس المصفوفة عن طريق خوارزمية الحذف الجاوسية: .3

nيمضض المصياضية الميريمكة : 1خطوة × 2n  M = (A: I) ل أن ت ضضA   اونصف ا تيسير وفM   تI    نصياهة ا  لد 

واست   Aل تضاف )  Mال   Aويااة الأ ل   زو يد ااا نتج مل  ذه اوععلاة وف ويايرن في اونصف     Mاختعال   :2خطوة

 ل عً اثلثةتاةدً   Aم ضمة(د في الحةوة ا خيرى يأخذ اونصف 

:I)ويااة الأ اوش   اوصياي او ةنضني )   Mاختعل :  3خطوة B) حا  حلت )I    محA  في اونصف الاتيسير ولعصياضيةد 

A−1ول    :4خطوة = Bد 

إعداد: د. لطفي مخزومي من    

 معكوس )مقلوب( مصفوفة 
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 نبذة تاريخية:  .1

في ترناب "الجدول   F.Quesnay فرانساا ا نا،ا المخرجات، أو التشااا ا الااا،اإلى، او ةاول     ترجع فكرة جداول المدخلات
أما انتشااار هذا الجداول ترجع او الاقتاااا    . ، حاث اإتبر هذا الجدول من أهم انجازات مدرساا  الزاقوقرا 1758" إام الاقتاااا  

إ،د نشاااااااااار ال "  الرااد " هاك  الاقتاااااااااااا  اسمر كلى    Wassily Leontief واسااااااااااا لى لا نتا الروساااااااااالى الم لد واسمر كلى الج،سااااااااااا   
، من خلال اساتخدام     اسساالاب الريةاا ، لبناب جدول  فرانسا ا نا،ا ، حاث قام  تط  ر فكرة 1941" إام  1919-1939

  إلاقات تشااا كا ، من يحت  ه وما اسمر كلى، الاقتاااا  وصاا  (  غرض1939  –  1919مخرجات للاقتاااا  اسمر كلى   -مدخلات  
 ال   م في ن    جااقة ونال لا نتا  الخارجلى، وال الم اسم الاقتااااااااااااا   ين ال لاقات هذا وامتدا  الداخ ، في مخت   المت ام ين  ين

 .ال "  هذا إ ى 1973 إام في الاقتاا   
 ت ا نظام في وذلا ،  ال " ا واستخداماتها وتطباقاتها والمخرجات المدخلات جداول بإ ماج المتحدة اسمم هائ  أوصت ن"ا

 احتااجات لت با  وذلا ،1993 ل ام الق ما  ل حسابات المستحدث نظامها ونذلا في 1968 إام في الق ما  ل حسابات الهائ 
 ن"ا الباانات، ت ا  ين فا"ا الاتساقلاختبار  اطار هلى ن"ا اسساسا ،  الباانات لتج"اع  اطار الجداول ت ا  باإتبار احاااا  مخت ز ،

 في الض   أوجه إن  والكش  … الق ما  الحسابات  في  ال ار ة الاقتاا    من الباانات نثير لحساب أ ضًا م،اسبًا ةاسباًا اطاراً ت تبر
 تح ا ا  أ اة… والخدمات الس ع  جداول م از ن إ ى والمست،دة الجداول ت ا باإتبار  المتغيرات حجم تقد ر في أو الحسابات أ  من

 والاستث"ار ت المك"   وال ار  م،ه والاا رات إ اه والط ب واحتااجاته الإنتاج من لك  وال،سب والم دلات وهاك ه  الحجم حاث من ق   
 تط  را للأسس في اسساسا  لمساهمته ،الآخر ه  ن    بجااقة ست ن  ر تشار الاقتاا     ن فئ ولقد   .ل تشغا  اللازم  والطاق  ل ت سع 

 بالتزاا  ت كس التي الاقتاا  ، التشا ا ماز ف   أو والمخرجات المدخلات جداول باستخدام الاقتاا  ، ل تح ا  التطباقا 
 .الخارجلىال الم   مع  التزاا ا  إلاقاته   كس ن"ا واحد، تزاا لى نم ذج  في وذلا ما، في اقتاا   والت ز  ا الإنتاجا  الخاااص

 اساسيات المدخلات والمخرجات:  .2
الإنتاج قطاإات  البا ط  ين  ت خص  التي  الز،ا   الم املات  من  ماز ف   ه   والمخرجات  المدخلات  تح ا   ولإنتاج   .ج هر 

 المخرجاتالزرق  ين    التي تمث للاقتاا ، و   صافي المخرجات  الخلاص  هلىو   .من باقلى القطاإات مدخلات  تاج او  يح  ن  قطاعالمخرجات،  
المستخدم  ما  س"ى   .والمدخلات  استخدام  ال ساط ،  تم  المدخلات  متط بات  الاإتبار  اسخذ   ين  مع  ن،تج،  ان  يجب  ولم رف  نم 

لم،طق    رص  ةمن الباانات الاقتاا    الم    "دخلات والمخرجات لا نتا ل،" ذج اسساسلى  ال تم  ،اء  و لا نتا ".     ماز ف    ا"م ك س

 في تحليل المدخلات والمخرجات    01مطبوعة دروس رقم  
 



ةد ة   مجغرافا   ولا  ،  والمخرجات  تدفقات .   الخ(  ...قاط  ، ول ،  المدخلات  تح ا   في  المستخدم   اسساسا   الم   مات  وتت  ق 
 هذا الم   مات اسساسا   .ك ، التي ت تبر مسته بما فاها القطاع نزسه  لباقلى القطاإات تبر م،تجا،  قطاع ص،اإلى، الذ    الم،تجات من ن   

الا،اإاتيحت  ها   الم املات  ين  ت ز ع    .جدول  الاقتاا    مخرجات وتا  صز ف هذا الجدول  تا  ،  ا،"ا  الم،تج في جماع أنحاء 
 .مخرجاتهاالمدخلات المط     من قب  ص،اإ  م ا،  لإنتاج   رناب اسإ"دة ت

 جدول معاملات المدخلات والمخرجات
 الطلب النهائي  المنتجون كمستهلكي  

القراإ  
الت د ن  
الب،اء  
الا،اإ   

التجارة  
ال،ق  
الخدمات 

ص،اإات أخرى 
نزقات  

الاستهلاك 
 الشخالى 

اجمالي  
الاستث"ار 
 الخاص المح لى 

مشبيت الحك م  
من الس ع 
 والخدمات 

صافي الاا رات 
من الس ع 
 والخدمات 

المنتجون 
 

             القراإ  
             الت د ن 
             الب،اء 

             الا،اإ  
             التجارة 
             ال،ق 

             الخدمات
ص،اإات 

 أخرى
            

يالق
يمة المضافة 

 ت     الم ظزين  الم ظز ن  

 ال،اتج المح لى الإجمالي 
أصحاب  
الاإ"ال  
 وراس المال 

 ومخااات استهلاك رأس المالمداخا  الارباح 

 الضرااب التجار   غير المباشرة  الحك م  
إ ى سبا  المثال  تم  اع ،  المبا ات من قب  ن  قطاع او اسس اق ال،هااا  لإنتاجها  تمث مس"ى الط ب ال،هاالى،  تحت    اسإ"دة الإةافا 

أما  .( الط ب ال،هاالى المقا"ين  ين الا،اإات( وأ ضا ل "سته كين  التبا ل قطاإات اسخرى ن"ساهم  في الإنتاج  لالكهرباء ل شرنات 
ستهلاك رأس الاز ف الإةافا  التي تح"  اسم القا"  المضاف  فتش"  المدخلات اسخرى  غير الا،اإا ( او الإنتاج، مث  ال "ال ، وا

  . غير المباشرة  التجار   ضرااب  الالمال، و 

اجمالي الط ب   او  if ا  و ،  i  قطاعل الإنتاج(     الإجمالا  خرجات او الم  ix ا    واذا ما أشرنا ع،  قطا  nاو  ،زبض أن الاقتاا  يمكن تا،ازهل
نكتب م ا ل   ساط  تمث  الطر ق  التي   زع بها القطاع م،تجه من خلال المبا ات او قطاإات أخرى   فإن،ا،  i   ال،هاالى إ ى م،تج القطاع 

 :واو الط ب ال،هاالى



 
القطاع بما في ذلا     jاو جماع القطاإات i القطاع  من  ال ساط (لم روف أ ضا باسم المبا ات   ا   ين الا،اإات  المبا ات   ij z وتمث 
وستك ن ه،اك م ا ل  من هذا القبا  تحد  مبا ات ن  قطاع من  ،ت ز ع القطاع اسول   السا ق  وتمث  الم ا ل    (.j = i   ، إ،دما نزسه

 :القطاإات

 

 :حاث   بما  ساو ها   و ت     

 
 حسابات المدخلات والمخرجات:  .3

 لاكن لد ،ا الباانات التالا  المت  ق  باقتاا   قطاإين   : 1مثال رقم
 

 (: جدول المدخلات والمخرجات لاقتصاد معي 01الجدول رقم )
 اجمالي المخرجات  الطلب النهائي  الى القطاعات 

1 2 

 1000 350 500 150 1 من القطاعات 

2 200 100 1700 2000 

 3150 1100 1400 650 مدفوعات القطاع 

 6150 3150 2000 1000 إجمالي النفقات 



 املات المدخلات والمخرجات، إن طر ق قس"  ن  تدفق في إ"   م ين من القطاإات الم،تج  في م جدول يمك،،ا الحا ل إ ى و 
 : مج" ع ص ( ذلا القطاع  المخرجاتإ ى اجمالي    السا ق الجدول  

a11 = 150/1000 = 0.15;      a21 = 200/1000 = 0.2; 

a12 = 500/2000 = 0.25;     a22 = 100/2000 = 0.05. 

 

حاث:                   و                  

  ، ل،زبض في هذا المثال أن القراإ  تمث  القطاع اسول والا،اإ  تمث  القطاع الثاني.(02م ةح  في الجدول    Aالماز ف   

 (A(: المعاملات التقنية )المصفوفة  02الجدول رقم )
 الى القطاعات 

 الصناعة  الزراعة 

 0.25 0.15 الزراعة  القطاعات من 

 0.05 0.2 الصناعة 

س،تات من   5س،تا و    25ومن أج  انتاج س ع ما،    قا"   ولار واحد، إ ى سبا  المثال، ه،اك حاج  او م،تجات زراإا   قا"   
وهذا لاست س ى المدخلات المط     من القطاإات الم،تج  اسخرى؛ ستك ن ه،اك مدخلات ذات   .الما، إات ن"ك نات وساط  

 . ، مث  ال "ال ا ضاطا ع "غير م،تج"  

 ولار في ال ام المقب ، وأن الماانع   600ساق ا  او     القراإا  المخرجات ويمك،،ا الآن طرح السؤال التالي: اذا نان الط ب ال،هاالى إ ى  
او  -إ ى سبا  المثال،  سبب التغيرات في الإنزاق الحك ملى، وأذواق المسته كين، وما او ذلا   -  ولار   1500  س ف ت،خز  او 

 من القطاإين ةروري لت با  هذا الط ب الجد د؟  لمخرجاتاجمالي ا ساك ن أ  مدى  

و                     

لا  و 600إن  لا  ق      ؟ التي ت بي الط بات،    ما هلى إ،اصر و    من أج 
 . 1500 ق  إن  

 



 وإ اه       وم،ه    لد ،ا

 هلى م ك س لا نتا  او ماز ف  المتط بات الك ا . أ ن: 

 حاث: 

 في مثال،ا هذا: 

 و     وحاث أن   

   فإنه يمكن حساب    0.7575≠ 0وبمأن   

     وإ اه: 

ن"ا     الإجمالا  المط     ال،اجم  إن  المخرجاتتغير،  تم ال ث ر إ ى  ت، لا  (Aن"ا ه  م ةح في  إ ى افباض أن التك، ل جاا
   لى:  

  
، ف"ن السه   راس  التغايرات في جماع ال ،اصر في جدول التدفقات  ين الا،اإات  ن"ا ه  م ةح في   لا    وبهذا ال،تاج  بال،سب 

 : ( ال،اجم إن01 الجدول

 ،  فإن،ا نتحا  إ ى   وم،ه:    بمأن: 

 



 
 فتك ن ال،تااج في الجدول الم الي: 

 مع   (: جدول المدخلات والمخرجات لاقتصاد معي 03الجدول رقم )
الطلب النهائي  القطاعاتالى   

 
اجمالي المخرجات 

 1 2 

 1247.52 600 460.40 187.13 1 من القطاعات 

2 249.50 92.08 1500 1841.58 

 3320 1100 1289.11 810.89 مدفوعات القطاع 

 6289.10 3200 1841.58 1247.52     إجمالي النفقات

 

 

 من إعداد: د. لطفي مخزومي 
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 : النماذج المغلقة والنماذج المفتوحة .1

  ياتمذ  لا  جوو  طاذلخ رذل،وم  نل ذذذذذذذذذذذذذذو  ل  ال اذللذل   إن النموذج الذي  عاذلنانذل ناذ  لآن ا ن   
في  فع   ن( تح ذذذذذذذخ لا   رخو )المسذذذذذذذتهاكالأسذذذذذذذر  لآيث   .لامخرول  النهلئم الهلماب المتراباة عكنولوويل  لآيث ينشذذذذذذذ  الا الإنتلوية

جلا  جو  الخ ذذذذذذذذذذذذوير  ف ن التليم في كمية الامللة   . راهل بارق وي ة رلا  الامخ لامايل  الإنتلج  جكمسذذذذذذذذذذذذتهاك  ف  ل عنل   ن
سذيد   إ  عليم )ننل زيا ة( في المبلل  ال  -أ  زيا ة الم رلا  الامللية بسذبب زيا ة الإنتلج -اللازنة للإنتلج في طالخ جالآ  أج أكثر 
ف ن نبا  نشذذتريا ل يرعب   لا  الرغم ن  أن الأسذذر ليخ إ  اذذراس السذذاع للاسذذتهلا  "النهلئم"   ج   .عنل هل الأسذذر كمومولة للاسذذتهلا 

نل ل  الاسذذذتهلا  عشذذذكخ أك  لن ذذذر جالآ  ن  لنل ذذذر الااب   أن مل  ك  .ب راهل الي  ياتم  لا  مخرول  كخ طالخ ن  ال اللل 
 .  النهلئم

بشذكخ نسذت خ   ل  ن رلا  الامخ ججضذا   ارخ اد ج  ج ذ   ن  لمو  الااب النهلئم   جنكيا يمكننل تحريك طالخ الأسذر
جيمك  أن عكون نمذلذج المذ رلا  جالمخروذل  .  جيارف ذلذك غغلاق النموذج فيمذل يتاا  سلأسذذذذذذذذذذذذذذر. ن  ال اذللذل  الذياعيذة  يجااذ  جالآذ  

المثل  المبيال  جالمشذتريا  اككونية(  جنع ذلك  ف ن الإغلاق فيمل  "نلا ة" فيمل يتاا  سل اللل  الخل،وية الأررى أيضذل )لا  سذبيخ  
  .يتاا  سلأسر المايشية أكثر ايولل

 الأسر قطاع  جدول المدخلات والمخرجات للتدفقات مع  (:  04الجدول رقم )

 

 في تحليل المدخلات والمخرجات    02مطبوعة دروس رقم  
 



ال     ستملأ لماهم ر نل   ن لبخ    طالخ nطرف   الأسر ن    ال  عتا لنلثخ الأوو، جالرجاعب  جال  لع ف ل  ال جلا، لامستهاك    

  طالخ  n لذطيم المشتريا  المنزلية ن  الساع   ثخ جال  ل  لمستهاك   ع ف ل  ال جلا، ن  ا.    (:n+1،طم )

     (n + 1) ج الامو  (n + 1) جأرما  ف ن الان ر المووو  في    . (:  n+1الامو  ،طم )  ستملأ
 .الامخلثخ نشتريا  الأسر ن  ر نل   

 :نا لة سلشكخ التللي ال لة ال  يوزخ بهل ال الخ ننتو  ن  رلا  المبيال  إ  طاللل  أررى جإ  الااب النهلئمجلاي  ع بح الم

 

  .   جال  نج نل في عاك ال  تح ذذذذذذذذذذذذخ لايهل الأسذذذذذذذذذذذذرسسذذذذذذذذذذذذتثنلس   -  iل الخ يمثخ الااب النهلئم المتب م لمخرول  ا لآيث 
  الي  يارف بأن  ال يمة الإجمللية لبيع ر نل  الي  الالناة لمختا   المخرول " ل الخ الأسذذذذذذذذذذرنال لة و ي ة لمجموخ "سذذذذذذذذذذتكون ننل  

 جسلتللي: .مجموخ الإيرا ا  -ال اللل   

 
إن طيمة :  بنلس الاري ة نثخ أ  لن ر آرر في و ج  نالنلا  الم رلا  جالمخرول   للأسرلا  نالنلا  الم رلا     نتح خ

  عاام )لنلس اللترة(   j ال الخ  مخرول    ن سونة لا  طيمة إجمللي  ن  الامللة )للترة ناينة(   j نشتريا  ال الخ

نشتريا  بانل ر لمو   جفيمل يتاا     .  المخرول :)الامللة( المستخ نة لكخ  جلا، ن     الأسر نل   طيمة ر
)الم لس سل رخ   المخرول   لا  إجمللي  لأسر )للترة ناينة(  ل i ال الخنبيال   )الاستهلا (  ع سم طيمة    الأسر

  جلاي  ع بح المال لة:  .     نم  للأسر  "نالنلا  الاستهلا " سلتلليج .  ( ل الخ الأسر  المكتسب

 
 ع بح:   جميع ال اللل   بمخرول    الأسر  مخرول جالمال لة المضلفة ال  عرب  

 
 جغلل ة كتلبة المال لت  السلب ت : 

 
 



   بذ ل   سوف نرنز  ،  ، لشالخ ال لم لمالنلا  ن رلا  الامخ ا

   بذسوف نرنز ل      الشالخ الامو   لمالنلا  استهلا  الأسر 

سستخ ام الت سيم ج   ن لوفة المالنلا  الت نية غ ،اج الأسر.    لذ جسوف نرنز بذ.    لآيث:
 :   ال  يمة ل  ال الخ اد ي   A لل خ ن لوفة

  
 

 لن ر لاشالخ الامو   لامخرول  الاجمللية:  لذ    جسوف نرنز بذ

 
لن ر لشالخ لذ        جالأ اية  nلمخرول  ال اللل    لن ر لشالخ الااب النهلئم المتب م  nلذ    كيلك نرنز بذ 

    . بمل في ذلك عاك المتاا ة غنتلج الأسرالااب النهلئم   
 
 
 
 

 كمل يام:    الياعية  نع الأسر نال لة   جيكون النظلم اد ي  لذ 

 
     أج:  

 
 

 جنن   عكون ل ينل مجمولة ن  نال لا : 

 
 ججالآ ة نضلفة للأسر: 

 
 

 

 

 



   اكخ الولآي  الي  نستايع اك و  لاي  سستخ ام ناكوس الم لوفة:    ن لوفة المالنلا   كلن   إذا
 
 
 

         أج:
الااب النهلئم  جن رلا  لمخ الأسر وزس (. سلتبل، استهلا  الأسر وزس ن   01لنلترض مج  ا الماايل  الماالة في اد ج  ،طم )

 طالخ الم فولل   نوضحة في اد ج  الموالي:   ن 

 الأسر الذاتية ، مع  تدفقات (:  05الجدول رقم )
 ال                    

 من  
قطاع  
 الزراعة 

قطاع  
 طلب نهائي آخر  استهلاك الأسر الصناعة 

 اجمالي المخرجات 

 
 1000 300 50 500 150 قطاع الزراعة 

 2000 1300 400 100 200 قطاع الصناعة 

 1000 150 50 500 300 خدمات العمل  

 1675 250 300 800 325 محلية أخرى مدفوعات  

 475 150 200 100 25 الواردات 

 6150 2150 3150 2000 1000 إجمالي النفقات 

 أ خن   ج  جلا، لخ نل  الامخ     300   (01)اد ج  ،طم    الم فولل  ن  طاللل     1ن  ال الخ   جلا،ا تم اراؤنل    650ن  أ خ    
 جلا، الي  يمثخ نشتريا  طاللل  الااب   1100جن  أ خ    .الامللةلم رلا   $    500   2ن  طبخ ال الخ    تم اراؤنل  جلا،  1400

المشتريا  اككونية ن  الامللة ج    (نثلا  ن لبخ ر نل  الامخ )المسلل ة المنزلية جلا،ا    50النهلئم ن  طاللل  الم فولل    فات الأسر  
  . لاحكونة )الضرائب(  الأسرن فولل    جلا،   300جسيمثخ نبا    . جلا،ا  150

 .(  نم المخرول  الاجمللية ل الخ الأسر  )ننل 

 ؛   ج  نم: نالنلا  ن رلا  الأسر  

  .   

 

 

 

 

 



 

    نم نالنلا  استهلا  الأسر    جلا  نحو  لثخ  

 .. جنكيا:        جسلتللي    ج  

 

          ج             

جسلإال،ة ا ن    .1500إ     1700ن     ج  600إ    350ن     ينت خ    أن   لآيث    الااب النهلئم  لنلترض عليما في االخ 
جلثخ   .كلن يتركز في طالخ الااب النهلئم ا رر  بأكما     لمجر  التوضيح  لنلترض أن نيا التلم في الااب النهلئم05،طم  إ  اد ج   

 1300 جلا، ج    300 جلا، زيا ا  في كاتل اكللت   ن  المستوى اكللي البلل     1500 جلا، ج    600اد ي ة البلللة   الاابل نيه  
 .الأسر جلا، دميع فئل  الااب النهلئم للم  

 لإيجل  أثر نيه سلتزان  نع                               3×3الم ل،نة ال ريحة ا ن نم سستخ ام ناكوس ليونتي   

لا  ال الل  الأ اي  سلإضلفة إ  الت ثم الإضلفي النلوم ل  إغلاق   2ج    1النهلئية لمخرول  ال الل     الاابل  التليما  في    
  .لأسرلنسبة لالنموذج س

                    ل ينل: 

 

الإضلفية ضرج،ية لتابية   المخرول  أن    -لا  التوالي    - جلا،    2338.51 جلا، ج    1456.94  - جعاكس ال يم اد ي ة )الأك (  
الزيا ة المتوطاة في الإنللق الاستهلاكم  لا  النحو المب  في لمو  نالنلا  الاستهلا  الأسر   المتوطع بسبب الزيا ة في  رخ الأسر 

  جسستخ ام نالنلا  ن رلا  الامخ  .جن  ثم زيا ة ن فولل  الأوو،  2ج    1ن  ال الل   المخرول نتيوة لزيا ة  

 

 

 

 



 رل،وم(الأسر    طالخ  كون الإجمللية الأ اية )لن نل ي  لامخرول  الضرج،ية  الأسر  لا     ن ر 

       سوف عكون:   

  في الي  كلن سلب ل في الخل،ج  سلنسبة لا اللل  الثلاثة جمياهل  جذلك بسبب إ رل  طالخ الأسر المخرول جكمل نو نتوطع  عز ا  
الت ثم الإضلفي لمزي  ن  الإنللق لا  الاستهلا  الأسر    يكونأ  أن  لن نل    - جيد   المثل  إ  عوضيح النتيوة المتوطاة    .النموذج

أك   ل نو لاي  لن نل يتم   (2ج    1ننل ال الللن  )بسبب زيا ة  رخ الأوو، في النموذج  ف ن مخرول  ال اللل  الأ اية في النموذج  
 .الاستهلاكمتجلنخ الإنللق  

 

 

 

 

 من إعداد: د. لطفي مخزومي 
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 نموذج السعر 

 تقديم:  .1
، Aوبصفة خاصة، افترض أن معاملات المدخلات المباشرة،  لوحدات المادية،  باليونتيف نموذج المدخلات والمخرجات    في الأصل وضع 

ثم حولت هذه البيانات إلى جدول معاملات )سنة   ،لمخرجاتل  الماديةللمدخلات مقسوما على الكميات    الماديةتستند إلى الكميات  

فة عامة في وحدات نقدية وتجرى دراسات المدخلات والمخرجات بص   الأساس( من حيث القيمة باستخدام أسعار وحدة )سنة الأساس(.

   .)قيمة(

 : المعاملات المادية مقابل النقدية .2
)الزراعة( والأطنان  1للقطاع   (bushels)  بوشاااااالالالوحدة المادية للمخرجات هي   قياسلنفترض أن  بالعودة للمثال الساااااااب ، و 

للمبالغ المادية    di، حيث نسااااتخدم ا ن 06رقم  )التصاااانيع( وأن المعاملات المقاسااااة في هذه الوحدات المادية مبينة في ا دول  2للقطاع 

 .للمبالغ المادية من إجمالي الناتج   qiالمسلمة إلى الطلب النهائي و

 بالوحدات المادية (: المعاملات 06الجدول رقم )

 
. يمكن تحويلهاا إلى وحدات نقادية 06رقم ين، فإن المعلومات الواردة في ا دول  ج  إذا كناا نعر  أسااااااااااااااعاار الوحدة الواحدة للمنت  

دولار، ثم جدول المعاملات النقدية هو بالضاب  كما  5.00دولار وساعر الطن هو   2.00بوشال هو الساعر إذا كان  على سابيل المثال،  

 . 07، انظر ا دول رقم 01رقم  هو مبين في ا دول 

 

 

 في تحليل المدخلات والمخرجات    03مطبوعة دروس رقم  
 



 ( 01نقدية )أنظر الجدول رقم  (: المعاملات بالوحدات ال07الجدول رقم )

 
دولار؛ أي أن سااعر الوحدة    1.00بمبلغ   المبلغ الذي يمكن شاارا هاع لتكون  ا ن، إعادة تعريف وحدات القياس المادية لكل قط

في   2المادي للقطاع  المخرجفي نصف بوشل و   1المادي للقطاع  المخرجوهذا يعني ببساطة أننا نقيس    دولار. 1.00قطاع هو   مخرجلكل 

على أنها معاملات تسجيل في وحدات  07رقم  وفي هذه الوحدات المنقحة، يمكن إعادة تفسير المعلومات الواردة في ا دول  .طنخُمس  

)مقابل  2حسااب القطاع  1نصااف بوشاال من ناتج القطاع   500على ساابيل المثال ش شاارا   ،  08رقم  مادية، كما هو مبين في ا دول 

 دولار(، وما إلى ذلك.  2000إلى الطلب النهائي )مقابل  2القطاع    مخرجاتخمس طن من  2000دولار(، و  500

 .القطاع غير واقعي  خرجات، ويفترض أن فرض ساعر واحد لمةواحد   سالعةالعملية، فإن القطاعات تنتج أكثر من  ومن الناحية

 .لا يتم تسجيل السعر والكمية بشكل منفصل؛  وعلى أي حال، يتم تجميع ا داول النقدية على أساس القيم المسجلة للمعاملات

 نموذج السعر استنادا إلى البيانات النقدية:   .3
   .المضافة تمثل باليد العاملة  أن جميع القيمنفترض  للتبسي  في الرموز ترتيب المعاملات النقدية كالمعتاد، حيث  يتم  

 

              أو          

 .إجمالي نفقات القيمة المضافة لكل قطاع  حيث:    

 



 :، والضرب في   ستبدال: باو 

 
 أو:                       

المااااادخلات  .  أين:   تكلفاااااة  هو  الأخيرة  المعاااااادلاااااة  من  الأيمن  بوحااااادة  ا ااااااناااااب 

لعامة، سااايشااامل ذلك مخصاااصاااا للربي ومدخلات أولية في الحالة ا)أساااعار المخرجات تكون مسااااوية لتكلفة اانتاج الاجمالية المخرجات.  

يوضااي وحدات القياس الفريدة في جدول ساانة الأساااس هذا و . 1يساااوي بحيث يكون كل سااعر  (، ، وبالتالي فيأخرى في 

، فإن واذا رمزنا لمؤشر أسعار سنة الأساس بااا  .  دولار  1.00التي يمكن شرا ها بمبلغ  القيم -

 المخرجات يكون:  -، وعليه نموذج سعر المدخلات

 

 و    والتي تؤدي الى: 

 في هذه الحالة: .الصف  أشعةالعمود بدلا من  أشعةنقل النموذج ويعبر عنه من حيث ما يُ   وغالبا

 
 وبالنسبة لنموذج القطاعين، .لمدخلات الأوليةل القيم الخارجية )التكاليف( ل، يتم تحديدها من خلاسعار،  الأمؤشر 

 
ؤدي إلى تغيرات في )أو بشاكل عام التغيرات في أساعار المدخلات الأولية( ت التغيرات في أساعار مدخلات العملوالمنط  هو أن 

  ، وبالتالي فيالقطاعية )وبالتالي أسعار اانتاج، وليس كميات اانتاج( عن طري  وصفات اانتاج الثابتة في   تكاليف الوحدة

زيادة أسعار المدخلات الوسيطة إلى جميع المشترين الذين  فعلى سبيل المثال، يتم تجاوز الزيادات في التكاليف على نحو كامل مع 

 .يقومون بدورهم بهذه الزيادات عن طري  رفع أسعار إنتاجهم تبعا لذلك، وما إلى ذلك

 

 

 

 

 



 : 01مثال تطبيقي
دخل  باعتباره الامُ ف إضافي لتعكس العمل  لبنا  ص 05رقم  يحتوي على بيانات من ا دول   المواليا دول   .أسعار سنة الأساس

  .الرئيسي الوحيد 

 

 

 

 

                          المدخلات المباشرة المقابلة هي مصفوفة

  

 

                    لمعاملات   2×2للمصفوفة ا زئية      وباستخدام

  2والقطاع   1القطاع 

 

 

، من بيانات سنة الأساس          .من الصف السفلي لا 

      

 

 

 وبالتالي  

 

 
 
 
 
 



 :02مثال تطبيقي

تزداد بنسااابة   1نفترض أن التكاليف تتألف بالكامل من مدفوعات الأجور وأن هذه الأجور في القطاع  . لأساااعار سااانة الأسااااس

 . لا تزال دون تغيير 2( في حين أن تلك الموجودة في القطاع  0.845إلى   0.65في المائة )من  30

 شعاع تكاليف العمل ا ديد يكون 

 

 ومنه 

 

 

 

 الأصااليةسااعار الأنساابة لمؤشاار   24.5)بزيادة    1.245إلى  1رتفع سااااااااااااااعر القطاع ي ،

   .٪6،4بنسبة   2رتفع سعر القطاع ، ويفي المئة(

 النموذج:كن إجرا  هذه العملية في ، يمخلات والمخرجات الذي يحركه الطلبوكما هو الحال بالنسبة لنموذج المد 

 

 ، اين   في هذه الحالة 

 
هو أن سعر   1في المائة في القطاع    30إن التأثير على مستوى الاقتصاد في زيادة الأجور بنسبة    -المعلومات نفسها    تقدم  السابقة النتائج

 . في المائة 6.4يزيد بنسبة   2في المائة، وأن القطاع  24.5يرتفع بنسبة    1إنتاج القطاع  

في المائة في الأجور في   30، فإن زيادة بنسبة  1لاحظ أنه إذا كانت تكاليف العمالة ليست سوى جز  من مكون القيمة المضافة للقطاع  

في المائة من مدفوعات القيمة   40على سبيل المثال، إذا كانت الأجور تشكل    - cjv في المائة في    30سو  تولد زيادة أقل من     jالقطاع  

في   12في المائة تترجم إلى زيادة بنسبة    30أخرى، فإن زيادة الأجور بنسبة  في تكاليف قيمة مضافة  زيادة  ليس هناك  ، و j  المضافة للقطاع 

  . cjv  المائة في 

 



 نموذج السعر استنادا الى البيانات المادية: .4
. في 06، كما مبينة في ا دول رقم  لوحدات الماديةبانموذج المدخلات والمخرجات على أساس مجموعة من البيانات  لندرس ا ثار المترتبة  

هو إجمالي إنتاج   iq و  ،  هو التسليم إلى الطلب النهائي   j  .  idالمشحونة لا      iتمثل الكمية المادية للبضاعة    ijs ، لدينا  08ا دول رقم  

با ومرة أخرى، من أجل البساطة، دع قطاع المدفوعات الخارجية )القيمة المضافة( يتألف حصرا من مدخلات العمالة )مقاسة    .iالقطاع  

   .(ايام-شخص

 
 :الماديةالعلاقات الأساسية في الوحدات    توضي لنا   الساب القرا ة عبر أي صف في ا دول  

 
 وباستخدام المصفوفات                 

 معامِلات المدخلات بالوحدات المادية تعر  كما يلي: 

 
 ومنه 

 
 وعليه

 
 

لكل شخص في الساعة،  ، وتكلفة العملip لنفترض أيضا أننا نعر  سعر الوحدة لمخرجات كل قطاع،  .  للأسعارمدخل  

 1+np  .تحويل البيانات الأساسية إلى وحدات القيمة، يمكننا بسهولة  كما يلاحظ ليونتيف : 



 
   ipوبضرب طرفي المعادلة أعلاه با 

 
    .أو 

 ،  و         كذلك لدينا:  

 

    ومنه:      

 )بافتراض انها لا تساوي الصفر(  jq وبالقسمة على  

 
 وبالشكل المصفوفي              

 ،      أين            

 تكاليف العمالة لكل طن من المخرجات          على سبيل المثال   - حيث يمثل تكلفة العمل )السعر( بوحدة المخرجات المادية

 

   .  n+1,jpوليس     np+1 ويفترض أن تكون تكاليف العمالة موحدة في جميع القطاعات؛ وبالتالي لدينا فق   

 ومنه                          

 ويمكننا كذلك:   

 وهذا هو نموذج السعر لليونتيف.



 . Cو  A  العلاقة بين   

 

 

 بالشكل المصفوفي   

 أسعار سنة الأساس :01مثال تطبيقي

العمالة والطلب النهائي صف إضافي يظهر مدخلات  ب  ، مغل 06باعتبار الاقتصاد بقطاعين )زراعة وصناعة( كما في ا دول رقم  

 :نستطيع الحصول على المعامِلات التقنية المادية  .)الاستهلاك(

 
 -ة العلوية اليسرى في الزاوي  2×   2تمثل مصفوفة    ؛   لمصفوفة المعاملات الفنية )المغلقة( التي تشمل الأسر   نحن نستخدم 

 .الاقتصادنية التي ترب  بين القطاعين المنتجين في  المعاملات التق

  لكل وحدة من أرقام المخرجات،   لفترة الاساس   وإذا استعملنا القيمة المضافة

 

 مع            

   :  ة العلوية اليسرى لا في الزاوي 2×   2صفوفة  ومن الم 

 
 .وهذا يولد أسعار سنة الأساس، كما هو متوقع 



 أسعار سنة الأساس المتغيرة  :02مثال تطبيقي

 13.00دولار أمريكي إلى  10.00تزداد من   1فترض أن تكاليف الأجور في القطاع المادية هذا، نواستمرارا لنموذج المعاملات  

 (.)   تبقى دون تغيير   2في حين أن تكاليف الأجور في القطاع    ( في المائة  30زيادة بنسبة  )دولارا أمريكيا 

 اذن   

 
 

 

 

 

مخزومي من إعداد: د. لطفي    
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 : نموذج الكمية استنادا إلى البيانات المادية .1

. كما في    كمية المدخلات والمخرجات،اليمكن أن تشكل البيانات في الوحدات المادية أيضا جوهر نموذج  

 باستخدام نفس المثال التطبيقي:

 
 ومخرجات سنة الاساس تكون 

 
 ، ثال، مضاعفة الطلب يضاعف المخرجاتوعلى سبيل الم

 

 الدخل الوطني:   .2

 ، وبضرب الطرفين بـ و     لدينا:      

 
 الخارجية،  الاولية لمدخلات  للأرباح )المدفوعات ل تساوي القيمة الإجمالية    ( الطلب النهائي الخارجي،) القيمة الإجمالية للإنفاق

  الوطني المنفق يساوي الدخل الوطني المكتسب. أو الدخل    (،

 في تحليل المدخلات والمخرجات    04مطبوعة دروس رقم  
 



 ملخص:  .3

 
 

 تطبيقات: .4

ــاد   المخرجاتلمعاملات بين الصــــــناعات في العام الماوــــــي و مو   للقيم بالدولار لفيما يلي بيان  :  01تطبيق   قطاعين بلاقتصــــ

 :)الزراعة والتصنيع(

 

 ؟   الطلب النهائي شعا  اعنصر ما هما  -أ

الإجمالية الجديدة اللازمة لتلبية الطلبات    المخرجاتما هي   .دولارا  20ينخفض بمقدار  2f دولارا و  50يزيد بمقدار  1f لنفترض أن  - ب

 النهائية الجديدة؟

 



ــنة  المخرجاتالمبيعات بين القطاعات و مو  :  02طبيق  ت ــثلا من طلاطة قطاعات للسـ ــاد وطني  ـ معطاة في الجدول  t في اقتصـ

 تمثل القطاعات الثلاطة.  حيث  .  حيث تظهر القيم بآلاف الدولارات  الموالي،

 
 ، لهذا الاقتصاد.  L ليوتنيف،، ومصفوفة معكوس  A التقنية،لات  استخرج مصفوفة المعام   -أ

يتم توقعها  3و   2و  1لمخرجات القطاعات    الطلب النهائيالســـــــياســـــــة الضـــــــريبية ا كومية، ف ن في لنفترض أنه بســـــــبب تثيلاات  - ب

المخرجات    اوجد   .على التوالي )مقاســــة أيضــــا بآلاف الدولارات( 200و  100و  1300لتكون (   t + 1الســــنة) للســــنة القادمة

ــروريـة من القطـاعـات الثلاطـة لتلبيـة هـذا الطلـب المتوقع، على افتراض أنـه لا يوجـد أي تثيلا في الهيكـل التكال  الاجمـاليـة نولوجي ضــــــــــــ

   .(t + 1 إلى سنة t  لا تتثلا من سنة A أي بافتراض أن المصفوفة)للاقتصاد 

. (t + 1المتوقع )الســنة    مع الطلب النهائي  قارن من المعلومات في جدول البيانات.   (tالطلب النهائي الأ ــلي )الســنة  على    أوجد  - ت

   في الجزء ب.  المتو ل اليهامع المخرجات   ةالأ لي ةالإجمالي  المخرجات قارن أيضا،  

ــبية نعتبر :03تطبيق  ــناعات: الخشـــــــــب والمنت ات الخشـــــــ ــاد منظم في طلا   ـــــــ آلات لورق والمنت ات المرتبطة بها، و وا  ،في اقتصـــــــ

دولارا )على افتراض أن جميع  50في العام الماوــــي   قيمة مخرجاتها بلثت  وتقدر شــــركة اســــتشــــارية أن  ــــناعة الأخشــــاب. ومعدات النقل

في المائة من الطلب النهائي    70سـتهل  وتنفسـها     هافي المائة تسـتهلك 5دولار(، منها  100  000 منفي وحدات  هي القيم النقدية 

ــتهلكت  ـــــــناعة الم .في المائة من  ـــــــناعة المعدات 5في المئة من الورق والمنت ات المرتبطة بها   20 في المئة من منت اتها   15عدات  اســـــ

في المائة لصــــناعة   30في المائة لصــــناعة الأخشــــاب   30في المائة إلى الطلب النهائي    25   دولار100  الخا ــــة، من أ ــــل ما  موعه

 80ائة  وذهب  في الم 10دولارا، استهلكت منها  50وأخلاا، أنت ت  ناعة الورق والمنت ات المرتبطة بها    الورق والمنت ات المرتبطة به.

  .في المائة لصناعة المعدات 5في المائة ذهبت إلى  ناعة الأخشاب  و   5في المائة إلى الطلب النهائي  و 

 

 



وفة صــفالم ايجاد .لات المدخلات والمخرجات لهذا الاقتصــاد على أســاس هذت التقديرات من بيانات العام الماوــيبناء مصــفوفة معام   -أ

 .التقنيةالمقابلة للمعام لات  

 أوجد معكوس ليونتيف لهذا الاقتصاد. - ب

 :الجدول التالي في انخفاض الطلب النهائي، وفق ما يووحهوينعكس الركود في الاقتصاد هذا العام   - ت

 %الانخفاض في الطلب النهائي   الصناعة 

 25 الخشب والمنت ات الخشبية

 10 آلات ومعدات النقل 

 5 الورق والمنت ات المرتبطة بها 

ــناعات هو الإنتما  ــافة و اشــــعة    أحســــبلتخفيض الطلب النهائي لهذا العام؟   اللازماج الكلي لجميع الصــ الوســــيطة المخرجات  القيمة المضــ

 .لات الجديد لجدول المعام  

   .ثماني قطاعات منلاقتصاد    المخرجاتلات وإجمالي بيانات المعام   لدينا: 04تطبيق 

   
   

 
 

 



 

 . Lو Aاحسب  -أ

ــبة   2و   1في القطاعين    الطلب النهائيزاد إذا   - ب ــبة   5في المائة، في حين أن الطلب في القطا   30بنســـــــ  المائة  في  20ينخفض بنســـــــ

ــروريــة من كــل قطــا  من الالأخرى لم تتثلا(، مــا هي المخرجــات الجــديــدة  في القطــاعــات    النهــائي  )في حين أن جميع الطلــب ضــــــــــــ

 القطاعات الثمانية في هذا الاقتصاد؟

 :بملايين الدولارات  مقاسةقطاعين  لالمدخلات والمخرجات    الذي يمثل الجدول التالي نعتبر: 05تطبيق 

 
في المائة في المدخلات ذات القيمة المضافة المطلوبة لكل   25إلى زيادة بنسبة    يؤدي إذا ارتفعت تكاليف العمالة في قطا  الخدمات، مما  

بنسبة   التحويلية  الصناعة  العمالة في  وتكاليف  للسلع   25وحدة من الخدمات  النسبية  الناتجة في الأسعار  التثلاات  المائة، ما هي  في 

 والخدمات المصنعة؟ 

 

 

 

إعداد: د. لطفي مخزومي من    


