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 :رابعالفصل ال

 معادلات التفاضليةال

 Les équations différentielles  

 معادلات التفاضلية العاديةال 4-1

 1تعريف

 و  xمتغير بين العلاقة كل  équation différentielle ordinaire معادلة تفاضلية عاديةنسمي 

 المجهول التابع xfy  مشتقاته  و'y ،''y ،...، nyبنكت . و  : 

    0,,',, nyyyxF   0أو,,,, 









n

n

dx

yd

dx

dy
yxF  

 مثال

dt

dV
mF . 

 2يفتعر

 الرتبة العليا للمشتق الموجود فيها. معادلة تفاضليةordre رتبة نسمي 

 مثال

  02المعادلة التفاضلية'  yy    0رتبتها. 

  المعادلة التفاضلية  xyyy cos''5'1' 3    6رتبتها. 

 3تعريف

IRIمعادلة تفاضلية كل دالة  intégrale تكامل أو solution حل نسمي :   قابلة للاشتقاقn 

 : ها أيمرة تحقق

   0,,',, nxF   

 مثال

'0المعادلة التفاضلية  
x

y
y   على الشكل حلولمجموعة تقبل 

x

Cte
y    حيثCte  ثابت حقيقي

  ياتها متوازية.كيفي. منحن

ي يمر من النقطة لنبحث عن الحل الذ 12,   وهو بالتعويض
x

y
2

. 
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 ملاحظة

  الحل العامدون فرض أي شروط ابتدائية نسمي  solution générale  مجموعة حلول المعادلة

 وهو يحتوي على ثوابت كيفية.التفاضلية 

  ي يمر من الذنسمي الحل 
00

y,x  حل خاص solution particulière للمعادلة التفاضلية 

 .وهو يوافق قيم محددة للثوابت

 المعادلات التفاضلية من الرتبة الأولى 4-2

 : العام هي على الشكل

  0',, yyxF  أو yxfy ,' 

 ات المتغيرات المنفصلةذالمعادلات التفاضلية  4-2-1

 لشكل العام: هي على ا

    0 dyyNdxxM 

 مباشرة بالتكامل:نحصل على حلها العام 

    0  dyyNdxxM 

 مثال

0لتكن  ydyxdx   0حلها العام  ydyxdx   أيC
yx


22

22

ومنه   

0

22 Cyx   دأ الاحداثيات ونصف قطرها زها مبوهي معادلة مجموعة دوائر مرك
0

C. 

 المعادلات التفاضلية القابلة للفصل 4-2-2

 العام:  هي على الشكل

        0
2211

 dyyNxMdxyNxM 

في حالة     0
12

yNxM  نستطيع تحويلها إلى معادلة ذات متغيرات منفصلة وذلك بقسمة طرفي

المعادلة على    yNxM
12

  فنجد: 

 
 

 
 

0
1

2

2

1  dy
yN

yN
dx

xM

xM
 

 وهي معادلة ذات متغيرات منفصلة.

 مثال

لتكن     011  xdyyydxx.  لنفصل المتغيرات وذلك بالقسمة علىxy  نجد 
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 0
11







dy
y

y
dx

x

x
01أي   

1
1

1


















 dy

y
dx

x
  

Cyyxxبالمكاملة نحصل على   lnln   أوCyxxy ln   

 وهو الحل العام للمعادلة المقترحة.

 المعادلات التفاضلية المتجانسة 4-2-3

أن المعادلة التفاضلية  نقول yxfy ,' متجانسة homogène إذا كان 

   yxfyxfIR ,,:   

بأخذ 
x

1
   0حيثx  :فإن العلاقة السابقة تصبح على الشكل 

  









x

y
fyxf ,1, 

 وإنما يتعلق بالنسبة بينهما أي   yو xلا يتعلق مباشرة بالمتغيرين  fنلاحظ أن التابع  
x

y
. 

 طريقة الحل:

نضع 
x

y
u    ومنهuxy   وبالتاليux

dx

du

dx

dy
y '  وبالتعويض في المعادلة التفاضلية نجد

  ux
dx

du
ufy    أي  '1,   0,1  xdudxuuf .وهي معادلة تفاضلية قابلة للفصل 

 مثال

لتكن 
x

y
ey x

y

'  . 

نضع 
x

y
u   ومنهuxy   وبالتاليux

dx

du
y ' . 

uxبالتعويض في المعادلة المقترحة نجد 
dx

du
ueu    0أي xdudxeu   

 وهي معادلة قابلة للفصل إذن نفصل المتغيرات فتصبح 

0  due
x

dx u 

 نجد وهي معادلة منفصلة نحلها بالمكاملة 

    0due
x

dx u 
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Cexومنه  u  ln   

وبتعويض 
x

y
u   نجد الحل العام للمعادلة المقترحة هو xCxy lnln  . 

 المعادلة الخطية من الرتبة الأولى 4-2-4

 هي على الشكل العام: 

   xQyxPy ' 

 معطاتان. Iهما دالتان )أو ثابتان( مستمرتان على مجال  Qو  Pحيث 

  :إذا كان  0,  xQIx :عندئذ نسمي المعادلة ، 

  0'  yxPy 

 معادلة دون طرف ثاني أو متجانسة.

 طريقة الحل: 

 تعتمد على النظرية التالية

 ظريةن

 كل معادلة تفاضلية خطية من الرتبة الأولى يمكن كتابة حلها العام على الشكل:

PHG yyy  

 هو حل خاص للمعادلة بطرف ثاني.  Py. وهو الحل العام للمعادلة دون طرف ثاني  Hyحيث 

 : Hyكيفية إيجاد 

يكفي حل المعادلة دون طرف ثاني:   0'  yxPy أي 

    00  dxxP
y

dy
yxP

dx

dy
 

 بالمكاملة نجد:

  CdxxPy  ln  

  kثابت حقيقي
 

/
dxxP

H
key 

 : Pyكيفية إيجاد 

 أي xدالة للمتغير  Hyذي يظهر في عبارة ال  kنجعل الثابت 

نضع  xkk  أن  ونفرض   
dxxP

P exky حلا خاصا للمعادلة بطرف ثاني. 

لتعيين  xk  نشتق عبارةPy ثاني نجد ونعوض في المعادلة بطرف: 
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     


 dxexQxk

dxxP
  

 ومنه

     


 dxexQey

dxxPdxxP
P 

 مثال

xلتكن 
x

y
y '  :حلها العام من الشكلPHG yyy . 

'0: الحل العام للمعادلة دون طرف ثاني Hyتعيين  
x

y
y لدينا . 

Cxy
x

dx

y

dy

x

y

dx

dy

x

y
y  lnln000' 

kثابت حقيقي/kxyH   

نضع  :Pyتعيين  xkk   ونفرض xxkyP    حلا خاصا لـx
x

y
y '  لتعيين ومنه xk 

نشتق    xkxxky P  نجد في المعادلة بطرف ثاني  ثم نعوض ''   
 

x
x

xxk
xkxxk ' 

ومنه   1' xk  إذن  xxk    2وبالتاليxyP . 

2xkxyGومنه    حيثkثابت حقيقي. 

 معادلة برنولي 4-2-5

 هي على الشكل العام: 

    nyxQyxPy ' 

 .1nو  معطاتان)أو ثابتان(  Iهما دالتان مستمرتان على مجال  Qو  Pحيث 

 طريقة الحل: 

 فتصبح على الشكل  nyنحولها إلى معادلة تفاضلية خطية وذلك بقسمة الطرفين على 

   xQyxP
dx

dy
y nn   1 

1نضع  nyz  ومنه 
dx

dy
yn

dx

dz n 1 . 

ثم ضرب الطرفين في بالتعويض  1 n  نجد 

mailto:rekkabsoraya@yahoo.fr


الفصل الرابع: المعادلات التفاضلية                                                                                   6دروس رياضيات   

 

54 

rekkabsoraya@yahoo.fr  

       xQnzxPn
dx

dz
11  

1بـ وهي معادلة تفاضلية خطية نبحث عن حلها العام كما جاء في الفقرة السابقة ثم نعوض  nyz. 

 مثال

'33لتكن:  yxxyy  . 

323فتصبح  3yلحلها نقسم الطرفين على  ' xxyyy     2نضع yz   ومنه
dx

dy
y

dx

dz 32  

3وبالتعويض نجد 

2

1
xxz

dx

dz



322أي    xxz

dx

dz
  وهي معادلة خطية بطرف ثاني حلها

PHGالعام على الشكل  zzz . 

02: الحل العام للمعادلة دون طرف ثاني Hzتعيين   xz
dx

dz
 . لدينا

kثابت حقيقي/ln202
22 x

H kezCxzxdx
z

dz
xz

dx

dz
  

ع نض: Pzتعيين  xkk   ونفرض 
2x

P exkz    إذن لإيجاد  حلا خاصا للمعادلة بطرف ثاني

 xk  نشتق   
22

2'' xx
P exxkexkz    وبالتعويض في المعادلة بطرف ثاني نجد

  32'
2

xexk x   أي  
 dxexxk x232  تكامل بالتجزئة حيث نضعلحسابها نستعمل ال 

    xxfxxf 2'2  

   
22

2' xx exgxexg   

 
2222 22 2 xxxx eexdxxeexxk    

12ومنه    xzP  و بالتالي
2

12 x
G kexz   حيثkثابت حقيقي . 

2بالتعويض بـ  yz  لة المقترحة بالشكل نجد الحل العام للمعاد 

2

1

1

2 xkex

y



 

 من الرتبة الثانية بمعاملات ثابتةة الخطيالمعادلات التفاضلية  4-3

 وهي على الشكل العام:
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 xQcybyay  ''' 

 .ثابتة )معطاة(أو   Iدالة مستمرة على مجال  0a ،Qثوابت حقيقية و  cو  a ،bحيث 

إذا كان الطرف الثاني   0xQ :نسمي المعادلة 

0'''  cybyay 

 . sans second membreدون طرف ثانيأو équation homogène  معادلة متجانسة

 :طريقة الحل

 تعتمد على النظرية التالية.

 نظرية

 Pyللمعادلة التفاضلية الخطية من الرتبة الثانية بطرف ثاني هو مجموع حل خاص كيفي  Gyالحل العام 

'''0للمعادلة المتجانسة المرافقة لها Hyلهذه المعادلة  والحل العام   cybyay أي . 

PHG yyy  

'''0الحل العام لـ  :Hy يجادإكيفية   cybyay. 

 نعتمد على النظرية التالية.

 نظرية

'''0حلين خاصين للمعادلة التفاضلية الخطية المتجانسة  2yو  1yإذا كان   cybyay  وهما

Cteمستقلين خطيا )أي 
y

y


2

 ( فإن حلها العام هو من الشكل:1

2211 yCyCyH  

 ثوابت حقيقية. 2Cو  1Cحيث 

kxeyالشكل  من :2yو  1yبحث عن حلين خاصين نل -    حيثk  ثابت حقيقي لتعيين قيمته

 . أيمرتين ثم التعويض في المعادلة المتجانسة yيكفي اشتقاق 

kxkey '  وkxeky 2''   نجد: وبالتعويض في المعادلة دون طرف ثاني أو المتجانسة 

  02  kxecbkak 

02فإن 0kxeبما أن   cbkak. 

02نسمي المعادلة   cbkak  معادلة مميزة مرافقة للمعادلة التفاضلية المتجانسة. حلولها حسب

acbالمميز  42 نميز ثلاث حالات . 

  0إذا كان حقيقيين مختلفين:: فإن المعادلة المميزة تقبل حلين 
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a

b
k

2
1


   و

a

b
k

2
2


 

 ومنه فإن 

xk
ey 1

1   وxk
ey 2

2  

حلان خاصان للمعادلة المتجانسة وهما مستقلان خطيا. فعلا،  
Ctee

y

y xkk


 21

2

21لأن  1 kk . 

 وبالتالي فإن الحل العام للمعادلة المتجانسة هو 

xkxk
H eCeCy 21

21  

 ثوابت حقيقية. 2Cو  1Cحيث 

  0إذا كان المعادلة المميزة تقبل حلا حقيقيا مضاعفا : فإن 

a

b
k

2


 

 فإنومنه 

kxey 1  وkxxey 2 

Ctexحلان خاصان للمعادلة المتجانسة وهما مستقلان خطيا. فعلا، 
y

y


1

2. 

 وبالتالي فإن الحل العام للمعادلة المتجانسة هو 

kxkx
H xeCeCy 21  

 ابت حقيقية.ثو 2Cو  1Cحيث 

  0إذا كان مترافقين: مركبين: فإن المعادلة المميزة تقبل حلين  ik 1   و

 ik 2 حيث . 

a

b

2


   و

a2


 

 و منه فإن 

xey x  cos1   وxey x  sin2  

Ctexحلان خاصان للمعادلة المتجانسة وهما مستقلان خطيا. فعلا، 
y

y
 tan

1

2. 

 وبالتالي فإن الحل العام للمعادلة المتجانسة هو 
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 xCxCey x
H  sincos 21  

 ثوابت حقيقية. 2Cو  1Cحيث 

اص لـ : حل خPyكيفية إيجاد  xQcybyay   هناك طريقتان طريقة عامة وطريقة خاصة. .'''

 :الطريقة العامة

 أي:  xتابعين لـ    Hyنجعل الثابتين الذين يظهران في عبارة 

نضع  xCC 11   و xCC 22 . 

ونفرض أن      2211 yxCyxCyP    لـ هو حل خاص xQcybyay  ''' . 

لتعيين  xC1  و xC2  نشتق أن يكفيPy  مرتين ثم نعوض في المعادلة بطرف ثاني و أخيرا

 نتحصل على:

   

   
 












a

xQ
yxCyxC

yxCyxC

''''

0''

2211

2211

 

 قة التعويض.يوهي جملة خطية بمتغيرين نحلها بطر

 مثال

xyyyلتكن:   PHGحلها العام من الشكل:  .''4'3 yyy  

''4'03: الحل العام لـ Hyتعيين   yyy. 

0342المعادلة المميزة المرافقة لها هي:   kk  04مميزها   11جذرين إذن تقبل k 

32و k  ومنهxx
H eCeCy 3

21
   1حيثC  2وC .ثوابت حقيقية 

نضع  :Pyتعيين  xCC 11   و xCC 22 . 

ونفرض أن      xx
P exCexCy 3

21
    لـ هو حل خاصxyyy  3'4'' . 

لتعيين  xC1  و xC2  نحل الجملة:يكفي أن 

     

     










2..........'3'

1.............0''
3

21

3
21

xexCexC

exCexC
xx

xx

 

بجمع المعادلتين طرفا لطرف نجد:   xe
x

xC 3
2

2
'   ثم بالتعويض في المعادلة 1  نجد

  xe
x

xC
2

'1  نستعمل التكامل بالتجزئة لحساب . xC2 حيث نضع 
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   
2

1
'

2
 xf

x
xf 

    xx exgexg 33

3

1
'  

  xxx edxeexC 333
2

18

1

2

1

6

1

2

1








  

نستعمل التكامل بالتجزئة مرة ثانية لحساب  xC1 حيث نضع 

   
2

1
'

2
 xf

x
xf 

    xx exgexg ' 

  xxx e
x

dxee
x

xC 







  2

1

22

1

2
1 

وبالتعويض في     xx
P exCexCy 3

21
   نجد

9

4

3


x
yP  وبالتالي الحل العام للمعادلة

المقترحة هو 
9

4

3

3
21   x
eCeCy xx

G  1حيثC  2وC .ثوابت حقيقية 

 :الطريقة الخاصة

كل الطرف الثاني وهي تعتمد على ش xQ. 

  إذا كان    x
n exPxQ  : 

 نميز ثلاث حالاتثابت حقيقي.   و  nكثير حدود من الدرجة  nPحيث 

 المميزة، نبحث عن حل خاص من الشكل:ليس جذرا للمعادلة  الحالة الأولى: 

  xn
nP exAxAAy  10 

 للمعادلة المميزة، نبحث عن حل خاص من الشكل: بسيط جذر الحالة الثانية: 

  xn
nP exAxAAxy  10 

 من الشكل: مضاعف للمعادلة المميزة، نبحث عن حل خاص جذر الحالة الثالثة: 

  xn
nP exAxAAxy  10

2 

مرتين ونعوض في المعادلة بطرف ثاني ثم  Pyنشتق عبارة 0A ،1A ،2A ،...،nAولتعيين الثوابت 

 نطابق.
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 مثال

xyyyلتكن:   PHGحلها العام من الشكل:  .''4'3 yyy  . 

xxفي المثال السابق ووجدنا  Hy تم حسابلقد 
H eCeCy 3

21
   1حيثC  2وC .ثوابت حقيقية 

 باستعمال الطريقة الخاصة. :Pyتعيين 

لدينا الطرف الثاني    xxQ  يمكن وضعه على الشكلو     x
n exPxQ   1معn 0و . 

xAAyPليس جذرا للمعادلة المميزة ومنه نبحث عن حل خاص من الشكل  0نلاحظ أن  10  .

'1مرتين فنجد  Py  نشتق 1Aو 0A لتعيين AyP   0و'' Py  ثم نعوض في المعادلة بطرف ثاني

xyyy  xxAAA فنحصل على ''4'3  101 وبالمطابقة نجد  334
3

1
1 A و

9

4
0 A .

أي 
9

4

3


x
yP. 

وبالتالي الحل العام للمعادلة المقترحة هو 
9

4

3

3
21   x
eCeCy xx

G  1حيثC  2وC  ثوابت

 حقيقية.

  إذا كان      wxexRwxexPxQ xx sincos  : 

 . نميز حالتين.حقيقية بتثوا wو كثيرا حدود و Rو Pحيث 

الحالة الأولى:   iw للمعادلة المميزة، نبحث عن حل خاص من الشكل: ليس جذرا 

    wxexRwxexRy xx
P sincos 21

  

الحالة الثانية:   iw للمعادلة المميزة، نبحث عن حل خاص من الشكل: جذر 

    wxexRwxexRxy xx
P sincos 21

  

كثيرا حدود من الدرجة  2Rو 1Rحيث  RP deg,degmax نشتق عبارة همالتعيينPy  مرتين

 ونعوض في المعادلة بطرف ثاني ثم نطابق.

 ثالم

xeyyyلتكن:  x cos3'2'' 2.  :حلها العام من الشكلPHG yyy . 

''2'0: الحل العام لـ Hyتعيين   yyy. 

0122المعادلة المميزة المرافقة لها هي:   kk  0مميزها 1 مضاعف   إذن تقبل جذرk .

xxومنه 
H xeCeCy 21   1حيثC  2وC .ثوابت حقيقية 
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   :Pyتعيين 

لدينا الطرف الثاني للمعادلة   xexQ x cos3 2   يمكن وضعه على الشكل العام

      wxexRwxexPxQ xx sincos    1معw 2و و  3xP و  0xR. 

نلاحظ أن  iiw  2 بما أن و ليس جذرا للمعادلة المميزة  0deg,degmax RP ، نبحث

 عن حل خاص من الشكل:

xeRxeRy xx
P sincos 2

2
2

1  

 مرتين نجد  Pyنشتق عبارة لتعيينهماثابتان  2Rو 1Rحيث 

    xeRRxeRRy xx
P sin2cos2' 2

12
2

21  

    xeRRxeRRy xx
P sin42cos43'' 2

12
2

21  

 نجدونعوض في المعادلة بطرف ثاني 

xexeRxeR xxx cos3sin2cos2 22
1

2
2  

 نجد بالمطابقةثم 

0
2

3

02

32
12

1

2









RR

R

R
 

xey ومنه x
P sin

2

3 2 

 الحل العام للمعادلة المقترحة هووبالتالي 

xexeCeCy xxx
G sin

2

3 2
21   

 ثوابت حقيقية. 2Cو  1Cحيث 

  إذا كان       xfxfxfxQ n 21 : 

حلا خاصا للمعادلة:   1yوإذا كان  xfcybyay 1'''  

حلا خاصا للمعادلة:   2yوإذا كان  xfcybyay 2'''  

… 

حلا خاصا للمعادلة:   nyوإذا كان  xfcybyay n ''' 

فإن المعادلة  xQcybyay   تقبل حلا خاصا من الشكل: '''

nP yyyy  21 
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 مثال

xxeeyyلتكن:  xx sin35'' 2  . 

PHGحلها العام من الشكل:  yyy  

''0: الحل العام لـ Hyتعيين  yy. 

012المعادلة المميزة المرافقة لها هي:  k  04مميزها   مركبين جزؤهما إذن تقبل جذرين

1أما الجزء التخيلي  0الحقيقي 
2




. 

xCxCyHومنه  sincos 21   1حيثC  2وC .ثوابت حقيقية 

321نبحث عن حل خاص من الشكل  :Pyتعيين  yyyyP   1حيثy ،2y  3وy  حلول خاصة

للمعادلات  *...'' 2xeyy  ، **. . .5'' xxeyy   و ***. . .s i n3'' xyy   على

 الترتيب.

 : 1yالبحث عن 

للمعادلة يمكن وضع الطرف الثاني  * على الشكل    xx
n eexPxQ 2

1   0 معn 2 و. 

لـ ليس جذرا للمعادلة المميزة ومنه نبحث عن حل خاص  2نلاحظ أن  *  من الشكل

xeAy 2
01  0. لتعيينA 1 نشتقy نجد  مرتينxeAy 2

01 2'  وxeAy 2
01 4''   ثم بالتعويض في

 *  و المطابقة نجد
5

1
0 A إذنxey 2

1
5

1
. 

 : 2yالبحث عن 

يمكن وضع الطرف الثاني للمعادلة  *ل على الشك    xx
n xeexPxQ  51

 1 معn و 

1. 

ليس جذرا للمعادلة المميزة ومنه نبحث عن حل خاص لـ  1نلاحظ أن  **  من الشكل

  xexAAy  نجد مرتين  2y نشتق 1Aو  0A. لتعيين 102  xexAAAy  1012 و  '

  xexAAAy 2
1102 2''   ثم بالتعويض في *  و المطابقة نجد 

2

5

52

022
01

1

10









AA

A

AA
 

إذن   xexy  1
2

5
2. 
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 : 3yالبحث عن 

ثاني للمعادلة يمكن وضع الطرف ال *على الشكل:  

      xwxexRwxexPxQ xx sin3sincos1   

و 1w و 0 مع  3xR  و  0xP.  لدينا   0deg,degmax RP ، نبحث عن

 حل خاص من الشكل:

 xRxRxy sincos 213  

 مرتين نجد  3yنشتق عبارة لتعيينهماثابتان  2Rو 1Rحيث 

    xxRRxxRRy cossin' 21123  

    xxRRxxRRy sin2cos2'' 21123  

 نجدونعوض في المعادلة بطرف ثاني 

xxRxR sin3sin2cos2 12  

:  نجد بالمطابقةثم 
2

3
0 12  RR  .هومن xxy cos

2

3
3 . أي المعادلة المقترحة تقبل حلا خاصا 

  xxexe xx cos
2

3
1

2

5

5

1 2  
321 yyyyP  

 الحل العام للمعادلة المقترحة هووبالتالي 

  xxexexCxCy xx
G cos

2

3
1

2

5

5

1
sincos 2

21  
 

ثوابت حقيقية. 2Cو  1Cحيث 
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 :خامسالفصل ال

 دوال المتعددة المتغيراتال

 Les fonctions à plusieurs variables  

 تمهيد

 .المتعددة المتغيرات هي الشائعةالدوال في حين بمتغير واحد نادرة لدوال نجد أن ا، الميدان التطبيقيفي 

 مثلا: 

  مساحة مستطيل طولهx   وعرضهy  هي دالة لمتغيرينx  وy. 

  حجم متوازي مستطيلات أبعادهx وy وz .هي دالة لثلاث متغيرات 

  بثلاث متغيرات هي دوال ث أبعادغرفة بثلاكل نقطة من في الحرارة و الكثافة. 

 دالة المتعددة المتغيراتالتعريف  5-1

متغيرات  nأو بـ  Fonction réelle de plusieurs variables دالة حقيقية متعددة المتغيراتنسمي 

قيمة حقيقية على  nIR. أي أنها ترفق بكل عنصر من IRنحو   nIRمعرفة من  f، كل دالة حقيقية

 الأكثر:

   nn

n

xxxfxxx

IRIRf

,,,,,,

:

2121  


 

 1مثال

   yxyx

IRIRf





2,

: 2

    

  .yه طولو x عرضههي دالة حقيقية لمتغيرين حقيقيين وهي تمثل محيط مستطيل 

 

                                           x 

 

                                                                y 

 2مثال

  nRTPVTVP

IRIRf





,,

: 3
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 Rكمية المادة و  n، حيث تمثل وهي تمثل قانون الغاز المثالي هي دالة حقيقية لثلاث متغيرات حقيقية

 .درجة الحرارة Tالضغط و Pالحجم و Vثابت الغازات المثلية و

 مجموعة التعريف 5-1-1

مجموعة النقاط ،  f aine de définitiondom مجموعة تعريفنسمي  nxxxM ,,, 21   من

nIR  التي تملك صورة حقيقية بواسطة الدالة المتعددة المتغيراتf ونرمز لها بـ .fD. أي 

   nn
f IRIRMfIRMD  / 

 أمثلة

  لتكنf  دالة حقيقية لمتغيرين حيث 
y

x
yxf ,  فإن 

*IRIR   0/, 2  yIRyxD f 

 يمكن تمثيلها بيانيا كالتالي

 

    y 

 

   x                                            0y 

 

 

 

 )الجزء المشطب بالأحمر(. 0yوهي تمثل كل نقاط المستوي ماعدا محور الفواصل 

  لتكنf  دالة حقيقية لمتغيرين حيث  yxyxf ,  فإن 

     xyIRyxyxIRyxD f  /,0/, 22 

 يمكن تمثيلها بيانيا كالتالي

 

                             y              xy  

 

                                 x 
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xyالواقعة فوق المستقيم ذو المعادلة وهي تمثل كل نقاط المستوي   .)الجزء المشطب بالأحمر( 

  لتكنf  دالة حقيقية لمتغيرين حيث  221, yxyxf   فإن 

     1/,01/, 222222  yxIRyxyxIRyxD f 

 كالتالي يمكن تمثيلها بيانيا

  y 

 

                                    x 1 0  

 

 

 أالمبد وهي تمثل كل نقاط القرص المغلق الذي مركزه 0,0 الجزء المشطب  1ونصف قطره يساوي(

 بالأحمر(.

 تمرين

   :بالشكلعلى الترتيب و المعرفين  gو  fتابعين مجموعتي تعريف ال gDو  fDعين ثم مثل بيانيا 

  













xy

yx
yxf ln,  و    yxfyxg ,,  

 الحل

 












 0/, 2

xy

yx
IRyxD f 



































xyxy

xyxy

xyyx

xyyx

xy

yx

00

00

0 

 

 
                                    xy                                      xy  

 

 

                                                                
f

D 
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    0,/, 2  yxfIRyxDg 

  10ln0, 


















xy

xy

xy

yx
yxf 

0ذا كان إ xy  أيxy  ن فإ:  

0 xxyxy  

0ذا كان إو  xy  أيxy  ن فإ:  

0 xxyxy  

 

 

 
                                     xy   

 

 

                                                         

                                                            
g

D 

 

 

 

 متعددة المتغيراتحقيقية دالة ل هندسيالتمثيل ال 5-1-2

 1تعريف

 مجموعة النقاط نسمي  .متغيرات حقيقية nبـ دالة حقيقيةfلتكن   nn xxxfxxx ,,,,,,, 2121  

حيث  nxxx ,,, 21   تنتمي إلىfD  دالة البيانfGraphe   بـ  هاو نرمز لfG. أي 

      1
212121 ,,,/,,,,,,,  n

fnnnf IRDxxxxxxfxxxG  

  1من أجلn :2منحنى في المستوي واسطة ب نمثل بيان دالة حقيقية بمتغير حقيقيIR  أي نمثل 

النقاط ذات الإحداثيات   xfx,. 

 

                                                  y 

                          xfx,                  xf 

 

                       x           x 
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 مثال

xxxالحقيقية بمتغير واحد بيان الدالة  sin  2نمثله في المستويIR :كالتالي 

 

 

 

  2من أجلn 3مساحة في الفضاء : نمثل بيان دالة حقيقية بمتغيرين حقيقيين بواسطةIR  أي

نمثل النقاط ذات الإحداثيات   yxfyx ,,,. 

 

                                                               yxf , 

                               yxfyx ,,, 

                                          y 

                               x 

 

 1مثال

المعرفة بـfبيان الدالة الحقيقية بمتغيرين   22, yxyxf  3 فضاءنمثله في الIR :كالتالي 
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 2مثال

المعرفة بـfالدالة الحقيقية بمتغيرين بيان   xyyxyxf 2sin2, 22  3 فضاءنمثله في الIR 

 كالتالي:

 

  3من أجلn أي  .ات أو أكثرمتغيرثلاث دالة حقيقية بلتمثيل بيان : لا توجد أية طريقة واضحة

 يانية لتمثيلها هندسيا.رؤية بلى من الصعب جدا الحصول ع

 .بثلاث متغيرات وأ ثيل دالة حقيقية بمتغيرينهناك طريقة أخرى لتم

 2تعريف

ا التي صوره fD من مجموعة النقاط نسمي  .اكيفي احقيقي اعدد kكن ولي  .ينمتغيرب دالة حقيقيةfلتكن 

بـ  هاو نرمز ل   fligne de niveauدالة لل kخط أو منحنى المستوى ب ،kتساوي  fبواسطة الدالة 

fL  أوfC. أي 

     2,/, IRkyxfDyxL ff  

 1المث

خطوط المستوى  20,5.17,,5.2,0 k  للدالة الحقيقية بمتغيرينf المعرفة بـ

  xyyxyxf 2sin2, 22  2 فضاءنمثله في الIR :كالتالي 
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 2مثال

المعرفة بـ fالدالة الحقيقية بيان مثل ن 
   

2
5

1.0

3sin
,

221
22

22

22 yxe
yx

yx

yx
yxf







   في

 كالتالي: 9zو  0zمع إسقاط منحنيات المستوى على المستويين  3IR فضاءال

 

 ملاحظة

 المستوى عدة حقائق فيزيائية.  مثلا:تبرز منحنيات 

 .على الخرائط الطوبوغرافية تستعمل في تحديد الارتفاع 

 بحرية تبرز العمق.على الخرائط ال 

 ...على خرائط الأحوال الجوية تربط المناطق المتعادلة في الضغط الجوي 
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 3تعريف

التي  fD من مجموعة النقاط نسمي  .اكيفي احقيقي اعدد aوليكن   ثلاث متغيرات.ب دالة حقيقيةfلتكن 

 أي .aSبـ  هاو نرمز ل  fدالة لل aمساحة المستوى ب ،aتساوي  fسطة الدالة صورها بوا

     3,,/,, IRazyxfDzyxS fa  

 مثال

ت المستوى مساحا 3.2,1a بثلاث متغيرات ية لدالة الحقيقلfوالمعرفة بـ 

  222,, zyxzyxf  3 فضاءفي ال هانمثلIR  مع مقطع طولي حتى تتجلى لنا المساحات(

 كالتالي:الداخلية( 

 

 بمتغيرينقية دالة حقي نهاية 5-2

ولتكن  دالة حقيقية بمتغيرينfلتكن  ba,  2ثنائية منIR . نقول أن الدالةf  نهايةتقبل l 

limite لما  yx,  تؤول إلى ba,  إذا كانت قيم yxf عندما  lتقترب بالقدر الذي نريد من   ,

يقترب   yx,  بالقدر الكافي من ba,  ولا يساوي( ba,ونكتب .) 

   
  lyxf

bayx



,lim

,,
 

 أي

   
 

         








 


lyxfbyaxDyx

lyxf

f

bayx

,:,;0,0

,lim

222

,, 

 ملاحظة

 yx,  تؤول إلى ba, أن  يعنيx  تؤول إلىa و y تؤول إلى b. 
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 مثال

IRIRfلتكن  2:معرفة بـ ةدال   22, yxyxf   فإن
   

  2,lim
0,1,




yxf
yx

. 

 عمليات على النهايات

1) 
   

    
   

 
   

 yxgyxfyxgyxf
bayxbayxbayx

,lim,lim,,lim
,,,,,, 

  

2) 
   

    
   

 
   

 yxgyxfyxgyxf
bayxbayxbayx

,lim.,lim,.,lim
,,,,,, 

  

3) 
   

 
   

  IRyxfyxf
bayxbayx




 /,lim,lim
,,,,

 

4) 
   

 
 

   
 

   
     

  0,lim/
,lim

,lim

,

,
lim

,,

,,

,,

,,









yxg

yxg

yxf

yxg

yxf

bayx

bayx

bayx

bayx
 

 استمرار دالة حقيقية بمتغيرين 5-3

ولتكن دالة حقيقية بمتغيرين fلتكن  ba,  ثنائية منfD . 

  نقول أن الدالةf رة مستمcontinue عند  ba, كان: إذا 

   
   bafyxf

bayx
,,lim

,,



 

  نقول أن الدالةf مستمرة على مجموعة تعريفها fD  كل ثنائية  عندإذا كانت مستمرة

 ba,  منfD. 

 مثال

IRIRfالدالة  2:  المعرفة بـ  xyyxf , مستمرة عند ، 0,0فعلا . 

   
   0,00,lim

0,0,
fyxf

yx



 

 ملاحظات

  نقول أن الدالةf متقطعةأو  غير مستمرة discontinue  عند ba,  إذا كانت

   
 yxf

bayx
,lim

,, 
موجودة أو  غير

   
   bafyxf

bayx
,,lim

,,



. 

 .مساحة دالة غير مستمرة تحتوي حتما على ثقب أو شرخ 

 دوال  قسمةخواص النهاية وتعريف الاستمرار، نستنتج أن: مجموع، فرق، جداء و من

 مستمرة هي أيضا دوال مستمرة على مجموعات تعريفها.
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 يقية وكل كسر ناطق )كسر كل كثير حدود هو دالة مستمرة على مجموعة الأعداد الحق

 لكثيري حدود( هو دالة مستمرة على مجموعة تعريفه.

   إذا كانتf   دالة حقيقية بمتغيرين مستمرة علىfD  وg  دالة حقيقية بمتغير واحد معرفة

fghفإن الدالة المركبة  fومستمرة على مجموعة صور     المعرفة بـ

    yxfgyxh ,,   مستمرة علىfD. 

 ئج السابقة يمكن تعميمها على الدوال الحقيقية المتعددة المتغيرات.كل النتا 

  المشتقات الجزئية 5-4

وليكن  متغيرات حقيقية nبـ دالة حقيقيةfلتكن  naaa ,,, 21   عنصرا منfD. 

niمن أجل  ,,1 لـ  مشتقة جزئية، نسميf dérivée partielle  بالنسبة لـix  عند

 naaa ,,, 21  :النهاية 

   
h

aafaahaaaf nniii

h

,,,,,,,,
lim 1111

0

  


 

إن وجدت. عندئذ نرمز لها بـ  nx aaf
i

,,' 1    أو n

i

aa
x

f
,,1 




 

 المشتقات الجزئية بمتغيرين 5-4-1

ولتكن دالة حقيقية بمتغيرين fلتكن  ba,  ثنائية منfD . 

  ـ لمشتقة الجزئية نسميf  بالنسبة لـx  عند ba, :النهاية 

   
   

h

bafbhaf
ba

x

f
baf

h
x

,,
lim,,'

0










 

 إذا كانت موجودة.

  لـ مشتقة الجزئية نسميf  بالنسبة لـy  عند ba, :النهاية 

   
   

h

bafhbaf
ba

y

f
baf

h
y

,,
lim,,'

0










 

 إذا كانت موجودة.

 بمتغيرين كيفية حساب مشتقة جزئية 5-4-2

 دالة حقيقية بمتغيرين.  fلتكن 

  لحساب yxf x  .xثابت ونشتق اشتقاق عادي بالنسبة لـ  y، نعتبر ',
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  لحساب yxf y  .yثابت ونشتق اشتقاق عادي بالنسبة لـ  x، نعتبر ',

 1مثال

IRIRfلتكن  2:معرفة بـ  دالة  232, yxyxf  فإن 

  226, yxyx
x

f





و    yxyx

y

f 34, 



 

 2مثال

IRIRfلتكن  2:معرفة بـ  دالة   1ln, 22  yxyxf فإن 

 
1

2
,

22 






yx

x
yx

x

f
و   

1

2
,

22 






yx

y
yx

y

f
 

 خواص

 فإن:عددا حقيقيا.  و ليكن  متغيرات حقيقية nبـ دالتان حقيقيتان gو  fكن لت

1) 
 

     a
x

g
a

x

f
a

x

gf

iii 












 

2) 
 

         afa
x

g
aga

x

f
a

x

gf

iii 











 .
 

3) 
 

   a
x

f
a

x

f

ii 










 

4) 
 

 
       

  2ag

afa
x

g
aga

x

f

a
x

gf ii

i














 

 مثال

IRIRfلتكن  3:معرفة بـ  دالة  yzyxzyxf sincos,,  فإن: 

  yzyx
x

f
cos,, 




 ،   yzyxzyx

y

f
cossin,, 




   ،  yzyx

z

f
sin,, 




. 

 التفاضل 5-5

 1تعريف

 كن لتfحقيقيين   دالة حقيقية بمتغيرينx وy  تفاضل . نسميf différentielle  ونرمز بـ

df للقيمة: 
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dy
y

f
dx

x

f
df









 

  لتكنfبـ دالة حقيقيةn  تفاضلنسمي  تقبل مشتقات جزئية مستمرة.متغيرات حقيقية f  ونرمز

 :للقيمة dfبـ 








n

i

i

i

dx
x

f
df

1

 

 2تعريف

 تفاضلنسمي  .fDaكن شتقات جزئية مستمرة. ولتتقبل ممتغيرات حقيقية  nبـ دالة حقيقيةfلتكن 

f عندa  التطبيق الخطي الذي نرمز له بـdf  :حيث 

   






n

i

i

i

dxa
x

f
adf

1

 

 خواص

 فإن: IRمن  و  . من أجل nIRمن  aعند نقطة  ن قابلين للتفاضلتابعي gو  fليكن 

1)       adgadfagfd   

2)     adfafd    

3)           adfagadgafagfd .  

4)           adfagadgafagfd .  

 حظاتملا

IRUfو  nIRجزءا من  Uليكن  : 

  نقول أنf قابلة للتفاضل différentiable  علىU  قابلة للتفاضل عند كل نقطة من إذا كانت

U. 

 تفاضل عند نقطة منكل دالة قابلة للU .تكون مستمرة عندها 

 مثال

IRIRfلتكن  2:معرفة بـ دالة    22 61718, xxyyyxf  فإن 

  xyyx
x

f
1217, 




و    xyyx

y

f
1736, 




 

     :     ومنه   dyxydxxydf 17361217  
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 التكامل الثنائي 5-6

 تعريف

IRIRfلتكن الدالة  2:  وليكنD   2مجالا مغلقا ومحدودا منIR نسمي ونرمز بـ .

 
D

dydxyxf  .Dعلى  f intégrale doubleلـ  للتكامل الثنائي ,

 خواص

 الثنائي نفس الخواص الخطية للتكامل البسيط.للتكامل 

. من أجل 2IRمغلق ومحدود من  Dتابعين بمتغيرين مستمرين ومحدودين على مجال  gو  fليكن 

  و  منIR :فإن 

1)        

DDD

dydxyxgdydxyxfdydxyxgf ,,,   

2)     0,0;,   dydxyxffDyx

D

 

3)       21/,,,

21

DDDdydxyxfdydxyxfdydxyxf

DDD

    

 منفصلين. 1Dو 2Dو

 كيفية حساب تكامل ثنائي

 :Dيتم حساب تكامل ثنائي حسب شكل مجال التكامل 

  إذا كانD يعلى شكل مستطيل. أ 

   dcbaD ,,  

 

                                                                            d 

                                                       D                                                   

                                                                            c 

                                             b                 a 

 

 ن:فإ
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        





























d

c

b

a

b

a

d

cD

dydxyxfdxdyyxfdydxyxf ,,, 

 مثال

جل من أ   1,02,0 D   و  yxyxf   فإن:  ,2

   

3

11
1

3

8

2

1

82

1

2
,

2

0

3
2

0

2

2

0

1

0

2
2

2

0

1

0

2



















































 

x
x

dxx

dx
y

yxdxdyyxdydxyxf

D 

 أو

   

3

11
1

3

8

3

8
2

3

8

3
,

1

0

2

1

0

1

0

2

0

3
1

0

2

0

2

















































 

yydyy

dyyx
x

dydxyxdydxyxf

D 

  إذا كانD  على شكل بسيط عمودي على


ox أي . 

      xvxubaD ,,  

تابعان مستمران على  vو  uحيث  ba, و     xvxubax  ,, . 

                                                            xv 

                                                      D 

                                                          xu 

                                             b                 a 

 فإن:

   
 

 

  















b

a

xv

xuD

dxdyyxfdydxyxf ,, 
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 1مثال

أحسب التكامل الثنائي 
D

dydxx2  حيث :     xyxIRyxD  0,10/, 2 

 الحل

   
















1

0

1

0

2

5

0
2

0

1

0

22

7

2
dxxdxyxxddyxdydxx

x

x

D

 

 2مثال

ليكن التابع المعرف على  
2IR بالشكل التالي :    12,  yxyyxf 

 ، ثم مثلها بيانيا.fمجموعة تعريف التابع fDأوجد  -

ب التكامل الثنائي التالي    أحس - 


 dydxexx yx22    حيث  

  21/,  xDyx f 

 الحل

-              















 








 


2

1
0

2

1
0/, 2 x

yy
x

yyIRyxD f             

           

 

     

  4212
2

12
2

112122

2

1

2

2

1

2

1

2

2

1

2

1

0

2

2

2








 







































  









edxxdxe
x

dxexdxdyexxdydxexx

xx

xx

x

yxyx
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  إذا كانD  على شكل بسيط عمودي على


oy أي . 

      dcyyD ,,   

تابعان مستمران على  و  حيث  dc, و     yydcy   ,, . 

 

                                                  y 

   d 

                                          D 

                             y                            c 

 

 فإن:

   
 

 

  

















d

c

y

yD

dydxyxfdydxyxf





,, 

الثنائي إلى تكاملين بسيطين متداخلين حيث تتم ، حولنا التكامل حالات السابقةالثلاث في كل حالة من 

 المكاملة من الداخل نحو الخارج وفي كل مرة بالنسبة لمتغير واحد واعتبار المتغير الثاني ثابتا.

 مثال

قيمة التكامل الثنائي التالي:أحسب 


D

y dydxexJ 2    

:    حيث 0,1,0/),( 2  yxyxIRyxD. 

 الحل

100لدينا   yyx  ومنه 

                 dxdyexdyxdxeJ
x

y
y

y

   
















 

1

0

11

0 0

22            

  111 52122   eee 

 ملاحظة 

على شكلين بسيطين )عمودي على  Dإذا أمكن تمثيل 


ox أو عمودي على


oy التكامل لا ( فإن قيمة

 تتغير.
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 تحويل المتغير

. كل نقطة yو xتابعا بمتغيرين  fليكن  yx,  2من المستويIR  يمكن تعيينها بواسطة الإحداثيات

القطبية  ,r :كالتالي 













sin

cos

ry

rx
 

 

 yx,                               y                                     

                                                    r                

                                   x      

 

 فإن: 2IRمغلقا ومحدودا من  Dمستمرا على مجال  fإذا كان التابع 

   


  ddrrrrfdydxyxf

D

sin,cos, 

 1مثال

IRIRfحيث     fليكن التابع  2:           و
223),( yxyxf  

 .fDثم باستعمال تحويل متغير، أحسب مساحة الجزء  fمجموعة تعريف التابع fDعين 

 الحل

  03/, 222  yxIRyxD f

      22222 30003  yxyx 

وهي معادلة دائرة مركزها  0,0  3و نصف قطرها.  

نستعمل الإحداثيات القطبية:  sin,cos ryrx   

يتحول إلى:  fDو منه   30,20/, 2  rIRrD f   

33 222  ryx 

    :و منه



3
2

.2

3

0

3

0

22

0

2

0

3

0















  

r
drrddrdrdydx

fD
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 التكامل الثلاثي 5-7

IRIRfلتكن الدالة  3:  وليكن   3مجالا مغلقا ومحدودا منIR. 

  إذا كان :ممثلا على الشكل 

 

 
    
    
















yxyxz

xvxuy

bax

zyx

,,,

,

,

,,



 

 توابع مستمرة بحيث: و u ،v ،حيث 

     

            yxyxxvxubayx

xvxubax

,,;,,,

;,

 


 

 نسمي ونرمز بـ

   
 

 

 

 

   




































b

a

xv

xu

yx

yx

dxdydzzyxfdzdydxzyxf

,

,

,,,,





 

 .على fللتابع   intégrale tripleللتكامل الثلاثي

  إذا كان على الشكل: ممثلا 

 

 
    
    
















yxyxz

yvyux

bay

zyx

,,,

,

,

,,



 

 توابع مستمرة بحيث: و u ،v ،حيث 

     

            yxyxyvyubaxy

yvyubay

,,;,,,

;,

 


 

 فإن:

   
 

 

 

 

   




































b

a

yv

yu

yx

yx

dydxdzzyxfdzdydxzyxf

,

,

,,,,





 

  إذا كان :ممثلا على الشكل 

 

 
    
    
















zxzxy

zvzux

baz

zyx

,,,

,

,

,,


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 توابع مستمرة بحيث: و u ،v ،حيث 

     

            zxzxzvzubaxz

zvzubaz

,,;,,,

;,

 


 

 فإن:

   
 

 

 

 

   




































b

a

zv

zu

zx

zx

dzdxdyzyxfdzdydxzyxf

,

,

,,,,





 

  إذا كان :ممثلا على الشكل 

 

 
    
    
















zyzyx

zvzuy

baz

zyx

,,,

,

,

,,



 

 توابع مستمرة بحيث: و u ،v ،حيث 

     

            zyzyzvzubayz

zvzubaz

,,;,,,

;,

 


 

 فإن:

   
 

 

 

 

   




































b

a

zv

zu

zy

zy

dzdydxzyxfdzdydxzyxf

,

,

,,,,





 

  إذا كان :ممثلا على الشكل 

 

 
    
    
















zyzyx

yvyuz

bay

zyx

,,,

,

,

,,



 

 توابع مستمرة بحيث: و u ،v ،حيث 

     

            zyzyyvyubazy

yvyubay

,,;,,,

;,

 


 

 فإن:

   
 

 

 

 

   




































b

a

yv

yu

zy

zy

dydzdxzyxfdzdydxzyxf

,

,

,,,,





 

  إذا كان :ممثلا على الشكل 
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 

 
    
    
















zxzxy

xvxuz

bax

zyx

,,,

,

,

,,



 

 توابع مستمرة بحيث: و u ،v ،حيث 

     

            zxzxxvxubazx

xvxubax

,,;,,,

;,

 


 

 فإن:

   
 

 

 

 

   




































b

a

xv

xu

zx

zx

dxdzdyzyxfdzdydxzyxf

,

,

,,,,





 

 1مثال

 بالشكل التالي  2IRليكن التابع المعرف على  

  22, xyyxf  

 ، ثم مثلها بيانيا.fالتابع  أوجد مجموعة تعريف -

أحسب التكامل الثلاثي التالي      -   


 dzdydxxyxf 22
, 

حيث        yzxyxIRzyx  0010/,, 3 

 الحل

-                                                            0/, 222  xyIRyxD f         

                                 0/, 2  xyxyIRyx   

                              xyxyxyxyIRyx  /, 2
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-              




































1

0 0 0

222
, dxdydzydzdydxxyxf

x y

 

  





























1

0

2

71

0 0

2

5

63

4

7

2
dxxdxdyy

x

 

 2مثال

   أحسب التكامل الثلاثي
D

dzdydxx   حيث : 

  xzxzyxIRzyxD 2,0,10/,, 3  

 الحل

 

dxzxdxdzzxdxdzdyxdzdydxx

x

x

x

x

x

x

z

D

    



































































1

0

2

2

1

0

21

0

2

0
2

1
 

 
8

3

4

1

2

3

2

3
4

2

1
1

0

1

0

3

1

0

22 
























  dxxdxxxx 

 3مثال

أحسب 



 dzdydx

xy

x
I

2
 :،  حيث

  21,0,0/,, 23  zzyyxIRzyx 

     الحل

     





















































2

1

2

1 0

0

2

0 0

2

22

dzdyxydzdydx
xy

x
I

z
y

z y

            

 
2

5

6

1

3

2

3

2 2

1
4

2

1

2

1

3

2

1 0

2

3

0

22































   zdzzdzydzdyy

zz
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 تطبيقات 5-8

 عدة قيم فيزيائية تمثل على شكل تكامل ثنائي أو ثلاثي.

 حساب المساحة 5-8-1

 : يكفي حساب التكامل الثنائي 2IR  المغلق والمحدود من Dالجزء  surface مساحة DSلإيجاد 



D

D dydxS 

 1مثال

المعرف من  fليكن التابع 
2IR  نحوIR      كالتالي  yxyxf  1, 

 ثم مثلها بيانيا. fمجموعة تعريف التابع  fDعين  -0

حيث     أحسب مساحة الجزء  -6  00/,  yxDyx f. 

 الحل

0-                xyIRyxyxIRyxD f  1/,01/, 22  

xyي الواقعة تحت المستقيم  هي مجموعة نقاط المستو 1.  

 

 .مساحة الجزء  -6

 
2

1

2
1

1

0

21

0

1

0

1

0






























  







x
xdxxdxdydydxS

x

 

 2مثال

  :بالشكل IRنحو 2IRمن  المعرف fليكن التابع   yxyxf  1, 

عين  -0
f

D.ثم مثلها بيانيا . 

      :حيث Dحسب مساحة الجزء أ -6  00/,  yxDyxD f  . 
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 الحل

0)      xyIRyxyxIRyxD f  1/,01/, 22 . 

 

 

6)         xyxDyxD f  1001/,  . 

  
 




























0

1

0

1

2
0

1

1

0
2

1

2
1

x
xdxxdxdyS

x

D 

 3مثال

المعرف من  fليكن التابع 
2IR  نحوIR    كالتالي     xyyxf , 

 ثم مثلها بيانيا. fمجموعة تعريف التابع  fDعين  -0

حيث     أحسب مساحة الجزء  -6  10/,  yxDyx f. 

 الحل

0-                xyIRyxxyIRyxD f  /,0/, 22  

xyهي مجموعة نقاط المستوي الواقعة فوق المستقيم   . 
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 .مساحة الجزء  -6

 
2

1

2
1

1

0

2
1

0

1

0

1


























  





x
xdxxdxdydydxS

x

 

 4مثال

IRIRfليكن التابع  2:            حيث
221),( yxyxf  

 . ماذا تمثل بيانيا؟fمجموعة تعريف  fDعين  -0

 .fDباستعمال تحويل المتغير، أحسب مساحة  -6

 الحل

 . fمجموعة تعريف  fDتعيين  (0

     1/,01/, 222222  yxIRyxyxIRyxD f  

ه و هي تمثل بيانا القرص المغلق الذي مركز 0,0  0و نصف قطره.    

 باستعمال تحويل المتغير من الإحداثيات الكارتيزية إلى الإحداثيات القطبية   (6













sin

cos

ry

rx
  

     :نإف













 

2

0

2

0

1

0

2

2

1

2
dd

r




ddrrdydxS

f

f

D

D   














2

0

1

0

             

 حساب الحجم 5-8-2

 : لاثييكفي حساب التكامل الث 3IRالمغلق والمحدود من   الجزء  volume حجم Vلإيجاد 




  dzdydxV 

 مثال

    :،  حيثVأحسب   92,30,2/,, 3  zxyzxzIRzyx . 
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 الحل

                                                                           
































9

2

2 3

0

dzdxdyV

z

z

x

 

   

300
22

3

2

3
3

2
33

9

2

3
2

9

2

2

9

2

2
2

9

2

29

2

2

3

0




































































  


z
zdz

z
z

dz
x

xdzdxxdzdxy

z

z

z

z

z

z

x
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