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,0[المعرّفة على المجال  fالدالة نعتبر:  1تمرين [  :بـ( ) lnf x x. 

0 في جوار nلاغرانج  من الرتبة -. عينّ دستور تايلور1  1x   للدالةf . 
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)3بـ:  *المعرفة على f. انشر الدالة1 :2*تمرين )f x x يونغ من الرتبة الثالثة في جوار -حسب دستور تايلور
0 1x . 

:. انشر الدالة2 (1 )g t t   المعرفة على] 1, [  حيث  ن الرتبة يونغ م -حسب دستور ماك لورانn. 

 .1. استنتج طريقة أخرى للإجابة عن السؤال3
 

f:: لتكن 3* تمرين   :3دالة معرّفة بـ 1
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    . 0تقبل نشرا محدودا من الرتبة الأولى عند f . اثبت أن1

   . 0تقبل نشرا محدودا من الرتبة الثانية عند f . اثبت أن2

  ؟.2Cمن الصنف   f. هل الدالة 3

    ؟.0الرتبة الثالثة عندمحدودا من نشرا  f. هل تقبل 4

 
 

0عينّ النشور المحدودة عند  0مستعملاً النشور المألوفة في جوار  :4تمرين 0x   من الرتبةn : للدوال التالية 
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 السابق : نفس سؤال التمرين  :5* تمرين
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حيث :  0من الرتبة الثانية في جوار f. عينّ النشر المحدود للدالة1   :6* تمرين
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 المعرفة بـ:                           .    gللدالة 0. عينّ النشر المحدود من الرتبة الثانية في جوار2

 . استنتج  3
 

 
 احسب مستعملا النشور المحدودة النهايات التالية: :7تمرين
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 ية: لكل دالة في الحالات التال 0عينّ دالة مكافئة في جوار  :8تمرين
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)عينّ  طبيعة المتتالية   :9*تمرين )nu  :في كل الحالات التالية 
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  بـ:المعرّفة على  الدالة f: لتكن 11تمرين
2( ) 1f x x x   

 . 0من الرتبة الثانية عند f. عينّ النشر المحدود للدالة 1

)مماس عينّ معادلة لل. 2 ) 0 عند النقطة التي فاصلتها 0x  ماس بالنسبة للمنحنىووضعية هذا الم ( )C الممثلّ للدالةf. 

)مقارب المائل عينّ معادلة لل. 3 ) عند ووضعية هذا المقارب بالنسبة للمنحنى ( )C الممثلّ للدالةf. 

 
        

 المختلفة التقويم لأشكال لإعداده للطالب حلها يتُرك , إضافية )*(  بإشارة المسبوقة الحالات و التمارين : هامة ملاحظة

 النشور المحدودة لبعض الدوال المألوفة بجوار الصفر
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  :1تمرينحل ال

 تذكير بدستور تايلور لاغرانج: 
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0 في جوار nلاغرانج من الرتبة  -تعيينّ دستور تايلور .1 1x    للدالةf  :حيث( ) lnf x x 
  fلنحسب المشتقات المتعاقبة لـ 
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 تعيين النشور المحدودة باستعمال النشور المألوفة عند الصفر.  :4تمرينحل ال
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 :  و إهمال باقي الحدود نجد   5الدرجة  الأصغر أو تساوي   النشرين وأخد الحدود ذاتبضرب     
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 حسب القوي المتزايدة و الحصول على نفس النتيجة.الاقليدية  كما يمكن اجراء القسمة               
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5
2 4

4

( )
sin 3! 5!ln ln ln 1 ( )

3! 5!

x x
x o x

x x x
o x

x x

 
      

        
     

 
 

 

نّ        أوبم           
2 4

0
lim 0

3! 5!x

x x



 
   
 

و عليه يمكن وضع        
2 4 2 4

3! 5! 6 120

x x x x
X          في النشر   لنجد 
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 

 

 

 

2 4
4

2
2 4 2 4

5

2
2 4 2 4

5

2 4 4
5

2
4 5

sin
ln ln 1 ( )

6 120

1

6 120 2 6 120

1

6 120 2 6 120

6 120 72

2

6 360

x x x
o x

x

x x x x
x

x x x x
x

x x x
x

x
x x

  
     

   

 
       

 

 
       

 

    

   

 

 
 :0النشور المألوفة عند  لباستعماالنهايات  حساب :7تمرينحل ال

1)
  30

sin( sin )
lim

1 1x

x x

x



   

 
 من درجة تسمح برفع حالة عدم التعيين  0لننشر البسط و المقام  في جوار 

  0لدينا في جوار 

 

 

   

3
3

3
3

3
3 3 3

sin( sin ) sin
3!

sin
3!

1

3! 6

x
x x x x x

x
x

x
x x x

  
      

  

 
  

 

   

 

  ولدينا أيضا

 

 

 

1
3 3 2

3 3

3 3

1 1 1 1

1
1 1

2

1

2

x x

x x

x x

    

   

 

 

 وعليه: 

 

 

 

 

3 3

30 0 03 3

1 1
1

sin( sin ) 16 6lim lim lim
1 1 31 1 1
2 2

x x x

x x
x x

x x x
  

 


  
    

 

3)
  
 2 1

lim ln 1
x

x x
x

  
   

  
 

بوضع      
1

t
x

   :تصبح النهاية 2

2
0

1 1 1
lim ln 1 lim ln 1

x t
x x t

x t t 

    
        

    
 

 :لدينا  tلـ  0في جوار   
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   

 

2 3
3

2 2

1 1 1 1
ln 1

2 3

1

2 3

t t
t t t

t t t t

t
t

 
       

 

  

 

 

و عليه :               2

2
0

1 1 1 1
lim ln 1 lim ln 1

2x t
x x t

x t t 

    
         

    
   

 

 6)
  

2lim 3 2
x

x x x


  

  
 

 :  x >0لدينا من أجل   
1

2
2

2 2

3 2 3 2
3 2 1 1 1x x x x x x

x x x x

 
               
  

 

و بمانّ:  
2

3 2
lim 0

x x x
 

و عليه                  

1

2

2

3 2 3 1
1 1

2x x x x

   
       

    

 
 و بالتالي: 

 

1

2
2

2

3 2 3 1 3
3 2 1 1 1 1 1

2 2
x x x x x

x x x x

 
                          

  

 و منه: 

 2 3 3
lim 3 2 lim 1

2 2x x
x x x

 
     

 

  
7)

2

2 2
lim

1 3 5x

x

x

 

 
    

2وضع  ب     2t x x t        .لتصبح النهاية في جوار الصفر   

2 0 0

1 1
2 2 4 2 4lim lim 2lim

1 3 5 1 3 1 1 3 1x t t

t

x t

x t t  

 
   

 
     

 

 
 لدينا: tلـ  0في جوار   

 

 

 

 

 

 

 

1

2

1

2

11 11 1 1 1 1
44 8 8 8

3 331 3 1 11 3 1 1 1
2 22

tt t t
t t

ttt tt t

 
        

    
           
 

 

 
 و عليه:    

 

 
2 0 0

1
1

2 2 4 2 18lim lim 2lim
3 61 3 5 1 3 1 1
2

x t t

x t

x t  


   

   
     
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 : 0دالة مكافئة في جوارن تعييّ   :8تمرينحل ال

1)1 2

1
( )

( 1)( 3)

xe x
f x

x x

 


 
   

1        لدينا (1 ) (1 ) ( ) ( )
2 2

x x x
e x x x x                2        و

0
( 1)( 3) 3

x
x x


    

           وبالتالي:                     
1

0

2( )
3 6x

x
x

f x


  
 

2)    
   2

2

cos
( )

x x ch x
f x

x

 
   

نعلم أنّ :   
2 4 6

6cos 1 ( )
2! 4! 6!

x x x
x o x        

 
             

2 4 6
61 ( )

2! 4! 6!

x x x
chx o x    

  
 : بالتاليو         

     2 6 61
cos

360
x x ch x x x    

 

                           

  11 11
6 6

2 2
2 1

2

1

1360( )
360

x x

f x x x

x

   
     

 
    

              و عليه:          
11

2
2

0

1

360x
f x x




  
 

 
 

  :  بـالمعرّفة على  الدالة f: لتكن 11تمرينحل  
1

2 2 2( ) 1 1f x x x x x      

 . 0من الرتبة الثانية عند fدود للدالة ن النشر المحيعيّ ت .1

بمأنّ:      2

0
lim 0
x

x x


     : و بالتالي يمكن استغلال النشر   
1

2 2
2

1 1
1 1

2 8
X X X X      نشر لتعيينf  من

  : ، و عليه0الرتبة الثانية عند
 

 

     

 

 

1
2 2

2
2 2 2

2 2 2

2 2

( ) 1

1 1
1

2 8

1 1 1
1

2 2 8

1 3
1

2 8

f x x x

x x x x x

x x x x

x x x

  

     

    

   
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)مماس ن معادلة لليعيّ ت .2 ) 0 عند النقطة التي فاصلتها 0x  ووضعية هذا المماس بالنسبة للمنحنى ( )C ّالممثل 

 .fللدالة

من الصنف  fبمانّ   2C  إن النشر السابق لـ ف f  هو نشر تايلور عند
0 0x   و بالتالي  الحدّ التآلفي في النشر

هو    
1

1 0 0
2

x f f x    و عليه معادلة المماس ( )  0عند 0x     :هي
1

1
2

y x  

 و لدراسة الوضعية لدينا من النشر السابق:  

 2 2 2

0

1 3 3
( ) 1 0

2 8 8
f x x x x x

 
     
 

 

x*ومنه من أجل     ( )C يقع فوق مماسه ( ) . 

 
)مقارب المائل ن معادلة لليعيّ ت. 3 ) عند ووضعية هذا المقارب بالنسبة للمنحنى ( )C الممثلّ للدالةf.  

 أولا لنعينّ النشر المحدود المعمم للدالة    
 f x

x
   عند   

0xلينا من  أجل  : 
 

 
1

2 2 2

2 2

1 1
1

1 1 1 1 1
1 1

x
f x x x xx

x x x x xx x

 
   

        
 

 

و بمأنّ:    
2

1 1
lim 0

x x x

 
  

 
و بالتالي يمكن استغلال النشر :       

1
2 2

2
1 1

1 1
2 8

X X X X      لتعيين النشر 

م لـالمعم  
 f x

x  و عليه في جوار   :لدينا 

 
1

2

2

2

2 2 2

2 2 2

2 2

1 1
1

1 1 1 1 1 1 1
1

2 8

1 1 1 1
1

2 2 8

1 3 1
1

2 8

f x

x x x

x xx x x

x x x x

x x x

 
   
 

     
          

     

 
      

 

 
     

 

 

 هو :  عند   fومنه  نشر      

 
1 3 1

2 8
f x x

x x

 
     

 
 

  و من النشر الأخير نلاحظ أنّ:      

 
1 3 1

lim lim 0
2 8x x

f x x
x x 

      
          
      

 

)و هذا يعني أنّ المستقيم      )  : ذو المعادلة
1

2
y x   لـ  مقارب مائل( )C  عند. 

 و لدراسة الوضعيةّ لدينا من النشر السابق:      

 
1 3 1 3

0
2 8 8

f x x
x x x

   
       
   

 

)و عليه       )C   يقع فوق مقاربة المائل( )  في جوار. 


