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 حددات وجمل المعادلات الخطيةمال:  4 الفصل 

 . على ف ش إلى   E يرمز   في كل هذا الفصل

 المحددات . 1. 4

  2. المحددات  من الرتبة 1. 1. 4

    ريف: اتع

 .  و نح 2Eتطبيقا خطيا من  f ليكن 

  نقول إنf  ثنائي الخطية على شكلE  أن  خطيا بالنسبة لكلا المتغيرين أي إذا كانf  يحقق ما يلي
 : 

, y) 2, y)+bf(x1, y) = af( x2+bx1: f(ax a, b E, ,y 2,x1x 

)2)+bf(x, y1) = af( x, y2+by1: f(x, ay a, b E,  2,y1x,y 

  نقول عن الشكل ثنائي الخطيةf  : إنه متناوب إذا كانx,y E : f(x, y)  + f(y, x) = 0  

 

 مبرهنة : 

 على  . لدينا التكافؤ: ثنائي الخطية  شكلا  fليكن 

f   متناوب x E : f(x, x) = 0 
 

 برهان : 

 . f(x,x) =0أي  2f(x,x) = 0لدينا : E من  xومنه  : من أجل كل  متناوب fنفرض أن 

 لدينا :  Eمن  x, yومنه من أجل كل  Eمن  xمن أجل كل  f(x, x) = 0لنفرض الآن أن: 

0 = f(x+ y, x  +y) = f(x, x) + f(x, y) +f(y, x)  + f(y, y) = f(x, y) +f(y, x)  

 متناوب.    fأي أن 

 قضية : 

 . Eمتناوبا علىثنائي الخطية  شكلا  fليكن ساس له و أ  =e1(e B ,2(و  2يساوي   Eنفرض أن بعد  
 . e1bc) f(e –f(x, y) = (ad ,2(فإن :   Bفي الأساس  y(c,d)و  x(a,b)إذا كان 
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 برهان : 

f(x,y)= f(ae1+be2, ce1+de2) =  a f(e1, ce1+de2) + b f(e2, ce1+de2) 

          = acf(e1, e1) + adf(e1, e2) + bcf(e2, e1)+ bd f(e2, e2)  = (ad – bc) f(e1, e2) . 

ريف : امبرهنة وتع  

  Eأساسا له فإنه يوجد شكل ثنائي الخطية متناوب على  =e1(eB ,2(وكان   2يساوي   Eإذا كان  بعد  
 يسمى محددا من الرتبة الثانية .  e1(eBdet ,12 = (يحقق :     Bdetوحيد  

|فإن :  Bساس بالنسبة لل  y(c, d)و  x(a, b) وإذا كان : 
𝑎 𝑐
𝑏 𝑑

|bc =  –(x, y)= ad Bdet.  

 

 أمثلة : 

|
1 2
−2 2

| = 6,                 |
3 1
2 7

| = 19,                  |
−1 9
2 5

| =  −23 

 مبرهنة : 

مستقلة إذا وفقط إذا   {x, y}تكون الجملة  . Eشعاعين من  x, yوليكن  Eأساس لـ  =e1(e B ,2(نفرض أن 

 . (x, y)  Bdet 0 كان 

 

  ومنه  x= ay بدلالة الآخر، نفرض مثلا أند الشعاعين يكتب حأأي  أن  مرتبطة {x, y}أن الجملة نفرض 

(x,x) =0 Bdet (x, ax) = a Bdet(x, y) =  Bdet .  

 . (x,y)  Bdet 0 مستقلة ولنبين أن {x,y}لنفرض الأن أن الجملة 

  بحيث :  a, b, c,dومنه توجد أعداد حقيقية   E أساس لـ {x, y}فإن الجملة  2يساوي  Eبما أن بعد 

= ax + by  1e 

= cx +d y  2e 

ليس   Bdet  (x,y) أي أن  = bc)f(x,y-(ax +by, cx+dy) = (ad Bdet) = 2, e1(e Bdet1(  ومنه

 معدوما. 

 :  نتيجة

 . Eشعاعين من  x, yوليكن  Eأساس لـ  e1(e=B ,2(لنفرض أن 
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 . 0 Bdet=  y)a(x,  Bdet = (ax, y)  لدينا :  aمن أجل كل عدد جقيقي 
 

 3من الرتبة  . المحددات2. 1. 4 

    ريف: اتع

 .  و نح 3Eتطبيقا خطيا من  f ليكن 

  نقول إنf  الخطية على  شكل ثلاثيE  أن  أي  متغير من متغيراته إذا كان خطيا بالنسبة لكلf 
 : يحقق ما يلي 

, y, z) 2, y)+bf(x1, y, z) = af( x2+bx1: f(ax a, b E, ,y,z 2,x1x 

, z) 2, z)+bf(x, y1) = af( x, y2+by1: f(x, ay a, b E, z , 2,y1x,y 

)2)+bf(x,y, z1) = af( x,y, z2+bz1: f(x,y , az a, b E,  2, z1z, x,y, 

 الخطية  لاثينقول عن الشكل ثf  إنه متناوب إذا كان من أجل كلx, y, z  منE الدين : 
 f(x, y, z)  + f(y, x, z) = 0 
f(x, y, z)  + f(x, z, y) = 0 
f(x, y, z)  + f(z, y, x) = 0 

 

 : نتيجة

 x, y E : f(x, x,y) =  f(x,y,x) = f(y,x,x) = 0 فإن :  .Eعلى متناوبا ي الخطية لاثث شكلا  f إذا كان 

 

 قضية : 

 . Eمتناوبا علىالخطية  ثلاثي شكلا  fأساس له و ليكن  3e, 2, e1(e(و  3يساوي   Eنفرض أن بعد  
 فإن :  e2, e1(e ,3(في الأساس    )ji ,hz , (و  d)g,ey,(و  a,b)cx,(إذا كان 

)3, e2, e1) f(ebd j –ia g –ceh  – g+ dic + hb aej) = (, z f(x, y. 

 

ريف : امبرهنة وتع  

الخطية متناوب على  ثلاثي أساسا له فإنه يوجد شكل   =e2, e1(eB ,3(وكان   3يساوي   Eإذا كان  بعد  
E    وحيدBdet     : 13 = (يحقق, e2, e1(e Bdet يسمى محددا من الرتبة الثالثة . 

 فإن :  e2, e1(e ,3(بالنسبة للاساس    z(h, i, j)و  )d, e, gy(و  a, b)cx,( وإذا كان : 
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 |
𝑎 𝑑 ℎ
𝑏 𝑒 𝑖
𝑐 𝑔 𝑗

| =jbd   –gia  –ceh  –aej + dic + hbg  )=(x,y, z Bdet 

 

محدد من الرتبة الثالثة :  لحساب  "سو سار "طريقة   

 لحساب محدد من الرتبة الثالثة بهذه الطريقة نقوم بما يلي : 

( نكتب العمودين الأول والثاني على يمين المحدد 1  

|
|

+    +    +
𝑎     𝑑     ℎ 
𝑏      𝑒      𝑖
𝑐     𝑔      𝑗
−   −   −  

|
|

      
𝑎      𝑑
 𝑏      𝑒
𝑐     𝑔

 

 +. ةبإشار ونلحقه ثم نجمع الناتج ( نضرب عناصر كل قطر نازل ببعضها 2

 .  –  ونلحقه بإشارة  ( نضرب عناصر كل قطر صاعد ببعضها ثم نجمع الناتج3

 (.3( و 2( قيمة المحدد هي ناتج جمع  العدد ين المحصل عليهما في المرحلتين 4

  : مثال  

|لنحسب المحدد:    
1 2 3
2 1 4
8 1 1

|   

|
|

+   +    +
1     2     3 
2      1      4
8     1       1
−    −    −  

|
|

      
1      2
 2      1
8      1

 

 ومنه : 

|
1 2 3
2 1 4
8 1 1

|    =  ((111) + (248) + (321)) – ( (831)+(141)+(122)) =  39. 

 مبرهنة : 

 . Eمن  ةشعأ z x, y,كن تول Eأساس لـ  =e2, e1(e B ,3(نفرض أن 

 .  f(x, y, z)   0مستقلة إذا وفقط إذا كان  {x, y,z}تكون الجملة 
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 :  نتيجة

 لدينا :  bو  a   ينقيقيحمن أجل كل عدد . Eمن  ة شعأ zx, y,كن ـتول Eأساس لـ  =e2, e1(eB ,3(نفرض أن 
f(x, ax + bz, z ) = f(ay + b z, y, z) = f(x, y, a x+ by) =0  . 

 

 خاصة:  ةحال

|
𝑎 ℎ 𝑖
0 𝑏 𝑗
0 0 𝑐

| = |
𝑎 0 0
𝑘 𝑏 0
𝑙 𝑚 𝑐

| = |
𝑎 0 0
𝑘 𝑏 0
𝑙 𝑚 𝑐

| = 𝑎𝑏𝑐 

 : n المحدد من الرتبة. 3. 1.  4

 .نحو الحقل  nEخطي  من  – nخطيا كل تطبيق  – nنسمي شكلا 

   يقال عن الشكل الخطيf  : 0 = (إنه متناوب إذا  كانn, …v2, v1f(v    كلما كانتn, …v2, v1v  غير متمايزة

  مثنى.   مثنى

   من أجل كل شكلn  خطي متناوبf  :لدينا 

 يكون :  n,…,v1(v(في العنصر  j, viv(  إذا بدلنا بين الشعاعين1

)n,…,…vi,…vj,. …v1f(v –) =  n,..,…vj,…vi, …v1f(v 

 عبارة خطية للشعة الأخرى فإن الصورة لا تتغير.  n,…,v1(v((  إذا أضفنا إلى شعاع من 2

 .0n.,…., v1f(v = (مرتبطة فإن  nv,…,1v(  إذا كانت الأشعة 3

   ليكنE  -  فضاء شعاعيا بعدهn  .)n, …. e2, e1B = (e  أساس لـE. 

  Bdet والمرموز له بالرمز  Eالخطي المتناوب على  -  nالشــــــــــــكل  Bنســــــــــــمي تطبيقا محددا وفق الأســـــــــــــاس 

 . n, …. e2, e1(e  Bdet 1 = (بحيث : 

بالنسبة للساس  n.,…, v1(v(محدد الجماعة   v Bdet)n.,…, v1 (. يسمى nEعنصرا من  v)n.,…., v1(ليكن 

B. 

   محدد مصــفوفة مربعةA  رتبتهاn  ـــــــــــــــــ  nهو محدد جماعة أشــعتها العمودية بالنســبة للســاس القانوني لـ

 .det Aونرمز له :  
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  E  K-  ف ش . بعدهn  وB, B'  : أساسان له.عندئذ لدينا 

det B' (v1, v2, …. vn) = det B (v1, v2, …. vn) det B' (B) 

 

   خواص المحددات 4.  1. 4

  ن أو أحد الأعمدة منعدما كان المحدد منعدما. ييإذا كان عمودان متساو 

| مثل : 
0 −5 8
0 2 2
0 7 9

|= 0, |
1 2 1
−4 1 −4
2 −7 2

|= 0    . 

  .إذا أضفنا لأحد الأعمدة عبارة خطية للعمدة الأخرى فإن المحدد لا يتغير 

 مثل : 

 |
1 −1 −1
2 5 −2
4 3 6

|= |
1 1 − 1 1 − 1
−4 2 + 5 2 − 2
2 4 + 3 4 + 6

|=  |
1 0 0
−4 7 0
2 7 10

| = 1710 = 70 . 

 A عندئذ :   مصفوفة مربعة 

det (tA) = det (A)                    et          det (a A) = an det (A) (a  ) 

 مثل : 

 |
1  3  0   9 
3  1  5  6 
8  5  6  1
 2  1  8  4

| = |
1  3  8   2 
3  1  5  1 
0  5  6  8
 9  6  1  4

|  ، |
4 8
12 0

| = 42 |
1 2
3 0

|،= 23 |
2 −2 1
5 0 −1
3 9 2

| |
2 −4 1
10 0 −2
6 18 4

| 

   متساويان أو أحد الأسطر منعدما كان المحدد منعدما.   إذا كان سطران 

  .إذا أضفنا لأحد الأسطر عبارة خطية للسطر الأخرى فإن المحدد لا يتغير 

 A, B  مربعتان   مصفوفتان  det (AB) = det (A) det (B). 

  تكون A  0  إذا وفقط إذا كانقابلة للقلب    det A   لدينا عندئذ : و 
1 1

det A
det A

 . 

  محدد تماثل داخليf  هو محدد المصفوفة المربعة المرفقة به وفق أساس كيفي ونرمز لهdet f. 
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 f  تماثل داخلي وA  : المصفوفة المربعة المرفقة به. القضايا التالية متكافئة 

f تقابلي             det A  0           A قابلة للقلب   

 نشر محدد وفق صف 

 .nرتبته   ا محدد ijD = det (a(  ليكن 

 iبحذف الصــــــــــــ     Dالمحصــــــــــــول عليه من  n–1المحدد ذا الرتبة  ijaنســــــــــــمي محددا أصــــــــــــغر ملحقا بالحد 

   .ijDونرمز له بالرمز  jوالعمود 

D  إذا كان مثال :  = |
1 2 3
4 7 0
9 6 5

D2,1فإن :  | = |
2 3
6 5

| , D2,2 = |
1 3
9 5

| , D3,2 = |
1 3
4 0

|. 

 ولدينا ما يلي:  

   نشرD  وفق السطرi     
n

i j

ij ij

j 1

D ( 1) a D



  

 لننشر المحدد التالي وفق السطر الأول:  مثال : 

|
1  3  0   9 
3  1  5  6 
8  5  6  1
 2  1  8  4

|=1 |
1 5 6
5 6 1
1 8 4

| − 3 |
3 5 6
8 6 1
2 8 4

| + 0 |
3 1 6
8 5 1
2 1 4

| − 9 |
3 1 5
8 5 6
2 1 8

| 

ر الثاني : طالمحدد التالي وفق السلننشر   

|
1 5 6
5 6 1
1 8 4

| = −5 |
5 6
8 4

| + 6 |
1 6
1 4

| − 1 |
1 5
1 8

| = 140 − 12 − 3 = 125 

  يمكن النشر وفق العمود 
n

i j

ij ij

i 1

D ( 1) a D



         

 مثال : 

:  لثالثا عمود لننشر المحدد التالي وفق ال  

|
1 5 6
5 6 1
1 8 4

| = 6 |
5 6
1 8

| − 1 |
1 5
1 8

| + 4 |
1 5
5 6

|= 204 – 3 – 76 =  125 

   .يستحسن النشر وفق السطر أو العمود الذي به أكبر عدد من الأصفار تقليلا للحسابات 
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 حساب مقلوب مصفوفة مربعة قابلة للقلب باستعمال المحدد

المصفوفة المرافقة للمصفوفة   (C). تسمى   i, j = 1, 2, 3,….n    ، ijD j  +i 1 ) –= (  ijCنضع من أجل كل 

A. 

=𝐴−1   فإن :  nمصفوفة مربعة قابلة للقلب رتبتها  Aإذا كانت 
1

det𝐴
(𝐶𝑖,𝑗)

𝑡
 

    جل أمنn = 2  .         A = (
𝑎 𝑏
𝑐 𝑑

 قابلة للقلب و مقلوبــها    Aفإن   ad – cb  0إذا كان (

𝐴−1 =
1

𝑎𝑑 − 𝑏𝑐
(
𝑑 −𝑐
−𝑏 𝑎

)
𝑡

 

   من أجلn = 3   نضع    

a d g

A b e h

c f i

 
 

  
 
 

 عندئذ:  .  0يختل  عن   det Aونفرض أن  

𝐴−1 =
1

det 𝐴 

(

 
 
 
|
𝑒 ℎ
𝑓 𝑖

| − |
𝑏 ℎ
𝑐 𝑖

| |
𝑏 𝑒
𝑐 𝑓

|

− |
𝑑 𝑔
𝑓 𝑖

| |
𝑎 𝑔
𝑐 𝑖

| − |
𝑎 𝑑
𝑐 𝑓

|

|
𝑑 𝑔
𝑒 ℎ

| − |
𝑎 𝑔
𝑏 ℎ

| |
𝑎 𝑑
𝑏 𝑒

| )

 
 
 

𝑡

 

 

  جمل المعادلات الخطية .2 .4

 


