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Chapitre 1

Définitions, notations et rappels

1.1 Bibliographie

o (Clalcul différentiel et équations différentielles, Sylvie Benzoni-Gavage, éditions Du-
nod.

e (Cours et exercices de calcul différentiel pour la licence, Bazanfaré Mahaman, éditions
Ellipses.

o FEquations différentielles ordinaires avec applications, Basem Attili et Rima Cheay-
tou, éditions Ellipses.

e Pour aller plus loin dans la théorie : Calcul différentiel, Henri Cartan, éditions
Hermann

e Pour « visualiser » les équations différentielles et leurs applications au chaos :
www.chaos-math.org/fr/les-chapitres

1.2 Espaces métriques complets

Dans toute la section, (X, d) est un espace métrique.

Définition 1.1 (suites de Cauchy). Soit (ur) C X une suite d’éléments de X. On dit que
(ug) est une suite de Cauchy si

Ve>03ky >0 tel que pour j,k > ko, on a d(uj,u) <e.

Proposition 1.2. Toute suite convergente d’éléments de X est de Cauchy.
Démonstration. Soit (u) C X une suite convergente et soit £ > 0. Il existe kg > 0 tel que
k>ky = d(ug,z) < e/2.

Par inégalité triangulaire, pour j,k > kg, on a

Proposition 1.3. Soit (ug) une suite de Cauchy.
a) La suite (uy) est bornée.

b) Si (u) admet une valeur d’adhérence, alors elle converge vers cette valeur d’adhérence.
En particulier, (ux) a au plus une valeur d’adhérence.
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Démonstration.
(a) Il suffit d’appliquer la définition avec £ = 1, il existe ky > 0 tel que

d(ug,ug,) < 1, pour k > k.

On pose alors
r = 1+ max {d(uj,ug,) : 0< 7 <ko}.
On a (ug) C BF(ug,, ). Ainsi (ug) est bornée.

(b) Soit & une valeur d’adhérence de (uy). Soit u, une sous-suite convergent vers .
Montrons que u converge vers x.

Soit & > 0. Il existe jo tel que pour j > jo, on a uy;) € B(x,/2).
Comme u est de Cauchy, il existe kg tel que pour k! > ko, on a d(u;, ug) < /2.
Soit j > 0 tel que j > jo et p(j) > ko. Pour k > ¢(j), on a

d(ug,z) < d(ug, up(j)) + d(uggy,r) < €/2 + €/2 = e
On a bien u — x. 0

Définition 1.4 (Espaces métriques complets). Si toute suite de Cauchy de X est conver-
gente, on dit que (X,d) est un espace métrique complet.

Exemple 1.5.
Q muni de la distance usuelle n’est pas complet. Par exemple la suite

est bien une suite de rationnels qui converge dans R vers e = exp(1). Elle est donc de
Cauchy. Par contre e € Q.

Théoréme 1.6. L’ensemble R des nombres réels est complet.

Démonstration. Si (x)k>0 C R est une suite de Cauchy pour la distance usuelle, alors
en particulier, elle est bornée. Par le théoréme de Bolzano-Weierstrass, (zj) admet une
sous-suite convergente. La suite (zx) admet donc une valeur d’adhérence et comme elle est
de Cauchy, elle converge. O

Théoréme 1.7. R" est complet.

Démonstration. Si (x(k)) C R"™ est une suite de Cauchy, alors pour 1 < j < n, les suites

((:ng)))k sont aussi des suites de Cauchy d’éléments de R. Comme R est complet, elles
convergent. Ceci implique la convergence de (x(k)) dans R™. O

Théoréme 1.8. Les espaces métriques compacts sont complets.

Démonstration. Soit (K,d) un espace métrique compact et soit (rx) C K une suite de
Cauchy. Par compacité de K, cette suite admet une valeur d’adhérence et comme elle est
de Cauchy, elle converge. O
Théoréme 1.9. Soit Y C X.

a) Si (Y,d) est complet alors Y est fermé.

b) Si (X,d)estcompletetY fermé alors (Y,d) est complet.
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En particulier si (X, d) est un espace métrique complet on a l’équivalence
Y fermé <= (Y,d) complet.

Théoréme 1.10. Si (X,d) et (Y,d) sont des espaces métriques et que (Y,0) est complet
alors Cy(X,Y) muni de la distance

doo(f59) :=sup{d(f(z),9(x)) : =€ X}
est complet.

Démonstration. Soit (fr) C Cp(X,Y) une suite de Cauchy. On voit facilement que pour
tout € X, la suite (fx(x)) est de Cauchy dans (Y,4). Comme (Y,0) est complet, il existe
y €Y tel que f(xr) — y dans Y. Notons y =: f(x).

Montrons que f; — f. Soit € > 0. Il existe ko > 0 tel que pour tous k,I > kg on ait

5(fr(x), fi(z)) < eVzeX.
En faisant [ — oo, on obtient : pour k& > ko,
0(fi(@), f(z)) < eVreX.

On conclut que f; — f. Comme une limite uniforme de fonctions continues est continue
on a f € Cy(X,Y). Ceci achéve la démonstration. O

1.3 Applications

Le théoréme suivant permet de s’assurer de ’existence d’une limite sans connaitre sa
valeur explicitement.

Théoréme 1.11 (critere de Cauchy). Soit (X,d) et (Y,0) deur espaces métriques. On

suppose que (Y,0) est complet. Soit A C X, f: A—Y et x € A. Alors f admet une
limite au point x si et seulement st

Ve>0dr >0 tel que [:c' € B(z,r) et 2" € B(:c,r)] = O(f(z"), f(a")) <e.

Corollaire 1.12 (prolongement des fonctions lipschitziennes). Soit (X,d) et (Y,d) deux
espaces métriques. On suppose que (Y,0) est complet. Soit A C X et f: A — Y une
fonction lipschitzienne. Alors :

a) f admet une limite en tout point de A.
b) le prolongement par continuité de f sur A est une fonction lipschitzienne (avec la méme

constante de Lipschitz).

Le résultat suivant, trés important, est a la base de nombreux théorémes d’existence.
Par exemple, il va étre utilisé pour démontrer I’existence d’une solution unique au probléme
suivant. Etant donnés un intervalle I C R, zg € I, yo € R et f € Lip (R, R), on cherche
une solution y € C! (I,R) de

{y’(:v) fly(x)  Vazel,
y(xo) = Yo

Ce type de probléme formé d’une équation différentielle (v = f(y)) et d’une donnée initiale
(y(zo) = yo) est appelé probléme de Cauchy.
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Théoréme 1.13 (Théoréme du point fixe de Banach-méthode des approximations suc-
cessives de Picard ). Soit (X,d) un espace métriqgue complet et soit f : X — X une
application contractante, i.e. qu’il existe une constante 0 < K < 1 telle que f soit K-
Lipschitzienne :

d(f(z), f(y)) < Kd(z,y), Vz,ye€ X.

Alors f admet un unique point fize dans X :
Nz e K tel que f(x) = x.

De plus toute suite d’éléments de X construite par la relation de récurrence w11 := f(xy)
converge vers ce point fize.

Démonstration.
1. Unicité.  Soit z,y € X deux points fixes de f, i.e. z = f(x) et y = f(y). Comme
f est K-Lipschitzienne, on a

d(z,y) = d(f(z), f(y)) < Kd(z,y) = (1—-K)d(z,y) <0.
Comme 1 — K > 0, on en déduit d(z,y) =0 et donc x = y.

2. Existence. Soit xg € X. Nous définissons de maniére récursive pour k > 0,
Tppr = fzp). (L.1)
On a alors, pour k£ > 0,
d(Tpy2, vp11) = d(f(Tr11), f(7r)) < Kd(zpgr, zp).
On obtient par récurrence l’estimation :
d(zpy1, 1) < KPd(zy,x0) pourk > 0. (1.2)
Maintenant, par inégalité triangulaire, on a pour [ > k,
d(zy, ) < d(zg, vpe1) + d(@py1, Tpao) + - + d(xp_1, 27).
En utilisant (1.2) pour estimer chacun des termes, il vient
d(zg,z) < (KF4+ KM 44 K Yd(x, x)

, Kk
ZKJ d(fEl,fEO) - 1 _Kd(xlax(])
Jj>k

IN

Comme 0 < K < 1, le membre de droite converge vers 0 quand k& — co. On en déduit que
la suite (zx) est de Cauchy. Par hypothése, (X, d) est complet et donc il existe z* € X

tel que xp koo, . En passant a la limite dans l'identité xy 1 = f(zx), on conclut par
continuité de f que z* = f(2*). Nous venons de montrer que f admet au moins x* comme
point fixe. De plus toute suite récurrente de la forme (1.1) converge vers un point fixe de
f. Nous avons vu au point 1 que ce point fixe était unique. On en déduit que toute suite
de la forme (1.1) converge vers x*, 'unique point fixe de f. O

Exemple 1.14. L’équation z = cos z a une seule solution sur R. En effet, comme cosx €
[—1,1] pour z € R, on peut se restreindre a cet intervalle. On cherche donc les points fixes
de f:[-1,1] = [-1,1], 2 ~ cosz. Sur cet intervalle, on a

Vre[-1,1], |f(z) <sinl <1.

Donc f est K-Lipschitzienne, avec K = sinl < 1. Elle admet donc un unique point fixe.
On conclut que I'équation cos x = x admet une solution et une seule sur R.
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1.4 Espaces vectoriels normés et préhilbertiens.

Définition 1.15 (norme). Soit E un espace vectoriel sur R. Une norme sur E est une
application N : E — Ry qui satisfait les trois aziomes suivants :

i. Pour toutx € E, ona N(z)=0 < z=0.
ii. Pour tout x € E et A€ R, on a N(Azx) = [A\|N(x).
iii. Pour tous x,y € E on a N(x+y) < N(x)+ N(y).

On dit que E muni de N est un espace vectoriel normé.
Remarque 1.16. La plupart du temps, une norme est notée ||z|| ou |z| plutot que N (x).

Exemple 1.17. Soit £ = R"™. Pour x € F, posons
— Noo(z) = [7[ec = maxicrcn |kl,
- Ni(z) = [zl = D |zl
Il est facile de vérifier que |- |o et |- |1 sont des normes sur E.

Exemple 1.18. Soit [*° (R) l'’ensemble des suites bornées d’éléments de R. Pour u =

(uk) k>0, posons
Noo(u) = |uloe = sup|ugl.
£>0

| - |oo €st une norme sur [*° (R).

Exemple 1.19. Soit ! (R) I'ensemble des suites sommables d’éléments de R. Pour u =

(u)k>0, posons
o

Ni(w) = Juli = ) |ugl.

k=0
Nj est une norme sur ! (R).

Exemple 1.20. Soit I un intervalle de R et Cj(I) I'ensemble des fonctions continues et
bornées sur I a valeurs dans R. Pour f € Cy(I), on pose

Neo(f) = [Ifllc = sup|f(z)].
xel

On vérifie facilement que || - [|s définit une norme sur Cy(I).

Soit E un espace vectoriel et considérons une application de b : F x E — R notée
b(z,y) = (x,y) pour z,y € E.
Définition 1.21 (produit scalaire). On dit que (-,-) est un produit scalaire sur E si
i. (z,y) = (y,x) pour tous x,y € E,
it. {(x, Ay + z) = XNz, y) + (x,z) pour tous x,y,z € E et A € R,
iii. (x,x) >0 pour tout © € F,
. (x,x) =0 = =0 pour tout x € E.

On dit que E muni de (-,-) est un espace préhilbertiens. La norme associée est

2]l = V/(z, 2).

Proposition 1.22. Si (E, (-,-)) est un espace préhilbertien de norme associée |-| on a les
identités remarquables

(z+y.z—y) = |2)* |y
|+ y? |2 + 2(z,y) + [y|?
lz—yl> = |z[* —2(z,y) + [y?
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Proposition 1.23 (formule de polarisation, cas réel). On déduit des identités ci-dessus
que pour x,y € E, on a
(w,y) = (lz +y = |z —y[*)/4.

Ainsi il suffit de connaitre la norme associée | - | pour déterminer le produit scalaire.

Exemple 1.24. Si E =R, le produit (¢, s) := ts définit un produit scalaire. Plus généra-
lement, si a > 0, a # 1 est fixé, (t,s) := ats définit un autre produit scalaire.

Exemple 1.25. Si E = R", le produit scalaire euclidien usuel

n
<£C, y> = Z LYk
k=1

est bien un produit scalaire.

Exemple 1.26. Si E = [2(R) est I'ensemble des suites & valeurs réelles et de carré som-
mable. L’application définie pour u = (ug)r>0 et v = (v )k>0 par

(u,v) = Zukvk

k>0
définit un produit scalaire sur 12 (R). O

Exemple 1.27. Si E' = M, (R) est 'ensemble des matrices réelles de taille n x n, on peut
définir le produit scalaire suivant sur F :

n n
(M,N):=> " M Ny
k=11=1
Exemple 1.28. Si E = C(|0, 1]) est 'ensemble des fonctions continues sur [0, 1], on définit

un produit scalaire sur F par

(f,9) = /0 F(t)g(t) dt.

Exemple 1.29. Soit n > 0 et soit E = R, [X] 'espace des polyndmes a coefficients réels
de degré plus petit que n. Alors

(P.Q)= [ P@OQU

définit un produit scalaire sur R, [X].
Définition 1.30. Un espace préhilbertien de dimension finie est appelé espace Euclidien.

Théoréme 1.31. Dans un espace de dimension finie, toutes les normes sont équivalentes.

1.5 Espaces de Banach

Définition 1.32. a) Un espace vectoriel normé complet est appelé un espace de Banach.
b) Un espace préhilbertien complet est appelé un espace de Hilbert.

Les propriétés établies pour les espaces métriques complets sont bien stir valables pour
les espaces de Banach.
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Proposition 1.33.

a) R™ et plus généralement tout espace vectoriel normé de dimension finie est un espace
de Banach.

b) Tout espace euclidien (i.e. un espace préhilbertien de dimension finie) est un espace de
Hilbert.

c) Si(E,|-h), -, (EN,|-||~) sont des espaces de Banach, alors l’espace produit muni de

la norme [(z1,-++ , TN)|max 1= max ¢ [[a5][; + j=1,-- ,N} est un espace de Banach.
d) Si(E,|-|) est un espace de Banach et F' est un sous-espace vectoriel fermé de E alors
(F,|-|) est un espace de Banach.
1.5.1 Exemples d’espaces de Banach

Proposition 1.34. Soit (E,|-|) un espace de Banach, soit I un ensemble et soit 1°°(I, E)
Uespace des fonctions bornées de I a valeurs dans E. Pour f € 1°°(I, E) on pose

[flloo := sup{[f(2)| : = €1},
Alors, (I°°(I), E) est un espace de Banach.

Dans le cas particulier I = N et R = F on retrouve l’espace des suites bornées d’élé-
ments de R

PMNR) =12 [R), - lloo = [+ foo-
On a donc :
Corollaire 1.35. L’espace (I° (R), | |oo) des suites bornées de R est un espace de Banach.
Démonstration.

Notons G = [*°(1, E)). Montrons que 'e.v.n. (G, | - ||oo) €st complet.
Soit (f;); une suite de Cauchy dans G, i.e.

Ve>03lp>0 tel que B>l = ||fi — fil~ < e

Comme pour tout = € I, |fj(x) — fi(z)] < ||fj — filloo, chacune des suites (f;(z))j>0 C F
est de Cauchy dans E et est donc convergente. Notons f(x) := lim;j_o fj(2).
Pour conclure, nous allons montrer que f € G et que ||f; — f|/oc — 0.
1. Montrons que f € E.
La suite (f;) étant de Cauchy, elle est bornée dans G. Soit C' > 0 telle que

Vi=0|fjllo < C.

Pour tout € I, on a |f(z)| = limj_o [fj(z)] < C. Donc ||f|loc < C et on a bien
—_——

<lfille<C
feq.
2. Montrons que || f; — f|loo — 0.
Soit € > 0 et soit Iy > 0 tel que

3>l = |Ifi— filo < e = Vzel,|fjx) - filz)] <e
En faisant [ — oo & j > [y fixé, on obtient qu’il existe Iy > 0 tel que
jzl = Vaellfijlx)-fl@)|<e = |fj—fllo<e

Comme € > 0 est arbitraire, on conclut que f; — f pour la norme || - ||oo. O
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Proposition 1.36. Soit (E,|-|) un espace de Banach et (X,d) est un espace métrique
alors Cy(X, E) est un sous-espace fermé de (I°(X, E), || - ||o)-

Donec (Cp(X, E), || - |loc) est un espace de Banach.

Proposition 1.37. Soit (E,|-|) un espace de Banach et (X,d) est un espace métrique.
On munit Lip(X, E) de la norme

|f(z) = f(y)]
o(z,y)

L’espace (Lip(X, E), || - |lLip) est un espace de Banach.

1l = ||f||oo+sup{ L aye X, x#y}.

Proposition 1.38. Soit (E,| - |g) et (F,|-|r) des espaces vectoriels normés. On munit
lespace L(E, F) des applications linéaires continues de E dans F de la norme

V(x
1l = sup (@)l : z€ B, Jelp<1}= sup MADNE
zepNo}y IzlEe

Si F est un Banach alors L(E, F),| - ||g,F) est un Banach.

En particulier, on peut faire £ = R dans les propositions précédentes : les espaces
(Cyp (X, R) | * |oo), (Lip(X,R), | - ||Lip) €t (F”, || - ||rr) sont des espaces de Banach.

Revenons aux espaces de suites.

Théoréme 1.39. a) L'espace de suites (I* (R), |- |1) est un Banach.

b) L’espace de suites (I* (R),| - |2) est un Hilbert.

¢) Plus généralement, pour p > 1, lespace (I’ (R),|-|p) est un espace de Banach.
Nous rappelons que pour u = (u)r>0 une suite d’éléments de R, on définit

1
P

uly = | D_lul” | € [0,00],

et
PR) = {(ur)g>0 CR : |ul, < oo}.

Démonstration. 11 suffit de montrer le (c). Soit 1 < p < oo et soit (1)) C 1P (R) une suite
de Cauchy dans (I? (R), |- |,).

Commengons par remarquer que les suites sommables sont bornées et donc P (R) C
[?° (R). De plus on a 'estimation,

Vo e’ (R) |Z]oo < |zfp-
On voit donc que la suite (ul?)) est de Cauchy dans (I° (R),] - |s). Nous venons de voir
que (I (R), |- |s) est un espace de Banach, nous en déduisons qu’il existe = € [*° (R) tel

que
w9 222 2 dans (I (R),|-]).
Nous allons montrer maintenant que z € I” (R) et que u'9) — 2 dans IP (R).

1.z €1 (R) Comme (u)) est de Cauchy dans (I (R),||,) elle est bornée dans cet
espace : il existe C > 0 telle que

w?), < ¢, Vj>o.
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D’autre part, la convergence de u9) vers z dans > (R) entraine la convergence de chaque
composante : pour k > 0 fixé, on a u,(g) ERiaN xi dans R. En particulier, pour K > 0, on

(4)
E P = lim E el < P,
|z | jl lug”| <
k=0 k=0

———
<Cp

La série de terme général (|zx|P) est donc sommable. On en déduit que x € [P (R).

2. u9) — 2 dans I” (R)  Fixons & > 0. Il existe lo > 0 tel que

>l = Ju) —u¥|, < e (1.3)

Comme u0) — g € [P (R), il existe kg tel que

Sl —al | < e (1.4)
k>ko+1
Soit maintenant, j > lp, on a
. k?() . .
(9 =l =3 —anfP + 3 ) —f? (1.5)
k=0 k>ko+1

Or, par inégalité triangulaire dans [P (R) (inégalité de Minkowski) on a

1
P P P
(4) (4) (lo) (lo)
Z luy” — x| < Z lug” —u, P |+ Z luy,”” — x|
k>ko+1 k>ko+1 k>ko+1
<Ju@) —ulo)|,<e par (1.3) <e par (1.4)
< 2e.

En injectant cette estimation dans (1.5), on obtient

ko )
(1 = alp)? = 3l = aal? + (22)7,
k=0

. R , j j—00 j j —00 L1
Finalement, comme a k fixé u,(g) —z; 2250, 0na 220:0 ]u,(g) —zx[? 225 0. On en déduit

qu'il existe jp tel que pour 5 > jo,
[u?) —z|p < 3e.
Comme £ > 0 est arbitraire, on en conclut que u') — x dans (P (R), |- |,). O

Exemple 1.40. Soit 2 une partie de R™. Les espaces de Lebesgue LP(2) sont des espaces
de Banach pour tout p € [1,400]. L'espace de Lebesgue L?(€2) muni du produit scalaire

@mzxj@mmm
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est un espace de Hilbert. Cependant, l'espace C'(€2) des fonctions continues n’est pas un
espace de Hilbert muni de ce produit scalaire. Par exemple, si on considére Q = [0,1] et la
suite de fonctions

1, x <1/2,
fa@)=91—n(x—-1/2), 1/2<z<1/2+1/n,
0, x>1/2+1/n,

on obtient que (f,) est une suite de Cauchy pour la norme

il = ([ #w ) -

mais la suite n’a pas de limite dans C(9).

Définition 1.41. On dit que u € L(E, F) est un isomorphismes de E sur F si u appartient
a l’ensemble :

Isom(E,F) ={ue L(E,F);3v € L(F,E),vou=Idg,uov = Idp},
noté aussi Inv(E, F).

Si E et F' sont des espaces de Banach, on a le résultat suivant (voir H. Brezis, Analyse
Fonctionnelle p.18) :

Théoréme 1.42 (Théoréme de Banach). Si E et F' sont des espaces de Banach, la réci-
proque d’une application linéaire continue et bijective de E sur F', est continue. Autrement
dit, si £ € L(E, F) est bijective, alors £ € Isom(E, F).

En dimension finie toutes les applications linéaires sont continues. Le théoréme n’a
donc d’intérét qu’en dimension infinie.

Définition 1.43. On dit que f est un homéomorphisme de U vers V si f est continue et
s’il existe g continue de V wvers U telle que

g(f(uw) =u,YuelU et f(gu)=uv,YveV.

Autrement dit un homéomorphisme est une bijection f telle que f et la bijection réciproque
sotent toutes les deuz continues. On note alors f € Hom(U, V).
On dit que E et F' sont homéomorphes s’il existe un homéomorphisme de E vers F'.

1.6 Critére de Cauchy pour les séries.

Soit (E,|| - ||) un espace vectoriel normé.

Définition 1.44. Soit (uy,) C E une suite.

a) On dit que la série de terme général (uy,,) est convergente, si la suite

n
Sn = E Uk
k=0

est convergente. On note Y <, up sa limite.
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b) On dit que la série est absolument convergente si

>l

k>0

est convergente.
Autrement dit si il existe C' > 0 telle que Vn € N, >0 o |jug| < C.

Proposition 1.45 (critére de Cauchy pour les séries). Dans un espace de Banach, toute
série absolument convergente est convergente.

Démonstration. Soit (E,|| - ||) un espace de Banach et (u,) C E le terme général d’une
série absolument convergente. Pour n > 0, on pose Sy, := >}, u;. Nous devons montrer
que (Sy,) est convergente. Comme E est complet il nous suffit d’établir que (.S,,) est de
Cauchy.

Soit j > 1 > 0, on calcule

J

PR

k=I+1

J
-
< D Ml < Y uwll =0

k=I+1 k>1+1

155 = Sill =

(Pour le passage a la limite j — oo, on a utilisé le fait que la série Y ||uy || était convergente.)
On en déduit que (S,) est bien une suite de Cauchy et est donc convergente. O

Définition 1.46. Soit n € N et f,,f : U — F. On dit que la suite de fonctions (fy)
converge uniformément vers f sur U ssi

Ve > 0,3ng € N,Vn > ng, sup|fn(z) — f(2)] <e.
zelU

Définition 1.47. Soit f,, : U — F une suite de fonctions pour n € N . On dit que la série

de fonctions ZZE% fn est normalement convergente sur U si la série numérique Z;:i% G,
converge, avec a, = sup{||fn.(z)|| ; z € U}.

En ulisant la proposition 1.45, on en déduit la proposition suivante.

Proposition 1.48. Soit f, : U — F une suite de fonctions. Si la série ZZE% fn est
normalement convergente sur U, alors pour tout x € U, la série Z:i% fn(z) est conver-
L. . . ’ N m
gente. De plus, la série converge uniformément sur U, c’est a dire Y " o fn converge vers

S uniformément sur U lorsque m — +00, ot S(z) = Y% fu ().



Chapitre 2

Différentielle d’une application

Dans tout ce cours les espaces considérés sont des espaces vectoriels normés sur R qu’on
note en général E et F'.

2.1 Quelques définitions

Commengons par le

u-h
Lemme 2.1. Siu: E — F est linéaire continue, et vérifie lim u =0, alors u = 0.

h—0 ||A]]

Preuve : L’hypothése signifie que pour tout € > 0, il existe & > 0 tel que ||h]| < «
implique |ju - h|| < ¢||h]|. Soit x € E. Si x # 0, le vecteur h = a pour norme § < a,
donc Hu(%)\\ <e H%
déduit [Ju|| < e pour tout € > 0, d’ou ||u|| = 0 et donc v = 0.

azr
2[J]]

‘ , ce qui s’écrit, en utilisant la linéarité, ||u - z|| < ¢||z||. On en

Définition 2.2. Soit U un ouvert de E et f : U — F une application. L’application f est
dite différentiable (au sens de Fréchet) en a € U s’il existe une application linéaire continue

u: E — F telle que
o F) = (@)~ ulz — a)

a—a [ — all

=0.
L’application f est dite différentiable dans U si elle l’est en chaque point de U.

I est utile de remarquer que, contrairement a f qui n’est supposée définie que sur I'ou-
vert U, l'application u, comme toute application linéaire, est définie sur I'espace vectoriel
E tout entier. On rappelle d’ailleurs que dans un espace normé le sous-espace vectoriel
engendré par un ouvert non vide est toujours ’espace entier.

Le lemme 2.1 justifie de donner un nom & 'application linéaire continue wu.

Définition 2.3. Si f est différentiable en a, Uapplication linéaire continue u est appelée
différentielle de f en a. On la note df(a).

On peut alors expliciter la définition sous la forme : si f est différentiable en a, pour
tout € > 0, il existe r > 0 tel que ||h||g < r implique a + h € U et

If(a+h) = fla) —df(a) - hllr <&l

Remarque 2.4. On notera || - || la norme de E et la norme de F, s’il n’y a pas de confusion
possible. L’image par une application linéaire v : E — F d’un vecteur h € F sera souvent
notée wu - h, parfois u(h) ou encore u[h].

13
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Proposition 2.5. Si f : U — F est différentiable en a € U, alors pour tout h € E,

St th) £
t—0 t

= df(@)h

Preuve : On écrit

flatth) = f(a) _ flatth)— fla) —df(a)(th)
; = . +df(a) h

et on utilise la définition en remarquant que si t — 0 alors th — 0. I

Il est essentiel de signaler tout de suite que la réciproque n’est pas vraie. L’existence
d’une limite pour chaque h € E permet de deviner df(a) mais ne dispense de montrer ni
la linéarité ni la continuité.

Remarquons cependant que cette proposition permet de s’assurer que dans le cas particulier
ou E = F =R, f est différentiable en a si et seulement si elle est dérivable en a. Si c’est
le cas I'application linéaire df(a) : R — R est df(a) - t = f(a)t.

Proposition 2.6. Si f est différentiable en a, elle est continue en a.

Rappel. (Inégalités triangulaires) Pour tout z,y € E,
a) |lz+yll <=+ [lyll;
b) [llzll = llylll < llz = yll;
o) [zl = llyll < llz =yl et lyll = llzll < llz =yl

Preuve En choisissant € = 1, on voit qu'il existe a > 0 tel que si ||z —al| < a, alors x € U
et | f(z) — f(a) —df(a)(z —a)|| < ||z — al|. En utilisant I'inégalité triangulaire, on obtient
que

1f(z) = F(@)] < |df(a)(z = a)l + |z — o] < (X + [[df(a) )]z = al,

ce qui montre que f est « localement lipschitzienne » en a, donc continue. §

La démonstration de la proposition suivante est laissée en exercice.

Proposition 2.7. Si on remplace les normes choisies sur E et F par des normes équiva-
lentes, la différentiabilité d’une application en un point et la valeur de la différentielle sont
inchangées.

Rappelons que sur un espace vectoriel de dimension finie toutes les normes sont équi-
valentes et que cette propriété est caractéristique des espaces de dimension finie.

La proposition suivante décrit le cas ou ’espace F' est un produit d’espaces normés,
F=F X Fy x--- X F,, muni de la norme produit :

(1, yn)ll = max [|y;|
j=1-n
ou de toute norme équivalente. Définir une application f de U dans F' c’est se donner n
applications f; : U — F}, de sorte que pour tout « € U,

f(@) = (fu(x),- -+, ful®)).

Les applications f; sont appelées composantes de f. On vérifie aisément que lorsque U = E,
f est linéaire si et seulement si chaque composante f; I’est. On sait que la continuité de f
est équivalente & celle de chacune des composantes. La proposition suivante montre que la
méme propriété est vraie en ce qui concerne la différentiabilité.
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Proposition 2.8. L’application f est différentiable en a € U si et seulement si chaque
composante f; l'est. Dans ce cas

df(a) = (dfi(a), -~ ,dfn(a))
ou dfj(a) € L(E, F;) est la différentielle de f; en a.

Preuve Si f est différentiable en a, df(a): E — F} x --- x F,, a n composantes : df(a) =
(u1,--+ ,up) ot u;j : E — Fj est linéaire continue. De plus, pour tout € > 0, il existe & > 0
tel que, si ||h|| <o, a+heU et

1f(a+h) = f(a) —df(a) - hl| <el|h].
En explicitant la norme de F' et en utilisant les composantes de f et de df(a) ceci s’écrit :

P [ fj(a+h) = fj(a) —uj - hl| < el

Cela prouve que, pour chaque j, f; est différentiable en a et que dfj(a) = u;.
Réciproquement, supposons chaque f; différentiable en a. L’application u = (dfi(a),--- ,dfn(a))
est linéaire et continue d’aprés ce qui est rappelé. De plus en écrivant simultanément pour
les n composantes la différentiabilité en a, on voit que pour tout € > 0, il existe a > 0 tel
que, si ||| < a,a+h e Uetpour j=1---n,|fjla+h)— fila) —dfjla)-h| <e|h|.
Alors

If(a+h) = fla) —uwh| = max |[fj(a+h) = fi(a) —dfj(a) - bl <eh]
ce qui montre que f est différentiable en a et que df(a) = u. 1

Ceci s’applique en particulier au cas ot F' est de dimenston finie. En appelant n cette
dimension, le choix d’une base W = (wy,--- ,w,) de F permet d’identifier F' & R™. Les
composantes de f sont alors appelées fonctions coordonnées. Leurs différentielles (lors-
qu’elles existent) sont des formes linéaires continues sur E.

L’utilisation de la base W conduit aux écritures suivantes. Pour tout z € U,

HOEDIAC

et pour tout h € F,

n

df(a)-h =" _(df;(a) - h)w,
j=1

ou dfj(a) - h est un scalaire.

Side plus E=R, f: U CR — R" est donnée par f(z) = (fi1(x), -, fn(x)). Elle est
différentiable en a si et seulement si chaque fonction coordonnée est dérivable en a. Dans
ce cas df(a) -t =t(f{(a),---, f1(a)) est le produit du scalaire ¢ par le vecteur de R™ dont
les composantes sont les dérivées en a des composantes de f. On note f’(a) ce vecteur
que 'on appelle vecteur dérivée de f en a. On a donc df(a) -t = tf'(a) et en particulier
f'(a) =df(a) - 1.

Remarquons que, plus généralement, lorsque E = R, si F' est un espace normé quel-

) —
conque, f: U C R — F est différentiable en a si et seulement si }ir% flat 7)5 f(a)
—

C’est alors un vecteur de F' que l'on note f’(a) et qu’on appelle vecteur dérivée de f en
a. La différentielle de f en a est alors I'application linéaire (automatiquement continue)
df(a) : R — F définie par df(a) -t = tf'(a). En particulier df(a)-1 = f’(a). Autrement
dit lorsque E = R (et dans ce cas seulement) la proposition 2.5 a une réciproque.

existe.
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2.2 Exemples

2.2.1 Application affine
Une application affine A : E — F est de la forme A(x) = b+ u(x) on b € F et u est
une application linéaire de £ dans F'. Pour a,x € F,

(1) A(z) — A(a) = u(z) — u(a) = u(z — a)

par linéarité. Donc A est continue en « si et seulement si u est continue en 0, donc, puisque
u est linéaire, en tout point. Dans ce cas la formule (1) montre que A est différentiable en
tout point de E et que, pour tout a € F,

dA(a) = u.

La différentielle d’une application affine continue est donc indépendante de a. En particulier
si u est linéaire continue, pour tout = € E, du(x) = u et donc du(z)[h] = u[h].

2.2.2 Un exemple en dimension finie

Soit f : R? — R? I'application définie par f(z,y) = (z + y,2y). Soit (a,b) € R2. Pour
(h,k) € R? on a

Fla+hb+k)— f(a,b) = (h+k, hb+ ka + hk) = u(h, k) + o(h, k)

ot u(h,k) = (h+ k,hb+ ka) et o(h,k) = (0, hk).

L’application u est linéaire continue (on est en dimension finie). Sa matrice dans les bases
canoniques est J f(a,b) = ( ll) i >

Choisissons sur R? la norme ||(h, k)|| = max(|h/|, |k|). La fonction ¢(h, k) vérifie ||o(h, k)| =

. p(hk)
hk| < ||(h, k)||?. Donc lim
Ikl = 0 I Done 5 on, my]
tiable en (a,b), sa différentielle en (a,b) étant I’application linéaire de R? dans R? de
matrice J f(a,b).

= 0, ce qui montre que 'application f est différen-

2.2.3 Un exemple en dimension infinie

Appelons E l'espace vectoriel des fonctions contintiment dérivables sur [0, 1] & valeurs
dans R, muni de la norme | f|| = [[f|loc + [[f/[loc- Soit F I'espace vectoriel des fonctions
continues sur [0, 1] & valeurs dans R, muni de la norme ||.||oc. On considére 'application
H : E — F donnée par H(f) = f'+ f2. Fixons f € E. On a pour h € E,

H(f+h) — H(f) = I +2fh + h?

L’application définie sur E par u(h) = b’ + 2fh est visiblement linéaire, mais cette fois il
faut montrer sa continuité. On a

[u(Mlloe = 111+ 2fhlloc < W lloc + 2l flloc[1Plloc < (1 + 2] flloo) 1721

ce qui établit le résultat.

D’autre part H(f + h) — H(f) — u(h) = h% et [|h?||oo < ||R|% < ||R|?, de sorte que
L H( )~ H() —u(h)

h—0 Al

On a donc prouvé la différentiabilité de H en f, la différentielle étant ’application linéaire
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continue de F dans F' définie par dH(f)-h =h'+ 2fh.

Remarquons que si on choisit sur F la norme |||« au lieu de ||.||, 'application u n’est pas

continue et H n’est pas différentiable. Il est en effet impossible de déterminer une constante

C > 0 telle que ||h 4+ 2fhlle < CHh/HOO pour tout h € E, puisqu’en choisissant h,, = x",

1P+ 2/ Ponlo = sup |nz" " 422" f ()| > [n+2f(1)]
thHoo z€(0,1]

et que cette quantité tend vers l'infini avec n.

on devrait avoir pour tout n, C' >

2.3 Différentielles partielles

2.3.1 Différentiabilité dans une « direction »

Soit f: U — Feta € U.Soit v € E, v # 0, la fonction d’une variable @, : t — f(a+tv)
est définie au voisinage de 0 (U est ouvert). Elle est différentiable en 0 si et seulement si

existe. On dit alors que f admet une dérivée partielle en a dans la direction v (appellé
aussi dérivée directionelle), égale a ¢! (0). C’est un vecteur de F. Lorque la limite existe,

on note
0,(a) = lim f(a+t1;) — fla)

Définition 2.9. On dit que f : U — F est Gateauz différentiable en a € U (ou G-
différentiable en a), s’il existe une application linéaire continue u : E — F telle que Vv € E
la dérivée directionelle O, f(a) existe et est égale a u(v), i.e.

o, (@) — i £+ 1) = F10)

t—0 t

=u(v), Yv€E.

On vérifie alors que, si une telle application u existe elle est unique. On note

u=dgf(a)

D’aprés la Proposition 2.5, c’est le cas pour tout v # 0 si f est différentiable en a et

¢,(0) =daf(a)-v=df(a)-v.
Il n’y a pas de réciproque a cette propriété sauf si £ = R, comme le montre ’exemple
suivant en dimension 2.

Prenons U = R? F = R et f définie par f(z,y) =
£(0,0) = 0. Etudions f au point (0,0).
En remarquant que pour tout ¢t € R et tout v = (z,y) € R on a f(tv) = tf(v), on en
déduit, pour t # 0, w
(0,0) dans la direction v, pour tout v # 0. Pourtant f n’est pas différentiable en (0,0). Si

elle I'était, le calcul précédent montre (Proposition 2.5) que sa différentielle serait f. Mais
f n’est pas linéaire et ne saurait donc étre une différentielle.

CEQy

$2—|—y2

si (z,y) # (0,0) et

= f(v) et donc f admet f(v) pour dérivée partielle en

Plus généralement, si Fq # 0 est un sous-espace vectoriel de F, il existe un voisinage
ouvert U; de 0 dans F; tel que si hy € Uy, a+ hy € U : ceci parce que U est ouvert et
I’application Fy — E qui & h; associe a + hy continue. On peut alors définir ’application
partielle ¢1 : Uy — F donnée par ¢i(h1) = f(a + hi) et se poser le probléme de sa
différentiabilité en 0.
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Définition 2.10. Si @1 est différentiable en 0, on dit que f admet une différentielle par-
tielle en a dans la direction Ey, égale a deq(0).

Bien sir dyy(0) € L(Ey, F).

Proposition 2.11. Si f : U — F est différentiable en a € U, elle admet en a dans
toute direction Ey # 0 de E une différentielle partielle égale & la restriction ¢ Ei de la
différentielle de f en a.

Preuve On sait que quel que soit € > 0, il existe § > 0 tel que si h € E vérifie ||h| < 4,
alors || f(a+h)— f(a)—df(a)-h| < ¢|h||. C’est vrai a fortiori si hy € E; vérifie |hy|| < 6 et
cela s’écrit alors [[¢1(h1) — 1(0) —df(a)|,, - <el[ha]| et le résultat suit en remarquant
que df(a), € L(E1,F). 1

Bien siir il n’y a pas de réciproque.

Si F = E; X F5 muni de la norme produit, Fy et Eo peuvent étre vus comme des
sous-espaces vectoriels de E en identifiant Ey & E; x 0 = {(h1,0) | hy € E1} (resp. Es
a 0 x Fs) et en remarquant que la norme dans E de (hy,0) est égale & la norme dans
FEy de hy. Si f : U — F admet en a € U une différentielle partielle dans la direction Fj
(resp. Es), on la note dj f(a) (resp. daf(a)). Si f est différentiable en a € U, la proposition
2.11 permet d’écrire I'utile formule suivante. Si h = (hy,hy) € E = E; x Es, puisque
h = (h1,0) + (0, h2),

df(a)-h=df(a)- (h1,0) +df(a)-(0,h2) = dif(a) - h1 + d2f(a) - he.

2.3.2 Dérivées partielles et matrice jacobienne

Lorsque E est de dimension finie, on I'identifie & R™ en y choisissant une base V =
(v1,-++ ,0m). Alors f : U — F s’identifie a une fonction de m variables réelles (x1,- - , ) :
les coordonnées dans la base V. Soit a = (a1, -+ ,a,,) € U, la dérivée partielle de f en a
dans la direction v; (si elle existe) est le vecteur de F' qui est la dérivée en a; de la fonction
d’une variable

zj > flar, a1, 25,541, ).

On le note ﬁ(a) On a donc si h = ih'v-

(%sj : e 159

dffa)-h=3_ i ;@
7=1
X : of .
ot les h; sont des scalaires et les %(a) des vecteurs de F. On a aussi la formule
j
of

5a (=@ v

Si de plus F' est de dimension finie et identifié & R™ par le choix d'une base W =
(w1, ,wy), la fonction f se représente par les n fonctions coordonnées (fi,--- , f,) ol
fi : U = R est une fonction de m variables & valeurs réelles. Les f; sont différentiables en
a si et seulement si f l'est et dans ce cas pour tout h € E,

dfi(a)-h =" (dfi(a) - h)w,
=1
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ou, si h = Zh vj, alors dfi(a) - h = Zh 8f2

J
= 63:
. Of; ) L = Ofi
Cette fois (a) est un réel et on peut aussi écrire dfj(a) - h = (a)h;.
Ox; = Ox;
L’application linéaire d f (a) est donc celle qui associe au vecteur h de E le vecteur df (a)-h =
0
E E afl i | w; de F. En d’autres termes la matrice de I'application linéaire d f(a)
x
1=1 = J
dans les bases V et W est la matrice & n lignes et m colonnes notée J f(a) donnée par

ofi
Jf(a) = <8x]( )> 1<i<n,1<j<m

ol ¢ est l'indice ligne et j l'indice colonne.

Définition 2.12. La matrice J f(a) est appelée matrice jacobienne de f en a dans les bases
Vet W.

Une ligne de la matrice jacobienne est constituée des dérivées partielles d’'une méme
composante de f et une colonne par les dérivées partielles par rapport a une méme variable.
Remarquons que, si E = F; X Fy, ce qui correspond, via l'identification déja faite, a
supposer que (vy, -+ ,v,) est une base de Fy et (vy41,- -+ , V) une base de Es, la matrice

Jf(a) est de la forme
Jf(a) = (J1f(a), J2f(a))
ou J;f(a) est la matrice jacobienne de d;f(a), (i = 1,2).

Définition 2.13. Sin = m, le déterminant de la matrice (carrée) J f(a) est appelé jacobien
de f en a et noté jf(a).

La condition jf(a) # 0 exprime que df(a) est un isomorphisme de E sur F', ou que
df(a) € Isom(E, F).

2.4 Différentiabilité et opérations classiques

2.4.1 Combinaison linéaire et composition

Le premier résultat est immédiat.

Proposition 2.14. Soit f| et fo deuzx applications définies sur un ouvert U d’un espace
normé E a valeurs dans un espace normé F, différentiables en a € U. Alors pour tous
scalaires X et p, Uapplication f = Af1 + pfa est différentiable en a et df(a) = Adfi(a) +
pdfa(a).

La proposition suivante montre que la notion de différentielle se comporte vis-a-vis de
la composition de la fagon la plus simple possible.

Proposition 2.15. Soit f : U — F, a € U, V un ouvert de F' contenant f(a) = b et
g:V = G. St f est différentiable en a et g en b, alors go f est différentiable en a et

d(g o f)(a) = dg(b) o df(a).



20 Chapitre 2 : Différentielle d’une application

Preuve On remarque d’abord que la composée de deux applications linéaires continues
étant linéaire continue, puisque df(a) € L(E,F) et dg(b) € L(F,G), dg(b) o df(a) €
L(E,G).

Puisque f est continue en a, il existe r > 0 tel que pour = € Bo(a,r), f(x) € V donc
g o [ est définie sur cette boule. De plus si r est assez petit et ||h|| < r, la preuve de la
proposition 2.6 montre que

[f(a+h) = fla)l < A+ [|df(@)DIA]-

D’autre part, pour tout € > 0, il existe o > 0 tel que, pour tout k € F, si ||k]| < «,
lg(b+ k) — g(b) — dg(b) - k|| <el|k].

Orgo fla+h)=g(b+k) ouk:— fla+h)=b= f(a+h)— f(a).

Si ||kl < @1 = min | r, ) on a donc ||k|| < o et par suite :

1 + || df )l
lgo f(a+h)—gof(a)=dg(b)odf(a)(h)| = [lg(b+k)—g(b)—dg(b)-k+dg(b)-[k—d f(a)-h][| <
ellfla+h) = fla)l + [ dg(b )H\|f(a+h) f(a) —df(a) - nl|.

Mais il existe n > 0 tel que ||| < n implique ||f(a+h) — f(a) —df(a)-h| < g|/h||. Si donc
|Ih|| < min(aq,7n), on a

lgo fla+h)—go f(a) —dg(b) o df(a)(M)|| <e(l +[|df(a)ll + | dg(®)I]) [[A]]-

C’est le résultat annoncé. I
Dans le cas ol les espaces E et F sont tous deux de dimension finie, cette proposition
s’explicite en termes de matrices jacobiennes :

J(go f)a) = Jg(b) Jf(a)

Il s’agit bien str du produit des deux matrices.

2.4.2 Applications bilinéaires et produits

Proposition 2.16. Soit E, F' et G des espaces normés et B : E x F — G une application
bilinéaire. Alors B est continue si et seulement s’il existe C' > 0 tel que pour tout x € E
et tout y € F, ||B(z,y)| < C|lz|| |lyl]. Dans ce cas B est différentiable dans E x F et pour
tout (x,y) € E x F, dB(z,y) est l'application linéaire continue de E x F dans G donnée
par

(h,k) — dB(z,y) - (h,k) = B(z,k) + B(h,y).

Preuve L’affirmation concernant la continuité se montre comme son analogue pour les
applications linéaires. Si B est continue, elle 'est en (0,0) et il existe o > 0 tel que si
(@, y)|| = max(|[z|,[lyl) < a, alors |B(z,y)[| < 1. SizeE z#0etyecF y#0,

L. « [N
(u,v) = <%,%) vérifie ||(u,v)|| = 5 < a. Dot || B(u,v)|| = HB <%,%)‘ <

encore, en utilisant la bilinéarité et la propriété convenable d’une norme,

1Bz »)ll < — IIwH 1yl

ce qui permet de choisir C = —;.
Q@
Montrons maintenant que cette propriété implique la différentiabilité de B. Cela éta-

blira a fortiori sa continuité. (Une peuve directe est un excellent exercice...) Tout d’abord
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une vérification facile montre que l'application w : (h, k) — B(z, k) + B(h,y) est linéaire.
La majoration

[[w- (R, )| < CCll2[[[EN + 1R Tyl) < C(lll + [y DIl R, £l

permet d’affirmer la continuité de u (et aussi ||u| < C(||z|| + [|y]))-
Ensuite si (h, k) € E x F, la bilinéarité de B permet d’écrire

Bla+ h,y+k) — Bla,y) —u- (h,k) = B(h,k)

B
et la majoration ||B(h,k)|| < C|h|/|lk|| < C||(h,k)||*> montre que ﬁ — 0 quand
I(h, k)l = 0.1

Exemples

1. Soit E un espace normé et L(E) l'espace vectoriel normé des applications linéaires
continues de F dans E. L’application B : L(E) x L(E) — L(F) définie par (u,v) —
w o v est bilinéaire continue car ||u o v|| < ||ul| ||v]|. Elle est donc différentiable dans
L(E) x L(E) et sa différentielle en (u,v) est donnée par

(h, k) = dB(u,v) - (h,k) =uok + how.

2. Si F est muni d’un produit scalaire F x E — R noté (x,y) et si la norme sur F est la
norme associée : |z|| = y/(z,z), la forme bilinéaire B : E x E — R, B(z,y) = (z,y)
est continue donc différentiable en tout point. Lorsque E = R™, la norme ||.||2 est
obtenue de cette facon & partir du produit scalaire usuel.

En combinant les propositions 2.16 et 2.15 on obtient nombre de résultats classiques.
En voici quelques uns.

1. Produit de deux fonctions numériques

Proposition 2.17. Si f et g : U — R sont différentiables en a € U, leur produit
v = fg, défini par o(x) = f(x)g(x), est différentiable en a. La différentielle est la
forme linéaire continue donnée, pour h € E, par

de(a) -h = g(a)df(a) - h+ f(a)dg(a) - h

Preuve Ona ¢ = Bo® ot ®: U — R? a pour composantes f et g et B est la forme
bilinéaire continue R? — R donnée par B(s,t) = st. La proposition 2.8 montre que ®
est différentiable en a et que D®(a) = (df(a),dg(a)). D’autre part la proposition 2.15
donne pour tout h € E, dp(a) -h = dB(®(a)) o D®(a)(h) = dB(f(a),g(a)) - (df(a)-
h.dg(a)- h) = B(f(a),dg(a) - h) + B(df(a) - h. g(a)) = f(a) dgla) -h+ g(a) df(a) - b
|

2. Produit d’une application par une fonction numérique

Proposition 2.18. Si f : U = F et ¢ : U — R sont différentiables en a, alors
Uapplication g = ¢ f, c’est-a-dire g(x) = p(x)f(x) est différentiable en a et pour
tout h € E,

dg(a) - h = p(a)df(a) - h+ (de(a) - h) f(a).

(Dans cette formule, p(a) et dp(a) - h sont des scalaires tandis que f(a) et df(a)-h
sont des vecteurs de F'.)
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Preuve La preuve est identique en écrivant ¢ = Bo® ou ® : U - R x F a
pour composantes (¢, f) et B est I’application bilinéaire de R x F' — F' donnée par
B(\,y) = Ay. La continuité de B est conséquence de || Ay|| = [A|[|y]. B

3. Produit scalaire

Proposition 2.19. Supposons l'espace F' muni d’une norme associée & un produit
scalaire. Soit f,g : U — F des fonctions différentiables en a € U. L’application
¢ : U — R définie par p(z) = (f(z),g(x)) est différentiable en a et sa différentielle
est la forme linéaire continue sur E donnée par

de(a) - h = (df(a) - h,g(a)) + (f(a),dg(a) - h)

Preuve On écrit p = Bo® ou ® = (f,g) : U — F x F et B est le produit scalaire. I

Remarque Si F est de dimension finie et F' = R, la formule
5
= Oz

peut se lire
df(a)-h=(Vf(a),h)
ou Vf(a) (appelé gradient de f en a) est le vecteur de E

i 2f (o)
ot ox;
siV = (v, - ,vm) est la base choisie dans E.

2.4.3 Inverse

Ce mot peut désigner
1
e la fonction m lorsque la fonction f : U — R ne s’annule pas,
T
e l'application f~! lorsque f est une bijection.
Il ne faut pas confondre ces deux situations... et il y a un théoréme pour chacune d’elles.

Proposition 2.20. Soit f : U — R une fonction différentiable en a € U telle que f(a) # 0.

1
Alors la fonction g(z) = m est définie au voisinage de a, différentiable en a et, pour
tout h € E,
1
dg(a)-h=———= df(a)-h
(@) b = =z A (@)

Preuve Puisque f(a) # 0 et que f est continue en a (puisque différentiable), il existe un
voisinage V' de a tel que, pour tout x € V, f(x) # 0. L’application g est définie sur V et

sécrit g =120 f ot 2 : R* — R* est donnée par 2(y) = —. C’est une fonction dérivable en
Y
1
tout point et /' (y) = ——5. Autrement dit la différentielle de 2 en y est application linéaire
Yy

t
di(y) : R — R définie par di(y) -t = —— et tout découle de la proposition 2.15.1
y
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Proposition 2.21. Soit U un ouvert de E, V un ouvert de F et f : U — V un homéomor-
phisme. On suppose que f est différentiable en a et que df(a) € Isom(E, F), c’est-a-dire
qu’elle est linéaire, continue, bijective et que son inverse est continue. Alors f~1:V — E
est différentiable en b = f(a) et

df~'(b) = df(a)~"

Remarquons que la condition df(a) € Isom(E, F') suppose déja qu'il y a des isomor-
phismes entre E et F' et ceci est exigeant : en dimension finie cela suppose que F' et E ont
la méme dimension, en dimension infinie que F (resp. E) soit un Banach dés que E (resp.
F) Dest.

Preuve Si f~! est différentiable en b, la proposition 2.15 donne pour sa différentielle la
formule indiquée. En effet la proposition 2.15 permet de déduire de I'égalité fo f~1 = id
(sur V) et de f~1(b) = a l'égalité df(a) o df~1(b) = id (sur F). De méme les égalités
flof =id (sur U) et f(a) = bdonnent df ~*(b) odf(a) = id (sur E). Il faut donc établir

qu’en posant, pour k € F' de norme assez petite,
p(k) = f7Hb+k) = f71(b) — df(a)”!
pk) _

1 7 _
O IR

Comme f est différentiable en a, si € > 0 est fixé, il existe & > 0 tel que si h € E vérifie
|h]] < «, alors a + h € U et

(*) Wf(a+h) = f(a) —df(a)-hll <elhl

Comme f~! est continue en b, il existe n > 0 tel que ||k|| < n implique b+ k € V et
If~2b + k) — f~1(b)|]| < a et donc, en posant h = f~1(b+ k) — f~1(b) de sorte que
a+h=f"Yb+k), () sécrit |[b+k —b—df(a) - h| <el||h|. Dou

[df(a) - hll < [kl + €[]
Mais h = df(a)~' odf(a) - h et donc

7] < Hdf (@) T df (@) - Al < [ df (@) (K] + ell])

ou encore
(L —elldf@~ DIl < lldf (@)~ k.
1
Si on prend € < —————, on a donc
2|l df(a)= |
(o) 1Bl < 20 df (@)~ ] 1-
Mézalor

p(k) = h—df(a)”"
= —df(@)

et donc en utilisant (%) et (%x) :

le(0) < [1df ()~ lellll < 2l df (@) Pellk] u

k=h—df(a)™" - [(fla+h) - f(a)]
(a+

If ) fla) —df(a) - h]
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2.4.4 Applications multilinéaires

On peut généraliser la proposition 2.16 aux applications multilinéaires de la maniére
suivante.

Proposition 2.22. Soit E1, Fs> ..., E,, F des espaces normés et ® : Eyx Eox---xXE, — F
une application multilinéaire (ot n-linéaire). Alors ® est continue si et seulement s’il existe
C > 0 tel que pour tout x = (z1,...,o,) € F1 X -+ X E, on a que

[@@)]| < Cllall -~ flznl-

Dans ce cas ® est différentiable et pour tout x = (x1,...,x,) € FyX---X E, sa différentielle
est donnée par :

d®(x)(h) = Z‘I)(xl, ces i1, Ry X, ), pour tout h = (hi,...,hy) € Eyx---xEy,.
j=1



Chapitre 3

Théoréme des accroissements finis et
applications de classe C!

3.1 Théoréme des accroissements finis

C’est un résultat qui concerne les fonctions d’une seule variable, méme s’il a des consé-
quences générales. Pour les fonctions d’une variable on emploie de fagon équivalente les
mots dérivable et différentiable. Rappelons que si I est un ouvert de Ret f: I — F une
fonction dérivable en t € I, on note f’(t) le vecteur de F qui est la dérivée de f en t.

Définition 3.1. Soit [a, f] un segment de R et f : [o, 8] — F. On dit que f est dérivable
t) — t) —
sur [ay, B] si elle Uest dans Jo, B] et si lim J(t) = fla) et lim F(t) = F18)

t—at t—« t—B~ t—p3
note (abusivement) f'(«) et f'(B) les vecteurs de F ainsi définis.

existent. On

Proposition 3.2 (Théoréme des accroissements finis). Soit [a, 5] un segment de R et
f ], B] = F une application dérivable sur ce segment. Soit ¢ : [, B] — R une fonction
dérivable sur ce méme segment. On suppose que, pour tout t € [a, ], ||f'(®)|| < ¢'(t). Alors

1F(B) = f(@)] < (B) — ¢(a).

Preuve Commengons par remarquer que la fonction ¢ est strictement croissante sur 'in-
tervalle [, 5] puisque sa dérivée est strictement positive, ceci permet d’étre rassuré mal-
gré 'absence de valeur absolue dans le membre de droite. Supposons || f(8) — f(a)| >
©(B) — p(a). Soit m = O‘Tw le milieu de [o, 8]. L’une des deux inégalités || f(3) — f(m)|| >
©(B) —p(m) ou ||f(m)— f(a)|| > ¢(m) —¢(a) alieu (utiliser 'inégalité triangulaire). Soit
[a1, B1] lintervalle [, m] ou [m, 5] sur lequel I'inégalité est vérifice. On a donc || f(51) —
fla)]l > o(B1) — ¢(ar), [a1,81] C [o, B] et B1 — a1 = 3(B — @). On recommence avec
le segment [y, 51] au lieu de [«, 8]. Par récurrence on construit une suite de segments
emboités [y, By] tels que B, — an = QLH(ﬁ —a) et [[f(Bn) = flan)ll > ©(Bn) — p(an).
Les suites (ay,) et (8,) sont adjacentes et convergent vers une méme limite v € [«, ]. Par
hypothese || f'(7)|| < ¢'(7) et il est possible de choisir € > 0 tel que ||f'(7)| 4+ 2¢ < ¢’ (7).
En exprimant la dérivabilité de f et de ¢ en 7 on peut trouver n > 0 tel que, si t € [, f]
vérifie |t — | < n, alors

[f(t) = f(v) =t =NF I <elt =l

et
[o(t) — o(v) = (t =)' (V)] <elt —Al.

25
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Puisque les suites () et (,,) convergent vers 7, pour n convenable on a |a, —y| <7
et |8, — 7| <n. Alors :

1f(an) = F(7) = (o =) (DI < e (v = o)

1£(Br) = F(y) = B =N (DI < e(Bn =)
[p(an) = o(7) = (an =)' (V] < (v — an)

|£(Bn) = (7) = (Bn = 1)’ (V)] < (Bn =)
On en déduit (inégalité triangulaire) :

1£(Br) = flan)ll < €(Bn — an) + 1(Bn — an) (NIl = (Br — ) (IF' (M) + €)

Vu le choix de ¢, on a aussi

1£(Bn) = flan)]| < (Bn = an)(¢'(7) =€)

D’autre part
(v = an)@'(7) < (7) = plan) +e(y — an)
et
(Bn =)' (7) < 9(Brn) — o(7) +€(Bn =)
d’ott
(Bn — an)‘P,(V) < @(Bn) — plan) +e(Bn — an)

En combinant avec 'inégalité précédente on obtient

1£(Bn) = flam)ll < @(Bn) — ¢lan)

ce qui contredit la définition du segment [ay,, 5,]. I

Si E est un espace vectoriel et a,b € E, on définit le segment [a,b] comme 'image de
lapplication affine 7 : [0,1] — E donnée par y(t) = (1 —t)a +tb =a + t(b — a).

Corollaire 3.3. Soit U un ouvert de E et f : U — F wune application différentiable.
Si a,b € U sont tels que [a,b] C U et s’il existe M > 0 tel que, pour tout t € [0,1],
Idf(y(O)I < M, alors || f(b) — f(a)|| < M ||b—al| .

Preuve Soit g = fo~:[0,1] — F, c’est-a-dire g(t) = f(a+ t(b — a)). Pour tout ¢ € [0,1]
on a

g(t) = df e )(t) - 1 = df(4(t)) o Dy()(1) = df((1)) - 7' (t) = df(v(t)) - (b — a) donc
llg'(t)]] < M ||b—al| et on applique la proposition 3.2 a g sur [0, 1] avec p(t) = M’ ||b—al| t
ou M’ > M. On obtient

lg(1) = g(O)]l < (1) = ¢(0)
c’est-a-dire

1£(b) = fa)ll < M"||b— al
pour tout M" > M donc aussi ||f(b) — f(a)|| < M ||[b—a. B

Rappelons qu'une partie A d’un espace vectoriel E est convexe si pour tous a,b € A le
segment [a,b] C A. Les boules d’un espace normé sont convexes.
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Corollaire 3.4 (Théoréme des accroissements finis). Soit U un ouvert convere de E et
f:U — F une application différentiable. Alors, pour tout x,y € U,

17) = F@)I < sup[[df )l |z = ]

Preuve Ce résultat n’a d’intérét que lorsque sup, ¢ || df(2)|| est fini. Dans ce cas, pour tout
choix de deux points de U la convexité assure qu’on peut appliquer le corollaire précédent
au segment défini par ces deux points. i

Le théoréme des accroissements finis a la trés importante conséquence suivante.

Proposition 3.5. Soit U un ouvert connexe de FE et f: U — F une application différen-
tiable telle que VYx € U, df(z) est application nulle, alors f est constante.

Preuve Fixons a € U et définissons Q = {x € U | f(z) = f(a)}. Comme f est continue,
Q est un fermé de U. D’autre part si x € Q C U, il existe p > 0 tel que Bo(z,p) C U.
Une boule étant convexe, si y € Bo(zx,p), on peut appliquer le corollaire 3.4 au segment
[z,y]. Comme SUP.cpo(z,p) |df(2)]| = 0, on en déduit f(y) = f(z) = f(a) donc y € Q.
Ceci montre que 2 est aussi un ouvert. Comme U est connexe et  # () (il contient a),
c’est que 2 = U et donc que f est constante sur U. |

3.2 Applications de classe C!

Soit U un ouvert de E et f : U — F une application différentiable dans U. On peut
définir application df : U — L(E, F') qui associe & x I’application linéaire continue df(x).
Puisque L(E, F) est aussi un espace normé, on se trouve dans la méme situation qu’au
point de départ et on peut parler de la continuité ou de la différentiabilité de df en un
point.

Définition 3.6. Soit U un ouvert de E. On dit que f : U — F est de classe C! (ou
contindment différentiable) sur U si

o f est différentiable dans U,

o ['application df est continue sur U.

La deuxiéme propriété s’explicite en : pour tout x € U et tout € > 0, il existe a > 0 tel
que pour tout y € U si ||y — z|| < a, alors || df(z) —df(y)|| < e. Cette inégalité équivaut
a la propriété : pour tout h € E, ||df(z)-h —df(y) - bl <e|h].

Remarque
Si E et F sont tous deux de dimension finie la continuité (en x) de df équivaut a celle
de lapplication = — J f(z) ou encore a la continuité comme fonction de x = (x1,- -+, zp,)

de chacune des dérivées partielles 8—2(3:)

Lj
Proposition 3.7. Toute application de classe C* sur un ouvert U est localement lipshit-
zienne, c¢’est-a-dire que, pour tout a € U, il existe p > 0 et k > 0 tels que Vx,y € Bo(a, p),

on a ||f(x) = fFy)l < Ellz -yl

Preuve Noter que k et p dépendent de a. Soit k > || df(a)||. Par continuité de df, il existe
une boule centrée en a sur laquelle || df(x)| < k. On peut alors appliquer & cette boule,
qui est convexe, le corollaire 3.6. |

Le plat de résistance de ce chapitre c’est le théoréme suivant qui permet, en présence
de continuité, de « remonter » de la différentiabilité partielle a la différentiabilité.
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Théoréme 3.8. Soit U un owvert de By x Ey et f : U — F. Alors f est Ct sur U si
et seulement si f admet en tout point x € U une différentielle partielle dans la direction
Ey et une différentielle partielle dans la direction Ey et, de plus, d1f : U — L(E1, F) et
dof : U — L(Es, F) sont continues.

Preuve Dans le sens direct I'existence des différentielles partielles est connue. Montrons la
continuité de dy f sur U. Pour z,a € U, on a

[dif(z) —dif(a)| = sup  [[dif(z) - b1 —dif(a)- b
hi€Ey,||h1|=1

= sup  [|df(z) - (h1,0) —df(a)- (h1,0)]|
hi€Ey,||lhi=1

< sup [df(z)-h—df(a)-n
hE€E1 X Ea,||h||=1

= [[df(z) —df(a)

et cette derniére quantité peut étre rendue aussi petite que 'on veut en prenant ||z — al|
assez petit.

Pour établir la réciproque, le plus difficile est de prouver la différentiabilité. Soit a € U,
Le « candidat » est connu : c’est I'application u : Ey x Es — F donnée pour h = (hy, he) € E
par

u-h= dlf(a) - h1 + dgf(a) - ho

Clairement w est linéaire. Sa continuité est conséquence de la majoration

[ - R [dif(a) - hall + || dzf(a) - hol

<
< [l daf (@) [[pa]l + | d2f (a) [ 2]
< (lduf (@)l + [ dzf (@) []) [|15]

Il faut maintenant montrer que la fonction de h = (hq, he) définie au voisinage de 0 par
p(h) = fla+h) = fla) —dif(a) - ha — d2f(a) - b
p(h)

vérifie %imo W = 0. Supposons a = (a1,az) et posons b = (a3 + h1,az2). On peut écrire
_)

o(h) = p1(h) + @a(h)

ou
¢1(h) = f(b) — f(a) —dif(a) I
et
p2(h) = fla+h)— f(b) —daf(a) - ha.
h
Par définition de la différentielle partielle en a dans la direction E7, on a hlimo Sﬁlh( ||) = 0.
1— 1
En fait ¢; ne dépend de h que par l'intermédiaire de hy et [|h1]] < ||h|| donc, a fortiori,
pilh) _
h—0 || h]| '

C’est pour étudier po(h) qu’on utilise le théoréme des accroissements finis. On introduit
Papplication z9 — g(x3) avec

g(w2) = flar + hi,x2) —daf(a) - z2.
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Elle est définie et différentiable dans un voisinage Us de ag dans Es. De plus dg(zs) =
daf(a1+hi,z2) —daf(a). La continuité de do f en a permet, pour tout € > 0, de déterminer
n > 0 tel que ||z — a|| < n implique

[daof(z) — daf(a)]| <e.

Dong, si = (a1+hy,x2) avec ||hi|| < net [[xa—az|| < n,ona | dg(x2)|| < e. En particulier,
si ||ha|| < m, cette majoration est valable pour tout xze € [ag,as + ho] et le théoréme des
accroissements finis appliqué & g sur ce segment donne

llg(az 4 h2) — g(a2)|| < ellha]|.

Or g(az + h2) = f(a+h) —daf(a) - (a2 + h2) et g(az) = f(b) — daf(a) - az de sorte que,
utilisant la linéarité de dsf(a), ceci s’écrit

[f(a+h) = f(b) = dfa(a) - hall = [lp2(R)[| < ellha|l < ellh].
On a donc établi que f est différentiable dans U et que pour tout = € U et tout h =
(hl,hg) S E,
df(z)-h=dif(x) k1 +daf(x) - ho.

Il reste & prouver la continuité de df sur U. Si z et a € U,

ldf(x) —df(all = supypy<i | df (z) - b —df(a) - b
= SUP|p,||<1,|hof<1 I (d1f(2) — d1f(a)) - b1 + (d2f () — d2f(a)) - hell
< supyp, <1 1(d1f(z) — dif(a)) - hall + suppy<i [(d2f () — d2f(a)) - hell
<|ldif(z) = dif(a)|| + [l d2f(z) — daf(a)]]

et cette derniére quantité tend vers 0 lorsque x tend vers a puisque les différentielles
partielles sont continues en a. |

Voici un trés utile corollaire.

Corollaire 3.9. Soit E et F' deux espaces vectoriels de dimension finie. Soit U un ouvert de
E. L’application f : U — F est de classe C si et seulement si pour touti € {1,---  dim F}

et tout j € {1,--- ,dim E}, ?
Ly

est définie et continue dans U.

3.3 Sur la différentiabilité au sens de Gateaux

Soit
2

2
) = (555) sy #0,
f(z,0)=0.
On vérifie que f est G-différentiabilité en (0,0), mais f n’est pas continue en zéro. Ainsi,
la différentiabilité (au sens de Fréchet) implique la G-différentiabilité, mais la réciproque

est fausse en général car la G-différentiabilité n’implique pas la continuité. En revanche, si
on sait que f est différentiable au sens de Gateaux et si I’application

U L(E, F)
z+— da f(z)

est continue, alors f est différentiable (au sens de Fréchet) sur U et les deux notions
coincident. En effet, on a le résultat suivant.



30 Chapitre 3 : Théoréme des accroissements finis

Théoréme 3.10. Soit f : U — F un application différentiable au sens de Gdteaux. On
suppose que lapplication x +— dgf(x) est continue sur U, alors f est de classe C* sur U
et

df(z) =dgf(z), Vexel.

Preuve Soit a € U. On pose R(h) = f(a+ h) — f(a) —dgf(a) - h. Cette application est
G-différentiable et

ng(h) k— dgf(a + h) -k — dgf(a) - k.

En regardant la preuve du théoréme des accroissements finis, on peut voir qu’il reste
vrai si f est G-différentiable. En utilisant donc ce théoréme avec le segment [0, h| et le fait
que R(0) = 0, on obtient :

[R(R)|| < sup [[deR(th)|[[A]-
0<t<1

[daR(th)[| = [|da f(a +th) — daf(a)l,

on a

[R(A)|| < sup ||daf(a+th) —daf(a)ll[R]].
0<t<1
Le fait que l'application = — dg f(x) est continue implique que

sup ||dgf(a+th) —daf(a)| — 0,
0<t<1

lorsque ||h]| — 0, ce qui montre que f est différentiable et df(a) = dgf(a). La continuité
de df est une conséquence immeédiate de la continuité de dg f.11

Remarque 3.11. En pratique, il est parfois plus facile de vérifier la G-différentiabilité. Si
on veut prouver que f est C' il suffit donc de prouver qu’elle est différentiable au sens de
Gateaux, puis de vérifier que la différentielle dg f est continue.

3.4 Propriétés des fonctions C!
Les points non démontrés de la proposition qui suit sont sans piége.
Proposition 3.12. 1. Toute combinaison linéaire d’applications de classe C' sur un
owvert U est de classe C' sur U.

2. La composée de deuz applications de classe C' est de classe C'.

3. Toute application affine continue, toute application n-linéaire continue est de classe
ct.

4. Si fetg:U — R sont de classe C* sur louvert U, leur produit est aussi de classe
C! sur U et il en est de méme pour les autres produits étudiés au chapitre 1.

1
5.8 f: U — R est C' et si, pour tout x € U, f(x) # 0, alors la fonction 7 est de

classe Ct sur U.

Preuve
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e On sait que si f: U — F est différentaible et si g : V — G est différentaible ot V'
est un ouvert de F tel que f(U) C V, alors ¢ = go f est différentiable et, pour tout
x €U, dp(x) =dg(f(x)) odf(x). Cette formule peut se lire dp = B o ® ou
®:U — L(F,G)x L(E,F)
v oo ([dg(f@),df(@)

autrement dit ® = (dg o f,df). Et B est I'application bilinéaire continue

L(F,G) x L(E,F) — L(E,G)

(u,v) — uowv

Comme f est C!, df est continue sur U. Comme g est C', dg est continue sur V et,
puisque f est continue sur U et que f(U) C V, la composée dg o f est continue sur
U. L’application ® est continue sur U puisque ses deux composantes le sont. Enfin
d¢p est continue comme composée de deux fonctions continues.

1
e On sait que si f: U — R est différantiable et ne s’annule pas, la fonction g = = est

définie et différentiable en tout point de U, sa différentielle en x € U étant la forme

.
f(x)?

1
le produit de la fonction continue —ﬁ et de lapplication continue (puisque f est

linéaire continue sur E : dg(z) = — df(z). Cette formule signifie que dg est

CY) df, d’ot la continuité de dg sur U. i

Dans la suite de ce chapitre on suppose que les espaces sont des Banach.

Proposition 3.13. Si E et F' sont deux espaces de Banach, ’ensemble Isom(E, F') est un
ouvert de L(E, F).

Preuve Le cas Isom(E, F) = () n’est pas exclu, mais c’est bien un ouvert. Sinon, soit
u € Isom(E, F) et h € L(E, F), on peut écrire, puisque u est inversible

u+h=uo(idg+utoh)=uow

ot v = idg+u~toh appartient & L(E) (abréviation de L(FE, E)) qui est un Banach puisque
1
E en est un. Si |lu=! o hl| < 1, ce qui a stirement lieu si ||h| < r = T ] la série de
u
terme général (—1)"(u~!oh)™ est normalement convergente donc convergente et sa somme
est l'inverse de v qui appartient donc & Isom(FE). Mais alors uw o v = u + h appartient a
Isom(E, F'). On vient de montrer que la boule ouverte de L(E, F') de centre u de rayon r

est incluse dans Isom(E, F'). 1

Remarque 3.14. En particulier, lorsque £ = F' est un Banach, la preuve précédente
montre que la boule ouverte de centre idgp et de rayon 1 du Banach L(F) est contenue
dans Isom(FE). Autrement dit, si v € L(E) et

HZdE — UH <1
alors v € Isom(FE).

Proposition 3.15. Soit E et F deux espaces de Banach tels que Isom(E, F) # (. L’ap-
plication
J: Isom(E,F) — Isom(F,E)

u — u
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est différentiable et DJ (u) est l'application (linéaire continue) de L(E,F) dans L(F,E)
donnée, pour h € L(E,F), par

DJ(u)-h=—-utohou!.

Preuve On reprend les notations précédentes. Pour u € Isom(E, F') et h € L(E, F') avec
|h]| < r, on a

Ju+h)—Tw) = (u+h)™t—ut=@wov)t—ul=

vioutl—ut = (idg+utoh)tout—ut

= > ()" oh) out —u!
n=0

= > ()" oh)" ou!
n=1

= Uh) +¢(h)

ot U(h) = —u"tohoutet ph)= Z:(—l)"(zf1 oh)" ou~!, toutes ces égalités étant

n=2

valables sous réserve de convergence des séries écrites.
L’application U : L(E, F) — L(F, E) ainsi définie est clairement linéaire et la majoration

B < flu™ | |15l

montre qu’elle est continue (et de norme inférieure ou égale a |lu=!||?).

Montrons que la série qui définit ¢ est absolument convergente. En effet, par récurrence
sur n, on voit que ||(u=! o h)® ou™t|| < [luY|™ ||R||", qui est le terme général d’une série
(géométrique) convergente. Comme L(FE) est un Banach, la série définissant p(h) converge
et les calculs précédents sont justifiés. De plus, en passant & la limite dans les sommes
partielles, on a la majoration

= A2
EOIES N T a = S
2 L= AT

0.1

h
Cette derniére égalité montre que lim M =
h—0 ||Al]]

Corollaire 3.16. Sous les mémes hypothéses, lapplication J est continue.
Proposition 3.17. Soit U un ouvert d’un espace de Banach E, V un ouvert d’un espace

de Banach F et f : U — V un homéomorphisme de classe C' tel que pour tout x € U,
df(x) € Isom(E, F), alors f~1 est C' sur V.

Preuve On sait déja que f est différentiable en tout point de V et que, pour tout y € V,
df Y(y) = df(f*(y)) ! Cette formule peut se lire df ~! = Jodfo f~! et fait apparaitre
df~! comme composée de trois applications continues, d’oit le résultat. i



Chapitre 4

Théoréme d’inversion locale et
théoréme des fonctions implicites

Dans tout ce chapitre les espaces considérés sont des Banach.

4.1 Théoréme d’inversion locale

La définition suivante est naturelle.

Définition 4.1. Soit U un ouvert de E, V un ouvert de F'. Une application f : U — V est
un difféomorphisme (resp. C'- difféomorphisme) si c’est une bijection telle que f et f=*
sont différentiables (resp. de classe C1).

Dans tout ce chapitre on considére U un ouvert de E non vide.
Remarque 4.2. Clairement tout difféomorphisme est un homéomorphisme.

S’il existe un difféeomorphisme f d’un ouvert U de E sur un ouvert V de F', alors
Isom(E, F) doit étre non vide. En effet, puisque f~! o f = idy, en différentiant on a,
sizeUety= f(z), df (y) odf(z) = idg. De méme, puisque f o f~1 = idy, on a
df(x) odf~1(y) = idp. Ceci montre que df(x) € Isom(E, F). Si E est de dimension finie
cela impose que F' est aussi de dimension finie et que E et F' sont de méme dimension.

Le dernier résultat du chapitre précédent permet d’énoncer la proposition suivante.

Proposition 4.3. Si f : U — V est un homéomorphisme différentiable (resp. de classe
C') sur U et tel que pour tout x € U, df(x) € Isom(E, F) alors f est un difféomorphisme
(resp. C1- difféomorphisme) de U sur V.

Il est en général plus facile d’étudier U'inversibilité de l'application linéaire df(z) que
celle de f : en dimension finie il suffit de calculer un déterminant (le jacobien de f en ).

En dimension 1 la condition df(z) € Isom(E, F') s’exprime par f’(z) # 0. C’est une
condition « ouverte » : si f’ est continue et si la condition est réalisée en un point, elle
I’est au voisinage. L’analogue lorsque F et F' sont des Banach, en particulier en dimension
finie, est le fait que Isom(E, F') est un ouvert de L(FE, F'). Toujours en dimension 1, on
peut méme déduire de f'(a) # 0 et de la continuité de f’ qu’au voisinage de a la fonction
f est strictement monotone et réalise donc une bijection d’un voisinage de a sur son image.
Autrement dit on peut localement « remonter » du fait que la différentielle est bijective au
fait que la fonction l'est. Le théoréme d’inversion locale permet d’obtenir cette propriété
pour les Banach.

33
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Théoréme 4.4 (Théoréme d’inversion locale). Soit E et F' deux espaces de Banach et
U un owvert de E. Soit f : U — F wune application de classe C'. Soit a € U tel que
df(a) € Isom(E, F), alors il existe un voisinage ouvert Uy de a et un voisinage ouvert Vi
de f(a) tels que Uy C U et f:U; — Vi est un C- difféomorphisme.

Preuve Commencgons par montrer qu’il suffit d’établir le théoréme lorsque £ = F, a =
f(a) =0et df(0) = idg. En effet, posons

f@)=df(a)" - [fla+az)— fla).

On vérifie que

e Dlapplication f est définie sur U= {r € E|a+x € U} qui est un voisinage ouvert

deOet f: U — E est de classe ct,

een0, f(0)=df(a)"t-0=0,

e Df(z)=df(a)"'odf(a+ ). En particulier Df(0) = df(a)~' o df(a) = idp.
Si on a établi le théoréme pour f, on « revient » & f en remarquant que f(a + ) =
f(a)+df(a)- f(x) ouencore f(z) = f(a)+df(a)of(xr—a) = Aof(z—a) ol A: E — F est
la bijection affine continue h — f(a)+df(a)-h. Si donc f est un C!- diffeomorphisme de Uy
(voisinage ouvert de 0) sur Vi (voisinage ouvert de 0), alors f est un C!- difféomorphisme
de Uy = a+ U, (voisinage ouvert de a) sur V; = A(‘~/1) qui est un voisinage ouvert de
A(0) = f(a) dans F.

On se place dans le cas particulier indiqué. Montrer que f est bijective de Uy sur V
c’est montrer qu’on peut résoudre, pour y fixé dans Vi, 'équation f(x) = y de fagon unique
si 'on impose que la solution trouvée x appartient & U;. On le fait en montrant qu’on peut
appliquer le théoréeme du point fixe & I'application gy(x) = « — f(x) + y dans une boule
fermée convenable, puisqu’une boule fermée d’un Banach est un espace métrique complet.

Pour tout y € E, 'application g, est de classe C! sur U et dg,(z) = idp — df(z) est
indépendante de y et nulle en x = 0. Donc par continuité, il existe r» > 0 tel que, si x vérifie
|z|| <r, alors x € U et pour tout y € E, || dgy(z)|| < 3. Le théoréme des accroissements
finis permet d’en déduire que pour tous z,2’ € Bf(0,7) et tout y € E,

/ 1 /
() lgy(@) = gy(@)l < 5llz —2"].

Comme g,(0) = y, on a en particulier |lg,(z) — y|| < 3|z| pour tout = € Bf(0,r).
Supposons que y vérifie ||y|| < 1r. Alors, si z € Bf(0,r),

1
lgy (@)1l = llgy () =yl + llyll < 5llzll + llyll < 7.

Donc g, envoie la boule fermée Bf(0,7) sur la boule ouverte Bo(0,r) et, a fortiori, sur
la boule fermée elle-méme. L’inégalité (x) montre que g, est contractante et a donc un
unique point fixe. Ceci permet de définir une application ¢ : Vi — E ou V; = Bo(0, %r)
en associant & y € V; 'unique point fixe ¢(y) de g, dans B f(0,r). Comme ce point fixe
est image par g, d’un point de la boule fermée Bf(0,r), il appartient en fait & la boule
ouverte Bo(0,7). On va montrer que Uy = o(V;) vérifie U; = f~1(V1) N Bo(0,7) et est
donc un voisinage ouvert de 0 et que les applications f : Uy — Vj et ¢ : Vi — U; sont
inverses I'une de I'autre. En effet :
e Dune part, siy € V1, ¢(y) € Bo(0,r) et vérifie g, (¢(y)) = ¢(y) = o(y) — f(e(y)) +
y. D’ou (x) f(e(y)) = y. Si donc z € Uy, de sorte que z = ¢(y) ot y € Vi, on
ax € Bo(0,r) et f(x) =y, ce qui prouve I'inclusion Uy C f~1(V4) N Bo(0,7) et
permet d’interpréter (x) en f o ¢ = idy;.
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e D’autre part, si z € f~1(V1) N Bo(0,r), alors ||z < r et f(z) € V1. Mais gy, (z) =

r — f(x) + f(x) = z, ce qui montre que x est point fixe dans Bf(0,7) de gg(s)-

Donc par unicité on a (xx) x = ¢(f(z)). Ceci montre que x € Uy, ce qui prouve

inclusion f~1(V;1) N Bo(0,r) C Uy et permet d’interpréter () en oo f = idy, .
Pour prouver que ¢ est de classe C! sur V7, il suffit de montrer qu’elle est continue. En effet,
pour z € Uy, |lidg — df(z)|| < 3 <1 et la remarque 3.14 montre que df(z) € Isom(E).
On peut alors appliquer & ’homéomorphisme f : Uy — V; la proposition 4.3.
Pour établir la continuité de ¢, nous allons montrer qu’elle est lipshitzienne de rapport 2
sur V4. Siy,y’ € Vi, alors x = p(y) et 2’ = ¢(y') appartiennent & Bo(0,r) et, pour yo € F
fixé (quelconque), en utilisant (*), on a :

lz =2’ = f(z) + f(2)] = llgyo () — gyo (@) < %Hw — |
dou o — /|| < | f(x) = f@)] + llw = a'l| et |l —2'|] < 2| f(x) = f(a")]| ou encore

le(y) =@l <20y =4[l W

On adopte parfois la terminologie suivante, utile lorsqu’on veut privilégier 'espace
source.

Définition 4.5. Soit f : U — F une application de classe C' sur un ouwvert d’un Banach
E. On dit que f est un C'- difféomorphisme local au woisinage de a € U s’il existe un
voisinage ouvert U, de a et un owvert V de F tel que la restriction de f & U, soit un C'-
difféomorphisme de U, sur V.

Le théoréme d’inversion locale peut alors s’énoncer comme suit :

Théoréme 4.6. Soit E et F' deux espaces de Banach et U un ouvert de E. Une application
f:U — F de classe C' est un C'- difféomorphisme local au voisinage de a € U si et
seulement si df(a) € Isom(E, F).

Lorsque E = F est de dimension finie, un C'- diffeomorphisme local s’appelle aussi un
changement de coordonnées.
Le corollaire suivant explicite en dimension finie une généralisation locale C' du théoréme
de la base incompléte de I'algébre linéaire.

Corollaire 4.7. Soit U un ouvert de R", p un entier tel que 1 < p < n et fi,---,fp
des fonctions numériques de classe C'. Soit a € U, les deux propriétés suivantes sont
équivalentes :

o les p formes linéaires dfi(a),--- ,dfp(a) sont linéairement indépendantes,
e il existe n — p fonctions numériques fpy1,---, fn de classe Cl- sur U telles que
f=f1,, fn): U= R" soit un C'- difféomorphisme local au voisinage de a.

Preuve Si p = n, c’est une simple reformulation du théoréme d’inversion locale si on se
souvient qu’une matrice est inversible si et seulement si les n formes linéaires définies par

ses lignes sont indépendantes. Si p < n et si les p vecteurs dfi(a),--- ,dfp(a) du dual de
R"™ sont indépendants, le théoréme de la base incompléte montre qu’il existe n — p formes
linéaires sur R™, upi1,--- ,uy, telles que (dfi(a),--- ,dfp(a), upt1, -+ ,uy,) soit une base

du dual de R™. Définissons f : U — R™ par f = (f1,---, fn) en posant, pour j > p+ 1,
fi= . - La fonction numérique f; (p+1 < j < n) est de classe C! et vérifie, pour tout
xz € U,dfj(x) = uj. On est ainsi ramené au cas n = p.

La réciproque est claire. I

Remarques



36 Chapitre 4 : Théoréme d’inversion locale

1. Dans le théoréme d’inversion locale, I’hypothése de continuité de df est indispen-
sable. On pourrait croire qu’en demandant seulement & f d’étre différentiable, on
aurait le méme résultat, sans la continuité de 'application inverse. L’exemple sui-
vant prouve qu’il n’en est rien, méme en dimension finie. Soit f : R — R définie par
f(x) = 3z + z%sin 1 lorsque z # 0 et f(0) = 0. Un dessin permet de se convaincre
que f n’est injective sur aucun intervalle contenant 0. Pourtant f et dérivable en tout
point et f/(0) = lim, @ = % # 0. Mais pour x # 0, f'(x) = % + 2z sin% — cos %,
qui n’a pas de limite quand x — 0.

2. On ne saurait trop insister sur le fait qu’il s’agit d’un résultat local. Méme si f, de
classe C! , vérifie df(x) € Isom(E, F) pour tout € U, on ne peut pas en déduire
que f est une bijection de U sur son image. Voici un contre-exemple. L’application
f : U =)0, +00[xR — R? définie par f(p,0) = (pcosf, psinf) est de classe C! et
en tout point de U le jacobien vaut det Jf(p,0) = p # 0. Mais la périodicité en 6
montre que f n’est pas injective sur U. Le théoréme affirme que si (pg,6y) est fixé
dans U, il existe Uy C U, (U1 3 (po,0o)), tel que |, soit injective. On peut en effet
prendre Uy =0, +o00[x |0y — «, 6p — o+ 27[, avec 0 < a < 27. Un examen scrupuleux
de la preuve montre que l'ouvert qui y est construit est plus petit que celui-ci.

Comme le suggére 'exemple qui vient d’étre traité, c’est I'injectivité de f qui pose pro-

bléme. Les deux résultats qui suivent sont d’une grande importance pratique. Le deuxiéme
explicite comment passer du résultat local & un résultat global.

Théoréme 4.8 (Théoréme de 'image ouverte). Si f : U — F de classe C' est telle que
pour tout x € U, df(x) € Isom(E, F), alors f(U) est un ouvert de F' et, plus généralement,
Utmage par f de tout ouvert de E inclus dans U est un ouvert de F'.

Preuve Soit yo € f(U). 1l existe zy € U tel que yo = f(xg). Le théoréme appliqué au
point zg donne un ouvert U; C U, Uy 3 xg, et un ouvert V; 3 yq tels que f de U; sur
V1 soit bijective. En particulier, pour tout y € Vi, il existe z € Uy C U tel que y = f(z).
Autrement dit V; C f(U). Ceci montre que f(U) est un ouvert de F. Bien str 'argument
s’applique a tout ouvert de E inclus dans U. 1

Théoréme 4.9 (Théoréme d’inversion globale sur U'image). Soit f : U — f(U) une
application de classe C*. Si

1. f est injective et

2. pour tout x € U, df(z) € Isom(E, F),
alors f est un Ct-difféomorphisme (sur son image f(U))
Preuve Notons que le théoréme 4.8 montre que 'image V' = f(U) est un ouvert de F et
I’hypothése 1. permet d’affirmer que f est une bijection de U sur son image V. Il reste a
montrer que application f~! :V — U ainsi définie est continue. Les autres affirmations
seront en effet cette fois encore conséquence de la proposition 4.3. Or la continuité de f~!
équivaut au fait que f est ouverte et la théoréme 4.8 assure cette propriété. §
Proposition 4.10. Soit U connexe et f: U — F. Si

1. pour tout x € U, df(z) € Isom(E, F'), et

2. f(U) est fermé,
alors f est surjective, i.e. f(U) = F.
Démonstration. Le théoréme 4.8 montre que 'image V' = f(U) est un ouvert de F', V est

donc un ouvert et fermé de F. Or f est continue, on a donc que V est connexe, ce qui
implique que V = F. O
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Un conséquence immédiate du théoréme 4.9 et de la proposition 4.10 est le théoréme
d’inversion global suivant.

Théoréme 4.11 (Théoréme d’inversion globale). Soit f: U — F telle que
1. U est connexe,
2. f est injective,
3. pour tout x € U, df(z) € Isom(E, F), et
4. f(U) est fermé,

alors f est un Ct-difféomorphisme globale.

4.2 Le théoréme des fonctions implicites

Le théoréme d’inversion locale peut s’interpréter comme la possibilité de résoudre lo-
calement pour chaque valeur de y de fagon unique I'équation en = : f(x) —y = 0 et
d’affirmer la régularité de la fonction x(y) ainsi définie. La condition a satisfaire, en plus
d’une « régularité » convenable de f, est I'inversibilité de I'application linéaire que consti-
tue la différentielle, ce que I'on peut interpréter comme la possibilité de résoudre le méme
probléme dans le cas linéaire. Plus généralement le théoréme des fonctions implicites va
donner des conditions permettant de résoudre f(z,y) = 0 par une fonction y(x) conve-
nable (on a échangé les lettres x et y pour se conformer a ’habitude). Cette fois aussi l'idée
directrice est que ce qu’on sait faire dans le cadre linéaire pourra étre fait localement dans
le cadre C*.

On sait que, si dans un systéme linéaire de n équations a n+m inconnues un déterminant
d’ordre n extrait de la matrice du systéme est non nul, on peut choisir convenablement n des
inconnues et les exprimer comme fonctions linéaires des m autres inconnues. Si la matrice
de ce systéme est la matrice jacobienne en un point d’une application d’un ouvert de R**™
(n + m est le nombre de variables) dans R™ (n est le nombre d’équations), la condition
précédente s’interpréte comme la possibilité, pour un ordre convenable des variables, de
décomposer R en R xR" de sorte que la matrice jacobienne de la différentielle partielle
dans la direction du facteur R (deuxiéme facteur) soit inversible. Le théoréme d’inversion
locale peut étre traduit dans ce langage. Reprenons en effet les hypothéses du théoréme
4.4 et introduisons l'application ¢ : F' x U — F' définie par ¢(y,z) = f(z) —y. On a, pour
tout y € F, dap(y,a) = df(a). L’hypothése peut donc se lire dap(b, a) € Isom(FE, F') avec
(b,a) = (f(a),a), point ou la relation ¢(b,a) = 0 est réalisée. La conclusion du théoréme
peut se lire : il existe un voisinage ouvert U; de a, un voisinage ouvert V de b et une
application de classe C' | g : V — Uj telle que pour tout y € V, z = g(y) est 'unique
solution dans U; de ¢(y,z) = 0. Autrement dit on peut résoudre localement ’équation
©(y,z) = 0 par une application de classe C! , z = g(y). Le théoréme suivant montre que
cette situation est générale.

Théoréme 4.12. Soit E, F', G trois espaces de Banach, Q un ouvert de ExF et f : Q — G
une application de classe Ct. Soit (a,b) € Q tel que daf(a,b) € Isom(F,G). Alors il existe
un ouvert U de E contenant a, un ouvert V de F' contenant b et une application g : U — V
tels que

1. UxV CQ

2. pour tout x € U, Uéquation f(x,y) = f(a,b) admet y = g(x) pour unique solution
dans V.

De plus Uapplication g est de classe C' dans U et, si U est assez petit, pour tout x € U,

dg(z) = = da f(z, g(x)) " o dif(z, ().
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Remarques
1. L’hypothése implique que F' et G ont méme dimension (finie ou non).

2. Il est important de bien comprendre I'affirmation 2. qui ne dit pas que 1’équation
f(z,y) = f(a,b) n’a qu'une solution : elle n’en a qu’une dans V (c’est-a-dire proche
de b) mais peut en avoir ailleurs.

3. La propriété 2. peut aussi s’exprimer par 1’égalité :

{(z,y) eU X V| f(z,y) = fla,b)} ={(z,9(x)) |z €U} =T
en désignant par I'y le graphe de la fonction g.

Preuve Le préambule du théoréme laisse deviner que sa preuve n’est pas trés différente
de celle du théoréme d’inversion locale. En effet on va déduire ce résultat du précédent.
On aurait pu aussi prouver d’abord ce théoréme et en déduire, comme cas particulier, le
théoréme 4.4.

Définissons l'application ® : Q@ — E x G par ®(z,y) = (z, f(x,y)) et montrons qu’on
peut lui appliquer le théoréme d’inversion locale au point (a,b). Elle est clairement de
classe C! sur Q et sa différentielle au point (a,b) est donnée, pour (h,k) € E x F, par

D®(a,b) - (h,k) = (h,df(a,b) - (h,k)) = (h,d1f(a,b) - h+ daf(a,b) - k).

On résout « a la main » I'équation D®(a,b) - (h,k) = (h',k’). On trouve h = R’ puis
dof(a,b) -k =k —dif(a,b)-h' et donc

k=dyf(a,b)"t- [k —dif(a,b)- R
Autrement dit 'application D®(a,b) est inversible, son inverse étant
D®(a,b)" - (W K) = (I, daf(a,b)"" - [k — dif(a,b) - ).

Il faut aussi montrer la continuité de l'application linéaire D®(a,b)”!. Examinons la
deuxiéme composante. On a

daf(a,b)™" - [K' — dif(ab) - h'] = daf(a,b)"" - k' — daf(a,b)"" o dif(a,b)(h)
d’ou
| daf(a,b)~" - [k — dif(ab) - B']]| ([ da f (a, o) (KT + [ dof (a, ) 12]))
I daf(a,0) (1 + || dif(a, b)) (R, k)]
M

<
<

et donc ||D®(a,b)~t - (W, K)| < max(1, M)||(K,k")||. On a ainsi montré que D®(a,b)
appartient a Isom(E x F, E x G).

On a ®(a,b) = (a, f(a,b)) et le théoréme d’inversion locale appliqué & ® au point (a, b)
donne un voisinage ouvert Q; de (a,b), Q; C Q et un voisinage ouvert W de (a, f(a,b))
tels que ® : Q; — W soit un C'-difféeomorphisme. Quitte & diminuer de maniére cohérente
Q1 et W, on peut supposer que ; = Uy x V out Uy est un voisinage ouvert de a dans
E et V un voisinage ouvert de b dans F. L’application ®~! : W — U; x V a alors deux
composantes : @1 = (g1, g2) ott g1 : W — Uy et go : W — V sont de classe C'. On a alors
la chaine d’équivalences :

(x,y) €Uy xV et f(x,y) = f(a,b)
i
(x,y) e Uy xV et ®(z,y) = (x, f(a,b))

)
(z,9) = (91(x, f(a,0)), g2(x, f(a, b)) et (x,f(a,b)) €W
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Considérons U = {z € U; | (z, f(a,b)) € W}. Cest un ouvert de U; (puisque W est
ouvert), donc de E, contenant a et tel que U x V. C Uy x V C . De plus la chaine
d’équivalence indiquée montre que 'application g : U — V donnée par g(z) = ga2(z, f(a,b))
vérifie

(,y) eUxV et f(z,y)= f(a,b)

v

zelU et y=g(z).

La définition de g montre qu’elle est de classe C' dans U.
Enfin de la relation f(x, g(x)) = f(a,b) valable pour tout z € U, on tire par différentiation
que, pour tout h € E,

dif(z,9(x)) - b+ daof (z, g(x)) 0 dg(2)(h) = 0.

Si U est assez petit pour qu’en tout point dy f(z,g(x)) (qui dépend continiiment de x)
appartienne a l'ouvert Isom(F, G), on en déduit

dg(z) = = daf(z, 9(x)) " o dif(z,g(z)). N

Insistons sur I'importance de se familiariser avec les diverses fagons d’utiliser ce théo-
réme. Il est souvent nécessaire de découvir la bonne décomposition de E en produit de
deux facteurs. Cette décomposition peut dépendre du point au voisinage duquel on sou-
haite faire I'’étude. Par exemple prenons U = E = R% F = R et f(z,y) = 2% +y*> — R,
ot R > 0, de sorte que f(x,y) = 0 est "équation cartésienne du cercle (C) de centre 0 et
de rayon R. Si A = (a,b) est un point de ce cercle alors :

e si A n’est sur aucun des deux axes de coordonnées (ab # 0), on peut décrire les
points de (C') voisins de A, soit en exprimant y comme fonction de x, soit en
exprimant x comme fonction de y. L’écriture de cette fonction dépend de A. On a
y(x) = VR? —a2sib>0,y(xr) = —vVR?>—22sib < 0. Onaaussi z(y) = \/R? — y?
sia>0etx(y) = —+/R%2—y?sia<0. Dans tous les cas la fonction est de classe
C! sur l'ouvert | — R, +R].

On remarque que ?(a, b) = 2b # 0 et que ?(a, b) = 2a # 0 et qu’on peut voir
Yy x

I’'un ou l'autre résultat comme une application du théoréme 4.12.
e Si A = (0,£R), seule l'écriture de y comme fonction de x est possible au voisinage

0 0
de A, en conformité avec le fait que 8—f(A) # 0 mais que B_f(A) = 0. Les conclusions
Y x
sont analogues (en échangeant z et y) aux points (£R,0).
Remarquons que tous les points du cercle sont susceptibles d’étre étudiés de 'une ou ’autre

fagon.



Chapitre 5

Différentielles d’ordre supérieur

5.1 Différentielle seconde

5.1.1 Deéfinition

Soit E et F' des espaces normés, U un ouvert de E et f : U — F une application de
classe C! sur U. L’application df : U — L(E, F) définie par x + df(x) est continue. Si
elle est différentiable en a € U, on dit que f est deux fois différentiable en a. Dans ce cas
d(df)(a) est une application linéaire continue de E dans L(FE, F), c’est-a-dire un élément
de L(E,L(E,F)).

Lemme 5.1. L’espace normé L(E,L(E, F)) s’identifie a ’espace normé des applications
bilinéaires continues de E x E dans F, noté L*(E, F).

Rappelons qu'une application bilinéaire B : £ x E — F est continue si et seulement
s'il existe C' > 0 tel que pour tous h,k € E, ||B(h,k)|| < C||h| ||k]. La norme de B est,
par définition, le « meilleur » C' ou encore :

IBll = sup [[B(h k).
Il=Ilkl=1

En dimension finie, il n’y a pas lieu de se préoccuper des normes et l'identification est
la suivante. On définit I’application linéaire (& vérifier) :

®:L(E,L(E,F)) — L*(E,F)

en associant a T I'application bilinéaire By : E x E — F définie par
Br(h,k) =T(h) -k

On définit 'application linéaire (& vérifier)

U:L*E,F)— L(E,L(E,F))
en associant & B l'application T : E — L(E, F') qui envoie h € E sur 'application linéaire
Tp(h) : E — F donnée par T(h)-k = B(h, k) (pour tout k € E). On vérifie sans (trop de)
peine que ® et ¥ sont inverses 'une de l'autre. Si £ ou F' n’est plus de dimension finie il

faut ajouter la vérification, fastidieuse mais sans piége, de la continuité de ces applications
linéaires et la conservation de la norme (® et ¥ sont des isométries).

40
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On fera systématiquement cette identification et on note d2f(a) I’application bilinéaire
continue & laquelle s’identifie d(df)(a). On a donc pour h,k € E,

€L(E,L(E,F))

——
d*f(a)(h,k) = ddf)(a) (h)-k
€L(E,F)

Exemples

1. Soit u : E — F une application linéaire continue. Alors, pour tout x € F, du(z) = u
donc du est une application constante et sa différentielle est nulle en tout point.
Autrement dit u est deux fois différentiable en tout point de E et d?u(z) = 0 pour
tout z € E.

2. Soit B : E x E — F une application bilinéaire continue. On sait que B est différen-
tiable en tout point (z,y) € E X E et que, pour tout (h,k) € E x E,

dB(z,y) - (h,k) = Bz, k) + B(h,y).

Donc l'application dB : (z,y) — dB(z,y) est linéaire continue donc différentiable et,
pour tout (z,y) € E X E,
ddB)(z,y) = dB.

Cela s’écrit, pour (h, k) et (h', k") appartenant & E x E,
d*B(z,y)((h, k), (W', K')) = ddB)(z,y)(h,k) - (', k')

= dB(h,k)- (K,K)
— B(h,K')+ B(l,k)

et I'application d?B : E x E — L?(E x E, F) obtenue est constante.

5.1.2 Lemme de Schwarz

Dans l'identification précédente les vecteurs h et k ne jouent pas a priori le méme role.
En fait il n’en est rien.

Proposition 5.2 (Lemme de Schwarz). Si f : U — F est deux fois différentiable en a,
Uapplication bilinéaire d%f(a) est symétrique.

Preuve Soit r > 0 assez petit pour que Bo(a,2r) C U et que df y soit définie. Posons
pour ||kl < r et ||k]| <,

o(h k) = fla+h+k)— fla+h) = fla+k)+ f(a) — d*f(a)(h, k)
¢(h, k)

et montrons que DI — 0 quand ||(h,k)|| — 0. En effet la différentiabilité de df en a

s’exprime par le fait que, quel que soit € > 0, il existe & > 0 (on peut imposer « < r) tel
que si ||h]| < 2q, alors

[df(a+h)—df(a) —ddf)(a) - bl <ellh]

(il s’agit au premier membre de la norme d’un élément de L(E, F)).
Pour h fixé vérifiant ||h|| < «, lapplication ¢ : k — @(h, k) est définie dans la boule
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Bo(0,«), a valeurs dans F' et différentiable en tout point de cette boule. De plus (dans

L(E,F)) on a

don(k) = df(a+h+k) —df(a+k) —ddf)(a)-h
=df(a+h+k)—df(a) —ddf(a) (h+k) = (df(a+k) —df(a) — ddf)(a) k).

Et donc, puisque ||k + k|| < 2a et [|k]| < 2a,

[ den(R)I| < e(llh + kIl + [[E]l) < 3el|(h, k)|

La boule Bo(0, «) étant convexe, on peut appliquer le théoréme des accroissements finis a
©p, sur le segment [0, k]. On obtient

lon(k) = n(0)l = llo(h, k)| < 3ell(h, K| IK]l < 3ell(h, k)]

et le résultat annoncé suit.
Mais cela implique que 'application bilinéaire définie par

B(h, k) = d*f(a)(h, k) — d*f(a)(k, h)

B
vérifie ﬁ — 0 quand ||(h,k)|| — 0, puisque B(h,k) = ¢(h,k) — ¢(k,h). Or, la

bilinéarité permet d’en déduire que B = 0. On raisonne comme dans le lemme 2.1 : si
(ho, ko) # (0,0), pour tout réel ¢t # 0,

B(tho,tko) B(hOakO)

1(tho, tho)l[> 1| (ho ko) [I*”

Mais, par hypothése le terme de gauche tend vers 0 quand ¢t — 0. Cela oblige B(hg, ko) = 0.
Or, dire que B = 0, c’est dire que d2f(a) est symétrique. i

5.1.3 Dérivées partielles secondes

Lorsque E et F sont de dimension finie, le choix de bases V = (v1,--- ,v,,) dans E
et W = (wy, -+ ,w,) dans F permet de se donner I'application bilinéaire d?f(a) en se
donnant les composantes dans W des m? vecteurs d?f(a)(v;,v;) (i < j). Si f est donnée
par ses composantes f = (f1,--- , fn), cela revient a se donner pour chaque £ = 1,---n, les

m? scalaires

d? fo(a)(vi, v5) = d(d fo)(a)(v).v;

Mais pour tout x € U, on a par définition

Afe(@) () = Poe(z)

et c’est donc la dérivée partielle par rapport a j de cette fonction de x que l'on calcule
pour obtenir le scalaire

Ehlaenn) =5 (5 @

0 fu
axj&rl-

rapport & x; et x;.

que 'on note (a)| et que l'on appelle dérivée partielle seconde de f; en a par
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Le théoréme de Schwarz s’énonce maintenant : pour tout 1 <¢,7 < mettout 1 < /¢ <n,

D fo (a) = D fo a)
856]'856@' N 63:263:]

Lorsque n = 1, c’est-a-dire si f : U — R, d?f(a) est une forme bilinéaire symétrique
dont la matrice est appelée matrice hessienne de f en a. C’est la matrice carrée symétrique
constituée par les dérivées partielles secondes de f en a :

82
) = (=)
i <ij<m

Lorsque F' est de dimension n, ceci s’applique & chacune des composantes f; de f.

5.1.4 Fonctions de classe C?

Définition 5.3. On dit que f est de classe C* dans U si f admet en tout point de U une
différentielle seconde et si d*f : U — L*(E, F) est continue.

Noter que I'ezistence de d?f(z) pour tout # € U impose & f d’étre de classe C! dans
U.

Le résultat suivant s’obtient sans peine.

Proposition 5.4. Si E et F sont de dimension finie, f est de classe C* sur U si et
seulement si chaque composante f; de f admet en tout point de U des dérivées partielles
0> fo

T;0T;

secondes et chacune des fonctions x — (x) est continue dans U.

5.2 Fonctions de classe C?

Rien n’empéche de continuer et d’adopter la définition inductive suivante.

Définition 5.5. Soit E et F' des espaces normés et U un ouvert de E.
1. On dit que f : U — F est de classe C° si elle est continue.
2. On dit que f : U — F est de classe CP (p > 1) si elle est différentiable dans U et si
df : U — L(E,F) est de classe CP~1.
8. On dit que f:U — F est de classe C*° si elle est de classe CP pour tout p € N.

Pour concrétiser les différentielles successives, il faut généraliser I’isomorphisme entre
L(E,L(E,F)) et L*(E, F) en définissant

LP(E,F) = { applications p — linéaires continues de E¥ = E' x --- x E — F}.
—_—
P

La continuité d’une application p-linéaire ¢ équivaut a l'existence de C' > 0 tel que
pour (hi,---,hy) € EP, |[@(h1,--- ,hp)|| < Cllhi| ||h2|l---||hp||. Ceci permet aussi de
définir une norme sur LP(E, F). Le résultat clé est le fait que L(E, LP~1(E, F)) s’identifie
(avec sa norme) a LP(E, F).

On peut alors identifier la différentielle d’ordre p de f en a & une application p-linéaire
continue de EP — F notée dP f(a). L’analogue du lemme de Schwarz, est la

Proposition 5.6. Si f est p fois différentiable en a, alors dP f(a) est symétrique, c’est-a-
dire que pour toute permutation o de {1,--- ,p}, et tout (hy,--- ,hy) € EP,

dpf(a)(ho(l)’ ho(2)’ R hU(p)) = dpf(a)(hl’ t ’hp)'
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A titre d’exemple, on peut retenir que toute application bilinéaire continue B est de
classe C*° et que d? B = 0 pour tout p > 3. Comment ce résultat se généralise-t-il ?

Proposition 5.7. Soient E, F et G des espaces normés, U un ouvert de E et V' un ouvert
de G. Si f :U — Fetg:V — G sont de classe CP et si f(U) C V, alors go f est de

classe CP.

Preuve Elle se fait par récurrence sur p > 1. Si p = 1, c¢’est un résultat connu et, pour
tout x € U, d(g o f)(x) = dg(f(x)) odf(z). Cette formule s’interpréte aussi en

dgof)=Bod

ou & = (dgo f,df) et ou B: L(F,G)x L(E,F) — L(E,G) est donnée par B(u,v) = uow.
Comme B est bilinéaire continue, elle est de classe C*°. Supposons alors le résultat établi
jusqu’a l'ordre p — 1. Puisque dg est de classe CP~! et que f est de classe CP, a fortiori
CP~! I'hypothése de récurrence montre déja que les deux composantes de ®, donc ®, sont
de classe CP~!. Un deuxiéme usage de I’hypothése de récurrence montre alors que B o ®
est de classe CP~!. Mais cela veut dire que d(g o f) est de classe CP~! et donc que go f est
de classe CP. 1

La formule de Faa di Bruno permet d’exprimer les différentielles successives d’une
fonction composée a 'aide de celles des facteurs. C’est vite trés compliqué, mais on peut
vérifier & titre d’exercice que

d*(g o f)(a)(h. k) = d*g(f(a))(df(a) - h,df(a) - k) + dg(f(a)) - d*f(a)(h, k)

formule qui généralise « visiblement » la formule

(9o f)'(@) = g"(f(@) f'(2)* + g (f(2))f" ().

5.3 Formules de Taylor

On connait la formule de Taylor a une variable. Soit I un ouvert de R contenant le
segment [0,1] et ¢ : I — R™ une fonction de classe CP (p > 1). Alors

p—1
p(1) =
k=0

Théoréme 5.8 (Taylor avec reste intégrale). Soit U un ouvert d’un espace normé E et

f U — R"™ une application de classe CP (p > 1). Si a et b sont deuz points de U tels

que [a,b] C U, on pose h = b—a, h¥ = (h,--- ,h) (pour k € N*) et, pour t € [0,1],
k

| —

1 _ \p—1
A0+ [ %;égrw@awﬁ

>~

!

~v(t) = a+ th. Alors

F(8) = F(a) +df(@) - h+ 5 RF@R) + o+ == d (@) +

(p—1)!
1 _ pp-1
+/0 % d” f (1)) (h") .

Preuve La fonction ¢(t) = f(a+th) = fo~y(t) est de classe CP sur un ouvert de R contenant
[0,1]. On a 4/(t) = h et pour tout k > 2, y*)(¢) = 0. On en déduit ¢'(t) = df(y(t)).h,
@ (t) = d2f (y(t))(h?) et, plus généralement, ) (t) = d* f(y(t))(h*). La formule est alors
une simple retranscription de la formule rappelée en remarquant que ¢(0) = f(a) et (1) =
7o),

Dans le cas n = 1, le théoréme de la moyenne permet de simplifier le reste intégral.
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Théoréme 5.9 (théoréme de la moyenne). Soit a,b € R, a < b, f,g : [a,b] = R deux
fonctions continues. On suppose que g ne change pas de signe. Alors Jc €)a, b[ tel que

b b
/fmmww#@/gmm. (5.1)

En particulier, si g =1, 3c €]a,b] tel que

b
10 = 5= [ Ty,

Démonstration. Soit I = f: g(x)dx. Sans perte de généralité on suppose g > 0 et I > 0.
On pose
m = min et M =maxf.
[a,b] / [a,b] /
Ainsi m < 1 ff f(x)g(x)dx < M. Le théoréme des valeurs intermédiaires implique ’exis-
tence de ¢ € [a, ] tel que

b
£ =7 [ f@glyis,

ce qui équivaut & (5.1). Pour conclure, il faut montrer qu’on peut prendre ¢ # a et ¢ # b,
ce qu’on laisse en exercice au lecteur. O

On obtient comme conséquence directe :

Corollaire 5.10 (Taylor-Lagrange pour n = 1). Soit f : U — R une application de classe
CP. Sia et b sont deux points de U tels que [a,b] C U, on pose h = b—a. Alors il ty €]0, 1]
tel que

£6) = @) + (@) Bt 5 EF@E) + -+ e &7 @) + P fat toh) ()

(p—1)

Démonstration. En utilisant le théoréme de la moyenne, on obtient qu’il existe ty €]0, 1]
tel que

1 _ n\p—1 1 _ n\p—1
A 9—ll—wvfwanmmdw=&vwawxwy/-Q—il—

1 p P
T T = O ),

0

Corollaire 5.11 (Taylor—Young). Soit f : U — R™ une application de classe CP et a € U.
Alors

f(b) = f(a) +df(a)- h+~-+$!dpf(a)(hp) +o([[Al").

Démonstration. Soit r > 0 tel que Bo(a,r) C U. Si ||h|| < r, on peut appliquer le théoréme
précédent au segment [a,a + h] et il suffit de montrer que

1 _ #\p—1
AE%{%TWﬂwmmmwzgﬁwwwm+Rm>

1 -1
1—t)P 1

h
avec lim R(h)

M = 0. Or, puisque /

o (-1

1 _ \p—1
Rw)zl;%;f%rMWhﬁDwﬂ—&mewﬂﬁ
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Mais puisque = — dPf(x) est continue en a, pour tout € > 0, il existe a > 0 tel que si
|z —a|| < a, ||dPf(z) — dPf(a)|| < e. Au premier membre de cette inégalité, il s’agit de
la norme de I'application p-linéaire continue d? f(x) — dPf(a). Si elle est plus petite que
g, alors, pour tout v € E, on a || d?f(z)(vP) — dP f(a)(vP)| < £||v||P. Si on suppose que
|h]| < o, alors = (t) = a + th veérifie ||x — al| = t||h]| < a. On en déduit

11 pyp—1
iRl < e [ T

ce qui est le résultat cherché. [l

dt = = ||n|l”
p:

Remarque 5.12 (Cas U C R?%). Si f: U ¢ RY = F est une application p-fois différen-
tiable, alors pour tout ji,...,j, € {1,...d}

orf

p . ip) — 8. a.
d f(x)(ejw""eﬂp) B 8;,;]»1...(9ij

(),

oit {ey,...,eq} est la base canonique de R?. L’ordre de dérivation est indifférent puisque
dP f(x) est symétrique. De plus, par multilinéarité, on obtient :

d d d o f
dPf(@)(hP) =D > > bk, e by, (),
= : Oxj, ...0x
=lj2=1  jp=1 7 I
ol h; est la composante [-iéme du vecteur h.
Exemple 5.13. Soit f(z,y) = 2%y + x cosy. Alors
fz =2xy +cosy, fy,= 22 — zsinvy,
fa:y = fya: =2x — siny, fa:a: = 2y7 fyy = —ICosy,

Joay =0, fayy = — 08y, foze =0, fyyy = xsiny.

Ainsi la formule de Taylor-Lagrange avec p = 3, nous donne le développement de Taylor
suivant en (1,0) :

1 1 1
f(L+hk)=1+h+k+ 2hk — §k2 -5 cos(ck)hk? + 6(1 + ch) sin(ck)k3,

pour certain ¢ €]0, 1] qui dépend de h et k. Autrement dit, en prenant x = 1+ h et y = k,
le polynéme de Taylor P, d’ordre 2 associé a f en (1,0) est

Py(z,y) =z +y+2(z—1y.
Essayons de trouver r > 0 tel que pour tout (x,y) € B((1,0),r) :

|f(z,y) — Po(z,y)] < 1072,

On a que pour tout (z,y) € B((1,0),7)

1 1 .
£ (@, y) = Pa(,y)| = | =5 cos(ey)(z — Dy* + s+ c(@—1)) sin(cy)y®|
1 1 2rd ot
< 342 s T
< 27° + 6( +r)r 3 + 6

Sir < 1, alors 7% < 73 et il suffit donc d’imposer que 5/6r3 < 1072, ce qui donne

5\ 1/3
2 ) < 0.220.
r <250>



