Chapitre 1

Rappels sur les différents théoremes

d’existence

1.1 Notations, définitions et notions préliminaires

Soit I un intervalle de R, U un ouvert de R”, f une fonction continue de I x U dans R".

Définition 1. (Equation différentielle ordinaire) Une équation différentielle ordinaire est une re-
lation entre la variable réelle t, une fonction inconnuet — y(t) et ses dérivéesy'(t),y"(t),...,y™
au point t définie par

Fty @),y @),...,y™") () =0. (1.1)

On dit que cette équation est scalaire si F' est a valeurs dans R.

Définition 2. (Equation différentielle normale) On appelle une équation différentielle normale

d’ordre n toute équation de la forme

y "M@t = f (LY ),y @),y ().

Exemple 1. FEquation différentielle du premier ordre sous la forme normale

y/:f<t7y) Ou%:f(tvy)

Définition 3. (Solution) On appelle solution (ou intégrale) d’une équation différentielle d’ordre

n sur un intervalle I de R, toute fonction y définie sur un cette intervalle I, n fois dérivable en
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tout point de I et vérifie cette équation différentielle sur I. On notera en générale cette solution
(v, ).

Définition 4. Soient (y,I) et (yj,f) deuz solutions d’une méme équation différentielle. On dit

que (gj, [~> est un prolongement de (y,I) si et seulement si I C I et glr=vy.
Définition 5. (Solution mazimale et solution globale)
Soient (I1) et (Iy) deuz intervalles.

1. On dit qu’une solution (y, 1) est maximale dans I si et seulement si y n’admet pas de

prolongement (7, _f) solution de I’ équation différentielle telle que I; & IC L.

2. On dit qu’une solution (y, I;) est globale dans Iy si et seulement siy admet un prolonge-

ment iy défini sur l'intervalle Iy tout entier.

Remarque 1. Toute solution globale sur un intervalle I est maximale sur I, mais la réciproque

est fausse.

1.2 Reéduction a une équation du premier ordre
Considérons 'EDO d’ordre n, (n > 3)

F(ty'(t),y"(1),....y" (1) =0,

ou y est & valeur dans R™ (on prend m = 1 en générale) et
F:RxR"xR"™x .. xR" — RP.

On fait le changement d’inconnues Z = (y,y’(t),y”(t), . ,y("*l)). On a alors Z € (R™)". On
note alors Z = (z1, 29, ..., 2,) ol chacun de z; = y=) e R™, i =1,...,n. On se trouve alors avec

des relations entre les z;

! y —
Z;=Ziy1, t=1,..,n—1,

F (ta yla ylla te 7y(n)) (t) =0.

On se ramene alors a une équation du premier ordre, a une variable et n inconnues du type

/ / /
G (t, R1y B2y weny Bmy B15 Ry vy Zn) =0.
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Cas particulier : (n = 2) (F scalaire)

F(ty.y.y") =0,
cette équation peut se ramene a une équation du premier ordre a deux inconnues, z; et z5 : On
pose z; = y et zo = ¢/, on obtient
z] = 29,
F (t, 21, 22,21, 7,) = 0.
Exemple 2. ay” + by’ + cy = d. On considérant zy =y, zo = y'.
2] = 23,

bz + azh = —cz + d.

/

10 21 0 1 21 0

b a 29 —c 0 29 d

1.3 Théoremes d’existence et d’unicité

On s’intéresse a des systemes différentiels de type suivant

u'(t) = f(t,u(t)), (t,u) eU. (1.2)
Ou : U un ouvert de R x R™ et f: U — R™.

Définition 6. Le probléme de Cauchy correspondent a l’équation (1.2) est la recherche des

solutions u de (1.2) telque u(ty) = ug

u;it; i f(t,u(t), (tu) €U, (1.3)

Définition 7. Une solution du probléme (1.3) sur un intervalle ouvert I de R, avec la condition

initiale (to,ug) € U et ty € I est une fonction u : I — R™, telle que
1. Pour toutt € I, (t,u(t)) € U.
2. Pour tout t € I, u'(t) = f(t,u(t)).

3. U,(to) = Ug-



Notation :

Pour x € R", |z| désingne la norme euclidienne de .
Si f:U CR" — R" est une application différentiable en z € U, on notera indifféremment

sa différentielle par f/'(z) ou Df(x).

Définition 8. Une fonction f: U C R" — R" est une application Lipschitzienne de rapport k

sur U si

|f(u1) — flug)| < k|uy — us|, pour tous (ui,uy) € U

Définition 9. Une fonction f : U C R* — R" est localement Lipschitzienne sur R, si pour

tout ug € U, il existe un voisinage V,,, C U de uy telque f|VuO soit Lipschitzienne sur V.

Exemple 3. La fonction x — +/x est localement Lipschitzienne sur R, mais pas Lipschit-

zienne.

Définition 10. Une fonction f : I x U — R" est dite continue et Lipschitzienne sur U

uniformément par rapport a t € I, si

1. f est continue sur I x U.

2. 1l existe k > 0 telque

|f(t,ur) — f(t ug)| < klup — g,
pour tout t € I et tout (uy,uy) € U

Définition 11. Une fonction f : I x U — R"™ est dite continue et localement Lipschitzienne
par rapport a u € U uniformément ent € I, si

1. f est continue sur I x U.

2. Pour tout (ty,uo), Il existe un voisinage Vi, X V,,, C I x U de (to,u), telque f|VtOxVu0 soit

Lipschitzinne sur V,,, uniformément par rapport a t € Vi, .

1.3.1 Théoremes de Cauchy-Lipschitz

Théoreme 1. (Ezistence locale et unicité)
Soit f - I x U — R™ continue sur I x U, localement Lipschitzienne en u € U uniformément en
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t € I. Pour tout (to,ug) € I x U, le probléme de Cauchy

u'(t) = f(t,u(t), (tu) €l xU, (1.4)
U(to) = U,

admet une solution (u, I,) (to € I,,). De plus la solution unique sur I,.

Théoreme 2. (Ezistence locale d’une solution mazximale)

Toute solution (u, I,,) se prolonge en une solution mazimale (pas nécessairement unique).

Théoréme 3. (Existence d’'une solution maximale et unicité) Les hyothéses sont celles du
théoreme d’existence locale.

Pout tout (to,ug) € I x U, il existe une solution mazimale unique (u, I(to,ug)) de (1.4) vérifiant
u(to) = up.

L’intervalle mazimale I(ty,uo) = (t~(to,uo),t (to, uo)) est ouvert dans I. De plus t~ vérifié

t—t—

1
t” =inf/ ou lim min (d(u(t), ou), —) = 0.
Ju(t)]
De méme t vérifié

t" =supl ou lim min (d(u(t), ou), m) =0

t—tt
Théoreme 4. (Condition suffisante d’existence de solution globale)
Soit f: U — R™ une application continue sur un owvert U = JXR™ ou J C R est un intervalle
ouvert. On suppose qu’il existe une fonction continue k : J — R, telle que pour tout t € J fizé,
Uapplication y — f(t,y) soit Lipschitzienne de rapport k(t) sur R.
Alors, lunique solution mazimale de l’équation v = f(t,u) est globale (i.e. définie sur J tout

entier).

Exemple 4. On considére [’équation différentielle v’ = |u| + |t].
f:RxR— R tel que f(u,t) = |u| +|t|. f est une application Lipschitzienne par rapport a la

second variable. En effet :
|[f(t,un) = f(t uz)| = [lua] + [¢] = Jua| = [¢]] = [Jua| = |ual| < ur — uaf.

Remarquant que u' > 0 pour tout t et que pour tout (0,ug) passe une solution mazximale unique

(¢, J).



1.4 Exercices

Exercice 1.1. Justifier ’existence de ['unique solution locale pour le probléme suivant

y(t) =4+y(t),

(1.5)
u(0) =1,
Calculer explicitement cette solution et donner le domaine de définition
Exercice 1.2. Meéme questions de [’exercice 1.1 pour le probléme
v(1)=(y (1)
(1.6)

Exercice 1.3. Soit f : R — R donnée par f(t,z) = 425 si (t,x) £ (0,0) et £(0,0) = 0. On

titx

s’intéresse a ’équation différentielle

2'(t) = f(t,x(t)) (1.7)

1. L’application f, est-elle continue ? est-elle localement lipschitzienne par rapport a sa se-

conde variable ?.

2. Soit ¢ une solution de (1.7) qui est définie sur un intervalle I ne contenant pas 0. On
définit une application ¥ par p(t) = t*,t € 1. Déterminer une équation différenticlle (E)

telle que @(t) soit solution de cette équation, puis résoudre cette équation (E).

1.5 Corrigé des exercices

Corrigé de I’exercice 1.1

Il suffit de vérifier les hypotheses de Cauchy-Lipschitz :
La fonction y — f(y) est de classe C! pour tout y € RO et ainsi elle est localement lipcshitzienne.

On a:y (t) =4+ y(t). Par séparation de variables on trouve

d
/—ydt - /dt
44y
=Inld+yt) = t+k,
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k une constante a déterminer a 1’aide de la condition initiale

Ind+y|=to+k = k=In(5)
= |4 —+ yo| = 5€t.
Cet égalité donne 2 solution possibles pour le probleme :

y(t) = —be' — 4 ne vérifier pas la condition initiale.

Donc, la seule solution est la fonction

y(t) = 5¢' — 4, pour tout t € R.

Corrigé de 1’exercice 1.2

Il suffit de vérifier les hypotheses de Cauchy-Lipschitz :

fly) = yg est de classe C! pour tout y # 0 et ainsi elle est localement lipcshitzienne au
voisinage de yo = 1.

Calculons I'unique solution du probleme de Cauchy. Car y # 0 au voisinage de yo = 1, par

séparation de variables on trouve

/t yl(gldt = /tdt
to Y 3 to

= —z (@)

alors

(S

1

= y(t) = {—gwl]_ :m

3

avec t > %, la fonction y(t) elle-méme existe pour tout t # £, mais elle la solution du probleme

uniquement dans l'intervalle {t eER, tqt > g} (contenant la condition initiale).
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Corrigé de I’exercice 1.3

f(t,x) = tff; si (x,t) # (0,0) est de classe C*° en tant que quotient, somme et produit de

fonctions C'°.

202z
t4 422

Lo [f(t2)] = [2t].

<2t] — 0= f(0,0). f est donc continue en (0,0).
(t,)—(0,0)
f n’est pas localement lipschitzienne au voisinage de (0, 0) car sinon il existerait k, a5 € R

tels que t € |—a,a,x € |-, f] et
‘f(t,l') —f(t,())’ < k‘x_o‘ :

D’ou

43z by = 43
—_— :L‘ —_—
th + 22 th + 22

4
= n < k,Vt €]0,q,

ce qui est absurde.

Nous ne pouvons pas appliquer Cauchy-Lipschitz.

2. (¢, I) solution de (1.7) avec 0 # I.

Y(t) =t e () = (1) =t (1) — 2%

2o (t)

= ' (t) = 4t_2m

- 2t_1¢ (t) )
d’out en exprimant tout en fonction de v () :

YA+ @) 2

O A =v () A+4 @) ¢

Or
(1442 (1)) _ 1 N I
) A=)+ @) @) 1-v@) 1+¢(@)

d’ou
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En intégrant par rapport a t, on obtient

t
ln‘%‘ = ln‘t2‘+c
= —w <t> = ct?.

1—42(t)

Y (t) est donc une racine de I’équation

ct*P? (t) + 1 (t) — ct* = 0,

donc
—14+ 1+ 4c2t
ct
d’ou
(t) —1+£+14+4c2t4
2 = .
2c
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Chapitre 2

Méthode de différences finies

monodimensionnel

La méthode de différences finies consiste a remplacer les dérivées par des différences divisées

ou combinaisons de valeurs ponctuelles de la fonction en un nombre finis de points discréts.

2.1 Discrétisation du domaine

Soit I = [a,b] un intervalle de R. on dit que (74)j<p< ., une subdivision de l'intervalle [a, b]
si,
xp € [a,b], VO <k < N+1 et vérifiés :
To=a<T1 <Ty<..<zxy<Tyny =D

Pour i =0, ..., N, on note hH% = T;11 — x; et on définit le pas du maillage par h = max hH%.

a b
| | |
}—‘— -------- I | - - -=-====== ‘I
X0 Xi-1 i X4 XN+1

FIGURE 2.1 — Discrétisation du domaine en dimension 1.
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2.2 Principe de la méthode de différences finies

Le principe de la méthode de différences finies (DF) consiste a se donner un certain nombre
de points du domaine, qu’on notera, (z,x,...,2x) € RY. On approche 'opérateur différentiel
par un quotiont de maniere a en déduire un systeme d’équations en fonction d’inconnus discrétes

représenter des approximation d’inconnu u aux points de discrétisation.

FIGURE 2.2 — Points médians de la grille.

Effectuont d’abord un développement de Taylor au voisinage de x; a 1'ordre 3.

W) = ulaorh) =) + o )+ 2O ) o (1),
u(rii1) = u(r;—h)=u(r;) — h% (z;) + };2 gz (z;) + o (h?).
La soustraction de ces deux relation donne
u(Tip1) —u(ximg) = Zh% (z;) + o (h?). (2.1)

On note u; = u(x;),vi =0, ..., N + 1. La relation (2.1) devient

Ju
Uig1 — Uj—1 = Zh% (Iz) +o0 (h3) .

Ce qui permet d’obtenire le schéma d’ordre 2 (centré) pour approximer la dérivée premiere de u

en z;
ou Uiy — U

5 (@) = T‘l +o(n?). (2.2)

Effectuons un développement de Taylor au voisinage de x; d’ordre 4,

du h* 5%u h3 8%u A
u(@in) = u(@ith) =) +ho (@) + o o0 (@) + gr 55 (@) +o (n%),
du h? 0%u h3 0%u

u(riy) = u(x;—h)=u(z;) — h% (x;) + 5 5y () — 3N 5%, (z;) + o (h?).
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En faisant la somme de deux égalités, on aboutit a
2

0
Ui+1 + U1 — QUZ = hQaTZ (ﬁl) +o0 (h4) .

Ce qui permet d’obtenir le schéma d’ordre deux pour approximer la dérivée second de u :

32u . Uiyl — 2U1 + u;—q

oz () = h2

+ o0 (h?). (2.3)

Autres schémas d’approximation : D’aprés le développement de Taylor au voisinage de z;,

on a
ou 9
u(ri1) = u(w)+ h% (x;) +o (h )
ou Cu(migr) —u ()
= % ('I’L) - h +o (h) )
un schéma decentré avons (S.D.A,).
Si on utilise le point u (z;_1) :
u(zis) = u(x)— h@ (z;) + o (h?)
i—1 [ 8(13 i
ou Cu(w) —u(Ti)
= (9x ('xl) - h +0(h‘)7

schéma decentré arriere (S.D.A,).

2.3 Exemple simple en dimension 1 avec conditions de

Dirichlet

Considérons 1’équation différentielle suivante

—u" (z) = f(x),z €0,1],
u(0) =a,u(l)=p.
(conditions de Dirichlet non homogenes)
f : une fonction continue.
Le maillage est construit en introduisant N+2 points (noeds) z; aveci = 0, ..., N+1, régulierement

espacés avec un pas h, la quantité u; désignera la valeur de la fonction u(z) au noed x;.
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L o d%u o
En utilisant ’approximation de 922 au moyen d’'un schéma centré d’ordre 2, est ainsi
x

Uiy — 2U; + Uiy
12

= fi, pourt=1,..., N,

ou fi = f ().
La derniere expression représente un systeme de N équations et inconnus peut s’écrire sous

forme d’un systeme comme suit :

1 =1": %(_u0+2u1_u2):f1, (uo = u (0) = «)
1=2: %(—U1+2UQ—U3):‘]C2,
1 =3: #(—UQ+QU3—U4):]03,

(2.4)

1=N-—-1: % (—un—2 +2un_1 —un) = fn-1,
1

[ i=N: gz (—unv— +2uy —uni) = f, (uny1 =u (1) =p)
La forme matricielle
2 -1 0 0 Uy Ji+ 73
1
2 Uy = Ja
O .
-1 2 -1 UN_1 In-1
0 v v oo 0 =1 2 Uy fN—i-%

2.4 Discrétisation de conditions aux limites

Considérons le méme probleme avec conditions mixtes de Dirichlet-Neumann
—u" (x) = f(x),x €]0,1],
u(0) =a,u (1) = B.

Les modifications du probleme discrétisé par rapport au cas précédent sont les suivantes :

- Tout d’abord, le nombre d’inconnus a changé, N +1 inconnus u; pour ¢ variant de 1 a N 4 1.
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- D’autre part, il faut discrétiser la condition de Neumann u/(1) = 3 :

Utilisons 'approximation décentré arriere d’ordre 1

u'(1) =u'(rn41) =

Sous forme matricielle :

En ajoutant 1’équation +

UN+1 — UN

h

s (ung1 —uy) = B au systeme (2.4), on obtient

[ 2 1 0 o | [ w | _f1+%—
-1 2 -1 Us fa
0 -1 2 -1 U3 fs
% Uy Ja
0
-1 2 -1 Uy I
0 0 =1 1 | [uxy | | 5 |

2.5 Exemple 2

Soit le probleme aux limites elliptique suivant :

—u" (z) + 2%u(z) = f (z),z €]0,1],
u(0) =u(l) =0,

ou f € C([0,1],R).

On se donne un pas du maillage h = est une subdivision de |0, 1], notée (xy)o<k<ni1 avec :

N +1

To=0<21 <22 < ... <Ny <2Tny1 =1

En approchant u”(z;) par quotient différentiel par développement de Taylor, on obtient
a(2u; — i1 — 1) +afu; = f;, i=1,.., N,
Uyp = UN+1 = O, s

ou u; est I'inconnue discrete associée au noeud ¢ (2 = 0,...,N + 1), on pose ug = uy+; = 0
7 ) ) ) + )

x; = ih = x? = (ih)?, f; = f(x;).
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On peut écrire ces équations sous la forme :

1
72 (—uic1 + 2+ PPz u; —upr) = f;, 1<i <N,

Uyg = UN+1 = 0.

) 1
Pouri=1: ﬁ(—uo+(2+h4)u1—u2) = f1 (uo = 0),
1
i=2: w2 (—wr + (2 + 40 us — ug) = fo,
1
i=3: o (—u2 + (24 90" us — uyg) = f,

. 1
1 = N . ﬁ (_UN—I + (2 + N2h4)UN — UN+1) = fN, (U'N—H = O)

On peut écrire sous forme matricielle Apuy, = by, avec

—2+h4 -1 0 0 Uy
~1 244kt -1 : Uz
0 -1 249p* -1 - 5 u3
T I
0
-1 2 —1 UN-1
0 e 0 =1 2_|_N2h4_ | un |

2.6 Probléeme d’évolution

S
fa
fs
f4

S
I

Considérons le probleme monodimensionnel de la chaleur dans une barre de 1 mettre de

longueur le champ de température T (z,t) vérifie I'équation de la chaleur

(0T o*T
_— a_
ot 0x?
T(0,t) =Ty,

=0, z€]0,1[, t €]0,T7,

T(1,t) =1y,

kT’(.I',O) = To.

L’intervalle [0, 1] est discrétisé en N + 1 noeuds de coordonnées z;, i = 0,..., N + 1.

h : le pas de discrétisation (uniforme) de 'espace.
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T

Le temps est discrétisé en intervalles de pas constant At, telque At = 7.

Notons 77" la température au noeud x; = ih et a l'instant ¢, = nAt.

On peut utiliser deux approches pour discrétiser cette équation :

2.6.1 Schéma explicite

Utilise une discrétisation au noeud x; et a 'instant courante t,, :

aT o*T
o (zistn) — oz (zitn) =0,
oT -1
g (2, t,) = #, (schéma décentré avons)
o*T n, =27+ 1"
_2 (xiytn) — ot 21 + i1 .
Ox h
Alors, ’équation discrétisée est donnée par
T T TR 2T,
Al - e =0, ¢=1,...N; n=0,.... M — 1,
ou
At At At
T = O;L—QT;;I n (1 _ 2O‘h—2) "+ O;L—le, i=1,..,N:n=0,..,M-1.
At
On pose \ = ah—Q, avec Ty =Ty, Ty, = Tg.
Soit sous forme matricielle :
T 1-92\ )\ 0 0 T
T A 1-2% A T
T 0 A 1-2) A T
0 :
A 1—=2)\ A :
T](V”“) 0 e oD A 1—92)\ T](V")
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D’ou

70 T,
9 T,
9 T,
9 T,
TY T,

(Car T (2,0) =Ty ou TP =Ty, i = 1, N).

On peut calculer le vecteur 7"+ & partire de T explicitement.

2.7 Schéma implicite

Nous utilisons un schéma arriere d’ordre 1 pour évaluer la dérivée temporelle et un schéma

centré d’ordre 2 pour la dérivée seconde en espace.

aT ( . ) B Tvin-‘rl _ /Ivzn
A
O*T T — 2T + T
i (xiathrl) _ i+1 7 + 1—1 )
0x? h?

L’équation discretisée est donnée par

n n n—+1 n—+1 n—+1
T oT TAY et T

At h?

En posant A = a%, on obtient

(L+20) T = AT = AT =T, i=1,.,N; n=0,..,M — 1.

On constate que les inconnus a l'itération n + 1 sont reliées entre elles par une relation implicite

(d’ott le nom de la méthode).
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Sous forme matricielle

(1120 A0 o J[ze=0] [z T,
—A 14+2% =\ T T 0
0 —XA 1420 = T T 0
Tt T | +A] 0

. .

“A 1420 —A : :
0 0 —x 1+2x | |79 T T,

2.8 Convergence, consistance et stabilité

2.8.1 Définitions

Supposons le probleme suivant avec L un opérateur différentiel linéaire d’ordre 1 en ¢

Lu(z,t) = f(x,t) dans Q x R%,

(2.5)
u(z,0) = ¢ (x), pour x € Q ( ouvert de R).

En remplagant les dérivées partielles par des différences finies on obtient un opérateur discret
Ly, ;.. Ainsi I’équation aux dérivées partielles homogene discrétisée s’écrit sous la forme Ly, yv = 0
(h le pas de l'espace, k le pas du temps). Un schéma aux différences finies général associée a

I'équation (2.5) s’écrit donc comme suit

thkU = fzn
La condition initiale est simplement v2, = ¢ (x,,,) pour z,, € €.

Définition 12. (Consistance)

On dit que le schéma L v = fI' est consistant avec ’équation aux dérivée partielles (2.5) si
pour toute fonction ¢ de classe C*, on a :

En tout point (x;,t,)

lim
(h,k)—(0,0)

(L(p — Lh7kg0) = 0.
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La consistance entraine en particulier qu’'une solution réguliere de ’équation aux dérivées
partielles est une solution du schéma aux différences finies quand le pas de discrétisation tendent
vers 0.

Cette propriétés est facile a vérifier.

Considérons par exemple :

dp  Jyp
Lo =—/— —.
14 ot + C@x
Donc
n+1 n n n
i Y Pit1 — ¥
Ly rp = 14 2 14 +c Hh .

Grace a la formule de Taylor

o = (xi+hty) = @F + hoy (3, ,) + 0 (h?),

n n
_ Pit1 — ¥

— ¥z (xhtn) = h +O(h)7

et

P =g (it + k) = 97 + kg (21, £) + 0 (K?)

TL+1_ n
— oy (i, t) = W Yo(k).

On en déduit que
Lypp = @ (@i, ty) + cpp (24, t,) +0(h) +o(k).

Donc

Lo —L =o(h k
® nep =0 (h) +of )(h7k)j(>070)

Ou d’autre maniere :

L’équation continue

ntl _ pon no— o
Pr (T tn) + cpe (T, tn) = f (i) & 2 k - * CSOz—Hh - +o(h)+o(k)=fi
L’équation discrete
n+1 n n n
Vi T Piy1 ¥
Ko Ji
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Alors, I'erreur de consistance est donnée par

Eeonsistance = L’équation continue —L’équation discrete

n+1 n n n n+1 n n n
_ Y ¥ Piv1 — Pi e Y e P TP '
— p + e +o(h)+o(k)—fi . e+ fi
=o(h)+o(k)

—
(h,k)—(0,0)

Définition 13. (Ordre du schéma)
On dit qu’un schéma de discrétisation a N points est d’ordre p s’il existe ¢ € R ne dépend que

de la solution exacte, telque [’erreur de consistance satisfait
max_|R;| < ch?.
i=1,..,N

Définition 14. (Stabilité)(au sens L?) Le schéma auz différences finies Lpyv = 0 associé a

’équation aux dérivées partielles Lu = 0 est stable s’il existe A C R*, avec (0,0) € A telque

=400 =400
E n|2 E 012
1=—00 1=—00

pour tout 0 < t, <T et (h, k) € A.

Remarque 2.

1. La définition utilise une norme sur l’espace L* (hZ) ,

(V1) ;e est un élément de L* (hZ),
1

10" | 2(hzy = (hz ]vﬂ2)2 est finie,

Le critére de stabilité s’écrit alors, pour tout h et k suffisament petits dans A

VT >0,3Cr > 0,Y1, € [0,T]
0"l L2hz) < Ol 12hz)-

2. La stabilité garantit qu’a chaque instant t,, € [0,T], la norme de la solution discréte est

bornée, a un facteur constant prés, par la norme des donnés initiales.
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Définition 15. Soit u (x,t) la solution de (2.5) et v une solution du schéma discrét Ly v = fI'

telle que v converge vers ¢ (x) quand z; tendand vers x.

On dit que le schéma auz différences finies Ly est un schéma convergent si v]' converge vers
u(x,t) quand (x;,t,) converge vers (x,t) pour (h,k) tendant vers (0,0) c’est-a-dire la solution
d’un schéma aux différences finies converge vers la solution exacte de l’équation aux dérivées

partielles.

Remarque 3. La consistance est une condition nécessaire de convergence mais n’est pas une

condition suffisante.

2.9 Etude de I’équation de la chaleur en dimension 1

On considere le probleme de la chaleur en dimension 1 suivant

ou 0%*u
B (x,t) — @(x,t) =0, x€]0,1[,t €]0,T7],
u(x,0) =ug (z), Yz €]0,1], (2.6)

u(0,)=u(1,t) =0, ¥Vt €1]0,T].

u (z,t) : La température.
x : Point d’espace.

t : Le temps.

Théoreme 5. (Ezistence et unicité)
Siug € C?(]0,1[;R), alors il existe une unique solution v € C?(]0,1[ x ]0,T[;R) qui vérifie

(2.6).

Siug € C™ (]0,1[;R), ceci appelé effet “régularisant” de I’équation de la chaleur.

2.9.1 Principe du maximum

Sous les hypotheses du théoreme précédent, soit u la solution du probleme (2.6). Si ug () > 0

pour tout x € ]0,1[, alors u (z,t) > 0 pour tout ¢t > 0 et x € |0, 1[.
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2.9.2 Discrétisation du probleme

La discrétisation consiste a donner un ensemble de points ¢,, n = 0,..., M de l'intervalle
[0,T] et un ensemble de points x;, i = 0, ..., N + 1. Pour simplifier, on considére un pas constant

en temps et en espace.

Soit h = N+r1 le pas de discrétisation en espace et k = % le pas de discrétisation en temps.
On pose : t, =nk pourn=0,...,M et x; =th pour i =0,..., N + 1. Les inconnus discretes

sont notées : u', i =1,...N,n=1,..., M.

L’approximation en temps par la méthode d’Euler explicite consiste a écrire la premiere
équation de (2.6) en chaque point x; et en temps t,,.
ug (24, t,) est approché par le quotient différentiel

U (s tnir) — u (i, ty)
k )

et —Ugy (z;,t,) par

i (2u (Iiv tn) —u (Ii+17 tn) —u (xi—la tn)) .

h2
On obtient le schéma suivant
ntl _ o n 1
U7, k uz +ﬁ(2u?_u?+l_u?71):07 Z:17,N’n:0’7M_1’
U?ZUO (x1)7 1= 1,...,N, (27)

n __ n — —
uy =un, =0, n=1,..., M.

2.9.3 Consistance du schéma

Soit u} = u (z;,t,) la valeur exacte de la solution en x; et ¢,. I'erreur de consistance R} en

(x;,t,) peut s’écrire comme des erreurs de consistance en temps et en espace
n __ pn Hn
R = R} + R},

avec

—n+1 =n Mo am N

R — Uy =y " t R — 20 — Uy — Uy
i_T_ut(xia n) et R = 12

Proposition 1. Le schéma (2.7) est consistant d’ordre 1 en temps et d’ordre 2 en espace, c’est-

a-dire qu’il existe ¢ € Ry ne dependant que de u telque

IR <c(k+h%).
26



Démonstration. Grace a la formule de Taylor pour les deux termes de I’équation, on obtient

R = Lk—un — g (25, t0) + e ”Zgl S Uz (Tis )
_ “?Hk_ ui U?Hk_ Uy o ()
2ui — U;:; —uly 2uf — U;:; Ui 1o (hz)
=o(k)+0(h*) <c(k+h?) oo
Le schéma est consistant. O

2.9.4 Stabilité du schéma

D’aprés la proposition précédente la solution exacte vérifie

" { Lo 0,1 x70,77) < |20l oo o,1p)-

Si on choisi correctement le pas d’espace, nous allons voir qu’en avoir ’équivalent discret sur

la solution.

Définition 16. On dit qu’un schéma est L>®-stable si la solution approchée est bornée dans L>

indépendamment du pas du maillage.

Proposition 2. Si la condition de stabilité X = % < % est vérifiée alors, le schéma (2.7) est

L>®-stable au sens ou

sup || < Jluo |l goap:
i=1,....N
n=1

,,,,,

Démonstration. On peut écrire le schéma (2.7) sous la forme

umtY — ugn) - <2u§n) — uﬁﬂ — ugﬁ)1> )

7

Soit encore

u{™Y = (1= 20 ™ + 2l + Al (2.8)

(3

Si0< A<, onal>0et(1—2X) >0, (2.8) est donc une combinaison convexe de ul™, uz(i)l
et ul™.

Soit M ™) = _max u™ on a alors
i=1,...,

WY < (1= 20) MU 4 AM) 4 AV
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et done

ul(-nH) <M®™ Vi=1,.,N = max ugnﬂ) < max ugn).
i=1,...,N i=1,...,N

On montre de la méme maniere que

(n+1)

min_u, > min uz( ).
i=1,...N i=1,...,.N
On en déduit par récurrence
1 0
max u£n+ ) < max uf )
i=1,..,N i=1,..,N
et
. 0
min u§+)> min uz()
i=1,..N i=1,...,.N
Alors
1)
max ‘un+ ‘< max ‘ ()‘
i=1,..,N

C’est-a-dire

™ Do < [u®

oo

2.10 Convergence

Définition 17. Soit u la solution du probléeme (2.6) et (uﬁ")) la solution du schéma (2.7),
i=1,..,N
on appelle erreur de discrétisation au points (x;,t,) la quantité

e = u(x;,t,) — ugn)

(Solution exacte — solution approchée au point (x;,t,)).

Théoréme 6. Sous les hypothéses du théoréme 5 (d’existence et unicité) et sous la condition de

stabilité il existe ¢ € RY ne dépend que de u telque

[e" ™o < [leD0 + T (k + 1?),
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pour tout 1 =1,.... N,n=0,....M — 1.

Ainsi que si ||e?| s = 0. Alors

n+1 n
) = e

max |e;

—
i=1,...,.N (h,k)—(0,0)

pour toutn =0,.... M — 1.

Le schéma est converge.

(n)

Démonstration. On note @; = = u (z;,t,). On a donc, par définition de l'erreur de consistance

ﬂ;H_l_ﬂ? 1 ~n ~n ~n n
-+ (2a} —ap,, —al ) =R}, i=1,..,Nyn=0,..,M -1, (2.9)

D’autre part le schéma numérique s’écrit :
un+1 —um

I |
- T (2uf —ufyy —uly)=0,i=1,.,N;n=0,..,M—1, (2.10)

(2.9)—(2.10) donne

(i =t — G —up) |1

Soit donc

€?+1 = (1—=2X\)el' + e}y, + el | + kR

Or

(1= 20) €} + Aefyy + Aefy | < max fef] = [|e)],

donc, comme le schéma est consistant
et = (1= 2X) €} + Aef'yy + Aely + kRY|
<  max e + ke (k + h?)
= "] < le™]|o0 + ke (k + Rh?) .

Par récurrence

= [le" ™| < €)oo + Mke (k+1%), (Mk=T).
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2.11 Méthode de différences finies pour un probleme el-
liptique

Soit le probleme suivant
(2.11)

ouc € C([0,1],Ry) et f € C([0,1],R), qui peut modéliser par exemple un phénomene de

diffusion-réaction d’une espece chimique. On se donne un pas du maillage constant h = —— et
N+l

une subdivision de [0, 1], notés (xx)o<k<n+1 avec
.CE0:0<.CE1<.CL’Q<...<ZL‘N<ZL‘N+1:1.

En approchant u”(x;) par quotient différentiel en utilisant le développement de Taylor, on obtient

1
_2<2ui_ui+1—ui—1>+ciui:fi7 izl?"'7N7
h (2.12)

Up = UN4+1 = O,
ou :
u; est 'inconnue discrete associée au noeud ¢, ¢ =0, ..., N + 1, on pose ug = uns1 = 0.
¢ =c(x;) et f = f(zi).

On peut écrire ces équations sous la forme matricielle

ApUp = b, (2.13)
_2+clh2 -1 0 0 |
—1 2+ cph? —1
0 -1 24+ c3h? —1
T 21
0
—1 2+ cy_1h? -1
I 0 0 -1 2+0Nh2_
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et

(51 bl

U9 b2

us b3

Up = Uy , by, = by
UN-1 bn_1

unN bN

Questions
1. Le systeme (2.13) admet-il une unique solution 7.

2. A-t-on convergence de u vers u et en quel sens ?.

Définition 18. Une matrice A = (a;;),_, 5 est dite :

G=1,...,M

1. Symétrique si At = A.
2. Définie positive si

Yo = (v1,vs, ...,vx) € RY, v Av > 0.

Proposition 3. Soit ¢ = (cy, ¢y, ...,cn) € RN telque ¢; > 0 pouri =1,..., N, alors la matrice Ay,

définie par (2.14) est symétrique définie positive et donc inversible.

Démonstration. La matrice Ay est évidement symétrique.
Montrons qu’elle est définie positive, soit v = (vy,vg, ..., vy ), on pose vy = vn11 = 0.

Calculons le produit v'Ajv.
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vt Apu

[ 2+ c1h? —1 0 0
-1 2 4 coh? -1
0 —1 2 +c3h? —1
1
=73 (v1,v9, ..., UN)
0
1 24cenih? -1
i 0 e 0 -1 2—|—cNh2_
[ (2 + c1h?) vy — vy ]
—v1 + (2 + ch?) vy — v3
—vy + (2 + c3h?) vy — vy
= %(UI,U27~~;UN) —v3 + (2 + c4h?) vz — vs
—un_2+ (2+ ey 1h?) voy_1 — VN
I —un_1 + (2+ cyh?) vy |
}32 [(2 +cih ) — V1V
— V109 + (2 + 62h2) vg — VU3
— V93 + (2 + coh ) — U3y
— UN_2UN_1 T (2 + Czh2) VA — UN_1UN
—UN_1UN + (2 + czh2) UJZV] ,
c’est-a-dire
1 =N
v Ay = msz (—vz_l + (2 + coh ) - vl+1)
i=1

=N =N

i=N =
— hiz —V;_10;) hiz (2 + ¢ h2 Z (—vivi1) -
i—1 i=1

= =1
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On a donc, par un changement d’indice

i=N i=N i=N+1

1 1 1
UtAhU = ﬁ Z (—Ui,ﬂ},') -+ ﬁ (2 + 02h2) Ui2 -+ ﬁ Z (—Ujfl?]j)

i=1 i=1 i=2
et comme on a posé vy = 0 et vy = 0, on peut écrire

i=N i=N

1 2
UtAhU = FZ (2 + Cghz) Z2 - EZ (1)1;11}1')
=1 i=1
1 =N 1 =N 1 =N 9 =N
_ 2 2 2
EBERI SR D Iy Sl
=1 =1 =1 =1
i=N i=N+1 =N i=N
1 1 1 2
= 2 z2+ 2 Z %2—1 + 12 Cﬂ’? T2 (Vi—1v;)
i=1 =2 =1 =1
i=N i=N i=N i=N
1 , IR, IR, 2
1 i=N 1 i=N
_ ﬁ;cw? + ﬁlﬂ [0 + 0]y — 2 (vim1vi)] + vk
1 i=N 1 i=N
= E;C{U? + ﬁiZI (UZ - 'Uifl)Q + Un > O, Yo = (Ul,’UQ, 71}]\/)

Remarque 4. Si on pose v'Ayv =0, on a alors,
1 i=N
ﬁZC{U? =0 et (’Ui — Ui—l) = 0, Vi = 1, ...,N,
i=1

on a donc vy = vy = ... = vy = Vg = Uny1 = 0. Remarquons que ces égalité sont vérifiés méme

si les ¢; sont nuls. Ceci démontre que la matrice Ay, est bient définie.

2.11.1 Existence et unicité de la solution

On a montré ci-dessus que Ay est symétrique définie positive, donc inversible, ce qui entraine
'existence et I'unicité de la solution de (2.13).
Définition 19. Soit A € My (R) de coefficients (a;;), i1 =1,..,N et j=1,...,N.

1. On dit que A est positive (ou A>0) sia;; >0, ,Vi,j=1,...,N.
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2. On dit que A est monotone si A est inversible et A=t > 0.

L’avantage des schémas a matrices monotones est de satisfaire la propriétés de conservation

de positivité, qui peut étre cruciale dans les applications physiques.
Définition 20. On dit que A est conserve la positivité si
Av >0, , Yo = (v, v9,...,0x) ERY = v > 0.
On a en effet la proposition suivante
Proposition 4. Soit A € My(R). Alors :
A conserve la positivité <= A est monotone.

Démonstration.

=7 Supposons d’abord que A conserve la positivité, et montrons que A est inversible et que
A~ a coefficients positive (> 0).

Si x est telque Ax = 0. Alors Ax > 0 soit par hypothese x > 0, Mais on a aussi Ax < 0, alors
A(—z) > 0et donc —x > 0= 2 <0.

On en déduit que x = 0, ce qui prouve que A est inversible.

La conservation de positivité donne alors que y > 0 = A~!y > 0, En prenant y = e, (e; =
(1,0,...,0)) on obtient A~'e; > 0 c’est-a-dire la premiere colonne de la matrice A est positive.
Puis en prenant 3 = e; on obtient que la i-éme colonne de A~! est positive pour i = 2,3,..., N,
donc A™1 est positive.

<=7 Réciproquement supposons maintenant que A est inversible et que A~! & des coefficients

positifs. Soit # € RY telque Az =y > 0, alors x = A~'y > 0. Donc A conserve la positivité. [

Remarque 5. (Principe du maximum)
On appelle le principe du mazimum contenu le fait que si f > 0 alors le minimum de la fonction

u solution du probléme (2.11) est atteint sur les bords.

Lemme 1. Soit ¢ = (c1,¢a,...,cy) € RY et Ay, € M(R) définie par (2.14). Si c; > 0 pour tout

1=1,...,N, alors la matrice A;, est monotone.
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Démonstration. On va montrer que A,v > 0=— v > 0.

Posons vy = vy = 0, supposons que A,v > 0, on a donc

1 2 1 .
—ﬁvi,l + (ﬁ + CZ'> V; — Fﬂi+1 > O, 1= 1, ,N

Soit p = min {z e{l,..N};v;, = qlianj} . Supposons que min v; < 0, on a alors
=15 =1,...

p>1let

1 1
ﬁ (Up — Upfl) + cpvp + ﬁ (’Up - Up+1> > 0.

On en déduit que

1 1
CpUp = h2 (Up—1 — vp) + h2 (Upt1 — vp) > 0.

Si ¢, > 0, on a donc v, > 0 et donc v; > 0, Vi, (contradiction).

Si ¢, = 0, on a donc v, = vp41 = v,—1 ce qui est impossible car p est le plus petit indice ¢ telque

v = minNUj. Donc dans ce cas le minimum ne peut pas étre atteint pour 7 = p > 1. On a ainssi
j=1,r,
finalement montré que min v; > 0, on a donc v > 0. ]
j=1,.,N

2.11.2 Erreur de consistance

Définition 21. On appelle erreur de consistance la quantité obtenue en remplagant l'inconnue
par la solution exacte dans le schéma numérique. Dans le cas du schéma (2.12) Uerreur de

consistance au point x; est donc définie par

1
L’erreur de consistance R; est donc l'erreur qu’on connait en remplacant l'operateur —u" par le

quotient différentiel

_% (u(wiy1) — 2u(x;) + ul(w;_q)) .

Cette erreur peut étre évaluer si u est suffisamment réguliere en effectuant des développements

de Taylor.
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Lemme 2. Si la solution de (2.11) vérifie u € C*([0,1]), alors le schéma (2.12) est consistant

d’ordre 2 et on a plus précisément

h2

R, < — sup |u'|.
12 o ]
Démonstration. Par développement de Taylor
ou h? 9%u h3 3u ht 0%
u(@ivr) = w(@s) +ho (@) + oo (@) + gr o (@) + o7 (&) @i < & < i,
ou h? 0%u h3 9%u ht '

u(wi1) = u(z;) — h% (z:) + 5 (&), xim1 < &1 < @y

N T A GO i

En additionnant ces deux égalités, on obtient que

1 " ht (0 du
s (0(ais) = 20 + i) = o) + 7 (5560 + 55 (600

Ce qui entraine que

ht [0 o*u ht
B 5 (557 (60 + 5t (6] < gysum [u).

[0,1]

2.11.3 Stabilité

Proposition 5. On dit que le schéma (2.12) est stable, au sens ot la norme infinie de la solution
approchée est bornée par un nombre ne dépendant que de f. Plus précisément, la matrice Ay,

satisfait

1

o)

145 oo <

inégalité qui peut aussi s’écrire comme une estimation sur les solutions du systéeme (2.13)

1Uhlloe < §||f||oo

Démonstration. On rappelle que par définition, si M € My (R)

Mwv
1Ml = su ”” “” R
vER 00 1<i<N

36



1
Pour montrer que [|A; ]| < g on décompose la matrice Ay sous la forme A, = A, + diag(c;)
ol A,y est la matrice de discrétisation de 'opérateur —u” avec conditions aux limites de Direchlet

homogenes et diag(c;) désigne la matrice diagonale de coefficients diagonaux c;.

(2 1 0 | [ o 0 0
R 0 o
th_ et ¢; =
0
% E T evo1 0
i 0 0 _# % | _O 0 CN

Les matrice A, et A;, sont inversible et on a

Ay — At = A AGA — AT A AL = AL (A — Aon) AL

comme Ay, — Ay, = diag(c;) > 0, on a A, > A, et comme Ay et Ay, sont monotones, on en
déduit que

0< A ' <A (composante par composante).

On peut maintenant remarquer que si B € My(R), et si B >0, on a

[Blloc = sup sup [(Bv)
veRN i=1,..,N
vlfoo=1
N
= sup sup ZBUU]-
veRN i=1,..,N j=1
llolfoo=1
N
= Sup ZBU
i=1,..,N |“—
7=1
On a donc
N N
14 oo = sup 1> (A7), < sup 1D (AL, (A <AL,
i=1,..., =1 i=1,....N j=1

d’ott en déduit que [|A; oo < |45 oo

Il ne reste plus qu’a estimer ||A,![|o. Comme A, >0, on a

1A oo = |4 e]loe avec e = (1,1,...,1).
37




Soit d = Ale € RY. On veut calculer ||d||s, ot d vérifie A,d = e. Or le systéme linéaire

Aond = e n'est autre que la discrétisation par différences finies du probleme

—u'(x) =1, z€]0,1],
u(0) = u(1) =0,

(1 z)

dont la solution exacte est ug(x) = qui vérifie u04) () = 0. On en conclut que uy(z;) =

d(i), Vi=1,...,N.

Donc ||d]|oe = sup* (ZhH oll h = 57 est le pas de discrétisation. Ceci entraine que
-1 1
|d||oo < sup M‘ —
0.1 8
et donc que
1
A < =.
4 < 5

2.11.4 Convergence

Définition 22. On appelle erreur de discrétisation en x;, la différence entre la solution exacte

en x; et la i-éme composante de la solution donnée par le schéma numérique
e =u(z;) —w, Yi=1,...,N. (2.15)

Théoréme 7. Soit u la solution exacte de

u'(z) + cu(x) = f(x), z €]0,1],
u(0) = u(1) = 0.

On suppose u € C*([0,1]). Soit Uy, la solution de (2.12). Alors Uerreur de discrétisation définie

par (2.15) satisfait
2

‘max_|e; ||u ||OO

=1,..,.N |_96

Le schéma donc est convergent d’ordre 2.
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Démonstration. Soit Uy, = (uy, ug, ..., un) et Uy = (u(z1), u(z2), ..., u(zy)), on cherche & majorer
104 — Unlloo-
OnaA (Uh — Uh> = R ou R est l'ereur de consistance. On a donc

> 1 1 1
U - U 00 < Ail o) R 00 < — X — (4) 0o = — (4) -
1Uh = Unlloe < 143 llooll Rlloo < g % 5l oo = gellu™|

2.12 Schéma de Crank-Nicolson pour I’équation de la cha-
leur

Précédemment on a évoqué deux schémas classiques pour I'équation de la chaleur, Euler

explicite et Euler implicite. Considérons I’équation de la chaleur suivante

g () — Qg (x,t) = f(x,t), (z,t) €]0,1] x]0,T7,

w(0,8) = u(1,1) =0, telo, T, (2.16)
u(z,0) = ug (x), x € ]0,T7.
Euler explicite
ntl no o 4yl
uz uz o auz—H uz +U’z—1 _ fln
k h?
Euler implicite
n+1 n n+1 n+1 n+1
up ™ — _ aui+1 —2uy T gy —
k h? !

Ces schémas sont conditionnellement stables et sont d’ordre 1 en temps et 2 en espace.
L’idée du schéma de Crank-Nicolson est le choisir une sorte de moyenne entre Euler explicite et

Euler implicite

U?H —ui o uiy — 2ui +uiy X uﬁrll - 2“?“ + u?—+11 _ fi' + fz’nH (2.17)
k h? h? 2 ' '
Que 'on peut écrire de maniere matricielle
grtt—gn 1 1
——— FRAUTT U] =S [P F (2.18)
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Telle que

2 1
wo w0
12 1
h? h2 h2
A=«
0

0
0
1 2 1
@ W W
1 2
0 —w »

Sans pertes de généralités, on peut supposer dans la suite f = 0. U™ est alors obtenue en une

itérée par

(]d + §A> gntl =

(ra-54) 0"

On note que le cout en calcul est tres similaire a celui d’Euler implicite puisque on doit résoudre

un systeme linéaire a chaque itération. Cependant, il va étre intéressant de noter quelque petits

miracles.

Proposition 6. Le schéma (2.18) est consistant avec (2.16) a lordre 2 en espace et 2 en temps.

Démonstration. 11 est évident que la partie spatiale (donnée par A) est d’ordre 2 en espace.

Démontrons 'ordre 2 en temps.

Par le développement de Taylor

P TIN
2 o2 "

ltrs) = u(tn) + K (t) +

U(tns1) —u(ty)  Ou
k =)

de (2.19) on a

1 k: 8u

— Au(t,)

§Au(tn+1) =
— %A (u(tns1) + u(ty))

d’ou l'erreur de consistance

R—{‘;‘f( 2) + Aulty) -

_ kd [duf(t,)
2dt | dt

6
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|:Un+1 —_yn

2 3 2 2
+A(t):|+k—8 kAau

k3 93u

6 Ot i () +
k% 93u

& o

o(k"),

2
e + oK)

2 02 (tn) +

k2 0%u 3
ZAW( n) +o(k?)

E  Ou 0%u

+2A6t( >+4AW( ) +o(k?)

1 n+1 n
- +2A(U +U)H

@(t )+ T W(t”) + o(k?),

(2.19)

(2.20)

(2.21)

(2.22)



donc on peut conclure

ou grtt —gr 1
= | =(t Aul(t,) — ———— — —A(U™H! )| = o(k?).
Rl = | 2t) + Ault) — = SA (U 07| = ofk?)
On a donc la consistance du schéma de Crank-Nicolson d’ordre 2 en temps. ]

2.12.1 Stabilité au sens de Von-Neumann

Pour cela, commencons par définir la transformation de Fourier discrete :

On a transformation de Fourier d’une fonction u
U= Fu= / we 2Tt ou 2 = —1.
R

Alors, on peut définir la transformation de Fourier discréte comme suite

—2imkj

=) uje N . (2.23)

an
J

De plus, on remarque que

—2imkj —2ink(j—1) —2inkj 2irk 2ink
E n A E n N = n N N =" N
U]+1€ U] e U] e e u e y
J J J

et

—2imkj —2imk(j+1) —2inkj —2iwk R —2imk
E uﬂ_le N :E ue N —(E ute T N )6 N ="~ .
J J J
J J J

Proposition 7. Le schéma (2.18) est incondionnellement stable au sens de Von-Neumann.

Démonstration. On part de 'équation (2.18) avec f =0

J J
k 2 h? h?

ntl _ n n  _ 9,mn n n+l o, n+l n+1
u; uj 1 [ujH 2uf +ufy N uiyy —2up +uply

] =0,5=1,...,N.
On multiplie cette équation par e =N et on somme sur 7, on a alors grace aux propriétés de la

transformée de Fourier

~ -~ ~ 2ink ~ ~ —2imk ~
artt —qon 1 [u"e N —2u" 4+ a"e N N " tle

2imk
N

k 2

- 2,an+1 + an«#le_%@”k
h? h? =0
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Alors, on a

avec

a(k) est appelé la facteur d’amplification. Il reste a voir que a(k) est strictement inferieur a 1 en

module. Or on sait que

km

—2ink 2imk

2k 2k
e N +enN —2= ZCOS(TW) —2=2 (COS(TW) — 1) = —4sin2(w).
Donc,
— i—gsinQ(%”)
a(k:)zl o 2 kny
+ 3 sin”(57)

Il est alors trivial que a(k) < 1.

Observons que

k k
1-— AsinQ(Nﬁ) > —1— )\sz(ﬁw)

1 — Asin?(&T) 2k
—_ N > 1 (A==).
1+ Asin?(&T) < h2>

3

=[5 |2

Remarque 6. On vient de voir que le schéma de Crank-Nicolson est consistant a ['ordre 2
en temps et en espace avec ’équation de la chaleur. De plus, le schéma de Crank-Nicolson est

inconditionnellement stable. Donc, d’apres le théoréme de Lazx, il est convergent et

et = a(k)en
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