Une introduction a
I'analyse Hilbertienne

Habita Khaled

2018-2019



section

\newpage



Table des matiéres

1 Espaces vectoriels normés et espaces de Banach
1.1 Notions générales surlesevan. . . . . . .. ... L oL

1.2 Dual algébrique et dual topologique . . . . . . . ... ... ... ... ... .

2 Notions générales sur les espaces de Hilbert
2.1 Formes bilinéaires - sesquilinéaires et produit scalaire . . . . ... ... ...
2.2 Notions d’orthogonalité . . . . . . . .. .. .. ... oo
2.3 La projection sur un CONVexXe . . . . . . . .« . .ot e
2.4 Les théoréemes de Riesz et de Lax-Milgram . . . . . .. .. ... ... ....
2.4.1 Théoréeme de représentation de Riezs . . . . . . .. .. .. ... ...
2.4.2 Théoréeme de Lax-Milgram et de Stampacchia . . . . .. ... .. ..
2.5 Bases Hilbertiennes . . . . . . . . . .. . o
2.5.1 [Espaces vectoriels de dimension infinie . . . ... .. ... .. .. ..
2.5.2  Systéme orthogonal - orthonormal . . . . . . .. ... ... ......
2.5.3 Séries de Fourier et 'inégalité de Bessel-Parseval . . . . . . . . . ...

2.5.4 Systémes orthonormés complets dans des espaces concrets . . . . . .

3 Introduction aux opérateurs linéaires bornés
3.1 Définitions et exemples . . . . . ..o Lo

3.2 Norme d’un opérateur borné . . . . . . . ... ...

29
32
42
42
43
48
48
48
20
57



Chapitre 1

Espaces vectoriels normés et espaces

de Banach

Dans tous ce manuscrit, k désigne le corps des scalaires R ou C.

1.1 Notions générales sur les e.v.n

Définition 1.1.1 On appelle norme toute application d’un k—espace vectoriel quelconque

E & valeurs dans R :

= (B 4, ) — RN = ]|

telle que pour tous x,y € E et tous A € k on a :

1)zl = 0 = xz=0. (séparation) (1.1.1)
2) | Az]| = |Al||z]] - (homogénéité) (1.1.2)
lz+yl < =l +yl- (Inégalitét riangulaire) (1.1.3)

Remarque 1.1.1 D’aprés la condition (1.1.2) avec A = 0 on obtient :

r=0 = ||z|| =0.



1.1. Notions générales sur les e.v.n

La propriété : Ve € E|||z|| = 0 découle de ce qui précéde et de (1.1.8 ) et (1.1.2). En
effet, Ve € E on a :

0 = flo—af <l + =zl = ] + [z = 2|

= |z|| = 0.

Exemple 1.1.1 1) Soit E un k—espace vectoriel de dimension finie et B = {ey,e1,...,e,}
une base quelconque de E.

Pour tous x € E 1l existe donc aq, aq, ..., a € k telles que :
n
Tr = 1e] + aseq + ... + ape, = Zaiei.
i=1
On vérifie aisement que les applications suivantes

I (B — RNz = lally =) |l
i=1

N

Iy = (Bi4) — RNz = [lzfl, = (Z |Oéi\2>

i=1
Moo+ (B, +:) — RNz = [lz]l = max |ag].

sont des normes sur L.

L’inégalité triangulaire dans ||.||, est satisfaite en utilisant l'inégalité de Minkowski :

Pour tous oy, aq, ..., o, € k et tous 81, 31,..., 5, €k on a :

<Z|ai +ﬁi‘2> < (Z ’ai’2) + (Z’Bz‘2> :
i=1 i=1 i=1

On rappelle que linégalité de Minkowski est une conséquence de l’inégalité de Cauchy-
Schwarz suivante :

Pour tous oy, o, ..., o, € k et tous 51, 84,...,5, €k on a:

Z|ai+5i’2<<2‘ai’2> (Z|5z|2> :
i=1

i=1 i=1

Définition 1.1.2 On dit que deuz normes |||, , |||, définis sur le méme espce vectoriel E
sont équivalentes, et on note ||.||; ~ ||.||,, s'il existe deux constantes positives a et 3 telles
que

Ve e B, oz, <zl < Bl -



1.1. Notions générales sur les e.v.n

Théoréme 1.1.1 (/1)) Dans un espce vectoriel de dimension finie toutes les normes sont

équivalentes.

Définition 1.1.3 Soient (E, ||| z), (F, ||.||z),deux e.v.n (espces vectoriels normés). On dit

qu’une application f : (E,||.||g) — (F,||.||z) est continue en un point xo € E ssi
Ve > 0,3\ > 0 telle que : ||z — zo|lp < Ae = ||f(2) — f(zo)||p < e.
Si f est continue en tout point xo de E, on dit qu’elle est continue sur E.

Proposition 1.1.1 L’application f : (E,|.||z) — (F,|.||z) est continue en o € E ssi (si

et seulement si) :

V() C E : x, =z, dans (E,|.|z) = f(zn) — f(z) dans (F, ||| )

i.e: Y(x,) C E: lirf |z, — 2|, =0= lirll | f(zn) — f(2)]| = 0.

Définition 1.1.4 Soient E et F' deux espaces vectoriels sur le méme corps k.

Une application f : E — F est dite semi-linéaire si
Va e k,Vr,y € E: flax+y) =af(z) + f(y).

Définition 1.1.5 Une application linéaire ou semi-linéaire f : (E,||.||z) — (F,||.||p) est
dite bornée si

dM > 0 telle que : Ve € E, ||f(2)||p < M ||z| 5.

Théoréme 1.1.2 ([{]) On montre que si une application f : (E,||.|z) — (F,|.||5) est
linéaire ou semi-linéaire alors les assertions suivantes sont équivalentes :

1) f est continue en 0.

2) f est continue sur E.

3) [ est uniformément continue sur E.

4) f est lipschitzienne.

5) f est bornée.

6) IM > 0 telle que : ||z]|p <1 = |[|f(x)]|, < M.



1.2. Dual algébrique et dual topologique

1.2 Dual algébrique et dual topologique

Définition 1.2.1 L’ensemble des applications linéaires de (E, ||.||z) dans (F,||.||z) est noté

par L(E, F).

Remarque 1.2.1 Si (F,+,.) = (k,+,.), alors L(E,k) est appelé le dual algébrique de
Uespace (E, ||.||z) et il est noté E*.

L(E,F) = {f:(E,+,.) — (F,+,.)\_[ est linéaire} .
E* = LEK) ={f:(E,+,.) — (k,+,.)\f est linéaire} .

Proposition 1.2.1 (/4]) Si une application f est linéaire sur un espace de dimension finie

alors elle est nécessairement continue (elle est aussi uniformément continue) sur cet espace.

Définition 1.2.2 L’ensemble des applications linéaires continues de (E, ||.|| ) dans (F, ||.|| )

est noté par L(E, F).
LEF)={f:(E,|.llg) — (F,|l.lz)\f est linéaire et continue} .

Si (F .|l z) = (k, |.]), L(E,k) est appelé le dual topologique de l'espace (E, ||.||5) et il est
noté £’

Proposition 1.2.2 ([4]) (L(E, F), .|| zz,r) est un e.v.n ot

1 ()]
HfH = Hf”[;(E,F) = Ssup —F, et on a :
oxzce |25

Ve € E, |f()| <IfIl =]
et on a

Il = sup [[f(2)] = sup [|f(z)] =inf{M >0:VeeE, |[f(@)llp<Mlzlg}.

llzll<1 llzll=1

Exemple 1.2.1 ([4]) Soit E = C([0,2]) et Vx € E: ||z|, = m[g%(] |z(t)] .
tel0,

On montre que l’espace (E, ||.||5) est un e.v.n complet, i.e; un espace de Banach.

Théoréme 1.2.1 ([{]) Si (F,|.||z) est un espace de Banach alors L(E,F) est aussi un

espace de Banach, et en particulier le dual topologique E' est un espace de Banach.



1.2. Dual algébrique et dual topologique

Théoréeme 1.2.2 ([4]) Soient (E, ||.||z), (F, ||.||z),devx e.v.n alors (EX F, ||.|| g ) €st ausst

un e.v.n ou
1
2, gy = (2l + yll3)2,

et on a

2 241
[zl g + llwlle ~ (el + llyliz)? ~max((lzllg, [lyle)-

Définition 1.2.3 Soient E, F' et G trois espaces vectoriels sur R.
Une application B : EE x F' — G est dite bilinéaire si elle est linéaire par rapport auz

deux variables, i.e

Vag, a9 € R)Vry, 29 € E\Vy € F @ B(ayxy + oo, y) = an B(x1,y) + aaB(xa, 1),
Vag,an € R\Ve € E Yy, ys € F : B(x,qy1 + qaye) = ay B(x,y1) + aaB(x, y2).

Théoréme 1.2.3 ([{]) Soient (E, |.||z), (F,||lz), (G, ||.|lg) trois e.v.n.
Une application bilinéaire f : (E x F,||.| gxr) — (G, |.llg) est continue en (x,y) si

V(Tn,yn) C E X F:

||(xnayn> - (:L‘7y)||E><F — 0 = ||f<xnayn) - f(xay)”G - Oa i76 ;
|20 —2lly — 0 et |lyn —yllp — 0 = [[f(@n, 4n) — flz.y)llc — 0.

Théoréme 1.2.4 ([/]) Une application bilinéaire f : (E x F,|.|gxr) — (G,].|lg) est

continue sst
M > 0 telle que : V(x,y) € EXF,  [[f(z,y)le < M|zl gyl

L’ensemble des applications bilinéaires continues de (E X F,||.|| g, ) dans (G, ||.||o) est un

e.v.n et on le note par
Lo(E,F;G), avec :
1/ (9l

L1 = 111 ) = Sup L C et on a
BEFD g seer ||zl g 1yl e
0#yeFr

V(z,y) € ExF[f(z,y)ll <[ fIHl yll-



1.2. Dual algébrique et dual topologique

L’ensemble des applications bilinéaires continues de (E x E, ||.|| 5, ) dans (F, ||.|| ) est

noté par Lo(E, F).

Exercice n°1 : Soit (X, |.||) un espace vectoriel normé.

1) Soit (x,)nen+ est une suite de X qui satisfait:
Vn € N* ¢ ||zpe — x| <277
Montrer que la suite (x,),en+ est de Cauchy.

2) Montrer que si (x,)nen+ est une suite de Cauchy et qu’elle contient une sous-suite

(T p(n))nen+ convergente alors (x,)nen+ converge vers la méme limite.

3) On suppose que () nen+, (Yn)nen+ sont deux suites convergentes telles que : x,, — x,

Yn — Y et (ay)nen+ une suite convergente de C telle que o, — av.
Montrer que :
a) Va,y € B - llz] = llyll] <z —yll.
b) lim ||z, = |l
c) L’application ||.|| : (£, ||.||z) — (R4, |.|) est continue.
d) z, +yn — +y.

e) AT, — Q.



Chapitre 2

Notions générales sur les espaces de

Hilbert

Les espaces de Hilbert(!) sont la version de dimension infinie des espaces euclidiens ou

hermitiens, dont ils gardent beaucoup de propriétés.

2.1 Formes bilinéaires - sesquilinéaires et produit scalaire

Définition 2.1.1 On appelle forme (on dit encore fonctionnelle) toute application d’un

k—espace vectoriel quelconque E & valeurs scalaires (i.e, a valeurs dans k).
Définition 2.1.2 Une forme [ : E — k est dite linéaire si

Va e k,Vr,y € E: flax+y) =af(z)+ f(y).
Définition 2.1.3 Une forme f : E — k est dite semi-linéaire si

Va e k,Vr,y € E: f(ax+y) =af(x)+ f(y).

ol @ est le conjugé du nombre complexe c.

(ILe mathématicien allemand David HILBERT (1862-1943) est 1'un des plus grands

mathématiciens de son temps. Il a contribué & presque toutes les branches des mathé-

matiques, de la logique a I'algébre en passant par I’analyse et la géométrie. Lors du

Congrés International des mathématiciens tenu a Paris en 1900, il a formulé 23 problémes qui ont servi
de référence dans la recherche mathématique et ouvert la voie a

plusieurs générations de chercheurs.



2.1. Formes bilinéaires - sesquilinéaires et produit scalaire

Remarque 2.1.1 Sik =R il est claire, dans ce cas, que :

f est semi-linéaire <= f est linéaire.

Définition 2.1.4 Une fonctionnelle B : E x E — R est dite bilinéaire si elle est linéaire

par rapport aux deux variables, i.e

Vag,an € R\Vry, 29,y € E: Blonry + anza,y) = a1 B(x1,y) + asB(xs, y),
Vai,ap € RVe,y1,92 € E - B(x, oqyr + coy2) = aq Bz, y1) + coB(x, y2).

On dit que B est symétrique si elle vérifie de plus
Ve,y € E: B(z,y) = B(y, ).

Définition 2.1.5 Une fonctionnelle B : E x E — k est dite sesquilinéaire si elle est

linéaire par rapport a la premiére variable et semi-linéaire par rapport a la deuxiéme variable,

i.e /

Vag,ag € kK, Vay, 29,y € E @ B(ayxy + aae,y) = ag B(1,y) + asB(x2, 1),
Vag,as € k,Vo,y1,y2 € E: B(x, 0011 + aoye) = aqn B(x, y1) + 0 B(z, y2).

On dit que B est hermitienne si elle vérifie de plus

Ve,y € E: B(z,y) = B(y, x).
Définition 2.1.6 On dit que la forme hermitienne ou symétique B est positive si :
Ve e E: B(x,x) > 0.
Elle est dite définie si :
Vee E: B(x,z) =0=2=0).
B sera donc dite définie positive si :

Ve e E—{0}: B(z,z) > 0.



2.1. Formes bilinéaires - sesquilinéaires et produit scalaire

Rappel On rappelle ici quelques propriétés connus des nombres complexes que nous

utiliserons beaucoup dans ce qui suit.

V2 € C:z+%Z=2Rez. (2.1.1)
V2 € C:z—Z=2iImz. (2.1.2)
Vz € C:z2z=|2>. (2.1.3)
Vz € C:Rez <|7| (2.1.4)

Remarque 2.1.2 Sur C, une forme sesquilinéaire me pourait pas étre symétrique sans
étre nulle, alors qu’une forme bilinéaire ne pourait pas étre hermitienne sans étre nulle;
autrement dit, la notion d’hermicité est adaptée au caractére sesquilinéaire, celle de symétrie
au caractére bilinéaire.

En effet, si B est sesquilinéaire et symétrique alors Vx,y € E : B(x,y) = B(y,x) et
donc on peut facilement voir que pour tous y fixé, 'application = — B(x,y) est a la fois

linéaire et semi-lilnéaire. Pour tout x € E on obtient donc

o —iB(ix,y) (d’aprés la linéarité)
B(z,y) = Bl-ilix),yl=q e
iB(ix,y) (d’aprés la semi-linéarité)

— —iB(iz,y) = iB(iz,y)
— B(iz,y) =0 = B(x,y) =0.
Théoréme 2.1.1 (/6]) (Identité de polarisation) Toute forme bilinéaire symétrique B
vérifie
4B(z,y) = B(r +y,v +y) — B(x —y, 2 — y). (2.1.5)

Toute forme sesquilinéaire B (hermitienne ou non ), vérifie

4B(z,y) = Br+y,z+y)— Blx—y,z—y) (2.1.6)

+iB(z + iy, z +iy) — iB(x — iy, r — iy)



2.1. Formes bilinéaires - sesquilinéaires et produit scalaire

Démonstration. Si B est hermitienne, le developpement de B(x +y, z +y) en utilisant

(2.1.1) prend la forme

Bz +y,x+y) =

De méme on trouve :

B(x—y,x—y)

B(z,v +y)+ B(y,v +y)

+ B(y,z) + B(y,y)
+B

B(z,y) + B(y.y)
B(xz,z) +2Re B(x,y) + B(y,y).

(
B(z,x) + B(x,y)
B(z,x) + B(z,y)
( (

= B(x,x) —2Re B(x,y) + B(y,y).

En soustrayant (2.1.10) de (2.1.9), on obtient :

Le developpement de B(z + iy, x + iy) en utilisant (2.1.2) prend la forme

B(z + iy, x + iy)

Par ailleurs :

Ce qui montre que

B(x —y,v —y) = 4Re B(z,y)

= B(xz,x) + 2Im B(z,y) + B(y,y).

B(z,x) — 2Im B(x,y) + B(y,y).

iB(x + 1y, x +1y) —iB(x — iy, x — iy) = 4iIm B(x, y).

De (2.1.11) et

(2.1.14) on déduit aisement (2.1.6).

(2.1.7)
(2.1.8)
(2.1.9)

(2.1.10)

(2.1.11)

(2.1.12)

(2.1.13)

(2.1.14)

Le cas général ou B est non hermitienne et la démonstration de (2.1.5), qui est plus

facile, sont laissés au lecteur. m

Remarque 2.1.3 D’aprés (2.1.6), si k = C, la forme quadratique associée & B qui est

définie par :

Ve € E: Q(x) = B(z, z),

caractérise entierement celle-ci dans tous les cas.

Autrement dit, une forme sesquilinéaire sur EE X E est entiérement déterminée par la

connaissance de sa forme quadratique associée.

Ce résultat ne subsiste pas si k = R mais reste vrai si la forme est supposée symétrique.

10



2.1. Formes bilinéaires - sesquilinéaires et produit scalaire

Proposition 2.1.1 ([4]) Soit B une forme sesquilinéaire sur un C—espace vectoriel E.
Alors :
B est hermitienne <= Vx € E: B(z,x) € R.

Démonstration. Si B est hermitienne, alors Vo € E : B(x,z) = B(x,z) (c’est a dire
que Vx € FE : B(x,z) est son propre complexe conjugué). Donc Vz € E : B(z, ) est réel.
Inversement, si Vo € E : B(x,x) est réel alors les nombres B(x + y,x + y), B(y,y) sont

réels aussi, ce qui montre, d’aprés (2.1.7), que
Vo,y € E:a=B(z,y)+ Bly,z) = Bz +y,x +y) — B(z,z) — B(y,y) (2.1.15)
est réel. En changeant x en iz, on voit aussi que le nombre 3 qui suit est aussi réel

Ve,y € E:pf=1i[B(z,y) — B(y,z)]. (2.1.16)

De (2.1.15) et (2.1.16) on trouve que

a—1if
2 )

B(y,z) = Om;iﬁ.

Ve,y € E: B(z,y) =
Ce qui prouve que Vz,y € E : B(z,y) = B(y,z) et la forme B est hermitienne. m

Exemple 2.1.1 Soit S.(C) lespace vectoriel des suites complezes convergentes et la forme

B définie par

B: S.(C) x S.(C) — C\B((un), (v,)) = lim u,. lim wv,.

n—-+0o00 n—-+o0o

Il est facile de voir que B est une forme (sesquilinéaire) hermitienne.

Exemple 2.1.2 B:R? x R2 — R/B(u,v) = 21y2 — Toy1 ot u = (x1,91) et v = (xa,92).
B est une forme bilinéaire sur R* qui est non symétrique (B(u,v) = —B(v,u), on dit
qu’elle est anti-symétrique).

On remarque que B est nulle sur le diagonale de R?, mais non identiquement nulle.

Exemple 2.1.3 Soit (M, (R), +,.) l’espace vectoriel des matrices carrées réelles d’ordre n €

N* — {1}.

11



2.1. Formes bilinéaires - sesquilinéaires et produit scalaire

On définie une forme f par

f:M,(R) x M,(R) — R/f(A, B) = max (a;;). max (b;;).

1<i,j<n 1<i,j<n
[ nest pas une forme bilinéaire car il existe Ay = (a};), Ay = (af;) € M, (R) telles que
max (a;; +aZ;) < max (aj;) + max (a;).
1<ij<n' * " 1<ig<n: 77 1<igj<ns Y

et done f(Ar+ Az, B) # f(A1, B) + f(As, B).
Définition 2.1.7 On appelle produit scalaire sur l’espace vectoriel E toute forme (., .)vérifiant

Vag, a0 € C,Vry, 29,y € E : {aqry + anZa, y) = oy (x1,y) + ag (x2,y)  (2.1.17)
Ve,y € E: (x,y) = (y,x) (2.1.18)
Ve € E—{0}:(z,z)>0. (2.1.19)

On note le produit scalaire sur E par : (.,.)p o (.,.) et on a d’aprés (2.1.17) et (2.1.18)
Var,as € C,Va, y1,y2 € Bt (z, a1yr + aoya) = a1 (2, 41) + 0o (2, 42) -

Donc le produit scalaire est une forme sesquilinéaire (bilinéaire si k = R) hermitienne

(symétrique si k = R) et définie positive.

Définition 2.1.8 Soit E un k—espace vectoriel. L’application |.|| : E — R, est dite
semzi-norme si elle satisfait les conditions :

1)z=0 = |z|]| =0.

2) Azl = ALl -

3) Nz +yll < ll=ll + [lyll -

Elle sera une norme si de plus elle vérifie : ||z|]| =0 = x = 0.

Remarque 2.1.4 Si B est une forme sesquilinéaire hermitienne positive sur E alors on dit

alors que B est un semi-produit scalaire et on note que

B(z,y) = (z,y) .
elle induit une semi-norme définie par :

]l = /B, ).

12



2.1. Formes bilinéaires - sesquilinéaires et produit scalaire

Théoréme 2.1.2 (/3], [8]) Soit (.,.) un semi-produit scalaire sur E. Si B est positive
alors elle vérifie les propriétés fondamentales suivantes :

(i) L’inégalité de Cauchy-Schwarz :

B(a,y)| < VBl@,2).v/By.v). (2.1.20)

(i1) L’inégalité de Minkowski :

VB(@ +y,x +y) < V/Bla,z) +/Bly,y). (2.1.21)

Démonstration. (i) Premiére démonstration ([8]) : Notation

(z,y) = B(z,y) et ||z||* = (z,2) = B(x,x).
On remarque que Vz,y € (F,(.,.)) on a :

lyl?z = @)yl = Pz — (@) g llylP e - (@9) )
= |yl (I=1* lyl1* = Kz, 9)]*) -

Comme B est positive on a donc :

2 2 2 2
1™ (= lyll” = 1z, 0)) =0
= lzl* llyll* = Kz, 9)I” > 0

= [zl <l yl-

Deuziéme démonstration ([3]) : Le point-clef est bien sir la positivité de la forme her-

mitienne B.

Etant donné deux éléments z et y de E, on considére la fonction ¢ définie sur C par
o(a) = B(z + ay, z + ay).

C’est une application de variable complexe et & valeurs réelles positives et par développe-

ment, elle s’écrit

p(a) = l|af*Bly.y) +aB(z,y) + aB(z,y) + B(z,z)
= |a|®B(y,y) + 2Rea|B(z,y) + B(z,z) >0, Vae€C.

13



2.1. Formes bilinéaires - sesquilinéaires et produit scalaire

Supposons que B(z,y) = |B(x,y)|e? et soit a = te~™ avec t quelconque dans R.

Dans ce cas on a : ¢(a) = t*B(y,y) + 2t |B(z,y)| + B(z,z) = P(t) = at> + bt + ¢ > 0,
vVt € R.

L’inégalité précédente ne peut avoir lieu pour tout réel ¢ que si B(y,y) = 0 et 'inégalité
de Cauchy-Schwarz est dans ce cas une égalité. Sinon, P est un polynéome du second
degré qui reste positif en tout t réel; il en résulte que son discriminant, & savoir A =
|B(z,y)|* — B(x,2)B(y,y), est négatif ce qui traduit précisément l'inégalité de Cauchy-
Schwarz.

(ii) on a:

Bz +y,xz+y) B(x,x) +2Re B(z,y) + B(y,y)

B(z,z) +2|B(z,y)| + B(y,y)  (car Rez < |z])

IN

1 1
< B(z,z)+ 2B(z,x)2.B(y, y)§ + B(y,y) (en utilisant I'inégalité de Schwarz)

= [B@.)} + By

N
I\J\»—‘

donc Bz +y,5+y)2 < B(z,z)? + B(y,y)2. m

Exemple 2.1.4 1) B : C(]0,2[) x C(]0,2[) — R/B(f,g) = f(1).9(1). B est une forme
bilinéaire symétrique positive mais non définie positive.

2) B :C(]0,2]) x C(]0,2]) — R/B(f,9) = f(1).9(3), B est une forme bilinéaire non
symétrique non positive.

3)B:C"xC"+—— C/B(u,v) = leyl, B est un produit scalaire sur l’espace C™.

4) B:R?xR?* — R/B(u,v) = a:lylg —xoy1, B est une forme bilinéaire non symétrique
car on a B(u,v) = —B(v,u), on dit, dans ce cas, que B est anti—symétm’que.

5) B : L*(Ja,b]) x L*(Ja,b]) — C/B(f,g) f f(x)g(x)dx, B est un produit scalaire
sur l’espace L*(]a, b]).

Remarque 2.1.5 Si (.,.) est un produit scalaire, d’aprés le théoréme précédent, on a en

particulier :

Vi, x) A/ (y,y) (inégalité de Schwarz) (2.1.22)
Vict+y,z+y) < V{x,z)+{y,y) (Inégalité de Minkowski). (2.1.23)
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2.1. Formes bilinéaires - sesquilinéaires et produit scalaire

Définition 2.1.9 On appelle espace préhilbertien un espace vectoriel muni d’un produit
scalaire. On le note par : (E,(.,.)).
Si de plus E est un espace vectoriel de dimension fini surk, on dit que (E,(.,.)) est un

espace euclidien pour k = R et un espace hermitien pour k = C.

Corollaire 2.1.1 Toute espace préhilbertien (resp euclidien, hermitien) est un espace vec-

toriel normé ou la norme est définie par

Il : B — Ry Jx — ||z|| = V/{x,x). (2.1.24)

Cette norme est appellée : norme préhilbertien (resp euclidien, hermitien), i.e, qu’elle est
mduite par un produit scalaire.

Les relations (2.1.22) et (2.1.23) s’ecrivent alors

IN

|{(x,y)] llz|| - |lyll  (inégalité de Cauchy-Schwarz) (2.1.25)

lz+yll < |zl +|lyll (Inégalité de Minkowski) (2.1.26)

Preuve. De la positivité du produit scalaire, i.e, Vo € F (x,z) € Ry, (2.1.24) a bien
un sens.

(2.1.16 et 2.1.29) donnent : ||0]] = (0,0) = 0.

(??) donne : ||z|| =0= 2 =0.

Azl = /O, A} = \/AX (@, 7) = /AR {w,2) = [/ ) = AL ]

Avec (2.1.23) on voit bien que ||z|| = /(z,z) définie bien une norme sur l'espace £. =

Identités et propriétés remarquables

Les propriétés suivantes sont faciles a démontrer.

L’identité de la médiane (2.1.32) peut se montrer grace a l'identité du parallélogramme
(2.1.30), tandis que I'inégalité de Ptolémée (2.1.33) est relativement difficile & montrer dans
le cas général, i.e dans un espace préhilbertien.

Une démonstration compléte de cette fameux inégalité est donnée dans un exercice de

([7]). Cette démonstration est exposée dans la solution de I’exercice n°15 ci-desous.

1) Vo,y € E: (x,0) = (0,y) = 0. (2.1.27)

2) Yo,y € E:(r+ya+y)=|z+yl”=z|*+2Re(z,y) +lyl*. (2.1.28)
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3) Ve,y € E:(z+iy,x+iy) =z +iyl =|z|*+2Im (z,9) + |jyl|>. (2.1.29)
4) Vz,y € E: 2+ yll* — [l= — yl|* = 4Re (z,9) .

5) Vay € E o 4 iyl — o — iyl = 4Tm (2,5
521 L O L2 11

8) (‘v’xGE,(x,y>:<x,y/>) = (y:y,>.

Nvey € E: |zl —llyl* =Re(z —y,x +y)

9) Vu,y € E: 2+ yl” + llz =yl = 2(ll[* + I1y]*) - (2.1.30)
(Identité du parallélogramme). (2.1.31)

1
10) Ve,a,b € E: |z —a|® —|z—0b| = 5 la —b]|> + 2 Hx— aro

. (2.1.32)

(Identité d’Appolonius dite aussi identité de la médiane).

En interprétant ||z| comme la longueur du vecteur z, l'identité du parallélogramme
traduit la propriété bien connue en géométrie plane qui dit
que “dans un parallélogramme, la somme des carrés de ses diagonales est égale a la

somme des carrés de ses cotés”.

11)Ve,y € E: [z, y)| < lz|| . |yl (Inégalité de Cauchy-Schwarz) () .
2)Ve,y,t o€ E: o —z|lly =t <l —yllllz =t + lly = 2l lz — ¢l . (2.1.33)
(Inégalité de Ptolémée). (2.1.34)

Théoréme 2.1.3 (/6]) Le produit scalaire est une forme continue.

Preuve. (..) : (H x H,|.||) — (C,|.|) ou la norme||.|| sur H x H est définie, par

exemple, par |[(z, )|, = max([lz]|, [ly[])-

Comme H x H est un e.v.n il nous suffit de montrer la continuité séquentielle, i.e :

(Tn, Yn) — (7,y) = (T, Yn) — (2,9) .
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2.1. Formes bilinéaires - sesquilinéaires et produit scalaire

On a:

(Tn,Yn)  —  (7,9)

— lim ||(:E7y) - (xnayn)||oo =0

n—-+4o0o

= lim [[(z =20,y — o)l =0

n—-+oo
<~ lim max(||x — z,||,|ly —yal|) =0

n—-+o00

= lim lzn — 2] =0et lim |y, -yl =0.

n—-+o0o

D’autre part on a :

(T, Yn) — ()| = [Ty Yn) — (@, 9) + (2, Un) — (T, Un)| = (2,90 — ¥) — (T — 20, Yn)|

< @y = o)l 4 Ko =z, yn)| < 2 lHyn =yl + lynll 12 = ]l -

Comme la suite (yy,)nen+ est convergente il existe M > 0 tel que : Vn € N*, ||y, || < M.

Donc on a :

Vo€ N 0<|@nw) — @u)l < el Iy~ yll + Ml —
— 0 Tlim (@0, g0) — (9 < T [fol]lgn — yll + M o = 2] = 0

= lim |(zp,yn) — (x,y)| = 0.

n—-4oo

Ce qui montre que (x,,,y,) — (z,y). =

Remarque 2.1.6 1) La preuve de la continuitée du produit scalaire peut étre facilement
réaliser en utilaisant le théorémel.2.4 qui caractérise la continuité des formes bilinéaires et
sesquilinéaires et ['inégalité de Cauchy-Shwarz .

2) St (p)nen, (Yn)nen+ sont deuz suites convergentes d’un espace préhilbertien (H, (., .))

telles que : x, — x et y, — y alors la suite ((Tn, Yn))nen= €t on a :

lim (x,,y,) = ( lim x,, lim y,) = (x,y).

n——+00 n—-+00 n—-+00
Cependant si la suite ((Tn, Yn) )nen= €st convergente cela n'implique pas que (T )nen+, (Yn)nen

sont convergentes et donc on ne peut pas utiliser la continuitée du produit scalaire pour écrire

Jlim (2, y,) = ( Hm @, lim y,),

sauf dans le cas ot () nens, (Yn)nen= sont deux suites convergentes. Cette remarque est bien

entendu valable pour toute fonction continue.
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2.1. Formes bilinéaires - sesquilinéaires et produit scalaire

Théoréme 2.1.4 ([2]) Soit (E, ||.||) un espace vectoriel normé . Il serait un espace préhilber-
tien ssi sa norme satisfait la relation du parallélogramme.

Si (E,||.||) est réel on montre que l’application B définie par

1
B@MDZZN$+yW—H$—MW

est un produit scalaire sur E.

Si (E,||.||) un espace vectoriel complexe normé alors lapplication B définie par
Blz,y) = 2w+ ylP — lz — ol + lz + gl — o — i)
est un produit scalaire sur E.
Preuve. 1l est claire que B est symétrique : B(z,y) = B(y, ) car
ly =zl = [(=D)(z =yl = =1z =yl = llz = yll.

B est définie positive car on a

1
B(z,z) = 2 |I2z|| > 0, Vxz € E, et deplusona:
B(z,z) = 0= |2z*=0
= x=0.

Il suffit maintenant de montrer la linéarité de B par rapport a I'une des deux variables
car on a déja montré que B est symétrique.

On va montrer premiérement que:
Ve,y,z € E: B(x+vy,z) = B(z,2) + By, 2), 1., (2.1.35)
lz+y+z1* = llz+y—=21* = [llz+2]° = |z - =[]
2 2
+ [y + 2" = lly — 2II°] -

On applique toujours I’hypothése du parallélogramme, on trouve

2

2
ly+21”+ 107 = [ G+2+5 +|E+2-%
hyp o ||Y 2 y?
25+ 2|
2+z + 9
2 2
> ol -weropragl
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2.1. Formes bilinéaires - sesquilinéaires et produit scalaire

Dans (2.1.36) on peut remplacer z par —z (car z,¥, z sont arbitraires dans E)

y P Y12
2|2 = 2| =y — 212 = 12 -2 || (2.1.37)

De (2.1.36) et (2.1.37) on tire que
D’autre part et d’aprés ’hypothése du parallélogramme, on a

2

Y

2
= 2y w2y

2 2
ISR e

lz+y+ 2>+ ||z — 2

En soustrayant membre a membre on obtient:

2 2 2 2
Iz +y+ 2"+ llz = 2" = llz +y = 2" = |l + 2|
2

2
- g el

En utilisant (2.1.36) et (2.1.37) on trouve que
lz+y +21” + o = 2l° = o +y = 2|° = o+ 2|
2
= Ny + 2l = lly = 2l

Ce qui entraine que :

2 2 2 2
lz+y+2" = lle+y—zI" = [llz+2" = [z - 2]

+ [lly + 20 = lly = =1"] -

En multipliant les deux membres par % on tombe sur le résultat cherché.

Maitenant il nous reste montrer que :

Va e R, B(ax,y) = aB(z,y).
D’apres (2.1.35) on montre facilement par récurance que

Va €N, B(ar,y) =aB(z,y). (2.1.38)
On sait encore que

Ve € FE:B(x—u=x,y)=DB(0,y) = B(z,y) + B(—x,y) =0,
= VreFE:B(—z,y) =—B(x,y). (2.1.39)
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2.1. Formes bilinéaires - sesquilinéaires et produit scalaire

On obtient donc d’apres (2.1.39) et (2.1.38) que
Va € Z, B(ax,y)= aB(z,y).
D’autre part on sait que pout tout o € Z* on a :
B($ay) = B(Oéa,y):OéB(
= B,y = LBy (2.1.40)
—,y) = —B(z,y). 1.
Oz’y o Y
Or Vo € Q,3(p,q) € Z x Z* telle que : a = £ et on trouve d’aprés (2.1.40)
Y _P _
Blaz,y) = B(aw,y) = EB(P:r,y) = gB(ar,y) = aB(z,y), Va € Q.

En sachant que la norme est une application continue sur E (ce qui entraine que
I'application B(.,y) est aussi continue sur F) et que Q est dense dans R (i.e : Va €
R,3(a,) C Q: a = lima,) il facile de voire que :

Va € R, B(az,y)= B(lima,z,y) = lim B(a,z,y)

n—oo

= lima,B(z,y) = aB(x,y).

ce qui acheéve la démonstration dans le cas réel.

Le cas complexe se montre d’une fagon similaire. m

Définition 2.1.10 Si (E, ||.||) est un espace vectoriel normé complet il sera dit espace de

Banach. Si Uespace (E,(.,.)) est complet il sera dit espace de Hilbert.

Proposition 2.1.2 Soit (H,(.,.)) un espace de Hilbert. Si G est un sous espace vecoriel
de H fermé pour la norme induite par le produit scalaire (.,.), alors (G,{.,.)) est aussi un

espace de Hilbert.

Preuve. Par hypothése (G, (.,.)) est un espace préhilbertien, il suffit donc de montrer
qu’il est complet.

Or (H,(.,.)) est complet et (G, (.,.)) est fermé donc (G, (., .)) est complet puisque on sait
que toute sous-ensemble fermé d’un espace complet est complet.Soient (H, (.,.)) un espace

préhilbertien sur le corps C. m
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Exercice n°2 :

Soient n € N*; A ={0,1,2,3,4,....n} et

E={f:A— R\ [ estune application sur A}.
Est ce que la forme suivante :
() ExE— R\ (f.9) = 3 9(0)
i=1
est un produit scalaire 7

Exercice n°3 :

Soit H = C([0,1]) 'ensemble des fonctions continues de [0, 1] dans C, et soit a =

(@n)nen+ une suite de [0,1]. On définie I'application

() H X H — N\ (o) = 3 5 flan) glan).

1) Montrer que la série i = f (n).g(n) est absolument convergente et donc 'application
(.,.) est bien définie. i

2) Montrer que si A C [0, 1] est dense dans [0,1] et Vo € A: f(z) = 0 alors f = 0.

3) Montrer que si la suite a = (a,)nen+ est dense dans [0, 1] alors Papplication (.,.) est
un produit scalaire sur H.

4) Montrer que si a = (a,)nen+ n'est pas dense dans [0, 1] alors (.,.) n’est pas un produit

scalaire sur H.

Exercice n°4 :

1) Est ce que (R,,|.|) est un espace de Hilbert ?

2) Pour z = (21, 22, ...,x,) € R" on pose ||z|| = max |z .
It

Est ce que (R", [|.||,,) est un espace de Hilbert ?

o 2017
3) On pose : I*(C) =1 = {x ={zn},en CC: z_: |2, < oo} et (x,y) = ;x,E :

Démontrer, avec un contre exemple, que [I2(C), (.,.)] n’est pas un espace de Hilbert.
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Exercice n°5 :

Soit (H,(.,.)) un espace préhilbertien complexe et z,y € H.
1) Montrer que :  Re(z,y) = ||lz]|> = |ly||* = z =y
2) Soit f : H — H une isométrie sur H (i.e : Vo € H : ||f(x)| = ||z])

Montrer que :

Vo,y € H: (f(z), f(y)) = (z,y).

Exercice n°6 :

: f) =1,
Soit H =14 f:[0,3] — R\ f (z) =
0, x#1.
On pose : |l = [£(1)] ¥ € H.
1) Montrer que ||.|| est une norme sur H.

2) Est ce que l'espace (H, ||.||) est complet ?
3) Est ce que(H, ||.||) est un espace de Hilbert ?

Exercice n°7 :

Soient (Hi, (., )y, ), (Ha, (., .)y,) deux espaces de Hilbert sur C.

1) On pose 'application

<'7 ‘>H1><H2 : Hl X H2 - (C\ <($17$2)7 (ylay2)>H1><H2 = <x17$2>H1 + <y17y2>H2

1) Montrer que (.,.)y , 5, st un produit scalaie sur Hy x Hy.

2) Montrer que (Hy X Ha, (., )y, g,) un espace de Hilbert.
3) Est ce que I'application

P:Hy x Hh— Hy \ P(x1,22) = 11
est linéaire 7 est continue 7

Exercice n°8 :

Soient (H, (.,.)) un espace préhilbertien sur le corps R et a,b € H avec 3a L b.
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1) Montrer que : H+ = {0}.

2) On pose :
fiH R\ f(z) = {r,a+ )+ 2], VoeH.

- Pour b # 0, calculer f(ﬂT”b)

- Est ce que la forme f est linéaire ? (discuter suivant les valeurs de a et b).

3) On suppose que (y,),,cy €t (Yn), oy sont deux suites de cauchy dans H.

a) Montrer que (f(zn)),cy st une suite convergente.
b) Montrer que la suite ((Zn,¥n)),cy €St aussi une suite convergente.

Exercice n°9 :

Soient (H, (.,.)) un espace préhilbertien sur le corps R et a,b € H — {0}.
1) Montrer que : Ja, 3 € R* \ aa + b =0 = [{a,b)| = ||a| ||b]| .
2) Montrer que : Vz € H,(a,z+a+b) = (x +a+0b,b) = |la] = || .

3) Montrer que :

a, T
fal = sup {00
ozeer ||2]

4) On suppose que (), .y est une suite de cauchy dans H et on pose :

Yn = llall (b, zn) ,¥n € N.

Montrer que (y,),,cy €st une suite de convergente dans R.

Exercice n°10 :

Soient (H, (., .)) un espace préhilbertien sur le corps C et deux suites (2, )nent, (Yn )nen C
Br(0,1) dans la boule unité fermé.
Montrer que :

lim (z,,y,) =1 = lim ||z, — y,|| = 0.

n—oo
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Réponse : Par hypothése on a (x,,)nen+, (Yn)nen C Br(0,1) donc :
Vn e N*: ||z,|]| < 1, |lyoll < 1et lim ||z,] <1, lim ||y,] < 1. (2.1.41)

et on sait que :

2 2 — 2
Zn = Unll™ = (T = Yn, Tn — Yn) = l|Zall” = (@0, Un) — (T, Yn) + ||¥all” (2.1.42)
limz, =2 = limz, =72, olz,z¢cC. (2.1.43)

En utilisant (2.1.41), (2.1.42) et (2.1.43) on obtien :

Ce qui montre que :
lim (x,,y,) =1 = 0< lim ||z, — yn||2 <0

et acheve la réponse.

Exercice n°11 :

On se propose, dans cette exercice, de montrer 'inégalité de Cauchy-Schwarz dans un
R—espace préhilbertien.

On suppose que (H, (.,.)) est un R—espace préhilbertien et x,y € H.

1) Montrer que : Yo,y € H, (z,y) < 1(|jz[* + ||ly||?).

2) En utilisant la question précédente, montrer que: lz] =1et |y =1 =

[(z,y)| < 1.
3) En déduire que : Vx,y € H, [{x,y)| < ||z|| ||y -

Solution :
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1) Ve,y e Hona:

2 2 2
le—yl” = (e—yz—y =z -2(y) + Iyl

2 2 2
= 2@y = llzI” + llyll” = llz + 9l

= 2(z,y) < |el® +llyI®  (car |lz +y|I* > 0)

= (o) <l + llyl*). (2.1.44)

N | —

2) D’apreés la question 1) on a :

1 2 2
@ =y < Sl + 1=yl

= —{r.) < 0l + ol (21.45)
En utilisant (2.1.44) et (2.1.45) on obtient
Vey € H, e, < 5kl + ol
et par conséquent on voit facilement que
[zl =Tet [yl =1 = [z, 9)| < 1. (2.1.46)

3) Si x = 0 ou y = 0 'inégalité est bien satisfait.

Sim#Oety;«éO,onposea:Hi—” et b:ﬁ.

Dongc, en utilisant (2.1.46) on a

X )
b = \<—,—>\<1
Tl T
)l
EN

= [yl <l yl-
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On a bien montrer que : Ve,y € Hy, [(x,y)| < |lz]| |yl -

Exercice n°12 :

Soit (H,(.,.)) un espace préhilbertien sur le corps C.

((z.9)y, oIz~ (z,9)y) =0
1) Montrer que Vx,y € H ona: et

(z, Myl e = (@9 y) = [z [yll* = [z, 9) )"
2) Montrer donc que Vo € H,Vy € H — {0} on a :

1
lyl?

gl = = (@, yll” = =l lyl® = |, ) (1)

3) Utiliser la relation (1) pour montrer I'inégalité de Cauchy-Schwarz.

Exercice n°13 :

1) Montrer que Vz,y,€ H on a :
MNeCiy=rx = [(z,9)] =[] |yl

2) On se propose maintenant de prouve I'implication reciproque.

a) Montrer que : Vx,y € H on a :

[z 9)| = [zl llyll = (z,9) {y, z) — (&, 2} {y,y) = 0.

b) Calculer et simplifier I’expression :

( vz —(z,9yl, Ky,y)x—(x,y)y]).

c¢) Déduire de a) et b) que Vz,y € H on a :

(x| = [z lyl = ( Ky,p)z—(z,n) ], Ky,y)z—(z,y)y] )=0.
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d) Conclure que :
[z, y)| = llzlllly]] = IAeC:y= Az
Soit (H,(.,.)) un espace préhilbertien sur C.

Exercice n°14 :

1) Montrer que Yo € C,Vx,y € H :

(z+ay,z +ay) = (z,2) + @ (z,y) + a(y,z) + || (y, ) -

— 7<$,y>
2) En posant o = o

3) Montrer, par un calcule directe, que Vz,y,z € H on a :

, montrer I'inégalité de Cauchy-Schwarz.

1 2
|z —z|® = ||z — y||* = 5 z —yl|> +2||z - xTwH (Identité d’Appolonius)

- Montrer que cette égalité peut aussi étre obtenu a partir de 'identité du parallélo-

gramine.

Exercice n°15 : (’inégalité de Ptolémée)

Le but de cette exercice est de montrer, dans un espace préhilbertien quelconque,
I'inégalité de Ptolémée.

1) Montrer que Vz,y,z,t € H on a

Vey,zt e H lz =zl ly =t <z =yl llz =t + [ly = 2l [le = ]| (2.1.47)

> Va,b,ee H, la=>bllc] <lle—alllolf +[[b—cl[llal|  (2.1.48)

2) Soient a,b € H — {0} quelconques. On pose a’ = W, b = W

l[a—0]]

Montrer que : Ha' — b'|| = Tallel-

3) En utilisant la question précédente et I'inégalité triangulaire, montrer I'inégalité de

Ptolémée.

Solution :
1) =) Soient a,b,c € H quelconques. Sionpose: z=a, 2z=5b, y=c, t=0et

on applique (2.1.47) on obtient facilement (2.1.48).
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2.1. Formes bilinéaires - sesquilinéaires et produit scalaire

<) Soient z,y, z,t € H quelconques. Sionpose: a=x—t, b=2z—1, c=y—tet
on applique (2.1.48) on obtient facilement (2.1.47).

2) Un calcule directe nous donne que :

2 a b o« b lal>  (a,b) (b,a) |||’
( )

- 4 2 2 2 2 4
lall™  fall™lol"  [lal[[0l" o]l

H ’ b/
a — 2 2 2 2
lall* [lol*" [lal* bl

1 2Re (a, b) 1 lal|* = 2Re (a,b) + ||b])°

2 2 2 2 2 2
al™  llall™folI" ol [al|” [|0]]

(a—ba—b) |la—b|*
lal* 61* llall® llo]

_ Jla—b]
[EIER

Ce qui montre que : Ha' —b

3) 1%"Cas ||a]| |b]| ||¢|| = 0: donc a = 0, ou b = 0, ou bien ¢ = 0.Dans ces trois cas on

voit facilement que I'inégalité de Ptolémée est bien satisfait.

9iem (Yag l|lal| |6]] ||c|l # 0: donc a,b,c € H — {0}. Si on pose : = = W, Yy = #a

z= W on obtient, d’apres la question précédente :
la — o] 16— cll le — al
|z —yl| = ;o ly ==l = ;o lz =zl = -
lall o] B[ [l lell lal

On a d’apres 'inégalité triangulaire :

lz =yl =Ny ==l <lly ==l + [z = =]
la =bll _ lo=cll , [lc—al
lall ol Wbl flell el o]

16 = clllall + [lc = all f|o]
el

— Ja—bl <

= la=b[{lel < o= el {lall + lle = all o]
Ce qui montre bien 'inégalité de Ptolémée.

Exercice n°16 :

Soient (H, (.,.)) un espace préhilbertien sur C et £ = {a,b} C H — {0} telque a L b.
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2.2. Notions d’orthogonalité

1) Calculer («a + Bb, aa + Bb) et en déduire que F est libre.

Onpose f: H— H\ f(z) = (b,z)a — {(a,z)b, VY € H.
2) Montrer que f € L(H)

3) Montrer que Im f = VectE.

4) En déduire que :  f est sujective <= dim H = 2.
5) Calculer f[f(x)].

6) Soient (2,,),.y C H est une suite de Cauchy et g : H — H une application linéaire

et continue quelconque.

a) Montrer que la suite définie par y, = g(z,),Vn € N est aussi une suite de Cauchy.

b) Montrer que la suite (f(x,)),cy €st convergente.

2.2 Notions d’orthogonalité

Définition 2.2.1 Soit (H,(.,.)) un espace de Hilbert.

On dit que deux éléments x ety de E sont orthogonaux (et on note x L y) si : (x,y) = 0.
rly < (z,y)=0.

Plus généralement, on dit que x est orthogonal a l’ensemble E s’il est orthogonal a tous
ses éléments, i.e :

r1lFE <<= YyeFE:zly.

Pour tout x € H on définit l’orthogonal de x par la formule
vt ={y € H:(z,y) =0}.
On définit l’orthogonal de E par

Et={recH: 21 E}={xcH:(r,y)=0VycE}.
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2.2. Notions d’orthogonalité

On dit que les deux sous ensembles E, E5 C H sont orthogonaux si leurs éléments sont

orthogonaux deux & deux, i.e :

E, 1 By <= VreE,VyeFEy:{(x,y)=0
— VreF,VyeFEy:x 1Ly
<— VexeFbk :xlE,
<~ Vx€E2:3:J_E1
Propriétés :
1) Vo € H, = LO0.
2) z L z=2=0.
3) E 1 E*
4) = L yxlyy.,xly, = Vaiek,xJ_(Zoziyi).

=1

5) z 1L E= xzlVectFE oﬂVectE:{y:Zaix”aiER,xieE}.
i=1

6) (x L y,,VneNety, —y — zluy.

Nz L E\VedE=H = z=0.

8) B+ = IQExl, onat={ycH: (ry) =0}.

9) E'est un sous espace vecoriel fermé deH.

10)A ¢ B = B+ cCA-
11)VE c H, EcCE**.

12) H- = {0} et {0} = H.
13)VE c H, EnE*+={0} ou.

Les démonstrations sont laissées comme des exercices.

Exercice n°17 :
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2.2. Notions d’orthogonalité

Soit {e1, €2, ..., €, } est une base d’un espace préhilbertien (H, (.,.)) et A = Vect({ey, e, ..., €,})
oul<p<n.
1) Montrer que :

L
A~ =Vect{epi1,€pt2, ., €n} -

Exercice n°18 : Soit (H,(.,.)) un espace préhilbertien et A C H.

Montrer que
At =sup{X e PH): X L A} = sup X. (2.2.1)
P(H)>X 1A
Réponse : Par définition on a :

At ={zcH: z1A}.

On pose :
G={XePH): X LA}

Soit Y € G. DoncVoe € Y C H : v L A, ce qui montre que Y C At

Donc on a montrer que :
WeG={XecPH) :X1LA}:Y CA (2.2.2)

En sachant que (P(H), C) est un ensemble ordonné, (2.2.2) veut dire que A+ est majorant
de G.
D’autre part, il est claire que AL € G, donc on obtient (2.2.1).

Théoréme 2.2.1 (Pythagore) : Soit (H,(.,.)) un espace préhilbertien sur k.

Sik = Rona: aly <= |e+yl®= |zl + Iyl

Sik = Cona: [ely] < [llz+yl*=lll® + lyl® et Iz +iyl® = =] + [lyll"]
Sotent x1, 9, ...,x, € H.

Vidjiai Ly, = llortz+ ot aal® = o’ + ol + o+ flzal
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2.3. La projection sur un convexe

Preuve. 1) Sik=Rona: (z,y) = (y, ).
Donc ||z +y[* = (z+y, 2 +y) = |l + [lyll" + 2 (z.9) .

Ce qui montrer que

r L y<= (r,y)=0

2 2 2
= le+yll” ="+ llyll”

Sik=Cona:
|z +ylI” = l|lz||> + 2Re (z,y) + |yl* et ||z +iyl|* = |=[|* +2Im (z,y) + [[y]*.

Ce qui montrer que

r L1y <= (zr,y)=0
< Re(z,y) =0 et Im(z,y) =0.

2 2 2 .2 2 2
= eyl = llzl” + [lyll” et flz+ayl” = [l=]” + [lylI"

2) On a: |[w4+ao+ .. 4z’ = @142+ +an, 01+ 20+ ... +x,) = |lag]> +
2 2
2]l + .. + [
+2.¢Z (i ys) = lloall” + llzal® + o+ flall® car Vi # - (aiyy;) = 0. m
i#j

2.3 La projection sur un convexe

Soit (F,d) un espace métrique, x € E et F' une partie non vide de F.

Existe-t-il un point a € F' qui soit le plus proche de x 7 c’est-a-dire tel que :
Yy € F:d(z,a) < d(z,y),

autrement dit tel que

d(xz; F) = infd(z,y) = d(z,a).

yeF
Si un tel point existe, est-il unique ?
Un tel point, quand il existe et unique, est appelé la projection de = sur F'.
Si F' n’est pas fermé, on peut citer des exemples triviaux ot la réponse a la premiére

question est déja négative (prendre par exemple E =R, F' = [0, l[et = = 2).
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2.3. La projection sur un convexe

En général, un point n’a pas forcément de projection sur un sous-ensemble fermé, ou
peut en avoir plusieurs (prendre F' un cercle et x son centre).
Cependant, ce probléme a une solution satisfaisante lorsque F' est un convexe fermé d’un

espace de Hilbert E.
Définition 2.3.1 Soit (H,+,.) un espace vectoriel et K C H.
K est dite convexe <= Vr,y € K,Vt € [0,1]: [tz + (1 —t)y| € K.

Remarque 2.3.1 On rappelle que toute sous espace est, bien evidement, un convexe. Le

contraire est fauz.

En effet

Vo, € k, Vo,yeG:ar+ pyeQq)
= (Vte[0,1], Vz,yeG,: [tz + (1 —-1t)y] € G).

IL est facile de voir que la droite (A)d’équation 2z —y + 5 = 0 est un ensemble convexe

dans I’espace vectoriel R? mais n’est pas un sous-espace.
Définition 2.3.2 Soit (E,d) un espace métrique et F' C E,a € E, alors

d(a, F) o infd(a,z) = inf {d(a,x) : x € F}.

zeF

Exemple 2.3.1 Soient (R,d), ot d(z,y) =|v—y|,a=—-1€R et F={®2:necN*}.
1) L’ensemble F' est-il ouvert ou fermé dans (R, d)?
2) Montrer que irﬁ;fd(a,x) =d(a,F) =2.
xre

3) Est ce que ce i%fd(a, x) est un minimum ¢
re

Réponse :

1) Soit x,, = "T”, n € N*| une suite d’éléments de F, i.e, (z,)pen+ C F.

On a: lini x,=1et1¢ Fcarn+2>n Vne N,

Donc F' n’est pas fermé.

Mais on peut montrer que l'enemble F'U {1} est fermé.
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2.3. La projection sur un convexe

On remarque aussi que : 3 € F' mais Vr € R* : B(3,7) € F. Donc F n’est pas ouvert.

2) OnaVnGN*:|”T+2+1
D’autreparV€>O,E|n€N*:2+%<2—l—5.

= _2”:2 =2+ % > 2 . Donc ’ensemble F' est minoré par 2.

Ce qui montre que i%fd(a, x) = 2. Donc d(a,x) = 2.
TE

3) i%fd(a,x) n’est pas un minimum car Vo € F : d(a,x) > 2 et donc iz € F :
TE

d(a,x) = 2, i.e: le inf n’est pas attient.

Théoréme 2.3.1 Soit (H,(.,.)) un espace de préhilbertien et @ # K C H une partie non

vide de H, convexe et compléte, alors pour tout x € H, il existe un unique xx € K tel que
— = mi —vyll. 2.3.1
lv = 2| = min Jlz =y (2.3.1)

On appelle x g la projection orthogonal sur K de x.
Ce théoréeme permet de définir une application Py : H — K, appelée opérateur de
projection sur le conveze fermé K ot xx = Pk (z) = Pkzx.

De plus, xi est caractérisé par la propriété suivante
T =Pgr < xx € K etVye K: Re(x —zg,y— k) <0. (2.3.2)

Preuve. 1) Existance et unicité de xx : Pour tout = € H, on pose

p=dz K) = infd(z,y) = inf [lz —y]|.

On sait que si A, B C R, alors inf(AB) = inf A.inf B et en particulier on a : inf(A?%) =
(inf A)2.
Ce qui montre que : p? = inf ||z —y|°.
yeK

D’apres la propriété caractéristique de la borne inférieure on a :
Ve>0,3z. € K : p* < |lz —z|* < p* +e.
En particulier on a :

1
VneN* 3z, € K : p? < ||lv —z|* < p*+ —.
n
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2.3. La projection sur un convexe

On va montrer que la suite (z,),en+ ainsi construite est de Cauchy.

En effet, en utilisant I’identité du parallélogramme, Vp, ¢ € N* on a :
2 2 2 2
Iz = ) + (@ = 2) [P + ey — 2] = 2(& — 2,12 + o = 2g[?). (1)

Comme K est convexe et z,,z, € K on a :“21** € K. Donc

2

T, +x
(2 — z,) + (z — z,)| :4Hx—qu > 407 .. (2)
D’autre part on a aussi :
2 2 1 2 2
|z —xp||” < p —1—5 et Jlx—z )" <p +- ... (3)
(1), (2) et (3) nous donnent :
2 2 1 2 1 2
[ < 2p “'5)"‘2(9 ‘|’5)_4p
9 1 1 .
= lzp — 4" < 2(}_) + 5)7 Vp,q €N

Il est facile de voir maintenant que

1
Ve > 0,Ing e N*:Vp=>ny —= - <
p

NN S

1
Ve > 0,Im eN":Vg>n = -<
q

Pour ¢ > 0 quelconque on peut choisir par exemple ny = max(ng, n;) € N* de sorte que

1 1
|z, — 24]|> < 2(= 4 =) < &2,
p— Tq b g

Ce qui montrer que la suite (2, ),en+ C K est de Cauchy.

Or K est un fermé dans H qui est complet, d’ou K est aussi complet et la suite (z,)nent

est convergente dans K (et bien sur sa limite est unique) i.e :

Az € K@ lim ||z, — a:K||2 =0.
n—oo

2) Propriété de zx : Montrons maintenant que ce xx satisfait

lv = zxcl] = min [l =yl = p.
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2.3. La projection sur un convexe

On a montrer plus haut que
* 2 2 2 1
Vne N :p* < |lo—z,|” <p +E'
En passant a la limite on trouve que

. . 2 _ o 2: 2 _ _ 2
lim [}z | o = wxl* = 7 = inf 1z~ 91,

n—oo

= — = inf ||z — y||.
|l —zxll = inf flo =y
Comme le inf est attient en zx € K donc ¢’est un minimum d’otl
|z — 2kl = min |z =yl

3) La propriété caractéristique de xf :

—> ) Comme K est convexe alors
Vael0,1],Vye K:ay+ (1 —a)rg =z +aly —xk) € K.
D’apres (2.3.1) on a donc
|z — 2x|? < |(# — 2x) — oy — 2x)||*, Va €]0,1] et Vy € K.
En utilisant (2.1.28) on trouve que Vy € K :

lz =l < lle -2k’ +a®|ly —2x]” — 2aRe (¢ —2x,y — k), Ya€]0,1]

— Re(e—axy—ax) < 5 lly—axl’. Vaelo1).
Ce qui montre qu’on a nécessairement (en faisons tendre « a zéro)
Vye K, Re(r—zg,y— k) <0.
<) Supposons que
Vye K, Re(r —xg,y—xk) <0.

Orona:Vye K :|o—yl’ = |z —2x) = (y —2x)l” = o —axll” + ly — oxl” -

2Re (x — zk,y — oK) .
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2.3. La projection sur un convexe

Ce qui nous donne :
vy € K : |l —yl”* o — oxl® = [ly — 2x|* — 2Re (& — 25,y — xx) > 0
— Wy K|z —akl* <z -y

= e K:|r—rx| <[z -yl

— o x| = min | — .
Car on a la propriété suivante :
a € A et a est un minorant de A <= a = min A.
Donc on a bien montrer que 2x = Pk (z). ®
Corollaire 2.3.1 St K est un sous espace fermé d’un espace de Hilbert H, alors :

]) TK

Pxr <= zx e KetVye K: (x—zg,y) =0

— asgx€Ket (r—ag)€ K
2) L’application Py : H — K est linéaire.

Preuve. 1) = ) K est un sous espace fermé donc K un conve fermé et on peut

appliquer le théoréme précédent on donc :
Vye K: Re(r —xk,y —xk) <0,

ol rx est la projection orthogonal de x sur K.
Il est facile de vérifier la propriété suivante (Algebre linéaire) qui est vrai pour un sous
espace et non pour un convexe :

si G est un sous espace et a € G alors :

a+G = {a+z:2€G}=G. (2.3.3)
NG = {Mr:zeG=Goulek—{0}. (2.3.4)

En remarquant que —zx € K et en utilisant (2.3.3) on a donc :

—$K+K:K.
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2.3. La projection sur un convexe

— Yy e K: Re(z—uzg,y) <O0. (2.3.5)

En utilisant (2.3.4) on a aussi :

Vy € K: Re(x—zg,—y)=—Re(x —zg,y) <0
— VYye K: Re(r—xg,y) > 0. (2.3.6)

De (2.3.5) et (2.3.6) on déduit que :
Vy € K :Re(r —zg,y) =0. (2.3.7)

Si k = R cela suffit pour prouver cette implication.

Si k = C en utilise (2.3.4) et on remarque que :
Vze C:Reiz = —Imz
Donc on trouve que :
Vye K: Re(r —xk,iy) = —Rei(x —xg,y) = Im (x — zk,y) < 0.
Et de méme on voit que
Vye K: Re(r —zg,—iy) =Rei(z —ok,y) = —Im (x — 2x,y) <0

= Yye K: Im(z—zg,y) > 0.

Ce qui montre que :

Vye K: Im(z —xk,y) =0. (2.3.8)

De (2.3.7) et (2.3.8) on déduit que :
Vye K: (z—xk,y) =0.
<) Supposons que zx € K. On a :

Yy € K: (x—uxg,y) =
— WYWeK: (zr—rxg,y—zK)=

— VYye K: Re(z—uxk,y) <O0.
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2.3. La projection sur un convexe

Ce qui montre, en appliquant le théoréme précédent, que xk est la projection orthogonal
de x sur K, i.e: vx = Pgx.

2) On va montrer que :

PK(Oél’l + .Ig) = CKPK.Il + PK.CEQ.

On pose
Przy = i, (2.3.9)
Pgxa = s, (2.3.10)
Px(azy +x2) = y3. (2.3.11)

On sait que :

(239) «— Vye K:{(x;—uy,y) =0, et
(2.3.10) <= Vye K:(xs—1ysy) =0.

Donc

(2.3.9) et (2.3.10) = Vye K :a{ry —y,y)+ (xa —y2,y) =0

— Vye K: {((ary+x2) — (ay1 +v2),y) =0
et comme (ay; +y2) € K donc :
Py (axi + x9) = ay; + y2 = aPxxy + Pgxs.
Ce qui montre que Py est linéaire. m

Proposition 2.3.1 K C H étant un conveze fermé non vide, P est continue et faiblement

contractante, i.e :

Va,y € H, ||Pxz — Pxy|l < |z -yl . (2.3.12)
Preuve. Vz,y € H, on a :

r—y = T—Tx+Txk+Yxk —Yxk —Y=(rx —yx)+ (T — 2k +Yx —Y)
= |l —yl’ = llax — yx|* + |z — 25 + yx — yl?

+2Re (g — Y, T — Tk + Y — V) (2.3.13)

39



2.3. La projection sur un convexe

Il nous suffit maintenant de montrer que :
Re(zx —yx, 2 — vk + yx — y) = 0; (2.3.14)
car dans ce cas, d’aprés (2.3.13) on voit facilement que :
|z = ylI* > ok — yx|I* = || Pxz — Pxyll*,

ce qui prouve notre proposition désirée (2.3.12).

En applicant la propriété caractéristique (2.3.2) de xx et de yx on obtient :

Pxr =2 = Re(r —xk,yx — k) < (on a choisi ici y = yx € K)

0
Pxy=yx — Re(y—yk,xx —yx) <0 (on a choisiici y = xx € K)

. —Re(z — vk, yx — 2x) = Re (v — 2k, 2k —yx) = Re (v —yx, v — xx) =0,
>

—Re<y—yK,$K—?JK> :Re<yK_y793K_yK> :Re@K—yK,?JK—Zﬁ 0.
— Re(xK—yK,x—$K>-I-Re(fEK—yK,?JK_W
=Re(rx —yx, 2 —rx +yx —y) 2 0.

Ce qui montre bien (2.3.14) et achéve la démonstration. m

Remarque 2.3.2 Si K est un sous espace fermé de H alors, en utilisant (2.8.12) avec

y =0, Uapplication Pk satisfait :
Ve e K ||Px| < ||z
Donc elle est borné.

Théoréme 2.3.2 Soient (H,(.,.)) un espace de Hilbert et G C H un sous-espace fermé.
Alors

H = GaG*, ie YreH:
Nz, € G, Ny e G otels que : =21 + T,
o wx = Pgr et z9= Pgix.

Donc : T — 1|l = min ||z — et ||lxr — 25|l = min ||z — yl|.
| 1l yeGII yll | a| yeGl“ yll
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2.3. La projection sur un convexe

Preuve. ([3]) Comme tous un sous-espace est un convexe alors en appliquant le théoréme
précédent on prouve l'existance et I'unicité de z; € G tel que x1 = Pgx.
On pose 1y = x — x1.

Soit y € G un élément quelconque non nul. Pour tout A € C on a x; + Ay € G de sorte

que
lz2 = Ayl* = ||z = (21 + Ay)|* > inf, lz —yl|* = p* = ||z — 2
Oron a:
Iz = (21 + M) = (& = 21) = My, (2 — 1) = Ay) = [l&— 21" = X (w2, 9) — A{y, 22) +
AP (v, ) -

Ce qui montre que :

VA€ C? _X <l’2,y> —A <y,x2> + |)\‘2 <yay> 2 0.

<x2 7y>

En particulier pour A = Ty onen déduit que
2 2 2 2
o (o0 N [ (PUPVA
(Y. y) (v, y) (v, y) (v, y)

— WyeG, (13,y)=0 = zo=(2—1)€G".
L’unicité de x5 découle de 'unicité de ;. =

Exercice n°19 : Soient (X, |.||) un evnet f € X' — {0}.

Montrer que Vx € X on a :

|f(2)]
LA

Exercice n°20 : Soient (H, (.,.)) un espace de Hilbert et A un sous-espace de H.

d(z,ker ) =

Montrer que :

reAt —= Wed:|z—y| =]

Exercice n°21 : Soient (H,(.,.)) un espace de Hilbert, G1,Gs C H deux convexes

fermés non vides tels que G; C Go et z € H.

A) Le but de cette partie est de montrer que :

| Pe,x — Poyz|| <2 [d(z,Gy)? — d(z, G1)?] . (2.3.15)
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2.4. Les théorémes de Riesz et de Lax-Milgram

1) Montrer que :
|l = Poz| < |z = Po,x||.
2) En posant Pg,z = x1 et Pg,x = x5 déduire que :

I1+ZE2

2

[ = ol < ||2 = < lz =

3) Montrer, a I’aide de 'identité du parallélogramme 'inégalité (2.3.15).

B) On considére maintenant (F,),en+ une suite décroissante de convexes fermés de H

tels que
Fy+ H, r?\l F,=F+#0 et x,= Pgx (projection de x sur F, on x € H — F}).
neN*
1) Montrer que (z,),en+ est une suite de Cauchy.

2) En déduire que (x,)nen+ converge vers xg, la projection de x sur F.

2.4 Les théorémes de Riesz et de Lax-Milgram

2.4.1 Théoréme de représentation de Riezs

Soit (H,{.,.)) un espace de Hilbert. Il est claire que Va € H, la forme
f:H—R\ f(x)=(x,a), Vx € H,

est linéaire et continue (ceci découle de la bilinéarité du produit scalaire et de sa conti-

nuité).

Théoréme 2.4.1 ([2]) Soit f € H' (forme linéaire et continue), alors il existe un élément

unique ay € H telle que :
1) f(z) =(x,ay5), Vo € H, 2) Nl = llaglly -

Corollaire 2.4.1 L’application F': H — H\ F(f) = as est une isomorphisme continue.
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2.4.2 Théoréme de Lax-Milgram et de Stampacchia

Définition 2.4.1 Soit (H,(.,.)) un espace de Hilbert. Une forme biliéaire a : H x H — R

est dite coercive si Jo € R* (av > 0) telle que :
a(v,v) > allv|?, YveH.

Théoréme 2.4.2 (Laz-Milgram). Soit (H,(.,.)) un espace de Hilbert et une forme biliéaire

a: H x H— R continue et coercive, i.e,

IM > 0:|a(u,v)| < M ||ul|||v]|, Yu,ve€ H

a(v,v) > alv|?, Yv e H.
alors pour tout L € H', le probléeme suivant

Trouver u € H telle que :

a(u,v) = L(v), YveH, (24.1)

admet une solution unique.

De plus si la forme a(.,.) est symétrique alors (2.4.1) est équivalant au probléme suivant

Trouver uw € H telle que :

{)Iélgll {la(v,v) — L(v)} = ta(u,u) — L(uw).

Remarque 2.4.1 Si une forme bilinéaire a est continue et coercive alors elle induit dans
H une norme définie par :

lully, = Va(u,u).

qui est équivalente a celle induite par le produit scalaire.

En effet on a :

Vallully < llull, = Va(u,u) < VM |Jull .

Théoréme 2.4.3 (Stampacchia) Soit (H,(.,.)) un espace de Hilbert et une forme biliéaire
a: Hx H — R continue et coercive. Soit K un convexe fermé et non vide, alors pour tout

L € H', le probléme suivant

Trouver u € K telle que :

a(u,v —u) > L(v—u), YveK,
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admet une solution unique.

De plus si la forme a(.,.) est symétrique alors (7?) est équivalant au probléme suivant

Trouver u € K telle que :

5}21}1{1 {3a(v,v) — L(v)} = 2a(u,u) — L(u).

Exercice n°22 :

Soient (H, (.,.)) un espace préhilbertien sur C et £ C H.

1) Montrer que : Et = (VectE)*

2) En déduire que : B+t = VectE

3) On pose G ={x € H: (z,a) = (x,b)} ou{a,b} C H—{0}.
a) Montrer que : {a}" N{b}" = {a,b}" C G.

b) Montrer que : G+ = {\(a —b) : A € C}.

c) En deduire que : Vz,y € G+, [z, )| = [lz] [ly]l.

Réponse :
1) Ona: E CVectE (Algebre2) C VectE (Topo) = E C VectE
(ACB = B*CcAY) = VecE

D’autre part, pour tous z on a: z € B+ o E
(TD n°2, Ex n°2, qn°4) = x L VectE &y v e VedE

Ce qui montre que B+ C VectE & .o, (2)
D’aprés (1) et (2) on a: E+ = VectE +

2) En déduire que : B =VectE oo (1 point)
Rép: Ona: FEt=VedE L. Donc(A=B = Al =B') Bt =VectE ++
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D’apres (1) et (2) on a: B+t = VectE .

3) Soit {a,b} € H — {0}. On pose :

G={re€H:(r,a)=(x,b)}.

a) Montrer que : {a}" N{b}" = {a,b}" C G. e,
(2 points)
Rép: z € {a}l n{t = ze{a} Aze bt

<<~ zlaANz Lb

< (z,a) = (x,b) =0
— ze{abd"
Donc {a}" N {b}" = {a,b}".
z e {a,b}" <= (z,a) = (z,b) =01
(r,a) = (z,b) =0 = <« e

Ce qui montre que {a,b}" C G.

b) Trowvez F C H telque G = F* puis montrer que : G+ = {da—Xb: A€ C}. ...
(4 points)
Reép : r€G < (r,a) = (x,b)

<~ (r,a—0b) =0
— zefa—b"=F' ou F={a—b}.
Ce qui montre que G = {a —b}" = F*. Donc (question 2) G+ = Ft+ = VeclF .

dimVectl' =1 < +oo = VectF est fermé
— VectF =VectF ={y=XNa—0b)=Xa—Ab: e C}.

D’apres (1) et (2) ona: G- ={la—\b: A€ C}.

c) En déduire que : Yx,y € G+, [z, )] = |zl lyll.
(1 point)
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Rép : r,ye Gt={ a—-XN:2eC} = Ja,Be€C:x=ala—1b),y=LB(a—0D)
= |(z,9)] = [{(aa =0, 8a = b)| = |aB((a =b),(a = b))| =

o] |B] [{a — b,a —b)]
= |al |8]lla = b]I* = lal [la = bll . [5] lla — bl = |z lly] -

Exercice n°23 :

On note le C-espace vectoriel des matrices carrées d’ordre 2 par :

a1l a2

My(C) = { A = (ai)1<ij<2 = \a;€C
21 (22
1) Est ce que I'application
.| : M2(C) — R\ Al = [[(ai)|| = max la; + a;a|, est une norme ?

2) Montrer que Iapplication
(.,.): My(C) x My(C) — C\ (A, B) =Tr(B*A),
est un produit scalaire sur My(C), ou B* est la matrice adjoint de B définie par :

bir Do

bio Doz

3) Montrer que [M>(C),(.,.)] est un espace de Hilbert.
Soient (H, (.,.);) un C-espace préhilbertien et {by, by, b3, by} C H — {0}.

On pose :

) — DR LN @ = | ") ween

4) Montrer que f est une application semi-linéaire et continue.
5) Determiner le sous espace ker f.

Exercice n°24 :
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Soit (H,{(.,.)) un espace de Hilbert sur le corps C et ) # A C H.
1) Montrer que : A+ = AL

2) H étant un k—espace vectoriel, on suppose maintenant que (.,.);, (,,.)y o (),

sont des produits scalaire sur H.

a) Est ce que lapplication (.,.) : H x H — k\ (z,y) = (z,y),+ 2(z,y), +

+n (x,y), est un produit scalaire ?
b) On pose :

At = {reH:{(x,y) =0, Vyc A}
AJ-J' — {xEH;<x’y>j:07 VyEA}, j:1,2, vy M

c) Est ce que : At C (fﬁlAlj) ? (fﬁlALj) c AL ? AL — (ﬁlAlj) 2
= J= =

Exercice n°25 :

Soient (H, (.,.)) un espace de Hilbert et G C H un sous-espace fermé de H. On note Py

est la projection orthogonale sur G.
1) Montrer que KerPg = G*.
2) Montrer que Pg est une application linéaire borné et que || Fgl|z o) = 1.

3) Montrer que :
Va,y € H : (Pex;y) = (z, Pay) -

Exercice n°26 : Soient (H, (.,.)) un espace de Hilbert réel et H son dual topologique.

On pose :
<"'>H’ : Hl X H, —>R\ <fag>H’ = <af7ag>7

ou f(z) = (x,ays) et g(x) = (z,a,), Vo € H.

Montrer que l'application (.,.), définie un produit scalaire sur H "
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2.5 Bases Hilbertiennes

2.5.1 Espaces vectoriels de dimension infinie

Définition 2.5.1 Soit (H,+,.) un espace un espace vectoriel surk et une suite de vecteurs
E - (en)neN* C H
On dit que l’élément x € H est une combinaison linéaire de E si x peut étre ecrit sous
forme d’une combinaison linéaire d’un nombre fini d’éléments de F.
Ce qui revient a dire qu’il existe ng € N* tel que
no
T = Zaiei ot «o; € k.
i=1
L’ensemble de toutes les combinaisons linéaires de E est le sous espace vectoriel engendré

par E :
no
VectE:{a:::c:Zaiei \ ngeN* etaiek}.

i=1
C’est le plus petit sous espace vectoriel qui contient E, i.e c’est l'intersection de toutes

les sous espace vectoriels qui contient E.

Définition 2.5.2 Soit (H,+,.) un espace un espace vectoriel. On dit que la suite {e,}, o C
H est libre (i.e constitué par des vecteurs linéairement indépendants) si toutes ses sous suites
finzes sont libres.
Ce qui revient a dire que :
VnEN*,Zaiei =0 = ay=as=...=a, =0.
i=1
Définition 2.5.3 Un espace vectoriel est dite de demension infini s’il contient une infinité

de vecteurs qui sont linéairement indépendants.

2.5.2 Systéme orthogonal - orthonormal

Définition 2.5.4 Soit (H,(.,.)) un espace préhilbertien sur le corps k des nombres réels ou

des complexes la famille E = (e;);e; de vecteurs de H est dite orthogonale si
V(i,j) € I? 1i#j = e Lej. ie:
V(i,j) € I? 1i#j = {e;e;)=0.
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Elle est dite orthonormale si elle est orthogonale et tous ses vecteurs sont de norme 1;
e :
o ) 1 sii=]
V(i,j) € I7 : (e, ej) =
0 sii##].
Exemple 2.5.1 L’espace P [X] de toutes les polynomes de la variable x est un espace vec-

toriel de demension infini et la suite des polynémes

E ={e,:ey(x) =a" n € N*} est une base orthonormale de P [X].

Définition 2.5.5 Dans un espace vectoriel normé (X, |.||), une famille E = (e;);cr de
vecteurs de X est dite totale si l’espace vectoriel qu’elle engendre est dense dans (X, ||.||),

i.e, Vect(E) = X.

Exemple 2.5.2 Dans Uespace (X = C( [0,1]),].||.,) des fonctions continues sur [0, 1]muni
de la norme infinie, la famille (z"),en est une famille totale.
En effet ’espace vectoriel qu’elle engendre est l'ensemble des polynomes, qui est dense

dans (C( [0,1]),.]|..) d’aprés le théoréme de Weierstrass.

Définition 2.5.6 Soit (H,(.,.)) un espace préhilbertien sur le corps k des nombres réels ou
des complexes et une famille E = (e;);cr de vecteurs de H. On dit que E = (e;);e; est une
base de Hilbert ou base hilbertienne de H si

1) E = (¢&;)ier est orthonormale.

2) la famille est de plus « compléte » ou « totale » au sens précédant :

Uespace vectoriel engendré par E = (e;);cr est dense dans H, i.e, Vect(E) = H.

Remarque 2.5.1 Dans le cas ot H est de dimension finie, cette définition coincide avec
celle de base orthonormale.

Une base de Hilbert (du nom de David Hilbert), ou encore base hilbertienne, est une
généralisation aux espaces préhilbertiens de la notion classique de base orthonormale en
algébre linéaire, pour les espaces euclidiens (ou hermitiens dans le cas complexe), lesquels
sont de dimension finie.

Ainsi, en dimension infinie, une base de Hilbert B de H n’est pas une base au sens
algébrique du terme, mais une base orthonormale d’un sous-espace dont seule [’adhérence

est égale a H.
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Comme dans le cas des bases habituelles, il s’agit de pouvoir décomposer n’importe quel
vecteur de l’espace en somme de vecteurs colinéaires o ceux de la famille choisie. Cependant
dans le cas d’une base de Hilbert, on ne peut pas (généralement) écrire une égalité entre
le vecteur décomposé et une combinaison linéaire finie des vecteurs de la base : on doit
généralement se contenter d’une série dont les termes sont colinéaires aux vecteurs de la
base, et convergeant vers le vecteur a décomposer (la notion de convergence d’une série a ici

un sens car un espace de Hilbert est en particulier un espace vectoriel normé).

Théoréme 2.5.1 ([3]) Pour tout espace de Hilbert séparable (i.e, il existe une famille

dénombrable dense) il y existe une base Hilbertienne.

Proposition 2.5.1 Toute famille orthogonale d’un espace préhilbertien est libre.

2
Zaiez‘ = Z |04z‘|2 ||€z'H2‘

i€lp 1€lg

Lemme 2.5.1 (e;);cr, une famille orthogonale finie —

Démonstration. Soit (e;);c; une famille orthogonale et Iy C I une partie finie de 7. Il
nous suffit, par définition, de montrer que (e;);cz, est libre.

Supposons que > «a;e; = 0 et montrons que V € Iy : a; = 0.

i€lp
2
Zaiei = <ZO&¢€¢, Zajej> =0= ZOLi <€Z‘, Zajej>
i€lp i€lp j€lp i€lp j€lp
= D [Za_j@wﬁ] = i (e,e) (cari#j —> (e, e;) =0)
iefo je[() iEI()
2 2
- Z || [les]|” =0
icly

— VEI()I |Oéi|2||€i||2:0

— VGI()IOQ'IO.

2.5.3 Séries de Fourier et I’inégalité de Bessel-Parseval

Définition 2.5.7 Soient (e,,)nen+ une suite orthonormale dans un espace préhilbertien (H, (., .))
et v € H.Les nombres

a; = (x,.e;), i€N"
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seront appelés les coefficients de Fourier de [’élément x.

Théoréme 2.5.2 Soit (e,)nen-une suite orthonormale d’un espace de Hilbert (H,(.,.)) et

€ H.

Vn € N*, on pose

SHZTZ T,.€) e = Zazel H, =Vect{ey,...,e,}.

Alors S,, est la projection orthogonale de x sur H,, i.e :

n

Pyx=S, = Z (x,.e;)e; et donc : ||Py, x| = Z (x, )|

i=1

et donc
d(z; Hp,) = min ||z —y|| = ||z — S.]| - (2.5.1)
yEH,

Ce qui veut dire

VAL AL o\ €

<

n
E x,.€;) € T — E i€
=1 i=1

Preuve. On va utiliser le théoréme de la décomposotion orthogonale de ’espace H.

Il est claire que H,, est un sous espace de H de dimension finie donc fermé ce qui nous

donne :
H=H,o H' .

On voit que
n

r=5S,+ (z—25,) avecS, = Z (x,.e;)e; € Hy.
i=1

D’aprés "unicité de la décomposition de z (voir théoreme 2.3.2), il nous suffit maitenant

de montrer que (z — S,) € H:-.
On sait que ¢ L E <= x 1 VectE, or H, = Vect{ey,...,e,} donc :

(x-S, € Hf <= (z—-5,)L1H,
— Vje{l,2,.,n}:(x—S5,) Lej.

Vje{l,2,..,ntona:

n
(x — Sy, ej) = <x— E aiei,ej> (x,,e;) E a; (e;, e;)
i=1

<$,,€j> —a; = <$77ej> - <x77€j> =0.
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L, si i j,

(car par hypotheése la suite (e,,),en-une suite orthonormale et donc (e;, e;) =
0, sii#j.

Ce qui montre que (x — S,,) L H,, et termine la démonstration. m

Théoréme 2.5.3 (Inégalité de Bessel) Soit (e,)nenune suite orthonormale d’un espace
de Hilbert (H,(.,.)).

Vo € H : la série Z [(z, ex)|? est convergente et on a :
-1

Z| z,e)]? < ||z||*. (Inégalité de Bessel)
-1

Preuve. Soit © € H. On définie la suite numérique (uy,)nen+ par :
n
Vn e N* :u, = Z [z, e)|

D’apres le théoréme précédant on a :

lz = Sull = min f|lz —y| e (v =S o Sy =D (x,ei)e

i=1

En utilisant le théréme de pythagore on a donc :
2 2 2 2 2
21" = [l = Sn 4 Sull” = [l = Sull™ + [1SulI” = [[Snll”- (2.5.2)

D’apres le Lemme 2.5.1 on a donc:
1Sl = N en)|” = wn < ||| (2.5.3)
k=1

. . . , 2 . .
Ce qui montre que la suite (u,)nen+ est majorée par ||z||”. On peut voire facilement
qu’elle est aussi croissante car

n+1 n
s = Dol = Do) + 1wl = o+ [ cos) >
k=1

La suite (u,)nen+ est donc convergente et de plus

lim u, = lim Z|xel Z]mel < Jlz))?.
n—mao0o n—-—ao
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C’est exactement l'inagalité souhaitée.

On peut donner une autre démonstration de (2.5.2) et (2.5.3) comme suit : Vn € N*

0 < Jla=8Su|P=(x—5,z—38,) =|z|* — <$, Z (x,.€;) ei> - <Z (x,.€;) e, x> + 15,17

=1 =1
n n n 2
9 -
= H‘TH - Z<$7 'ei> <$’, €i> - Z <$7 'ei> <€7;,£IZ'> + Z <$’, 'ei> €;
=1 i=1 =1
= 2l =D o) =D Kaven) P+ D e = Izl =D [, e
k=1 k=1 k=1 k=1

— Vne N : " [z, ) < |jz])*. =
k=1

Théoréme 2.5.4 Soit (e,)nen+une suite orthonormale d’un espace de Hilbert (H,(.,.)) et

une suite numérique (o, )nen Ck (k=R ou C).

oo
La série Y a,e; est convergente dans (H,(.,.)) si et seulement si la série numérique
i=1

[e.9]
S |a;|? est convergente dans (k, |.|).
i=1

Preuve. = ) Supposons que la série » a;e; est convergente dans (H,(.,.)). Ce qui
i=1
veut dire que :

oo
dx € H: Zaiei =z
i=1

n
= dlzc H: lim e, = T.
Tim Y age

i=1

Pour tout j € N* on a

n n
(x,e5) = lim E ae;,ej ) = lim E a; (e, e;) = lim w,,
n—-,o00 n——-oo n—m-mo0
i=1 i1
. - 0 sin<y,
ou u, = E a; (e, ) = , car (e,)nen+ est orthonormale.
i=1 a; sin = j.

Ce qui montre que Vj € N* on a :

r,e;) = lim u, = a;.
J J

n—-auoQo
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Donc on a :

Vn e N*: Z la;|* = Z [z, e;)]> < ||lz||” . (Inégalité de Bessel)
i=1 i=1

D’otton a:
n oo
) 2 2 2
dim 3 ol = 3 < .
i=1 i=1

&) n
Ce qui montre que la série 3 |a;|* est convergente dans (k, |.|) car la suite 3 |a;|* est
=1 i=1
croissante et bornée.
[e.o]

<) Supposons que la série 3 |a;|* est convergente dans (k, |.|).
i=1

n
. 2
Donc la suite s, = Y |a;|” est de Cauchy car convergente.
i=1

n

Pour tout n € N* on pose : S, = > a;e;. Donc :

i=1
n+p 2 g
Vp € N* 1 [|Spep — Sull* = Z el = Z lai|> = |Spip — Sn| — 0, quand n — oo.
i=n-+1 i=n+1

n
Ce qui montre que la suite S, = > a,e; est de Cauchy dans (H,(.,.)) qui est complet
i=1
donc convergente et achéve la preuve. m

Proposition 2.5.2 Soit E = (e,,)nen+une suite orthonormale d’un espace de Hilbert (H,(.,.)).

o0
Vo € H, la série de Fourier ) (z,.e;) e; converge dans (H,(.,.)) (mais pas forcément vers
i=1

x) et sa somme S =Y (x,.€;) e; est la projection orthogonale de x sur Hy = VectE.
i=1

Démonstration. Il est claire, d’apres les théoremes 2.5.3 et 2.5.4 que la série de Fourier

> {x,.e;) e; converge dans (H, (., .)).

ae; et S, = > (x,.e;)e; = > ae;
- i=1

n

On pose: S=)> (x,.e)e =
i=1 i=1 i=1

n

On voit que : Vn € N*, S, = > (z, .e;) e; € VectE. Ce qui nous montre que :
i=1

S:

7

ae; = lim S, € Hy=VectFE.

0.9}
n—>:oQ

1

Comme H = Hy® Hy, x = S + (v — S) et S € Hy, il nous suffit finalement de montrer
que (x — S) L H,.
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VjeNona:
(x—S,ej) = <:c — Zaiei,ej > = (z,,e;) — lim Zai (€i,e;)
i=1 i=1
<QZ, 7ej> —a; = <x7>€j> - <7J,,€j> =0.

Ce prouve que (z — S) L E et donc (z — 5) L H.

(caron sait que : z L £ = z L VectE). =

Théoréme 2.5.5 Soit E = (e,)nen+une suite orthonormale d’un espace de Hilbert (H, (., .)).

Alors les asseration suivantes sont équivalentes :
1) (€n)nen+ est une base Hilbertienne de H (VectE = H).
2)Vx e H: Y (r,e;)e; =x.
i=1

Ve e H: S [z, e = |z|*. (L’égalité de Parseval)
i=1
4) EY ={e,:n e N} =VectE+ = {0}.

5) \V/l',y € H: Z <xﬂ ei> <6i>y> = Z <ZE,€Z'> <y>6i> = <I,y> .
i=1 i=1
Preuve. 1) = 2)
Supposons que (e, )nen+ est une base Hilbertienne de H donc (e, ),en+ est orthonormale
et VectE = H.

Soit x € H. D’apres la proposition 2.5.2 la série de Fourier ) (z,.¢;) ¢; converge dans
i=1

(H,(.,.)) et sa somme S = > (z,.¢;) ¢; est la projection orthogonale de x sur Hy = VectE.
i=1

Or Hy = VectE = H, donc S = ) (z, .e;) e; = x car la projection orthogonale de = sur H

est x lui méme. =
2) = 3)
Supposons que Vx € H : i (x,e;)e; = x et soit © € H.
i=1
n o0
Vn € N*, on pose S, = 1:231 (x,.€;) ;. Donc z=21 (x,e;)e; = nli_r}nooSn = x,ce qui veut dire :

lim ||z — S,|* = 0.

D’aprés le lemme (2.5.1) et comme (e,,),en+ est orthonormale on a :

2 n
= > Iz, el
i=1

n

Z (x,.€;) e

=1

Vn e N*: ||S, || =
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En utilisant le théoréme de pythagore on a

Vo€ N 2]’ = o = Su+ Sall” = llz = Sull® + 1Sl

= VneN:|o—S|*=|lz)* =) [z, e’

n
= lim [lz = Su)* = ||z — lim > [{z,e)]* =0.
n—-=o00 n—-=o0 =1

o0

— l1m2]xel :Z 33€Z| —HI’H
n—-maoo

-1

3) = 4)

Supposons que Vo € H : 3 |(z,¢;)]> = ||z|*. Soit y € E+ = {e; : i € N*}* . Donc on a :
i=1

Vn € N':(ye)=0

n

= VnGN*:un:Z|<y,ei>|2:O

=1

= y=0. -
Ce qui montre que E+ = {e; : i € N*}*  {0}. Donc E+ = {e; : i € N*}* = {0} car
{0} C E* (E* etant un sous espace vectoriel de H).
4) = 5)
Supposons que B+ = {e; : i € N*}* = {0} et 2,y € H.
Or d’aprés les propriétés de 'orthogonalité on a VE C H : B+ = VectE*.
VectEL = {0} = VectE*t = VectE = {0} = H. Ce qui montre que : 4) — 1)

et par conséquent on a les équivalences :

1) <= 2) <= 3) <= 4). Donc, d’aprés 1) = 2),on a:

n o n (0.)
x:limE (x,e;)e; = E T, e;) e ety—hmg (y,e;) e; = g (x,e;) e
n—oo n—oo
=1 =1 = =1
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2.5. Bases Hilbertiennes

<ZL‘, y) = <nh~>r£loz <IL‘, €i> €iy T}EEQZ <y7 €j> €j> = nlLIEo <Z <l’7 ei) €i, Z <y7 ej> 6j>
=1 j=1 i

— Jim > (e (nggoz <ez-,<y,ej>ej>>] - lim [Z (@,
— Jim > (e (_<y,ej>)] = @) ).

5) = 1)

J=1

(JE&OZ(%@ (e, €j>>]

Supposons que Vz,y € H : (z,y) = Y (z,¢) (y,e;). Pour y = z on trouve 2). Or

o0

—_

1=

2) <= 1)

Donc on a bien montrer que : 1) <= 2) <= 3) <= 4) <= 5). =

2.5.4 Systémes orthonormés complets dans des espaces concrets

Exemple 1 :

On note par [2(C) 'ensemble de toutes les suites complexes de carrés sommables i.e,

I*(C) = {m = (p)nen- C C: Z |z < oo} .

=1

D’apres I'inégalité de Minkowski, a savoir :

est une application qui définie un produit scalaire sur I?(C).

On pose :

eén)zl sik=n

Vn e N* ;e = {el(gn)} -
keN e,(fn) =0, sik#n
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2.5. Bases Hilbertiennes

Il est facile de voire que la suite £ = (e™),en+ est une suite orthonormal dans (?(C).

En effet on a :

o€ N e =30 [ =
k=1
= VneN": He(”)H =1

VYn,meN":n#4m = <e("), > Zeé" e,(C =
k=1

D’autre part cette suite est totale. Pour montrer cela il nous suffit de montrer que

L {0}.

z = (xla <L,y ) € .E‘L — Vn € N*: <l’,€(n)> =0
= VneN": Z:Eke](cn) =z,=0

k=1
= x=0.

Donc la suite £ = (e(™),,cn+ est une base Hilbertienne dans (?(C) et on a :
Vo € (C) :x = Z (z, e(”)> e = ane(”)
k= k=1

1

C’est la décomposition de x sur la base Hilbertienne £ = (e(™),,cy-.

Exemple 2 : (sous forme d’exercice)

On pose : C([—1,1]) ={f : [-1,1] — C\f est continue sur [—1,1]}.

1) Montrer que : f#0 = f_ll |f(z)| dx > 0.

2) Montrer que 'application (.,.) : C([—1,1])xC([-1,1]) — C\_{(z,y) f f(t)
définie un produit scalaire sur C'([—1, 1]).

3) On définie les Polynomes de Legendre par

1 d" "
Vn€N: Py(e) = oo [(@ = 1))
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2.5. Bases Hilbertiennes

Montrer que :

a) Vne N: Lo 1(z2 —1)"] = (2n)!.

dx2n

b) Ym,n e N:m#n = (P,,P,) =0.

) VneN: || L [@*-1)"]|" = @) 325.

2n+1- "1

d) La suite {en =/52=P,:n€ N} est une base Hilbertienne dans C'([—1,1]).

Exercice n°27: Soient (H, (.,.))un espace préhilbertien et (x,,)nen+, (Yn)nen+ deux suites

de H telles que Vi,j € N* on a :

1 sii=j

(i y5) = o
0 sii#j.
Montrer que les deux suites (2, )nens, (Yn)nen+ sont libres.

Réponse : Soit n € N*quelconque, il nous suffit donc de montrer que :

n
E q;r; =1+t + ...+ ar, =0 = ag=ay=..=q, =0.
i=1

Zam = 0= <iaixi’io‘j%‘> = iai <xi’io‘jyj> =0
3 =1 7j=1 =1 7j=1
— Y [Za—j <xi,yj>] =S =Yl =0

=1 7=1 =1 =1

— @12062:...:0(”:0.

Exercice n°28: Soit (H, (.,.))un C—espace préhilbertien, et {ey, ..., e,} une famille de

n vecteurs de H de norme 1(i.e : Yk = 1..n, |lex|| = 1) et tels que, pour tout x € H, on a :
2 2
lzl* = 1, en) .
k=1
1) Montrer que {ey,...,e,} est une famille orthogonale.
2) Le but de cette question est de montrer que {ey,...,e,} est une famille génératrice

de H.
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2.5. Bases Hilbertiennes

Soit z € H. On pose

3

Yy = <$7 €k> €k-
k=1
a) Montrer que Vi € {1,2,..n} ona: (y,e;) = (x,¢).

b) En déduire que ||z — y||> = 0 et que {e1,...,e,} est une famille génératrice de H.

Exercice n°28 : (voir [8])

Soit (€, )nen- est une base Hilbertienne d'un espace de Hilbert (H, (.,.)) et (e, )nen= C H

une suite orthonormale de H.

o
. , . 12 . ’ .
Montrer que si la série > ||ei — ei” est convergente alors la suite (e, ),en+ est aussi une
i=1

base Hilbertienne d’un espace de H.
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Chapitre 3

Introduction aux opérateurs linéaires

bornés

3.1 Définitions et exemples

Définition 3.1.1 On appelle opérateur toute application d’un espace vectoriel vers un espace
vectoriel.

Si cette application est linéaire on dit que l’opérateur est linéaire.

Définition 3.1.2 Soient (X, ||.||), (Y, |.]|),deuz e.v.n (espces vectoriels normés).

On dit que Uopérateur est linéaire f: (X, |.]|)) — (Y, ].]]), est borné si

AM > 0 telle que : Yx € E, ||f(z)|| < M ||z].

Exemple 3.1.1
X =0C([0,2]) ={f:[0,2] — R\ est continue sur [0,2]}

Ve e X :||z|| = max |z(t)].
t€]0,2]
On pose :
Vp € [1,+o0[ , IP(C) = {IE = (Tn)nen- C C: Z |z < OO}

i=1

[

P

o
menu de la norme ||z||, = (Z \xi|p>
i=1
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3.2. Norme d’un opérateur borné

1l est facile de vérifier que :
1)
P — BN = [ leto]
est un opérateur non linéaire.
2)
2
FHCG 1) — RNS(e) = [ alt)sinta
est un opérateur linéaire.
3)
f:1MC) — C\f(z sz

est un opérateur linéaire.

3.2 Norme d’un opérateur borné

Définition 3.2.1 Soit f: (X, |.|]) — (Y,|.||) opérateur est linéaire borné.

La norme de f est par définition la quantitée

@)y

A= 1l ry = sup
D e Nally

et on peut montrer que

1Al = sup [[f(2)] = sup [[f(«)]

llzll<1 llz]l=1

= inf{M >0:Vz e E, |f(z)ly <Mzl }.

veeE, |f@)I < Al
Exemple 3.2.1 Soient a,b € R (avec a < b).
E=A{f:[a,b) — R\ f application continue} = C([a,b]) et ||f]| = Ir<1?<)§)\f( )| -

On pose
F(E ) — R DNE(S /f

1l est claire que F' est un opérateur linéaire.
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3.2. Norme d’un opérateur borné

OnaVfek:
b b b
ol = | o] < [irola< [ mo)a
b

— !F(f)lé/ 1l dt =(b—a)llf].
Donc

Vf € E—{O}:%g(b—a)

= ||F||p = sup F()] < (b—a). (3.2.1)
oxrer ||l

D’autre part, si on choisit fo € E définit par : ¥t € [a,b], fo(t) = 1, on obtient :

b
ol = 1 etF(fo>=/ Jo(hydt = b —a
F(f) 0]
ol =(b—a) <|[|Fllg S T (3.2.2)

D’apreés (3.2.1, 3.2.2) on trouve que :

|Flly =b—a.

Exemple 3.2.2 Soient E = C(]0, 3]).

On pose
F (B D) — (B NIDNF(f) =Ff  ou Ff(x) = f(0)2® + f(1)z + f(2).

1) Montrer que F € L(FE).
2) Trowver ||F[| £z -

Réponse :
Il est facile de vérifier que F' est un opérateur non linéaire.

OnaVvfekFE:

IFfIl = max [f(0)a® + f(1)z + f(2)] < max |f(0)2’] + max |f(1)z] +[f(2)]

0<z<3 0<z<3

< 9O+ 3[FM]+ [f(2)] < 9max [f(#)] + 3max | f(¢)] + max | f(t)]

0<t<3 0<t<3 0<t<3
— IFFIl < 3o ()] = 131

63



3.2. Norme d’un opérateur borné

Donc F' € L(FE) et de plus on a

1E(fo)ll
||F||L(E) = Sup

< 13, (3.2.3)
o£rer | foll

D’autre part, si on choisit fo € E définit par : V¢ € [a,b], fo(t) = 1, on obtient :

(Ffo)(z) = @*+z+1,
= |IFfoll = max |2* + 2+ 1] = 13 = 13| fo]|.

IFCfll 12U _ .
ol — S o ol e (3.2.4)

D’apres (3.2.3, 3.2.4) on trouve que :L(E,[?)
1E 2y = 13-

Exercice n°30:

Soient £ = {f : [0,3] — R\ f application continue} = C([0, 3]) et || f|| ; = max |f(z)].

0<z<3

A) On pose Fy : (E,|l.llg) — (E,|Illg) \ Fi(f) =g telle que :

Va € [0,3] : g(2) = Fi(f)(2) = f(0)2* + f(1)z + f(2).

1) Montrer que F; € L(E).

2) Trouver || F|z g -
B) Onpose: I*(C) = ? = {x = {@n}en CC: Y ]’ < oo} avec ||z] » = (2 |za]*)2
= n=1

n=1

et

n

By (B, ) — @10 )\ Ba(f) = {M]

1) Montrer que Vf € E, Fy(f) € [2.
2) Montrer que Fy € L(E,[?).

3) Trouver HF2H£(E,Z2).

Exercice n°31 :
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3.2. Norme d’un opérateur borné

Soient (X, ]|.]) un evinet f € X' = £(X,C) non nul (f # 0).
Considérons 'hyperplan L définie par :

L={reX:f(zx)=1}.

Montrer que
1

inf ||z|
XeL

1Al =

Exercice n°32 : Soient (H,(.,.)) un espace de Hilbert et A € L(H).

Montrer que

[(Az, )
4l = sup -
e = S el Tyl

Réponse : D’aprés 'exerice n°9 on a : Va € H,

ozyer ||yl
Doncon a: Vo € H,
Azx,y
|zl =  sup M40
ozyerr |Vl
A 1 A A
T N B 70 N 1 ]|
Izl Nzllogyern ¥l ozyer ||| |yl
| Az [(Az,y)|
= | Al = sup = sup ( sup —————).
D e 12ll ozaem ozyen 1] [yl
[(Az, )]

|| ||£(H) 07§x,y€H||J;|| Hy”

Exercice n°33 : Rappellons que si (X, ]|.||) est un e.vnet f € X on a ([2]) :

Ve e X :lzf = Sup |f ()]

Soit A € L(X). Montrer que :

[Allgxy = sup  [f(Az)]
I£1=1 =1
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