Chapitre 1

1. Espaces de Hilbert

1.1 Produit scalaire

Définition 1.1. Soit X un espace vectoriel sur IR. Un produit scalaire real sur X est une
application
() X xX —R,

qui vérifie les conditions suivantes :
i) (x,x) >0, Vo € X,
i) (x,z) = 0 si et seulement si x = 0,
ii) (z,y) = (y,7), Yo,y € X,
) (ax + By, z) = a(x,z) + B {y, z), Vx,y,z € X, Vo, 5 € R.

Exemple 1.1. Soit X = R? et on définit la forme (-,-) par
(z,y) = m1y1 + 212 + T3Y3,

il est clair que c’est un produit scalaire sur IR.

Exemple 1.2. Sur X = L?(0,7) on définit
)= [ 1@

c’est un produit scalaire real sur L* (0, 7).

Définition 1.2. Soit X un espace vectoriel sur C, un produit scalaire complexe sur X est
une forme

(,): X xX —C,
qui vérifie 1), ii), ) et
v) (z,y) = (y,), Y,y € X.
Dans ce cas on dit que le produit scalaire complexe est anti-symétrique ou semi-linéaire.

Exemple 1.3. Dans C3, la forme
(x,y) = 2171 + 2272 + 2373,

est un produit scalaire compleze.
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Exemple 1.4. Sur X = (? on définit la forme

(oe)
<$7 y) = an%7
n=1

c’est un produit scalaire sur X.

Exemple 1.5. Soit X un espace vectoriel de dimension n de base (e1,ea,- - -, e,) alors

x,y € X s’écrivent
n n
T = g Li€iy, Y = E Yi€i.
=1 i=1

On définit un produit scalaire sur X en posant

Remarque 1.1. La seule différence entre le produit scalaire real et le produit scalaire
complezxe est lapparence du conjugué dans la condition v) du définition 2. Dans la suite on
va considérer le cas complexe, le cas real est un cas particulier dont le conjugué d’un real
conside avec lui.

Définition 1.3. Une forme bilinéaire B : X x X — IK (IK = R ou C) est dite positive si
B(z,x) >0, Vx € X,

elle est dite définie si
B(z,z) =0<=z=0.

Remarque 1.2. Un produit scalaire real sur X est une forme bilinéaire définie positive.

Définition 1.4. Un espace vectoriel muni d’un produit scalaire est appeZé un espace pré-
hilbertien.
Si X est un espace vectoriel real de dimension, alors (X, (-,-)) s’appelle espace euclidien.
Si X est un espace vectoriel compleze de dimension finie, alors (X, (-,-)) s’appelle espace
hermitien.

Lemme 1.1. Soit X un espace préhilbertien avec produit scalaire {-,-) , et soient x,y,z € X
et a, B € C, alors,

i) {z,0) = (0,y) =0, 7

it) (x, oy + Bz) =z, y) + B (z]2), _

iii) (ax + By, ax + By) = |af* (z,2) + |B* (y,y) + 2Re (B (7))

Démonstration. Ezercice.

Lemme 1.2. Soit X un espace préhilbertien avec produit scalaire (-,-), alors, pour tout
z,y € X ona

i) [, )|? < (x, @) (y,y) ,(inégalité de Cauchy-Schwarz).

i) ||z|| = \/(z,x) est une norme sur X.
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Démonstration. i) Si z =0 ou y = 0, le résultat est clair.

_(zw)

(z.2) et B =1 et on calcule

Supposons que x # 0 et y # 0, alors, on prend a =
(az +y, oz +y)

o (-Ehrrnhees)-
(2. o)l )

(5, ) — (z,y) (z,y) — (z,y)

(x, ) (z, )

(Y, ) + (y,y)

par suite

i) On a |[zf| = \/{z,z) > 0,

|z]| =0 <= (z,2) =0 <=2 =0.

laz|| = \/{az, az) = \/|of* () = |a] ||,

lz + ylI* = (& +y,2 +y) = l|lz]* + ly|* + 2Re (z,y)
2 2 2
< lzl* + Nyl + 2zl lyll = (] + [lylD™,
dou ||z +y|| < |lz|| + |lyl|, ce qui termine la démonstration.

Un résultat direct du lemme précident est qu’un espace vectoriel muni d’un produit
scalaire est un espace normé, d’autre part le point i) s’écrit

(@, o) < Nzl yll

cette inégalité s’appelle inégalité de Cauchy-Schwarz.
Lemme 1.3. Soit X un espace préhilbertien avec produit scalaire (-,-), alors pour tout
z,y,u,v € X on a

1. <U+’U,$+y> - <u—’l),.'E—y> =2<u,y> +2<’U,3}‘>,

2. dans le cas complexe on a
(utv,z4y)—(u—v,z—y)+ilu+iv,z+iy) —i{u— v,z —iy) =4 (u,y) .

Démonstration. 1) (u+ v,z +y) = (u,z) + (v,z) + (u,y) + (v,y)

<u -,z _y> = <U,£L'> + <U7y> - <U,y> - <’U,IL‘>
on additionne les deux expressions, on obtient l’'identité 1.
2) De la méme maniére, on a

(u+iv,x +iy) = (u,z) — i (u
(u—iv,x —iy) = (u,x) + i (u,y) —i(v,z) + (v,y)

<
+
.
=
&
+
u@
<

on additionne on obtient l'identité 2.

Proposition 1.1. Soit X un espace préhilbertien avec produit scalaire (-,-) et soit ||-|| la
norme induite par (-,-), alors, pour tout x,y € X, on a
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a) Identité de parallelograme
o+ yl? + e = ol =2 (l21” + lly?)
b) Dans le cas d’un espace vectoriel real
Iz +ylI* = llz — yl* = 4 (z. ),
¢) Dans le cas d’un espace vectoriel compleze
Az, y) = |z +yl? = |z —yl? + il +iy|® —i |z —iy||* Identité de polarisation.

Démonstration. a) ||z + y||> = (z + v,z +v) = |=|* + |yl|> + 2 Re (z, 1),
2 2 2
lz = ylI” = (z —y,z —y) = [[zI” + [y — 2Re (2,y).
b) ||z +y|® — ||z —y||> = 4Re (z,y), et comme (x,y) est real, on a
lz + yl* = |z = ylI* = 4 (2, 9).

¢) lz+ iyl = (@ + iy, +iy) = =l + lylI* —i (z,y) +i (y,2),
. 2 . . 2 2 . .
|z — iyl = (z —iy,z —iy) = ||z[|” + [[y|” + i {2, y) —i(y,2),
illz +dyl|* —illz — iyl = 2(z,y) — 2 (y,z) = 4Im (z, y)
donc

lz + ylI* = e = yl* + illz +iy[|* —illz — iy|* = 4Re (z,y) +41Im (z,y) = 4 (z,y) .

Remarque 1.3. Pour qu’une norme soit induite par un produit scalaire, il faut et il suffit
qu’elle vérifie l'idendité de parallelogramme.

Exemple 1.6. La norme sur C (0,1) définie par
IfIl = sup [f(2)],
0<z<1

n’est pas induite par un produit scalaire.
En effet, soit f(x) =z, et g (x) =1, alors, |[f + gl = 2,[[f —gll = L, If| = L, [[g] = 1.
2 2 2 2
1f + gl + 1 =g =5, 2 (IFI2 + Igl?) =
Lemme 1.4. Soient X un espace préhilbertien avec produit scalaire (-,-) et (zy), (yn) deuz

suite convergentes telles que lim x, =x et lim y, =y, alors
n—aoo n—aoo

Im (xn,yn) = (x,y) .
n——-mueo
Démonstration.

|<xn,yn> < >| < \(Jrn,yn) - xn7y)’ + |<xn,y> - <(I3,y>‘
< [{@n, yn — )| + [zn — 2, 9)]

[(@nsyn) = (@ 9)| < Nzl lyn =yl + llzn — 2] lyll,

et comme (xy,) converge, elle est bornée, donc

[(@ns yn) — (@) < Cllyn —yll + llzn — || ly]| — O.
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1.2 Orthogonalité

Dans le cas de produit scalaire real, si x,y € X sont non nuls, on a d’aprés I'inégalité
de Cauchy Schwarz
< By
~ eyl T

se qui nous permet de définir ’angle entre les vecteur x et y comme étant

6 = cos™! (Hfjlllyziﬂ) '

Dans le cas de produit scalaire a valeurs complexe, il est possible que (z,y) ¢ R, donc il
est impossible de donner une définition d’angle entre deux vecteurs =,y € X. Parcontre si
(z,y) = 0 on peut considérer les vecteurs x et y comme étant perpendiculaire ou ortogonaux.

Définition 1.5. Soient X un espace vectoriel muni d’un produit scalaire et x,y € X. On
dit que = e y sont orthogonauz si (x,y) = 0.

Définition 1.6. Soient {e1, ez, - -, en, - - -} une famille d’éléments de X on dit que la famille
{e1,€e2, - €n, -} est orthonormale, si

1. (ej,ej) =0, sii#j,

2. el = (e en)/? = 1.
Lemme 1.5. Une famille orthogonale dans un espace préhilbertien X est linéairement
indépendante.

Si X est euclidien de dimension n toute famille orthonormale {e1,ea,- - ey} est une
base de X et tout x € X s’écrit d’une maniére unique

x = Z (x,e;) ej.

1<i<n

Side plus y = Y yiei, alors (z,y) = Y. ;7.
1<i<n 1<i<n

o0
Démonstration. 1) Supposons qued  x;e; =0, alors,
i=1

<inei,ej> =Ty <ej,ej> =Tj = 0, Vj > 1.

i=1
2) Comme {e1,ea,- -, ey} est linéairement indépendante et maximale est est une base
de X, donc
Vo€ X, 3\, M €R (0uC), z= Y e,

1<i<n

<:U,6j> = < Z /\iei,ej> = )\j,

1<i<n

on a

(x,y) = < Z Tie;, Z yjej> = Z Z ziy; (€, ej) = Z ;.

1<i<n 1<j<n 1<i<nl<j<n 1<i<n
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Remarque 1.4. Soit {vy,va, -, Un, -} une famille linéairement indépendante de X, on
peut construire une famille orthonormale en posant

v br41
er = Mol H,bkﬂ = Uk41 — Z (Vkt1,€i) €i et ep1 = b - i
1 1 Sik k41
Proposition 1.2. Soient X un espace prélibertien de dimension finie n, {e1,e2, - -, ey}
une famille orthonormale et a1, ao,- - -, ap € C, alors
2
> aieil = ) laal.
1<i<n 1<i<n
Démonstration.
2
2, i) = < LD aj€j> = > alene) = 3 il
1<i<n 1<i<n 1<j<n 1<i<n 1<i<n
Remarque 1.5. On a
lz + yI* = [l2]* + |yll* + 2 Re (z, ),
Si z,y sont orthogonaux alors ||z + y||* = ||z||* + lyl|*, mais la réciproque est fausse.
Corollaire 1.1. (Inégalité de Bessel) Soient X un espace préhilbertien et {en}, o+ une
suite orthonormale. Alors, pour tout x € X, la serie réelle S |(z,en)|* converge et on a
n>1
>l ea)® < ).
n>1
k 2 O 2
Preuve. Pour tout k € N* on pose y, = > (x, en) en. Alors, |lyxl|” = . |(z,en)|” et on a
n=1 n=1
0 < ||z = yull® = (= =y, — ui)
k k
= lz1? =) (@ en) (men) = > (@ en) (@, en) + el
n=1 n=1

2 2
= |l=|” - Z (2, en)]
n=1

Donc
Kk

Dz en)” < el

n=1

- 2 , . .
La serie Y |(x,en)|” est alors croissante et majorée, elle est donc convergente et sa limite

n>1
D lwea)® < ).

n>1

vérifie
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Définition 1.7. Soit A une partie non vide de X. On appelle orthogonal de A et on le note
At Uensemble de tous les vecteurs orthogonaux & tous les vecteurs de A,

At ={z e X;(z,y) =0, Vy € A}.

Exemple 1.7. {0} = E et EL = {0}. En effet, siz € E*, alors (z,2) = 0 ce qui entaine
z=0.

Proposition 1.3. Soient X un espace préhilbertien et A une partie de X, alors :
1. 0€ AL,
2. 85i0€ A, alors ANAL = {0}, si 0 ¢ A alors AN A+ =0,
3. Si A C B alors B+ c AL,

4. AL est un sous espace vectoriel fermé de X.

Démonstration. 1. Clair.
2. il existe x € AN AL alors ||z]|* = (z,z) = 0 donc = = 0.
3. Soit x € B+ alors, Yy € B; (x,y) = 0, ce qui reste vrai pour tout y € A.
4. Soit x,y € At et o, € C, alors,

(ax + By, u) = a(z,u) + B (y,u) =0, Yu € A
D’autre part, soit (x,) C At une suite qui converge vers © € X et soit a € A, alors

0= lim (x, —z,a)= lim (xn,a)—(r,a)=—(z,a),
n——>aoo n—-uoo
puisque (T,,a) = 0, par suite (x,a) = 0 pour tout a € A, ce qui montre que x € A+
qui est donc fermé.

Lemme 1.6.
Va € X, (z,a) = (y,a) <=z =y.

Démonstration. Si Va € X, (z,a) = (y,a) alors (x —y,a) = 0, Ya € X et par suite
z—y=0.
La réciproque est claire.

Lemme 1.7. Soit A une partie non vide d’un espace préhilbertien X. Si A contient une
boule ouverte Bo (a,r) alors, A+ = {0}, en particulier, si A est un ouvert alors, A+ = {0} .

Démonstration. Supposons qu’il eviste 0 # x € AL et posons y = x/|z| # 0, par
définition on a (y,a) = 0.D’autre part Ha + 5y — aH = 5, par suite a + 5y € A, donc

T T
0=<y,a+§y>= (y,a>+§<y,y>,

ce qui conduit o ||y||* = (y,y) = 0, alors, y = 0 contradiction.

Proposition 1.4. A+ est un sous espace vectoriel non vide de X et on a A C (AL)L.
Si de plus A est un sous espace vectoriel de X la somme A @ Atest direct.
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Démonstration. 1) 0 € A+ de plus, si z,y € A+ on a
(Az + py,a) = Az, a) + p(y,a) =0, Va € A,

et par suite \x + py € AL,

2) x € A alors (a,x) =0, Ya € A+, donc x € (AL)L.

3) Six € AN AL alors (x,z) =0 ce qui entraine x = 0, d’ou AN A+ = {0} et la somme
est direct.

Remarque 1.6. Si X est de dimension finie et F' un sous espace vectoriel de X alors,
F=(FY) et X =FeFt

Lemme 1.8. Soit E un sous espace vectoriel de X, alors,
e Bt |lz—y| > |||, ¥y € E.
Preuve. 1) Supposons que = € E*, alors
lz = yl* = (& —y,x = y) = llz]* + ly]* = 2Re (z,y) ,
par suite siy € E on a (z,y) =0 et
lz = ylI* = ll=]* + llyll* = [l=]*-

Réciproquement, supposons que ||z — y||* > ||z||*, Vy € E.
Puisque E est un sous espace vectoriel de X on a ay € E pour tout a € C et par suite

0 < Jlz —ayl* — le|* = laf* lyl|* — a(y,«) —@(z,y), Ya € C, ¥y € E.

On prend @.9)
T,y .
17 SZ <x7 y> = 07

par suite B (y,x) = |(z,y)|. Soit a = Bt avec t > 0, alors
la? [y - a(y, @) — aly,z) = £ |lyl* — t|{z,y)| - t|(z,9)] >0,

ce qui entraine
t

par suite
.t
< lim — =0.
[z, y)| < Jim oyl
Dou (z,y) =0, Yy € E et x € E+.

Définition 1.8. Soient E et F' deux sous espaces vectoriels de X, on dit que E et F sont
supplémentaires orthogonauz si,

1. X=FE@F cestadire ENF=0etVzeX;JucEveF:xz=u+wv,

2. E et F' sont orthogonauz.
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1.3 Espace de Hilbert

Définition 1.9. Un espace préhilbertien qui est complet par rapport a la norme induite par
le produit scalaire est appelé espace de Hilbert.

Exemple 1.8. 1) Tout espace préhilbertien de dimension finie est un espace de Hilbert.
2) L? et (% sont des espaces de Hilbert.

Lemme 1.9. Soit H un espace de Hilbert et E un sous espace vectoriel de H. Alors, E est
un espace de Hilbert si et seulement si il est fermé.

Démonstration. La démonstration se base sur l’équivalence suivant :
E est complet si et seulement si E est fermé.

Définition 1.10. Une partie K d’un espace vectoriel est dit convezxe si
Ve,y € KVt € [0,1];te+ (1 —t)y € K.

Théoréme 1.1. Soient H un espace de Hilbert et K une partie fermée convexe non vide
de H, alors pour tout f € H il existe un unique q € K tel que

If = qll = inf {[[f —zl;2 € K}, (1.1)

De plus, si H est un espace de Hilbert réel, q est caractérisé par la propriété

q €K,
{ (f—qu—q) <0, Vue K. (1.2)

Démonstration. L’ensemble {||f — x| ;x € K} est non vide et minoré par 0, elle admet
donc une borne inférieure v = inf {|| f — z| ;2 € K}.
Par définition de la borne inferieure on a

1
VnEN*,anEK:'yZS||f—an2<’y2+E.

La suite (g,) est de Cauchy, en effet, en appliquant la régle de parallelogramme avec x =
f—aqn ety=f — qmn on obtient
H(f - Qn) + (f - Qm)||2 + ||(f - Qn) - (f - Qm)H2 =2 Hf - Qn||2 +2 Hf - QmH2

donc

1 1
127 = G+ @)l + o = P < 242 (24 1)),

D’autre part, puisque K est convexe % (pn +qm) € K et on a

12f = (g0 + gm)|* > 49°

et par suite

1 1
172 + (g — aml® < 1125 = (an + @) 2 + 1w — all” < 492 + 2 ( + )

nom
donc
9 1 1
HQn_QmH <2 -4+ —
nom
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et la suite (qn) est de Cauchy, elle converge vers q € H, mais puisque K est fermé q € K.
D’autre part

. . 1
< i If el =1 - al < i (74 5) =,
n—->00 n—->00 n
ce qui montre que v = || f —q|| .

Pour montrer l'unicité de q, on suppose qu’il existe w € K tel que v = ||f — w||. Alors
t(g+w)EK etona

En appliquant la régle de parallelogramme avec x = f — q et y = f —w on obtient

I(f =) + (F =) P+ I(f =) = (F =w)I* = 2|1f = al* + 2| f — wl])”

f—;(qﬂv)H > 7.

donc
If —wll> =2f —al®>+ 2 f —w|*—(f —q) + (f —w)|?

1 2
:472—4”f—2(q+w) <0.

Ceci implique que q = w, d’ou lunicité.

Montrons I’équivalence entre et .
Soit q qui verifie et prenonsu € K, alors pour tout0 <t <1,v=(1—1t)q+tu € K

et on a
1f=all <llf=oll=I(f—a) —t(u—1q)

par suite

If =al* <((f—a) —t(u—q),(f —q) =t (u—q))
<|f—al* =2t (f —qyu—q)+ ¢ u—q|?,
c’est a dire
(f—gu—gq) <tllu—ql?.
En faisant tendre t vers 0 on obtient .
Inversement, soit q verifiant , alors, on a pour tout u € K on a
2(f—qu-q=(f-qu-f+f-a+(f-qu—q)
=f=plP+(f—qu-f)+@w-qf—q
=llg—fI*+(f—utu—qu—f)+(@uw—gq f—q)

=llg—fI? = llu=fIP+ (u—qu—f)+ (u—q,f—q)
2(f —qu—q)=|f—pl*—llu— I+ llg — ul®.
Par suite
2(f —qu—q) = llg—ull® =llg— fI* = Jlu—fI* <0

ce qui entraine
lg = FI1* < llu = fI* ,Vu € K

d’ot .
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Remarque 1.7. L’élément q s’appelle la projection de f sur K est ce note ¢ = pg (f).

Proposition 1.5. Soit K une partie fermée convexe non vide de d’un espace de Hilbert H,
et f1, fo € H, alors,
Ipx (f1) —pr (f)l < v = foll-

Preuve. Posant u1 = pg (f1) et ug = px (f2), alors, d’apres on a

(ft —u1,v—u1) <0, Vv € K,
(f2 —ug,v —up) <0, Vv € K.

En remplacant v par us dans la premiére et par uy dans la deuxiéme et on additionne on
obtient

(f1 —u1,ug —ur) + (f2 — ug,u1 —u2) = (f1 —u1 — f2 +uz,u2 — uz)

= (fi — fo,uz —w1) + [lur — ual|> <0

et par suite
g —ua||® < (f1 — fasug —ur) < ||f1 — foll luz — usll,

d’ou le résultat.

Corollaire 1.2. Soit M C H un sous espace vectoriel fermé. Soit f € H alors ¢ = px f

est caracrérisé par
q€e M,

{ (f—q,v) =0, Vv € M.

Preuve. D’apreés on a
(f—¢v—q) <0, Vve M.
Puisque tv € M pour toutt € R, on a
(f—q,tv—q) <0, Vv e M, Vt e R,
ce qui peut s’écrire
t(f—q,v) = (f —q,9) <0, Vv e M, Vt € R,

Supposons que (f —q,v) # 0, alors t (f — q,v) — (f — q,q) change de signe lorsque t varie
dans R, ce qui est absurde, d’ou le résultat.
Réciproquement, si (f —q,v) =0, Yv € M, alors, pour g € M,v—q € M et on a

(f_Q7U_Q):O7 VUGM

et par suite est vérifié et q = px f.

Théoréme 1.2. Soit F' un sous espace fermé d’un espace de Hilbert H. Pour tout v € H,
il existe un unique x € F et un unique y € FL tel que u =x + Yy et on a

2 2 2
[l = [lz]I" + lly[I” -
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Démonstration. Puisque F' est fermé et convexe, d’aprés le théoréme il existe x € F
tel quellu — z|| < ||lu—vl|, pour tout v € F. On pose y = u — x, (donc u = x +y). Comme
x4+veF ona

ly —vll = [lu = (z +0)|| > lu—=z| =yl

En appliquent le lemme on constate que y € F- ce qui prouve Uexistence de = et y tels
que u =x + Y.
Supposons qu’il existe x1,x9 € F et y1,y2 € F- tels que

U =21+ Y = x2 + Y2,

alors, x1 — xo = y2 — y1. Comme F' et FL sont des sous espace vectoriel on a x1 — x2 € F
et yo —y1 € FL, mais F N F+ = {0}, donc x1 = x2 et yo = y1. D’autre part on a

2 2 2
lull® = (= +y,z +y) = [l<]” + lyll”-

Définition 1.11. Soit F' un sous espace fermé d’un espace de Hilbert H, alors pour tout
w e H Vécriture w =x +y avec x € F et y € F+ s’appelle la décomposition orthogonale de
w par rappor & F, le sous espace F- s’appelle le supplémentaire orthogonal de F.

Remarque 1.8. D’apres le théoréme précedent H = F & F*.
Corollaire 1.3. Soit F' un sous espace fermé de H, alors (FL)J' =F.

Preuve. Siz € F, on a (z,y) =0, Yy € F*- ce qui signifie que F C (FL)l.

Supposons que x € (FL)L, d’aprés le théoréme précédent x = y + z avec y € F et
z € F-. Puisque x € (FL)J' etz F+ ona

(:Uay) = (z7y> =0

donc
0=(x,2) = (y+22) = (y,2) + ||z = ||2?

et par suitex =y € F' et (FL)L C F, d’ou ’égalité.
Remarque 1.9. 1[I est ¢ noté que (FL)L est un sous espace vectoriel fermé de H.

Corollaire 1.4. Soit F' un sous espace de H, alors (FL)L =F.

_ _ L
Preuve. On F' C F donc FL c Ftoet (FJ-)J' = (FL) =

S|

D’autre part, F' C (Fl)L qui est fermé, donc F C (FJ-) , d’ot ’égalité.

Théoréme 1.3. Soient H un espace de Hilbert et {e,,} une suite orthonormale. Soit {c,} C

C une suite. Alors la série Y ane, converge dans H si et seulement si la série Y |op]
n>1 n>1
converge dans R. Dans ce cas on a

o0 2 [e.e]
2
S onen| = 3ol
n=1 n=1
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[e.e]
Démonstration. Supposons que la série Y ane, converge et soit x = > ape,. Alors,
n>1 n=1
pour tout m € N* on a

k—so00

k
(x,em) = lim (Zan <en,em>> = .
n=1

En appliquant 'inégalité de Bessel, on obtient

oo )
D o’ = [ en)” < la)? < oo.
n=1 n=1

Inversement, supposons qu la série ) \anIZ converge. Pour tout k € N* on pose x =

n>1
k
> apey. Alors, pour j <k on a
n=1
k 2 k
[z _xsz = Z Qnn|| = Z |04n|2-
n=j+1 n=j+1

Puisque la série ) |ozn\2 est convergente la suite de somme partielle converge, elle est donc
n>1
de Cauchy. Par suite la suite (xy,) est de Cauchy dans H qui est complet, donc elle converge.

D’autre part,

[eS) k
g Qn€n § On€n
n=1 n=1

Corollaire 1.5. Soit {e,} une suite orthonormale dans un espace de Hilbert H. Pour tout

2 2

lim
k—s 00

k )
. 2 2
= lim E || :E lan |
k— o0
n=1 n

=1

o0
x € H, la série Y, (z,ey)e, converge.
n=1

o0
Preuve. D’aprés l'inégalité de Bassel ) \(:B,en)|2 < 00, alors en appliquant le théoréme
n=1

o0
ci-dessus avec o, = (x,e,) en constate que la série Y (x,ey) e, converge.

n=1
Théoréme 1.4. Soient H un espace de Hilbert et {e,} une suite orthonormale dans H.
Les conditions suivantes sont équivalentes :

1. {en;n € N} = {0},
(e e]

2. tout x € H s’écrit x = Y, (z,ey) en,

n=1

2 _ o 2
3. pour tout x € H on a||z||” = > |(z,en)|”-
n=1

o0
Démonstration. 1) = 2) Soitx € H et y=1x — >, (z,€y) én, pour tout m € N* on a
n=1
k
<y7 em) = (.’L’, em) - khi{loo <Z (w, en) €n, 6m>
n=1
k
= ($76m) - kh—r>nooz (!T»en) (envem) = ($76m) - (maem) =0,

n=1
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[e.e]
alors y € {ep;n € N*}L , donc y =0, et par suite x = Y (z,ey) en.
n=1
oo
2) = 3) Supposons que x = Y (x,ey) ey, alors
n=1
9] [e'S) k k
z||? = (m = Z (x,en) en, @ = Z (z,en) en> = kEnm (Z (x,€n) €n, Z (x,em) em)
n=1 n=1 n=1 m=1
ko k k oo
= i = i 2= 2
kglw; mZ:l (2, en) (@ em) (€ns m) kglm; (2, en)] 21 (z, en)]

3) = 1) Soit x € {ey;n € N*}*, done (x,e,) = 0 pour tout n € N* et par suite
o0
2 2
lz]* =Y |(z,ea)* =0
n=1

ce qui entraine que {e,;n € N*}* = {0}.

Définition 1.12. {e,;n € N*} une suite orthonormale dans un espace de Hilbert H. {en;n € N*}
est dite base orthonormale si l'une des conditions du théoréme [1.]] est vérifiée.

Lemme 1.10. Soit {e,;n € N*} une suite orthonormale dans un espace de Hilbert H, alors,
{en;n € N*} est une base orthonormale si et seulement si ’espace engendré par {e,;n € N*}
est dense dans H.

Preuve. Supposons que Vect{e,;n € N*} = H et soity € {ey;n € N”‘}l , alors,
(y,en) =0, Vn € N,

done Vect {en;n € N*} € {y}*, mais {y}* est un sous espace fermé de H donc

H = Vect {en;n € N} C {y}*,

par suite y € {y}L et on a (y,y) =0, ce qui implique y = 0, donc {e,;n € N*}L = {0}.
oo
Inversement, tout x € H s’écrit x = Y, (x,e,)e, donc x € Vect{en;n € N*} C

n=1

Vect {en;n € N*}, et par suite H = Vect {e,;n € N*}.

Remarque 1.10. Le point 3. du théoréme est appelé inégalité the Bessel-Parseval.
C’est un cas particulier de ’inégalité de Bessel. Plus précisement : l'inégalité de Bessel est
valable pour tout suite orthonormale, parcontre l’égalité de Parseval est valable dans le cas
ou la suite orthonormale est une base orthonormale.

Théoréme 1.5. 1) Tout espace vectoriel normé de dimension finie est séparable.
2) Un espace de Hilbert de dimension infinie est séparable si et seulement si il a une
base orthonormale.

Démonstration. 1) Soit X un espace vectoriel normé et {e1,ea,...,en} est une base de

X. Alors, l'ensemble de toutes les combinaisons de la forme > ayeg, ot les ay € Q est
1<k<n

dénombrable et dense dans X.

2)
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1.4 Series de Fourier

Lemme 1.11. L’ensemble des fonctions

C= {co (x) = \/17?071 (x) = \/zcosnx, n e N*}

est une base orthornormale de L*[0,7].
Corollaire 1.6. L’espace L? [0, ] est séparable.

Lemme 1.12. L’ensemble des fonctions

2
S = {cn (x) = \/;sinnx, n GN*}

est une base orthornormale de L? [0, 7).

Corollaire 1.7. Les ensembles des fonctions

et
1

1 1
F={—cy,—=cn,—=5n,n € N*
{ﬂo V2 VR }

sont des bases orthonormales de L2 [—m, ).



Chapitre 2

Introduction aux opérateurs
linéaires bornés

2.1 Opérateurs linéaires bornés

Définition 2.1. Soient X et Y deux espaces vectoriels sur le méme corps des scalaires IF
(R ou C). Un opérateur linéaire de X dans'Y est une application T : X — 'Y qui vérifie :

T (ax + By) =aT (z)+ BT (y), Va,B € F, Vz,y € X.

On note l'image de x par Tx au liew de T (). L’espace des opérateurs linéaires de X dans
Y se note L(X,Y), c’est un espace vectoriel sur IF pour l’addition et la multiplication par
les scalaires

(T'+ S)z =Tz + S,
Az =X (Tx).

L’opérateur identité noté I, est défini par I (z) = z,Vo € X.

Remarque 2.1. Soient X et Y deux espaces vectoriels normés et T : X — Y un
operateur linéaire, alors, T est continu sur X, si

Ve e X,Ve> 0,360 >0:Vy € X; ||z —y|| <0 = ||Tx — Ty| <e.

L’espace des opérateurs linéaires et continus de X dans Y est noté L (X,Y"). Lorsque
Y =T, l'espace L (X, TF) s’appelle espace dual de X et se note X', ses élements s’appellent
fonctionnelles sur X.

Proposition 2.1. Soit T : X — Y un operateur linéaire, les assertions suivantes sont
équivalentes,

1) T est uniformément continu,

2) T est continu,

3) T est continu en 0,

4)3C>0:Vee X, |z|]| <1= ||Tz| < C,
5)3C > 0,||Tz|| < C x|, Vz € X.

16
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Démonstration. 1l est clair que 1) = 2) = 3). Montrons que 3) = 4), la continuité de
T & 0 se traduit pour ¢ =1

30 >0:Ve e E|||z|| < d = ||[Tz| < 1,

alors, pour z € E : ||z < 1 on a | %’3” < 0 et par suite
ox
T ({— ||| <1
(5l

2
|72 <5 =cC.

donc

Montrons que 4) = 5) Soit x € E : x # 0, alors, HH%”H < 1 et par suite,

I (el <€

donc ||Tz|| < C||z||, pour z = 0 on a ||T°(0)|| = C'||0]|. Montrons que 5) = 1). Soient
x,y € E et soit € > 0, puisque,

1Tz =Tyl = T (z = y)|| < Cllz -yl

alors, pour que ||Tx — Ty|| < ¢, il suffit que, C' ||z — y|| < ¢, ce qui se vérifie si ||z —y[| < &.
Il suffit donc de prendre § = &. O

Définition 2.2. Un opérateur linéaire T : X — Y est dit borné, s’il transforme tout
ensemble borné de X a un ensemble borné de Y, c’est a dire

3k > 0; |Tz| < kx|, Vo € X.

Remarque 2.2. Il est o noté que d’aprés la proposition ci-dessus les termes borné et
continu n'ont aucune différence pour les opérateurs linéaires. L’espace L(X,Y) se note
aussi B (X,Y).

Exemple 2.1. Soit T : Cg [0,1] — IF définie par T'f = f(0).
Trl=1f(0)] < S |f (@) = [If]l, donc

A1 < 111l

et par suite T' est continu.

Exemple 2.2. Soit {c,} € {*° et T : {* — R définie par

T (xp) = chmn.

n>1
T ()| = chwn < Z |enn| < sup |cq| Z £
n>1 n>1 nzl n>1

donc
T (@n)| < [l(en)lloo Il (@n)lly 5

et T est coninu.
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Exemple 2.3. Soit k : [a,b] X [a,b] — C une fonction continue, alors
M = sup{|k (z,y)|,z,y € [a,b]} < oco.
Soit
K :Cla,b — Cla,b]

b
K (f) (2) =/ k(2,9) £ (4) dy

alors, K est continu.
Exemple 2.4. Soit Pc [0,1] C Cc [0,1] I’ensemble des polynomes sur [0,1] et soit
T :Pcl0,1] — Pc [0, 1]
f— f
Soit f (t) =t", alors f € Pc[0,1]. (Tf)(t) = nt" L.

£ =1, [[f|=n

1l n’existe pas une constante k > 0 qui verifie
ITfll=n<E|fl=F,

donc T n’est pas continu.

2.1.1 Norme d’un opérateur

Lemme 2.1. Soient X et Y deux espaces normé, alors, ||-| : L (Y, X) — R définie par
1T gy, x) = sup LI T]] s [l] <1}
est une norme sur L (Y, X).

Preuve. i) Soit R =0, c¢’est a dire R (z) = 0 pour tout x € X, alors |R|| = sup ||R(z)] =
llzll<1
0.

Reciproquement, suppsons que |T|| = 0, donc sup ||T (z)|| = 0 ce qui donne T (z) =
[lz]I<1
0,Vx € X, c’est o dire T = 0.
ii) Soit € C,
[AT|| = sup [[ATz| = [A] sup | Tx[| = |A[]|T].
llzll<1 flzl| <1
iii)
|7+ S| = sup {[|T= + Sz| ; [|«f| < 1}
< sup {||Tz| + [|Sz[|; || <1}
< sup {||Tz||; [|z]| < 1} + sup {||Sz[|; [[=] < 1} = [|T]| + [|5]]-
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Exemple 2.5. T: Cp [0,1] — F, Tf = f(0),

||| = sup [f(0)| < sup sup |f(z)|= sup [|fl|=1.
IFl1<1 [l Fll<10<z<1 <1

D’autre part soit g : [0,1] — R telle que g (x) = 1, alors, g € C'[0,1] et ||g|| = 1.
|Tg| =19 (0)| =1, done ||T|| > |Tg| = 1, par suite ||T|| = 1.

Proposition 2.2. La norme d’un opérateur bornée est encore donnée par l’expression
|T|| =inf{C>0:|Tz| <Clz|,Yz € X}.

Démonstration. On montre l’égalité des deux expressions.
1) Puisque T est continu, d’aprés la proposition il existe C > 0 tel que ||Tz| <
C x|, Yz € X, alors,

IT|| = sup ||Tz| < sup ||Tz|| <inf{C >0:||Tz| < C|z|,Vr e X}.
lzll<1 zeX

Définition 2.3. Soient X,Y deux espaces normé et T : X — Y un opérateur linéaire.
On dit que T est une isometrie si |Tx| = ||z|| pour tout x € X.

Exemple 2.6. T : (> — (2 définie par

T (21,22, ey Tny ) = (0,21, 2,y ooy Ty -.) -
est une isométrie.
Lemme 2.2. T est une isométrie si et seulement si |T|| = 1.

Théoréme 2.1. Soient H un espace de Hilbert de dimension infinie et {e,} une base
orthonormale de H. Alors il existe une isométrie T : H — (2 telle que

ou ey = (0,0,..., %0, ) .
n

Démonstration. Soit © € H, comme {e,} une base orthonormale on a v =

_ *
Te, = e,

13

(‘/Ev ek) €k

£
Il
—

de plus de l’égalité de Bessel-Parseval on a
o0
2 2
Y M)l = [l
k=1
ce qui signifie que {(x,e,)} € (2. Alors, on définie
T:H—*
L {(1'7 ek)}

Six = ey, alors, {(x,e,)} = €}, de plus, on a

IT)* = 1{(z, en)} e = Y Iz, en)* = [l
n=1
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2.2 Théoréme de Lax-Milgram

Définition 2.4. Soit H un espace de Hilbert sur IF. L’espace L (H,IF) s’appelle espace dual
de H et se note H'.

Soit ¢ € H' pour tout v € H limage de v par ¢ se note (p,v) et les crochet (-,-)
s’appelle produit de dualité.

Théoréme 2.2. (de Riesz) Pour tout ¢ € H' il existe un unique f € H tel que
(o,0) = (f,v) Vv e H.
De plus on a
el = 11l -

Démonstration. Si (¢, v) =0 pour tout v € H, il suffit de choisir f = 0.
Supposons que o # 0,
Kerp ={v € H;(p,v) =0}

est un sous espace fermé de H et (Kercp)L # 0, alors il existe z € H telle que

(p,2) =1

par suite z # 0, on pose f = W

Pour tout v e H on a

<90’U - <907U> Z> = <907 U> - <907U> <907 Z> =Y,

donc v — (p,v) z € Kerg, et comme z € (Ker)" on a

(v—{(p,v)z,2) =0

et par suite
2
(v, 2) = (@, ) ||2]

donc
o) =2 = (v

2]

) =00

z
ek
D’autre part, soit ||v|| < 1, alors,

(e, o) = (£, o)l < LfIHl < ILFI-
(e O _ (> )

lell = [{w; v)| = T = [I71I

d’ou égalité.

Remarque 2.3. D’aprés le théoréme de représentation de Riesz, tout espace de Hilbert H
est identifié a son dual H'.

Définition 2.5. Soita: H x H — IF, On dit que

1. a est bilinéaire, si elle est linéaire par rapport & chaque composante.
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2. a est continue s’il existe une constante k > 0 telle que
|a (u,v)| < klul [lo]l, Vu,v € H.
3. a est coercive sil existe une constante o > 0 telle que
a(u,u) > aljul?, Yu e H.

Théoréme 2.3. (Lax-Milgram) Soient a : H x H — T une forme bilinéaire continue
et coercive, alors pour tout forme linéaire et continue L : H — IF, il existe uw € H unique
telle que

a(u,v) = Lv, Yv € H.

De plus, si a est symétrique, u est caractérisé par le propriété

1 .1
ia(u,u) — Lu = 11}1611{[1{2(1(1},@) — Lv}.

Définition 2.6. Un opérateur T' € L(X,Y) est dit inversible s’il existe un opérateur S €
L(Y,X), tel que TS = Iy, et ST = Ix. Dans se cas S se note T~!.

Exemple 2.7. Soient f € C'[0,1] et Ty € L (L?[0,1]) defini par
(Tyu) (2) = f (2) u(z), ue L*[0,1].

Alors Ty € L (L2 [0, 1]) Soit f la fonction définie par f (x) = 14x. Alors, Ty est inversible.
Soit g (z) = L5, alors, T, € B (L*[0,1]) et on a

41
(TyTyu) (z) = f(z) g (z) u(z) = u (z)

et
(TyTyu) (x) = g (2) f (z)u (z) = u(z)
donc T est inversible et Tf_1 =Ty.

Théoréme 2.4. Soient X un espace de Banach et T € L(X) avec ||I —T| < 1,alors, T

est inversible et
TN =) (I-T)".
n>0

Théoréme 2.5. Soient X etY deux espaces de Banach, alors si'T € L (X,Y) est bijectif,
il est inversible.

Définition 2.7. Un opérateur non borné est un opérateur A : D (A) C X — Y, définit
sur D (A) un sous espace de X appelé domaine de A.
L’opérateur A est continu (borné) s’il éxiste une constante positive C' telle que

[Az| < C|jz]|, Vo € D (A).
La plus petite constante C' qui vérifie l’inégalité au-dessus est la norme de A,

|Al| =inf {C >0, ||Az| < C|z|, Yz € D(A)}.
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Exemple 2.8. Soient k : [0,1] x [0, 1] — IR une fonction continue et M = sup |k (z,y)]
0<z,y<1
et soit A: C (]0,1]) — C([0,1]) défini par

1
(Af) (z) = /0 k(e.y)  (4) dy.

1 1 1
|Af (z)] S/ |k (2,y) f (y)| dy < ||f||/ !k‘(m,y)ldyéMllfll/ dy = M|/ f|
0 0 0
Donc, [|Af|| = sup [Af (z)| <M ||f]|
0<z<1

[All = sup [[Af]| <M
IFl=1

et A est borné.

Exemple 2.9. Soit X = C([0,1],IR) l’espace des fonctions continues de [0, 1] a valeurs
dans R, muni de la norme de sup et soit A: X — X defini par

Af=1{,
alors, D (A) = C* ([0,1],IR).

Pour f () = 2" ona||f|| = sup |z"| =1, mais |Af|| = sup |f'(z)|= sup |nz""

1]
z€0,1] z€[0,1] z€[0,1] |

n, donc
VC >0,3fe D(A),f(x)=a2",n>C:|f| =1, ||Af] > C,
A est alors non borné.
Topologie de L (X)
Soient X un espace de Banach et L (X) l'espace des operateurs linéaires continus de X
dans X, c’est une algébre de Banach pour la norme

I7] = sup [Tz
el <1

et la multiplication des operateurs définie par
TS (z)=T(S(x)), z € X.

La topologie induite par la norme définie ci-dessus, s’appelle la topologie de la convergence
uniforme et elle est caracterisée par le fait que

T, — T dans L(X) <= lim ||T,, —T| =0.

On peut aussi munir L (X) par la topologie forte caractérisé par le fait qu’une suite (7}, )nen
converge vers un operateur 1" si

lim ||T,z—Tz| =0, Vo € D(T),
n—aoo
ou la topologie faible caractérisé par la convergence de (T},)nen vers T' définie comme suit
T, =T <<= lim (f(T,,—T)z)=0,Vx e D(T),VfeX.
n—aoo
Définition 2.8. Un opérateur A : D (A) C X — Y, est dit fermé si D (A) x R(A) est
fermé dans X X Y; c’est a dire
V(zn) C D(A): limz, =z, alors, x € D (A),lim Az, = Ax.

Théoréme 2.6. Soit A: D (A) C X — Y un opérateur linéaire. St G (A) le graphe de A
est fermé alors A est borné.
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