
Chapitre 1

1. Espaces de Hilbert

1.1 Produit scalaire

Dé�nition 1.1. Soit X un espace vectoriel sur IR. Un produit scalaire real sur X est une
application

h�; �i : X �X �! IR;

qui véri�e les conditions suivantes :
i) hx; xi � 0; 8x 2 X;
ii) hx; xi = 0 si et seulement si x = 0;
iii) hx; yi = hy; xi ; 8x; y 2 X;
iv) h�x+ �y; zi = � hx; zi+ � hy; zi ; 8x; y; z 2 X; 8�; � 2 IR:

Exemple 1.1. Soit X = IR3 et on dé�nit la forme h�; �i par

hx; yi = x1y1 + x2y2 + x3y3;

il est clair que c�est un produit scalaire sur IR:

Exemple 1.2. Sur X = L2 (0; �) on dé�nit

hf; gi =
Z �

0
f (x) g (x) dx;

c�est un produit scalaire real sur L2 (0; �) :

Dé�nition 1.2. Soit X un espace vectoriel sur C; un produit scalaire complexe sur X est
une forme

h�; �i : X �X �! C;

qui véri�e i), ii), iv) et
v) hx; yi = hy; xi; 8x; y 2 X:
Dans ce cas on dit que le produit scalaire complexe est anti-symétrique ou semi-linéaire.

Exemple 1.3. Dans C3; la forme

hx; yi = x1y1 + x2y2 + x3y3;

est un produit scalaire complexe.
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Exemple 1.4. Sur X = `2 on dé�nit la forme

hx; yi =
1X
n=1

xnyn;

c�est un produit scalaire sur X:

Exemple 1.5. Soit X un espace vectoriel de dimension n de base (e1; e2; � � �; en) alors
x; y 2 X s�écrivent

x =

nX
i=1

xiei; y =

nX
i=1

yiei:

On dé�nit un produit scalaire sur X en posant

hx; yi =
nX
i=1

xiyi:

Remarque 1.1. La seule di¤érence entre le produit scalaire real et le produit scalaire
complexe est l�apparence du conjugué dans la condition v) du dé�nition 2. Dans la suite on
va considérer le cas complexe, le cas real est un cas particulier dont le conjugué d�un real
conside avec lui.

Dé�nition 1.3. Une forme bilinéaire B : X �X �! IK (IK = IR ou C) est dite positive si

B (x; x) � 0; 8x 2 X;

elle est dite dé�nie si
B (x; x) = 0() x = 0:

Remarque 1.2. Un produit scalaire real sur X est une forme bilinéaire dé�nie positive.

Dé�nition 1.4. Un espace vectoriel muni d�un produit scalaire est appélé un espace pré-
hilbertien.

Si X est un espace vectoriel real de dimension, alors (X; h�; �i) s�appelle espace euclidien.
Si X est un espace vectoriel complexe de dimension �nie, alors (X; h�; �i) s�appelle espace

hermitien.

Lemme 1.1. Soit X un espace préhilbertien avec produit scalaire h�; �i ; et soient x; y; z 2 X
et �; � 2 C; alors,

i) hx; 0i = h0; yi = 0;
ii) hx; �y + �zi = � hx; yi+ � hxjzi ;
iii) h�x+ �y; �x+ �yi = j�j2 hx; xi+ j�j2 hy; yi+ 2Re

�
�� hx; yi

�
Démonstration. Exercice.

Lemme 1.2. Soit X un espace préhilbertien avec produit scalaire h�; �i ; alors, pour tout
x; y 2 X on a

i) jhx; yij2 � hx; xi hy; yi ;(inégalité de Cauchy-Schwarz).
ii) kxk =

p
hx; xi est une norme sur X:
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Démonstration. i) Si x = 0 ou y = 0; le résultat est clair.

Supposons que x 6= 0 et y 6= 0; alors, on prend � = � hx;yi
hx;xi et � = 1 et on calcule

h�x+ y; �x+ yi

0 �
*
�hx; yihx; xix+ y;�

hx; yi
hx; xix+ y

+
=

����� hx; yihx; xi

�����
2

hx; xi � hx; yi
hx; xi hx; yi �

hx; yi
hx; xi hy; xi+ hy; yi

=
jhx; yij2

hx; xi � 2 jhx; yij
2

hx; xi + hy; yi

par suite
jhx; yij2

hx; xi � hy; yi :

ii) On a kxk =
p
hx; xi � 0;

kxk = 0() hx; xi = 0() x = 0:

k�xk =
p
h�x; �xi =

q
j�j2 hx; xi = j�j kxk ;

kx+ yk2 = hx+ y; x+ yi = kxk2 + kyk2 + 2Re hx; yi
� kxk2 + kyk2 + 2 kxk kyk = (kxk+ kyk)2 ;

d�ou kx+ yk � kxk+ kyk ; ce qui termine la démonstration.

Un résultat direct du lemme précident est qu�un espace vectoriel muni d�un produit
scalaire est un espace normé, d�autre part le point i) s�écrit

jhx; yij � kxk kyk ;

cette inégalité s�appelle inégalité de Cauchy-Schwarz.

Lemme 1.3. Soit X un espace préhilbertien avec produit scalaire (�; �) ; alors pour tout
x; y; u; v 2 X on a

1. hu+ v; x+ yi � hu� v; x� yi = 2 hu; yi+ 2 hv; xi ;
2. dans le cas complexe on a

hu+ v; x+ yi � hu� v; x� yi+ i hu+ iv; x+ iyi � i hu� iv; x� iyi = 4 hu; yi :

Démonstration. 1) hu+ v; x+ yi = hu; xi+ hv; xi+ hu; yi+ hv; yi
hu� v; x� yi = hu; xi+ hv; yi � hu; yi � hv; xi
on additionne les deux expressions, on obtient l�identité 1.
2) De la même manière, on a

hu+ iv; x+ iyi = hu; xi � i hu; yi+ i hv; xi+ hv; yi ;
(u� iv; x� iy) = hu; xi+ i hu; yi � i hv; xi+ hv; yi

on additionne on obtient l�identité 2.

Proposition 1.1. Soit X un espace préhilbertien avec produit scalaire h�; �i et soit k�k la
norme induite par h�; �i ; alors, pour tout x; y 2 X; on a
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a) Identité de parallelograme

kx+ yk2 + kx� yk2 = 2
�
kxk2 + kyk2

�
;

b) Dans le cas d�un espace vectoriel real

kx+ yk2 � kx� yk2 = 4 hx; yi ;

c) Dans le cas d�un espace vectoriel complexe

4 hx; yi = kx+ yk2 � kx� yk2 + i kx+ iyk2 � i kx� iyk2 Identité de polarisation.

Démonstration. a) kx+ yk2 = hx+ y; x+ yi = kxk2 + kyk2 + 2Re hx; yi ;
kx� yk2 = hx� y; x� yi = kxk2 + kyk2 � 2Re hx; yi :
b) kx+ yk2 � kx� yk2 = 4Re hx; yi ; et comme hx; yi est real, on a

kx+ yk2 � kx� yk2 = 4 hx; yi :

c) kx+ iyk2 = hx+ iy; x+ iyi = kxk2 + kyk2 � i hx; yi+ i hy; xi ;
kx� iyk2 = hx� iy; x� iyi = kxk2 + kyk2 + i hx; yi � i hy; xi ;

i kx+ iyk2 � i kx� iyk2 = 2 hx; yi � 2 hy; xi = 4 Im hx; yi

donc

kx+ yk2 � kx� yk2 + i kx+ iyk2 � i kx� iyk2 = 4Re hx; yi+ 4 Im hx; yi = 4 hx; yi :

Remarque 1.3. Pour qu�une norme soit induite par un produit scalaire, il faut et il su¢ t
qu�elle véri�e l�idendité de parallelogramme.

Exemple 1.6. La norme sur C (0; 1) dé�nie par

kfk = sup
0�x�1

jf (x)j ;

n�est pas induite par un produit scalaire.
En e¤et, soit f (x) = x; et g (x) = 1; alors, kf + gk = 2; kf � gk = 1; kfk = 1; kgk = 1:

kf + gk2 + kf � gk2 = 5; 2
�
kfk2 + kgk2

�
= 4:

Lemme 1.4. Soient X un espace préhilbertien avec produit scalaire (�; �) et (xn) ; (yn) deux
suite convergentes telles que lim

n�!1
xn = x et lim

n�!1
yn = y; alors

lim
n�!1

hxn; yni = hx; yi :

Démonstration.

jhxn; yni � hx; yij � jhxn; yni � xn; y)j+ jhxn; yi � hx; yij
� jhxn; yn � yij+ jhxn � x; yij

jhxn; yni � hx; yij � kxnk kyn � yk+ kxn � xk kyk ;
et comme (xn) converge, elle est bornée, donc

jhxn; yni � hx; yij � C kyn � yk+ kxn � xk kyk �! 0:
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1.2 Orthogonalité

Dans le cas de produit scalaire real, si x; y 2 X sont non nuls, on a d�après l�inégalité
de Cauchy Schwarz

�1 � hx; yi
kxk kyk � 1;

se qui nous permet de dé�nir l�angle entre les vecteur x et y comme étant

� = cos�1
�
hx; yi
kxk kyk

�
:

Dans le cas de produit scalaire à valeurs complexe, il est possible que hx; yi =2 R; donc il
est impossible de donner une dé�nition d�angle entre deux vecteurs x; y 2 X: Parcontre si
hx; yi = 0 on peut considérer les vecteurs x et y comme étant perpendiculaire ou ortogonaux.
Dé�nition 1.5. Soient X un espace vectoriel muni d�un produit scalaire et x; y 2 X: On
dit que x e y sont orthogonaux si hx; yi = 0:
Dé�nition 1.6. Soient fe1; e2; � � �; en; � � �g une famille d�éléments de X on dit que la famille
fe1; e2; � � �; en; � � �g est orthonormale, si
1. hei; eji = 0; si i 6= j;
2. keik = hei; eii1=2 = 1:

Lemme 1.5. Une famille orthogonale dans un espace préhilbertien X est linéairement
indépendante.

Si X est euclidien de dimension n toute famille orthonormale fe1; e2; � � �; eng est une
base de X et tout x 2 X s�écrit d�une manière unique

x =
X
1�i�n

hx; eii ei:

Si de plus y =
P

1�i�n
yiei; alors (x; y) =

P
1�i�n

xiyi:

Démonstration. 1) Supposons que
1P
i=1
xiei = 0; alors,* 1X

i=1

xiei; ej

+
= xj hej ; eji = xj = 0; 8j � 1:

2) Comme fe1; e2; � � �; eng est linéairement indépendante et maximale est est une base
de X; donc

8x 2 X; 9�1; � � �; �n 2 IR (ou C), x =
X
1�i�n

�iei;

on a

hx; eji =
* X
1�i�n

�iei; ej

+
= �j ;

d�ou x =
P

1�i�n
hx; eii ei:

3)

hx; yi =
* X
1�i�n

xiei;
X
1�j�n

yjej

+
=
X
1�i�n

X
1�j�n

xiyj hei; eji =
X
1�i�n

xiyi:
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Remarque 1.4. Soit fv1; v2; � � �; vn; � � �g une famille linéairement indépendante de X; on
peut construire une famille orthonormale en posant

e1 =
v1
kv1k

; bk+1 = vk+1 �
X
1�i�k

hvk+1; eii ei et ek+1 =
bk+1
kbk+1k

:

Proposition 1.2. Soient X un espace prélibertien de dimension �nie n; fe1; e2; � � �; eng
une famille orthonormale et �1; �2; � � �; �n 2 C; alors

X
1�i�n

�iei


2

=
X
1�i�n

j�ij2 :

Démonstration.
X
1�i�n

�iei


2

=

* X
1�i�n

�iei;
X
1�j�n

�jej

+
=
X
1�i�n

�i�j hei; eji =
X
1�i�n

j�ij2 :

Remarque 1.5. On a

kx+ yk2 = kxk2 + kyk2 + 2Re hx; yi ;

Si x; y sont orthogonaux alors kx+ yk2 = kxk2 + kyk2 ; mais la réciproque est fausse.

Corollaire 1.1. (Inégalité de Bessel) Soient X un espace préhilbertien et fengn2N� une
suite orthonormale. Alors, pour tout x 2 X; la serie réelle

P
n�1

jhx; enij2 converge et on a

X
n�1

jhx; enij2 � kxk2 :

Preuve. Pour tout k 2 N� on pose yk =
kP
n=1

hx; eni en: Alors, kykk2 =
kP
n=1

jhx; enij2 et on a

0 � kx� ykk2 = hx� yk; x� yki

= kxk2 �
kX
n=1

hx; eni hx; eni �
kX
n=1

hx; eni hx; eni+ kykk2

= kxk2 �
kX
n=1

jhx; enij2 :

Donc
kX
n=1

jhx; enij2 � kxk2 :

La serie
P
n�1

jhx; enij2 est alors croissante et majorée, elle est donc convergente et sa limite

véri�e X
n�1

jhx; enij2 � kxk2 :
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Dé�nition 1.7. Soit A une partie non vide de X: On appelle orthogonal de A et on le note
A? l�ensemble de tous les vecteurs orthogonaux à tous les vecteurs de A;

A? = fx 2 X; hx; yi = 0; 8y 2 Ag :

Exemple 1.7. f0g? = E et E? = f0g : En e¤et, si x 2 E?; alors hx; xi = 0 ce qui entaîne
x = 0:

Proposition 1.3. Soient X un espace préhilbertien et A une partie de X; alors :

1. 0 2 A?;
2. Si 0 2 A; alors A \A? = f0g ; si 0 =2 A alors A \A? = ;;
3. Si A � B alors B? � A?:
4. A? est un sous espace vectoriel fermé de X:

Démonstration. 1. Clair.

2. S�il existe x 2 A \A? alors kxk2 = hx; xi = 0 donc x = 0:
3. Soit x 2 B? alors, 8y 2 B; hx; yi = 0, ce qui reste vrai pour tout y 2 A:
4. Soit x; y 2 A? et �; � 2 C; alors,

h�x+ �y; ui = � hx; ui+ � hy; ui = 0; 8u 2 A:

D�autre part, soit (xn) � A? une suite qui converge vers x 2 X et soit a 2 A; alors

0 = lim
n�!1

hxn � x; ai = lim
n�!1

hxn; ai � hx; ai = �hx; ai ;

puisque hxn; ai = 0; par suite hx; ai = 0 pour tout a 2 A; ce qui montre que x 2 A?
qui est donc fermé.

Lemme 1.6.
8a 2 X; hx; ai = hy; ai () x = y:

Démonstration. Si 8a 2 X; hx; ai = hy; ai alors hx� y; ai = 0; 8a 2 X et par suite
x� y = 0:

La réciproque est claire.

Lemme 1.7. Soit A une partie non vide d�un espace préhilbertien X: Si A contient une
boule ouverte BO (a; r) alors, A? = f0g ; en particulier, si A est un ouvert alors, A? = f0g :

Démonstration. Supposons qu�il existe 0 6= x 2 A? et posons y = x= kxk 6= 0; par
dé�nition on a (y; a) = 0:D�autre part

a+ r
2y � a

 = r
2 ; par suite a+

r
2y 2 A; donc

0 =
D
y; a+

r

2
y
E
= hy; ai+ r

2
hy; yi ;

ce qui conduit à kyk2 = hy; yi = 0; alors, y = 0 contradiction.

Proposition 1.4. A? est un sous espace vectoriel non vide de X et on a A �
�
A?
�?
:

Si de plus A est un sous espace vectoriel de X la somme A�A?est direct.
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Démonstration. 1) 0 2 A? de plus, si x; y 2 A? on a

h�x+ �y; ai = � hx; ai+ � hy; ai = 0; 8a 2 A;

et par suite �x+ �y 2 A?:
2) x 2 A alors ha; xi = 0; 8a 2 A?, donc x 2

�
A?
�?
:

3) Si x 2 A\A? alors hx; xi = 0 ce qui entraîne x = 0; d�où A\A? = f0g et la somme
est direct.

Remarque 1.6. Si X est de dimension �nie et F un sous espace vectoriel de X alors,
F =

�
F?
�?
et X = F � F?:

Lemme 1.8. Soit E un sous espace vectoriel de X; alors,

x 2 E? () kx� yk � kxk ; 8y 2 E:

Preuve. 1) Supposons que x 2 E?, alors

kx� yk2 = hx� y; x� yi = kxk2 + kyk2 � 2Re hx; yi ;

par suite si y 2 E on a hx; yi = 0 et

kx� yk2 = kxk2 + kyk2 � kxk2 :

Réciproquement, supposons que kx� yk2 � kxk2 ; 8y 2 E:
Puisque E est un sous espace vectoriel de X on a �y 2 E pour tout � 2 C et par suite

0 � kx� �yk2 � kxk2 = j�j2 kyk2 � � hy; xi � � hx; yi ; 8� 2 C;8y 2 E:

On prend

� =

� jhx; yij
hy; xi ; si hx; yi 6= 0;

1; si hx; yi = 0;
par suite � hy; xi = jhx; yij : Soit � = �t avec t > 0; alors

j�j2 kyk2 � � hy; xi � � hy; xi = t2 kyk2 � t jhx; yij � t jhx; yij � 0;

ce qui entraîne

jhx; yij � t

2
kyk2 ; 8t > 0

par suite

jhx; yij � lim
t�!0

t

2
kyk2 = 0:

D�ou hx; yi = 0; 8y 2 E et x 2 E?:

Dé�nition 1.8. Soient E et F deux sous espaces vectoriels de X; on dit que E et F sont
supplémentaires orthogonaux si,

1. X = E � F c�est à dire E \ F = ; et 8x 2 X;9u 2 E; v 2 F : x = u+ v;
2. E et F sont orthogonaux.
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1.3 Espace de Hilbert

Dé�nition 1.9. Un espace préhilbertien qui est complet par rapport à la norme induite par
le produit scalaire est appelé espace de Hilbert.

Exemple 1.8. 1) Tout espace préhilbertien de dimension �nie est un espace de Hilbert.
2) L2 et `2 sont des espaces de Hilbert.

Lemme 1.9. Soit H un espace de Hilbert et E un sous espace vectoriel de H: Alors, E est
un espace de Hilbert si et seulement si il est fermé.

Démonstration. La démonstration se base sur l�équivalence suivant :
E est complet si et seulement si E est fermé.

Dé�nition 1.10. Une partie K d�un espace vectoriel est dit convexe si

8x; y 2 K;8t 2 [0; 1] ; tx+ (1� t) y 2 K:

Théorème 1.1. Soient H un espace de Hilbert et K une partie fermée convexe non vide
de H, alors pour tout f 2 H il existe un unique q 2 K tel que

kf � qk = inf fkf � xk ;x 2 Kg : (1.1)

De plus, si H est un espace de Hilbert réel, q est caractérisé par la propriété�
q 2 K;

(f � q; u� q) � 0; 8u 2 K: (1.2)

Démonstration. L�ensemble fkf � xk ;x 2 Kg est non vide et minoré par 0; elle admet
donc une borne inférieure  = inf fkf � xk ;x 2 Kg :

Par dé�nition de la borne inferieure on a

8n 2 N�;9qn 2 K : 2 � kf � qnk2 < 2 +
1

n
:

La suite (qn) est de Cauchy, en e¤et, en appliquant la régle de parallelogramme avec x =
f � qn et y = f � qm on obtient

k(f � qn) + (f � qm)k2 + k(f � qn)� (f � qm)k2 = 2 kf � qnk2 + 2 kf � qmk2

donc

k2f � (qn + qm)k2 + kqn � qmk2 � 42 + 2
�
1

n
+
1

m

�
:

D�autre part, puisque K est convexe 1
2 (pn + qm) 2 K et on a

k2f � (qn + qm)k2 � 42

et par suite

42 + kqn � qmk2 � k2f � (qn + qm)k2 + kqn � qmk2 � 42 + 2
�
1

n
+
1

m

�
donc

kqn � qmk2 � 2
�
1

n
+
1

m

�



CHAPITRE 1. 1. ESPACES DE HILBERT 10

et la suite (qn) est de Cauchy, elle converge vers q 2 H; mais puisque K est fermé q 2 K:
D�autre part

2 � lim
n�!1

kf � qnk2 = kf � qk � lim
n�!1

�
2 +

1

n

�
= 2;

ce qui montre que  = kf � qk :
Pour montrer l�unicité de q, on suppose qu�il existe w 2 K tel que  = kf � wk : Alors

1
2 (q + w) 2 K et on a f � 12 (q + w)

 � :
En appliquant la régle de parallelogramme avec x = f � q et y = f � w on obtient

k(f � q) + (f � w)k2 + k(f � q)� (f � w)k2 = 2 kf � qk2 + 2 kf � wk2

donc

kf � wk2 = 2 kf � qk2 + 2 kf � wk2 � k(f � q) + (f � w)k2

= 42 � 4
f � 12 (q + w)

2 � 0:
Ceci implique que q = w; d�ou l�unicité.

Montrons l�équivalence entre (1.1) et (1.2).
Soit q qui veri�e (1.1) et prenons u 2 K; alors pour tout 0 < t � 1, v = (1� t) q+tu 2 K

et on a
kf � qk � kf � vk = k(f � q)� t (u� q)k

par suite

kf � qk2 � ((f � q)� t (u� q) ; (f � q)� t (u� q))
� kf � qk2 � 2t (f � q; u� q) + t2 ku� qk2 ;

c�est à dire
(f � q; u� q) � t ku� qk2 :

En faisant tendre t vers 0 on obtient (1.2).
Inversement, soit q veri�ant (1.2), alors, on a pour tout u 2 K on a

2 (f � q; u� q) = (f � q; u� f + f � q) + (f � q; u� q)
= kf � pk2 + (f � q; u� f) + (u� q; f � q)
= kq � fk2 + (f � u+ u� q; u� f) + (u� q; f � q)

= kq � fk2 � ku� fk2 + (u� q; u� f) + (u� q; f � q)
2 (f � q; u� q) = kf � pk2 � ku� fk2 + kq � uk2 :

Par suite
2 (f � q; u� q)� kq � uk2 = kq � fk2 � ku� fk2 � 0

ce qui entraîne
kq � fk2 � ku� fk2 ;8u 2 K

d�où (1.2).
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Remarque 1.7. L�élément q s�appelle la projection de f sur K est ce note q = pK (f) :

Proposition 1.5. Soit K une partie fermée convexe non vide de d�un espace de Hilbert H;
et f1; f2 2 H; alors,

kpK (f1)� pK (f2)k � kf1 � f2k :

Preuve. Posant u1 = pK (f1) et u2 = pK (f2) ; alors, d�après (1.2) on a

(f1 � u1; v � u1) � 0; 8v 2 K;
(f2 � u2; v � u2) � 0; 8v 2 K:

En remplaçant v par u2 dans la première et par u1 dans la deuxième et on additionne on
obtient

(f1 � u1; u2 � u1) + (f2 � u2; u1 � u2) = (f1 � u1 � f2 + u2; u2 � u1)
= (f1 � f2; u2 � u1) + ku1 � u2k2 � 0

et par suite
ku1 � u2k2 � (f1 � f2; u2 � u1) � kf1 � f2k ku2 � u1k ;

d�où le résultat.

Corollaire 1.2. Soit M � H un sous espace vectoriel fermé. Soit f 2 H alors q = pKf
est caracrérisé par �

q 2M;
(f � q; v) = 0; 8v 2M:

Preuve. D�après (1.2) on a

(f � q; v � q) � 0; 8v 2M:

Puisque tv 2M pour tout t 2 R; on a

(f � q; tv � q) � 0; 8v 2M; 8t 2 R;

ce qui peut s�écrire

t (f � q; v)� (f � q; q) � 0; 8v 2M; 8t 2 R;

Supposons que (f � q; v) 6= 0; alors t (f � q; v)� (f � q; q) change de signe lorsque t varie
dans R; ce qui est absurde, d�où le résultat.

Réciproquement, si (f � q; v) = 0; 8v 2M; alors, pour q 2M; v � q 2M et on a

(f � q; v � q) = 0; 8v 2M

et par suite (1.2) est véri�é et q = pKf:

Théorème 1.2. Soit F un sous espace fermé d�un espace de Hilbert H: Pour tout u 2 H;
il existe un unique x 2 F et un unique y 2 F? tel que u = x+ y et on a

kuk2 = kxk2 + kyk2 :
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Démonstration. Puisque F est fermé et convexe, d�après le théorème 1.1 il existe x 2 F
tel queku� xk � ku� vk ; pour tout v 2 F: On pose y = u� x; (donc u = x+ y). Comme
x+ v 2 F on a

ky � vk = ku� (x+ v)k � ku� xk = kyk :

En appliquent le lemme 1.8 on constate que y 2 F? ce qui prouve l�existence de x et y tels
que u = x+ y:

Supposons qu�il existe x1; x2 2 F et y1; y2 2 F? tels que

u = x1 + y1 = x2 + y2;

alors, x1 � x2 = y2 � y1: Comme F et F? sont des sous espace vectoriel on a x1 � x2 2 F
et y2 � y1 2 F?; mais F \ F? = f0g ; donc x1 = x2 et y2 = y1: D�autre part on a

kuk2 = (x+ y; x+ y) = kxk2 + kyk2 :

Dé�nition 1.11. Soit F un sous espace fermé d�un espace de Hilbert H; alors pour tout
u 2 H l�écriture u = x+ y avec x 2 F et y 2 F? s�appelle la décomposition orthogonale de
u par rappor à F; le sous espace F? s�appelle le supplémentaire orthogonal de F:

Remarque 1.8. D�après le théorème précedent H = F � F?:

Corollaire 1.3. Soit F un sous espace fermé de H, alors
�
F?
�?
= F:

Preuve. Si x 2 F; on a (x; y) = 0; 8y 2 F? ce qui signi�e que F �
�
F?
�?
:

Supposons que x 2
�
F?
�?
; d�après le théorème précédent x = y + z avec y 2 F et

z 2 F?: Puisque x 2
�
F?
�?
et z 2 F? on a

(x; y) = (z; y) = 0

donc
0 = (x; z) = (y + z; z) = (y; z) + kzk2 = kzk2

et par suite x = y 2 F et
�
F?
�? � F; d�où l�égalité.

Remarque 1.9. Il est à noté que
�
F?
�?
est un sous espace vectoriel fermé de H:

Corollaire 1.4. Soit F un sous espace de H, alors
�
F?
�?
= F .

Preuve. On F � F donc F
? � F? et

�
F?
�?
=
�
F
?
�?

= F :

D�autre part, F �
�
F?
�?
qui est fermé, donc F �

�
F?
�?
; d�où l�égalité.

Théorème 1.3. Soient H un espace de Hilbert et feng une suite orthonormale. Soit f�ng �
C une suite. Alors la série

P
n�1
�nen converge dans H si et seulement si la série

P
n�1

j�nj2

converge dans R: Dans ce cas on a
1X
n=1

�nen


2

=

1X
n=1

j�nj2 :
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Démonstration. Supposons que la série
P
n�1
�nen converge et soit x =

1P
n=1
�nen: Alors,

pour tout m 2 N� on a

hx; emi = lim
k�!1

 
kX
n=1

�n hen; emi
!
= �m:

En appliquant l�inégalité de Bessel, on obtient
1X
n=1

j�nj2 =
1X
n=1

jhx; enij2 � kxk2 <1:

Inversement, supposons qu la série
P
n�1

j�nj2 converge. Pour tout k 2 N� on pose xk =

kP
n=1
�nen: Alors, pour j � k on a

kxk � xjk2 =


kX

n=j+1

�nen


2

=
kX

n=j+1

j�nj2 :

Puisque la série
P
n�1

j�nj2 est convergente la suite de somme partielle converge, elle est donc

de Cauchy. Par suite la suite (xn) est de Cauchy dans H qui est complet, donc elle converge.
D�autre part,

1X
n=1

�nen


2

= lim
k�!1


kX
n=1

�nen


2

= lim
k�!1

kX
n=1

j�nj2 =
1X
n=1

j�nj2 :

Corollaire 1.5. Soit feng une suite orthonormale dans un espace de Hilbert H: Pour tout
x 2 H; la série

1P
n=1

(x; en) en converge.

Preuve. D�après l�inégalité de Bassel
1P
n=1

j(x; en)j2 < 1; alors en appliquant le théorème

ci-dessus avec �n = (x; en) en constate que la série
1P
n=1

(x; en) en converge.

Théorème 1.4. Soient H un espace de Hilbert et feng une suite orthonormale dans H:
Les conditions suivantes sont équivalentes :

1. fen;n 2 N�g? = f0g ;

2. tout x 2 H s�écrit x =
1P
n=1

(x; en) en;

3. pour tout x 2 H on a kxk2 =
1P
n=1

j(x; en)j2 :

Démonstration. 1) =) 2) Soit x 2 H et y = x�
1P
n=1

(x; en) en; pour tout m 2 N� on a

(y; em) = (x; em)� lim
k�!1

 
kX
n=1

(x; en) en; em

!

= (x; em)� lim
k�!1

kX
n=1

(x; en) (en; em) = (x; em)� (x; em) = 0;
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alors y 2 fen;n 2 N�g? ; donc y = 0; et par suite x =
1P
n=1

(x; en) en:

2) =) 3) Supposons que x =
1P
n=1

(x; en) en; alors

kxk2 =
 
x =

1X
n=1

(x; en) en; x =

1X
n=1

(x; en) en

!
= lim
k�!1

 
kX
n=1

(x; en) en;

kX
m=1

(x; em) em

!

= lim
k�!1

kX
n=1

kX
m=1

(x; en) (x; em) (en; em) = lim
k�!1

kX
n=1

j(x; en)j2 =
1X
n=1

j(x; en)j2 :

3) =) 1) Soit x 2 fen;n 2 N�g?, donc (x; en) = 0 pour tout n 2 N� et par suite

kxk2 =
1X
n=1

j(x; en)j2 = 0

ce qui entraîne que fen;n 2 N�g? = f0g :

Dé�nition 1.12. fen;n 2 N�g une suite orthonormale dans un espace de Hilbert H: fen;n 2 N�g
est dite base orthonormale si l�une des conditions du théorème 1.4 est véri�ée.

Lemme 1.10. Soit fen;n 2 N�g une suite orthonormale dans un espace de Hilbert H; alors,
fen;n 2 N�g est une base orthonormale si et seulement si l�espace engendré par fen;n 2 N�g
est dense dans H:

Preuve. Supposons que V ect fen;n 2 N�g = H et soit y 2 fen;n 2 N�g? ; alors,

(y; en) = 0; 8n 2 N�;

donc V ect fen;n 2 N�g � fyg? ; mais fyg? est un sous espace fermé de H donc

H = V ect fen;n 2 N�g � fyg? ;

par suite y 2 fyg? et on a (y; y) = 0; ce qui implique y = 0; donc fen;n 2 N�g? = f0g :
Inversement, tout x 2 H s�écrit x =

1P
n=1

(x; en) en donc x 2 V ect fen;n 2 N�g �

V ect fen;n 2 N�g; et par suite H = V ect fen;n 2 N�g:

Remarque 1.10. Le point 3. du théorème 1.4 est appelé inégalité the Bessel-Parseval.
C�est un cas particulier de l�inégalité de Bessel. Plus précisement : l�inégalité de Bessel est
valable pour tout suite orthonormale, parcontre l�égalité de Parseval est valable dans le cas
ou la suite orthonormale est une base orthonormale.

Théorème 1.5. 1) Tout espace vectoriel normé de dimension �nie est séparable.
2) Un espace de Hilbert de dimension in�nie est séparable si et seulement si il a une

base orthonormale.

Démonstration. 1) Soit X un espace vectoriel normé et fe1; e2; :::; eng est une base de
X: Alors, l�ensemble de toutes les combinaisons de la forme

P
1�k�n

�kek; où les �k 2 Q est

dénombrable et dense dans X:
2)
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1.4 Series de Fourier

Lemme 1.11. L�ensemble des fonctions

C =

(
c0 (x) =

1p
�
; cn (x) =

r
2

�
cosnx; n 2 N�

)

est une base orthornormale de L2 [0; �].

Corollaire 1.6. L�espace L2 [0; �] est séparable.

Lemme 1.12. L�ensemble des fonctions

S =

(
cn (x) =

r
2

�
sinnx; n 2 N�

)

est une base orthornormale de L2 [0; �].

Corollaire 1.7. Les ensembles des fonctions

E =

�
en (x) =

1p
2�
einx;n 2 Z

�
et

F =

�
1p
2
c0;

1p
2
cn;

1p
2
sn; n 2 N�

�
sont des bases orthonormales de L2C [��; �] :



Chapitre 2

Introduction aux opérateurs
linéaires bornés

2.1 Opérateurs linéaires bornés

Dé�nition 2.1. Soient X et Y deux espaces vectoriels sur le même corps des scalaires IF
(IR ou C). Un opérateur linéaire de X dans Y est une application T : X �! Y qui véri�e :

T (�x+ �y) = �T (x) + �T (y) ; 8�; � 2 IF; 8x; y 2 X:

On note l�image de x par Tx au lieu de T (x) : L�espace des opérateurs linéaires de X dans
Y se note L (X;Y ), c�est un espace vectoriel sur IF pour l�addition et la multiplication par
les scalaires

(T + S)x = Tx+ Sx;

(�T )x = � (Tx) :

L�opérateur identité noté I; est dé�ni par I (x) = x;8x 2 X:

Remarque 2.1. Soient X et Y deux espaces vectoriels normés et T : X �! Y un
operateur linéaire, alors, T est continu sur X; si

8x 2 X; 8" > 0;9� > 0 : 8y 2 X; kx� yk < � =) kTx� Tyk < ":

L�espace des opérateurs linéaires et continus de X dans Y est noté L (X;Y ) : Lorsque
Y = IF; l�espace L (X; IF) s�appelle espace dual de X et se note X 0; ses élements s�appellent
fonctionnelles sur X:

Proposition 2.1. Soit T : X �! Y un operateur linéaire, les assertions suivantes sont
équivalentes,

1) T est uniformément continu,
2) T est continu,
3) T est continu en 0;
4) 9C > 0 : 8x 2 X; kxk � 1 =) kTxk � C;
5) 9C > 0; kTxk � C kxk ; 8x 2 X:

16
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Démonstration. Il est clair que 1) =) 2) =) 3). Montrons que 3) =) 4); la continuité de
T à 0 se traduit pour " = 1

9� > 0 : 8x 2 E; kxk < � =) kTxk < 1;

alors, pour x 2 E : kxk < 1 on a
 �x
2

 < � et par suiteT ��x2
� < 1

donc
kTxk < 2

�
= C:

Montrons que 4) =) 5) Soit x 2 E : x 6= 0; alors,
 x
kxk

 � 1 et par suite,T � x

kxk

� � C
donc kTxk � C kxk ; pour x = 0 on a kT (0)k = C k0k : Montrons que 5) =) 1): Soient
x; y 2 E et soit " > 0; puisque,

kTx� Tyk = kT (x� y)k � C kx� yk

alors, pour que kTx� Tyk < ", il su¢ t que, C kx� yk < "; ce qui se véri�e si kx� yk < "
C :

Il su¢ t donc de prendre � = "
C :

Dé�nition 2.2. Un opérateur linéaire T : X �! Y est dit borné, s�il transforme tout
ensemble borné de X à un ensemble borné de Y; c�est à dire

9k > 0; kTxk � k kxk ; 8x 2 X:

Remarque 2.2. Il est à noté que d�après la proposition ci-dessus les termes borné et
continu n�ont aucune di¤érence pour les opérateurs linéaires. L�espace L (X;Y ) se note
aussi B (X;Y ) :

Exemple 2.1. Soit T : CIF [0; 1] �! IF dé�nie par Tf = f (0) :
jTf j = jf (0)j � sup

0�x�1
jf (x)j = kfk ; donc

kTfk � kfk

et par suite T est continu.

Exemple 2.2. Soit fcng 2 `1 et T : `1 �! IR dé�nie par

T (xn) =
X
n�1
cnxn:

jT (xn)j =

������
X
n�1
cnxn

������ �
X
n�1

jcnxnj � sup
n�1

jcnj
X
n�1

jxnj

donc
jT (xn)j � k(cn)k1 k(xn)k1 ;

et T est coninu.
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Exemple 2.3. Soit k : [a; b]� [a; b] �! C une fonction continue, alors

M = sup fjk (x; y)j ; x; y 2 [a; b]g <1:

Soit

K : C [a; b] �! C [a; b]

K (f) (x) =

Z b

a
k (x; y) f (y) dy

alors, K est continu.

Exemple 2.4. Soit PC [0; 1] � CC [0; 1] l�ensemble des polynomes sur [0; 1] et soit

T : PC [0; 1] �! PC [0; 1]
: f �! f 0:

Soit f (t) = tn; alors f 2 PC [0; 1] : (Tf) (t) = ntn�1:

kfk = 1;
f 0 = n

Il n�existe pas une constante k > 0 qui veri�e

kTfk = n � k kfk = k;

donc T n�est pas continu.

2.1.1 Norme d�un opérateur

Lemme 2.1. Soient X et Y deux espaces normé, alors, k�k : L (Y;X) �! IR+ dé�nie par

kTkL(Y;X) = sup fkTxk ; kxk � 1g

est une norme sur L (Y;X) :

Preuve. i) Soit R = 0; c�est à dire R (x) = 0 pour tout x 2 X; alors kRk = sup
kxk�1

kR (x)k =

0:
Reciproquement, suppsons que kTk = 0; donc sup

kxk�1
kT (x)k = 0 ce qui donne T (x) =

0;8x 2 X; c�est à dire T = 0:
ii) Soit � 2 C;

k�Tk = sup
kxk�1

k�Txk = j�j sup
kxk�1

kTxk = j�j kTk :

iii)

kT + Sk = sup fkTx+ Sxk ; kxk � 1g
� sup fkTxk+ kSxk ; kxk � 1g
� sup fkTxk ; kxk � 1g+ sup fkSxk ; kxk � 1g = kTk+ kSk :
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Exemple 2.5. T : CIF [0; 1] �! IF; T f = f (0) ;

kTk = sup
kfk�1

jf (0)j � sup
kfk�1

sup
0�x�1

jf (x)j = sup
kfk�1

kfk = 1:

D�autre part soit g : [0; 1] �! R telle que g (x) = 1; alors, g 2 C [0; 1] et kgk = 1:
jTgj = jg (0)j = 1; donc kTk � jTgj = 1; par suite kTk = 1:

Proposition 2.2. La norme d�un opérateur bornée est encore donnée par l�expression

kTk = inf fC > 0 : kTxk � C kxk ;8x 2 Xg :

Démonstration. On montre l�égalité des deux expressions.
1) Puisque T est continu, d�après la proposition 2.1, il existe C > 0 tel que kTxk �

C kxk ; 8x 2 X; alors,

kTk = sup
kxk�1

kTxk � sup
x2X

kTxk � inf fC > 0 : kTxk � C kxk ;8x 2 Xg :

Dé�nition 2.3. Soient X;Y deux espaces normé et T : X �! Y un opérateur linéaire.
On dit que T est une isometrie si kTxk = kxk pour tout x 2 X:

Exemple 2.6. T : `2 �! `2 dé�nie par

T (x1; x2; :::; xn; ::) = (0; x1; x2; :::; xn; ::) :

est une isométrie.

Lemme 2.2. T est une isométrie si et seulement si kTk = 1:

Théorème 2.1. Soient H un espace de Hilbert de dimension in�nie et feng une base
orthonormale de H: Alors il existe une isométrie T : H �! `2 telle que

Ten = e
�
n;

où e�n =

 
0; 0; :::; 1

"
n

; 0; ::

!
:

Démonstration. Soit x 2 H; comme feng une base orthonormale on a x =
1P
k=1

(x; ek) ek

de plus de l�égalité de Bessel-Parseval on a

1X
k=1

j(x; ek)j2 = kxk2 ;

ce qui signi�e que f(x; en)g 2 `2: Alors, on dé�nie

T : H �! `2

: x �! f(x; ek)g

Si x = en alors, f(x; en)g = e�n; de plus, on a

kTxk2 = kf(x; en)gk2`2 =
1X
n=1

j(x; en)j2 = kxk2 :
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2.2 Théorème de Lax-Milgram

Dé�nition 2.4. Soit H un espace de Hilbert sur IF: L�espace L (H; IF) s�appelle espace dual
de H et se note H 0:

Soit ' 2 H 0 pour tout v 2 H l�image de v par ' se note h'; vi et les crochet h�; �i
s�appelle produit de dualité.

Théorème 2.2. (de Riesz) Pour tout ' 2 H 0 il existe un unique f 2 H tel que

h'; vi = (f; v) 8v 2 H:

De plus on a
k'kH0 = kfkH :

Démonstration. Si h'; vi = 0 pour tout v 2 H; il su¢ t de choisir f = 0:
Supposons que ' 6= 0;

Ker' = fv 2 H; h'; vi = 0g

est un sous espace fermé de H et (Ker')? 6= 0; alors il existe z 2 H telle que

h'; zi = 1

par suite z 6= 0; on pose f = z
kzk2 :

Pour tout v 2 H on a

h'; v � h'; vi zi = h'; vi � h'; vi h'; zi = 0;

donc v � h'; vi z 2 Ker', et comme z 2 (Ker)? on a

(v � h'; vi z; z) = 0

et par suite
(v; z) = h'; vi kzk2

donc

h'; vi = (v; z)

kzk2
=

�
v;

z

kzk2

�
= (v; f) :

D�autre part, soit kvk � 1; alors,

jh'; vij = j(f; v)j � kfk kvk � kfk :

Soit v = f
kfk ; alors

k'k � jh'; vij = jh'; fij
kfk =

(f; f)

kfk = kfk ;

d�où l�égalité.

Remarque 2.3. D�après le théorème de représentation de Riesz, tout espace de Hilbert H
est identi�é a son dual H 0:

Dé�nition 2.5. Soit a : H �H �! IF; On dit que

1. a est bilinéaire, si elle est linéaire par rapport à chaque composante.
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2. a est continue s�il existe une constante k > 0 telle que

ja (u; v)j � k kuk kvk ; 8u; v 2 H:

3. a est coercive s�il existe une constante � > 0 telle que

a (u; u) � � kuk2 ; 8u 2 H:

Théorème 2.3. (Lax-Milgram) Soient a : H �H �! IF une forme bilinéaire continue
et coercive, alors pour tout forme linéaire et continue L : H �! IF; il existe u 2 H unique
telle que

a (u; v) = Lv; 8v 2 H:

De plus, si a est symétrique, u est caractérisé par le propriété

1

2
a (u; u)� Lu = min

v2H

�
1

2
a (v; v)� Lv

�
:

Dé�nition 2.6. Un opérateur T 2 L (X;Y ) est dit inversible s�il existe un opérateur S 2
L (Y;X) ; tel que TS = IY ; et ST = IX : Dans se cas S se note T�1:

Exemple 2.7. Soient f 2 C [0; 1] et Tf 2 L
�
L2 [0; 1]

�
de�ni par

(Tfu) (x) = f (x)u (x) ; u 2 L2 [0; 1] :

Alors Tf 2 L
�
L2 [0; 1]

�
. Soit f la fonction dé�nie par f (x) = 1+x: Alors, Tf est inversible.

Soit g (x) = 1
x+1 ; alors, Tg 2 B

�
L2 [0; 1]

�
et on a

(TfTgu) (x) = f (x) g (x)u (x) = u (x)

et
(TgTfu) (x) = g (x) f (x)u (x) = u (x)

donc Tf est inversible et T
�1
f = Tg:

Théorème 2.4. Soient X un espace de Banach et T 2 L (X) avec kI � Tk < 1;alors, T
est inversible et

T�1 =
X
n�0

(I � T )n :

Théorème 2.5. Soient X et Y deux espaces de Banach, alors si T 2 L (X;Y ) est bijectif,
il est inversible.

Dé�nition 2.7. Un opérateur non borné est un opérateur A : D (A) � X �! Y; dé�nit
sur D (A) un sous espace de X appelé domaine de A.

L�opérateur A est continu (borné) s�il éxiste une constante positive C telle que

kAxk � C kxk ; 8x 2 D (A) :

La plus petite constante C qui véri�e l�inégalité au-dessus est la norme de A;

kAk = inf fC > 0; kAxk � C kxk ; 8x 2 D (A)g :
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Exemple 2.8. Soient k : [0; 1]�[0; 1] �! IR une fonction continue etM = sup
0�x;y�1

jk (x; y)j

et soit A : C ([0; 1]) �! C ([0; 1]) dé�ni par

(Af) (x) =

Z 1

0
k (x; y) f (y) dy:

jAf (x)j �
Z 1

0
jk (x; y) f (y)j dy � kfk

Z 1

0
jk (x; y)j dy �M kfk

Z 1

0
dy =M kfk

Donc, kAfk = sup
0�x�1

jAf (x)j �M kfk

kAk = sup
kfk=1

kAfk �M

et A est borné.

Exemple 2.9. Soit X = C ([0; 1] ; IR) l�espace des fonctions continues de [0; 1] à valeurs
dans IR, muni de la norme de sup et soit A : X �! X de�ni par

Af = f 0;

alors, D (A) = C1 ([0; 1] ; IR) :
Pour f (x) = xn on a kfk = sup

x2[0;1]
jxnj = 1; mais kAfk = sup

x2[0;1]
jf 0 (x)j = sup

x2[0;1]

��nxn�1�� =
n; donc

8C > 0;9f 2 D (A) ; f (x) = xn; n > C : kfk = 1; kAfk > C;
A est alors non borné.

Topologie de L (X)
Soient X un espace de Banach et L (X) l�espace des operateurs linéaires continus de X

dans X; c�est une algèbre de Banach pour la norme

kTk = sup
kxk�1

kTxk

et la multiplication des operateurs dé�nie par

TS (x) = T (S(x)); x 2 X:
La topologie induite par la norme dé�nie ci-dessus, s�appelle la topologie de la convergence
uniforme et elle est caracterisée par le fait que

Tn �! T dans L(X)() lim
n�!1

kTn � Tk = 0:

On peut aussi munir L (X) par la topologie forte caractérisé par le fait qu�une suite (Tn)n2N
converge vers un operateur T si

lim
n�!1

kTnx� Txk = 0; 8x 2 D (T ) ;

ou la topologie faible caractérisé par la convergence de (Tn)n2N vers T dé�nie comme suit

Tn * T () lim
n�!1

hf; (Tn � T )xi = 0;8x 2 D (T ) ;8f 2 X 0:

Dé�nition 2.8. Un opérateur A : D (A) � X �! Y; est dit fermé si D (A) � R (A) est
fermé dans X � Y ; c�est à dire

8 (xn) � D (A) : limxn = x; alors, x 2 D (A) ; limAxn = Ax:
Théorème 2.6. Soit A : D (A) � X �! Y un opérateur linéaire. Si G (A) le graphe de A
est fermé alors A est borné.
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