Exercices résolus sur ’analyse numérique Master 1

Exercice 01: On s’intéresse ici a la résolution numérique du probleme suivant:

Gu + X9 =0 dans ]0,1[ x]0,T[, A >0
u(x,0) = ug (z) donnée,
u(0,t) = u(l,t) =0, vVt € [0,T],

et on considere le schéma explicite suivant:
ntl g nl
1 1 3 11—

+ A =0. 1

At Ax (1)
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1) Montrer que ce schéma est consistant et déterminer son ordre.
2) Etudier sa stabilité.

Solution

1) La consistance:

5 o) = Mol e ),
ntl _ ,n
- = A; o %% (24, G1) s
% (o tm) = Lzt " o) %% (Ca, t™)
= Hey %% (Grt),
alors,
|Rpznt] = % (x;,t") + )\% (m5,1") — (U?HA; ul n )\u? ;z?1> '
= % (@, ") — %;un + Ag—;‘ (2, ") — A i ;5?—1
= _%% (s, G1) + A%% (G, ") < Cy (AL) + Cy (Ax)

= O(At)+0(Ax).

Dongc, le schéma est consistant d’ordre 1 en temps et en espace.
2) D’apres ’équation (1), on trouve

§ A
uptt = (1 - )\A_;L) i+ AUy

.. .. At ..
alors sous la condition de CFL (ici, 0 < A% < 1), u* est une combinaison convexe de u?
et u ; et on a la forme matricielle suivante:

Uttt = AU,
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1—r 0 0 .. 0
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Par itération, on obtient U™ = A"T1U0, il vient

1Tl = A0 < 1A ] 107 < (AlL)™ 0% < 1107 -

donc, le schéma est stable en |||

(Al =1)

Exercice 02: Le méme probleme d’exercice 01, et considérons le schéma de Lax-Wendroff,

une discrétisation explicite en temps et une discrétisation centrée en espace:

uptt — Y Uiy — Uiy —0
At 20w ’
2) D’apres ’équation (2), on trouve
At At
L — oy AU, — A——u”
K TN oAz Y

si on a posé r = A2 on obtient la forme matricielle suivante:
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1 —r 0 0
r 1 —r
ouA=1| 9 r 0
R C -
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Par itération, on obtient U™ = A"*1U° alors le schéma est stable en ||.||

si||A]l < 1. Comme ||Al|_ =1+ 2r > 1, le schéma est instable en ||.||
Exercice 03: Soit I’équation de transport suivante:

% (z,t) + 2 (2,t) + au =0 dans ]0,1[x ]0,T[, « € R
u(x,0) = ug (z) donnée,

u(0,t) =u(l,t) =0, Vt € [0,T],

on considere le schéma aux différences finies suivant:

n+1 n n n
L I A e | n
+ +au; = 0.
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1) Montrer que ce schéma est consistant et déterminer son ordre.
2) Montrer que u"*! peut s’écrire sous la forme

n+1
- ’Ylul 1 + VQU'L 9

2

(2)

si et seulement



ol 71, 72 sont des coefficients réels a déterminer.
3) Sous quelle condition on obtient I'inégalité suivante:

U™, < (1 —alt) UM, Yn > 0.

4) En déduire que sous certaines conditions, le schéma est L>°—stable.
Solution
2) D’apres ’équation (3), on a

At At
n+1 — = n
u; —Axuzl+< —al\t A)u,

d’oﬁvlzg,%:l—a&t—%

3) D’apres la formule précédente, il vient U™ = AU™, ot

Y 0 0 ... 0

Mm o2 0 :
A= 0O v - . 0 [

N §]

0 ... 0 7% 7

alors sous la condition (v, > 0), on obtient [|A]|_ = 71 + 72 = 1 — a/\t, ceci implique que
U] < AN MU < (1= alst) U]

4) Side plus a > 0, 0 < 1 — aAt < 1, donc ||U"H |, < U]
L>—stable.

Exercice 04: On s’intéresse a la résolution numérique de 1’équation de la chaleur suivante:

enfin le schéma est

o0 !

9 (z,t) — 8:62 2 (x,t) =0 dans 0,1[ x ]0,T7,
u(x,0) = ug (z) donnée,
u(0,t) = u(l,t) =0, vVt € [0,T],

a 'aide du #—schéma, on a

uptt — g “la-e Uiy — 2“?2"‘ Uiy “?:11 - QU?HQ +ut) —0, el0,1],
At (Az) (Ax)
1) Quel est le type du schéma dans les cas suivants: § =0, § = 1.
2) Pour 6 = 3, ce schéma s’appelle schéma de Crank-Nicholson. Donner I'expression de sa
formule et etudler la stabilité dans ce cas.
Solution

1) Pour 6 = 0, on trouve le schéma explicite d’Euler et pour # = 1, on trouve le schéma
implicite d’ Euler
2) pour € = 5, on obtient

n+1 n n n n n+1 n+1 n+1
wT o udy = 2uf gty wy = 2u

At 2 (Ax)? 2(Az)? ’




d’apres un simple calcul, on a

(4)

At
n+1 n n+1 n+1 n+1 \
u, = (1—=r)u —ru" + ul + u + ul + uZ , our = .
( ) 2 1 2 +1 2 +1 ( A .I‘)Q

On utilise maintenant la condition de Von Neumann pour examiner la stabilité en L? comme
suit:

on remplace u? par sa transformée de Fourier, i.e, u? (¢) = 4" ({) e, alors a partir de
I'équation (4), on a

<1+T

2 —zCAr o geiCAz> ?ln—i-l (C) ei(xi — (1 —r 4 ie—i(:Ar + CeiCAx) o (C) eiCxi’
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il vient ( o " )
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alors selon la condition de Von Neumann, le schéma est stable en L? si et seulement si
sup |G (At, Az, ()| < 1.
CeR

1-2r sin2( %x )
—Az)

1427 sin? ( >

En effet, G (At, Az, () =

17T+r67iCAz+7‘ei(Az) 1—rt (CA )
et - Leetian oG (4, A0, ) =

1-2rsin?($5%)
1427 sinz( Lo

)

Pour r < < 1, donc le schéma est stable.
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