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Introduction M.Beggas

Introduction

Notre compréhension des phénomenes du monde réel et notre technologie sont aujour-
d’hui en grande partie basées sur les équation aux dérivées partielles, qui seront notées en
abrégé E.D.P dans la suite . C’est en effet grace a la modélisation de ces phénomenes au
travers d’E.D.P que 'on a pu comprendre le role de tel parametre, et surtout obtenir des
prévisions parfois extrémement précises.

Quand sont apparues les E.D.P ? Elles ont été probablement formulées pour la premiere
fois lors de la naissance de la mécanique rationnelle au cours du 17 éme siecle (Newton,
Leibniz ). Ensuite le "catalogue" des E.D.P s’est enrichi au fur et a mesure du dévelop-
pement des sciences et en particulier de la physique . S’il ne faut retenir que quelque
noms,on se doit de citer celui d’Euler, puis ceux de Navier et Stokes, pour les équation de
la mécanique des fluides, ceux de Fourier pour I'equation de la chaleur, de Maxwell pour
celles de I'électromagnétisme et Heisenberg pour les équation de la théorie de la relativité.

L’une des choses qu’il faut avoir a ’esprit a propos des E.D.P, c¢’est qu’il n’est en général
pas question d’obtenir leurs solutions explicitement! Ce que les mathématique peuvent
faire par contre, c¢’est dire si une ou plusieurs solutions existent, et décrire parfois tres
précisément certaines propriétés de ces solutions.

L’apparition d’ordinateurs extrément puissants permet néanmoins aujourd’hui d’obtenir
des solutions approchées pour des équations aux dérivées partielles, méme tres compli-
quées.C’est ce qui s’est passé par exemple lorsque vous regardez les prévisions météoro-
giques, ou bien lorsque vous voyez les images animés d’une simulation d’écoulement d’air
sur l'aile d’un avion. Le role des mathématiciens est alors de construire des schémas d’ap-
proximation, et de démontre la pertinence des simulations en établissant des estimations
a priori sur les erreurs commises.

En vue de passage d’un probléme exacte (continu)au probleme approchée (discrét), on
dispose plusieurs techniques : les différences finies, les élément finie et les volumes finie.
Nous nous limiterons ici a ’exposé des technique des différences finies.

La méthode de différences finies consiste a remplacer les dérivées apparaissant dans les
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probleme continu par des différences divisées ou un nombre finie de points discrets ou
noeuds du maillage

Avantage :grande simplicité d’écriture et faible cotit de calcul.

Inconvénient : limitation de la géométrie des domaines de calcules(Simple, non complexe),
difficultés de prise en compte des conditions aux limites et en général absence de résultats
de majoration d’erreurs.

Dans de nombreux au domaines de la physique et en particulier dans le cas de la méca-
nique de fluides, on rencontre une équation aux dérivées partielles tres simple modélisant
le déplacement d’une grandeur, déplacement d'une quantité de matiere, d’'une quantité de
mouvement ou d’une onde. Ce qui nous permettra d’en déduire des schémas numériques
adéquats. C’est ’équation de Poisson.

Le travail présent se décompose en 5 chapitres. Dans le premier chapitre, nous rappelons
quelques résultats généraux sur les équations aux dérivées partielles et les classiffications
des E.D.P du deuxieme ordre avec des exemples tirés de la physique.

Quand deuxieme chapitre, il est consacré a la méthode de différences finies. Nous expo-
sons le principe de ce méthode.

L’objectif du troisieme chapitre est 'approximation de probleme elliptique par la mé-
thode de D.F qui transforme le probleme continu. a un probleme discrét, par la suite nous

obtenons une systeme d’équation linéaire, sa forme matricielle est le suivant :

Apup, = f

en tenant compte de l'analogie de résolution entre le probleme continu et le probleme
discrét.
En finissons par I’approximation de probleme parabolique par la méthode de différences

finies



Chapitre 1

Rappels

Ce chapitre est consacré essentiellement a l'introduction de quelques notions fonda-

mentales d’analyse et un rappel sur les matrices que nous utiliserons pas la suite.

1.1 Espaces fonctionnels

1.1.1 Espaces des Lebesgue L?((2)

Définition 1.1. Soit Q2 un ouvert de R", 1 < p < 400

LP(Q) Uespace des classes de fonctions mesurables de puissance p-éme intégrable, i.e :

LP(Q) = {f : 0 — R mesurable tel que / | f(z) [P dx < —I—oo} :
Q

1oy = ( / |f<x>\?dx)’l’

muni de la norme :

e Pourp=1

L’espace L' () est un espace de toute le fonction intégrable sur

e Pour p =400

L>(Q) = {f : Q= R mesurable tel que : 3C >0 |f(z)| < C p.p sur Q} muni de la
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norme :

1l Lo () = inf {C’, tell que |f(z)| < C p.p sur Q} = sup essf

1.1.2 Espace C*([a,b])

Définition 1.2.

(f € C¥a, b]) & ( f est dérivable jusqu’a l'ordre k et la dérivée d’ordre k est continue).

1.2 Formules de Taylor et développements limités

Nous avons vu précédemment que la dérivation est essentielle dans ’étude des fonc-
tions. On va voir que les développements limités fournissent encore plus de précision dans
I’allure et le comportement d’une fonction au voisinage d’'un point donné. Une autre ap-
plication importante de cette notion est le calcul approché de la valeur d'une fonction en

un point, en particulier pour celles qui ne sont pas de type polynomial.

1.2.1 Diverses formules de Taylor

Dans toute cette section, on se donne une fonction f: R — R (n+1) fois dérivable.
Formule de Mac-Laurin
On se place dans le cas ou l'intervale [a,b] est de la forme [0,x], x étant une variable
positive réelle quelconque. Alors la formule de Taylor-Lagrange a ’ordre n devient :
F)=1(0) = 27 O)+ a0 4+ 0" [ (0)+

Formule de Taylor-Young

LD () ot e €]0, 2.
Considérons maintenant le cas ou f est une application d’un intervalle I vers R, et soit a
et x deux points de . Alors on montre qu’il existe une fonction € définie au voisinage de

a telle que
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avec

g(r) — 0 pour x— a.

Le terme (z — a)™e(x) est appelé reste d’ordre n pour z — a.
Noter qu’a 'opposé des autres formules données précédemment, cette derniere précise le
comportement du reste d’ordre n pour x tendant vers a.

Dans le cas particulier ou a = 0, on obtient :

u T k ’ ”
7o) = 3 O f0(0) (@) () = SO b f )+ g (O) oo F0) () ),

k!
k=0

On peut noter, en utilisant les notations de Landau
(r)%e(z) = O@2")  (r —0)

et

/ 1

f(@) = F0) +2f (0) + 52 (0) + -+ + —a"f(0) + O(a")

On dira que

I ]_ 2 17 1 n (n)

F0) +2f (0) + a2 (0) + -+ —a" (0,

est le développement limité d’ordre n de f au voisinage de 0.

Généralisation
f:QCR"—=R fecCr)
Pour p=1_:
D h) = h;
Flaah) = 3 )
Pour p =2

)= £ 5 280,

i=1 =1
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si on pose :

p:n:27 Ty =T, Ty =Y, h:(h17h2)€R2

0? 0? 0?
D2f( )(hQ) 8 é(l‘())yO)hQ a J;(x(byO)hQ + 20 éfy (‘TO)yO)hth

Formule de Taylor

p

£(2) = Flao) + 3 DA F (o) + O(hl)

k=1

Sin=p=2:

0 0
f(xay) = f(x(]?yO) + 8_£(x07 yO)hl + a—:{;(l'o, yO)h2
1 [02f o2 f 02 f
T3 O — (0, yo) i + 8_342(I0’y0)hg + 2m($o,yo>h1hz]
Sip: 1, n=3, h = (hl,hz,hg) e R3

0 0 0
F1,102) = (0.0, ) + G o o 0+ Gz 200 + 5 oo, o o)+ O( )

Exemple 1.1. Appliquer la formule de Taylor jusqu’a lordre 2 d la fonction f(x,y) =
22 +y? — 2%y, au voisinage de point a(l,2).

Il est claire que f est de classe C°° sur R2, notons : h = (hy,hy) = (x — 1,y — 2), la
formule de Taylor pour (n = p = 2) est

) = Foo o) + G o, sy + 5L )l

2f an

°f 2
a 2( anﬂ)h +28 ay(

1
+§[8 5 (o, yo)hi + 5Uo,yo)h1h2]-

aprés les calcules des dérivées partielles, on obtient :

f(hi,ho) =T+ [—hy + 11ho) + 1[6h% — 4h1hy + 12h3] + O(h? + h?)

10
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1.3 Opérateurs différentiels

Définition 1.3. Gradient d’une fonction scalaire uw = u(z,y, 2) :

@
ox

ou
0y

grad(u) = Vu

ou
0z/ (ij,k)

1.3.1 Divergence de vecteur V

Soit V' une fonction vectorielle de 3 variables (z,y, z) définie sur un domine  de R?
et a valeurs V1, V5, V3 dans R. On appelle divergence du vecteur V' et on note div(V') ou

V.V, le scalaire :

ovy  oVy, IV
ACINCAL

div(V)=V.V = or "oy T 0s

1.3.2 Laplacien

On appelle Laplacien de u, et on note Au ou V>2u, le scalaire :

0%u N 0*u N 0*u
ox?  0y? 022

Au = div(gradu) = V.V (u) =

Exemple 1.2. Soit donné une fonction scalaire de R* définie par : u(x,y,2) = 22%y +

23 — 3z,

dxy

grad(u) = Vu = | 222 + 321>

(6,5,k)

div(grc?du) =4y + 62y

Donc

11
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Au = div(gr(;du) =4y + 6zy.

1.3.3 La fonction harmonique

Soient 2 un ouvert de C? et f une fonction f : 2 — C. On dit que f est harmonique

sur 2 si f est de classe C? sur Q et si Af = 0 sur €2, o Af est le Laplacien de f défini

*f  O*f
par : Af = @ —f— 8_y2
Exemple 1.3. Soit f une fonction définie sur R — {0,0} par :f(z,y) = In(z? + y?),
. . o2f  0*f
il est claire que : Af = e + 8_3/2 =0.

Donc la fonction f est harmonique sur R? — {0,0}.

1.4 Rappels sur les matrices

1.4.1 Norme matricielle

Définition 1.4. On appelle norme matricielle || . || sur M,(K) (K = R ou C)toute
application vérifiant les propriétés suivantes :

L|A|=0& A=0.

|Al>0< A>0.

2 ladl=all All, VA€ M,K)

S| A+B|<||A|l+ || B, V(A,B)e M,(K)? (inégalité triangulaire)

L AB || A B, V(A B) € My(K)?

Par exemple :

n
|- lh= 1}11%an | ai; |-
= i=1

n
I lloo= max 3" i, |-
i=1--n
j=1

12
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1.4.2 Valeur propre

Définition 1.5. 1 Soit A une matrice carrée d’ordre n. Un vectur propre de A est
un vecteur non nul X tel que AX = )\)Z, pour un certain scalaire \.
2 Un scalaire X est appelé une valeur propre de A si I’équation AX = \X admet une

solution non triviale X ; X est appelé le vecteur propre associé a A.

Remarque 1.1. 1 X\ est une valeur propre de A si et seulement si I’équation
(A= ADX =0 (%)
2 L’espace solution de (x) n’est pas autre que ker(A — NI). Cet espace est appelé

I’espace propre de A associé a valeur propre .

1.4.3 Rayon spectrale

Spectre

Le spectre A € M,,(K), n > 1, est I’ensemble des valeurs propres de A :

oAy ={ eK, A-)\ singuliere }.
Le rayon spectrale de A est le plus grand des modules des valeurs propres de A

p(A) =max{|Al, A eo(A)}

1.4.4 Matrices particuliers

1 Transposée d’une matrice
On appelle transposée d'une matrice A = (a;;) de type p X ¢. La matrice B = (b;;)
de type g x p. Obtenue en échangeant lignes et colonnes de A : b;; = a;;.

2 Matrice symétrique

C’est une matrice A carrée telle que : A = A'

13
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3 Matrice définie positive (forme quadratique )

On appelle forme quadratique associée a la matrice A la forme :
Q(r) = X'AX
Une forme quadratique est dite définie positive si :
X'AX >0 VX #0

Remarque 1.2.
Si X'AX >0 VX #0
La matrice est positive mais non définie.
Une matrice carrée est définie positive si la forme quadratique qui lui est associée
est définie positive.
4 Matrice unité
La matrice unité noté I est définie par :

1sii=j

aij =

0siij

5 Matrice diagonale

C’est une matrice carrée telle que :
Osii#j

£0sii=j

Clij =

6 Matrice par blocs
Une matrice par blocs A = (4;;), 1 <i<m, 1 < j <n est une matrice dont les
entrées (a;; sont des mtrices au lieu d’étre des scalaire.
On doit toutefois respecter les deux regles suivants :
1. Toutes les matrices d'un méme ligne (A4;; avec 1 < j < n) ont méme nombre
de ligne.
2. Toutes les matrices d'un méme colonne (A4;; avec 1 < ¢ < n) ont méme nombre

de colonnes. Ainsi, il existe des nombre entiers m; et n; tel que A;; € C™*™.

14
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7 Matrice bande (tridiagonale)
On dit qu'une matrice A € R™™ (. ou C™*™ ) est une matrice bande si elle n’ad-
met des éléments non nuls que sur un "certain nombre" de diagonales autour de la
diagonale principale.
Plus précisément, on dit que A est une matrice bande-p inférieure si a,; = 0 quand
i < j + p et bande-q supérieure si a;; = 0 quand j > i + q.
On appelle simplement matrice bande-p une matrice qu’est bande-p inférieure et

supérieure.

8 Matrice tridiagonale par blocs

Soit la matrice tridiagonaleA tel que :

ail  ai12 e 0
21
A=
anfl,n
0 T Apn—1 Qpn

On définie la matrice tridiagonale par blocs tel que :

Ay Ap 0
A21
A—
Anfl,n
0o .- Apno1 Apn

ou les A;; sont de sous-matrices de A.

Définition 1.6. Matrices monotones
Une matrice A € RV*N est dite monotone si A est inversible et si A" > 0 i.e. tous les

coeficients de A=t sont positifs ou nuls.

15
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Exercices

Exercice 1
Appliquer la formule de Taylor jusqu’a l'ordre 2 & la fonction f(z,y) = y? + ysinz, au
voisinage de point M (0, 1).
Exercice 2
Soit f(U) une fonction dérivable. calculer les dérivées partielles premieres de la fonction
g définie par :
gla.y) = £(2).
cas particulier f = arctan.
Exercice 3 Appliquer la formule de Taylor jusqu’a l'ordre 3 a la fonction : f(z,y) =
e*In(1 — y) au voisinage de l'origine.
Exercice 4

Soit la matrice tridiagonale A de R™" telle que :

2 —1 0 0
-1 2 -1 0

A= 2 0
2 -1

0 0 0 -1 2

Montrer que A est symétrique et définie positive.

16



Chapitre 2

Généralité Sur les équations aux

dérivées partielles

Dans ce chapitre, on va citer quelques définitions qui concerne les équations aux déri-
vées partielles, ainsi des phénomenes physiques modéliser par des équations aux dérivées

partielles (en abrégé E.D.P ).

2.1 Généralités

Une équation aux dérivées partielles est une relation entre une fonction de plusieurs

variables u et ses dérivées partielles et une fonction f donnée :

ou Ou ou 0%*u o™y

u— — “ . — — .« e . —_—
"Oxy Oxy’ 0w, 023 Qx

P )= f (2.1)

) est une ouvert de R", I’ est une fonction de plusieurs variable réelles. L’ordre de

dérivation le plus éleve est appelé 'ordre de 'E.D.P.

Remarque 2.1.

1 Notons que sin = 1, alors I’E.D. P est une équation différentielle ordinaire (E.D.O).

2 Si dans (1.1) f est nulle, on dit que l’équation est homogeéne.

17
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Définition 2.1.

Siu est ses dérivées apparaissent séparément dans I’E.D.P, celle ci est dit linéaire.

Exemple 2.1.
Ju  Ou

7 tay "

1" ordre linéaire et homogeéne.

Définition 2.2.

Siu n’est pas linéaire en au moins une dérivée dans I’E.D.P, alors ’E.D. P est non linéaire.

Exemple 2.2.
ou 9%u F
—_— u_ —_—
ox 0y?
2¢™me ordre et non linéaire.
Exemple 2.3.
0%u A
0x?  0xdy?

3¢ ordre linéaire

La forme la plus générale pour une E.D.P linéaire du 1¢" ordre est :

ou ou
Az, y)% + B(=, y)a—y + C(z,y)u = D(x,y)

2.1.1 E.D.P linéaire d’ordre deux a coefficients constants en di-

mension 2

Elles sont de la forme :

9*u 0*u 0%u ou ou

les trois premier temes A, B, C' sont des constantes.

18
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2.1.2 Classification

Le type de 'E.D.P (1.2) dépend de signe de B? — 4AC
e Si B2 —4AC > 0, alors 'E.D.P est dit hyperbolique .
e Si B2 —4AC =0, alors 'E.D.P est dit parabolique.

e Si B2 —4AC <0, alors I'E.D.P est dit elliptique.

Exemple 2.4.

1) L’équation des ondes hyperbolique est :
— —(C"— = 0; C>0

B? —4AC = 4C?

2) L’équation de la diffusion parabolique :

2
% — d% =0, d>0
B> —4AC =0
3) L’équation de Laplace elliptique :
Pu  u
922 + e =0

2.1.3 Le probléme aux limite

Soient u et une E.D.P valide sur un ouvert €2 , les trois principaux types de conditions

aux frontieres sont :

1. On impose la valeur de u sur 02 , c’est la condition de Dirichlet .

0 0 ~
2. On impose la valeur de a—u; 8_u = (gradu).n c’est la condition de Neumann .
n n

3. On impose ces deux condition sur 02 c¢’est la condition de mixte .

Remarque 2.2.
Si I’E.D.P est valide dans tout ’espace, il n’y a pas de frontiére, on impose souvent des

conditions a l'infini .

19
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2.1.4 Condition initiale

Si 'E.D.P modelise un probleme d’évolution, on ajoute la condition initiale qui dé-

pende du temps .

Remarque 2.3.

(E.D.P + condition auz limite ) = probléme aux limite

2.1.5 Probleme bien posé

Soit (P) un probleme aux limite.
Proposition 2.1. On dit que (P) bien posé si :
1. Il existe une solution de (P) satisfaisant les conditions aux frontiéres .

2. la solution doit-étre unique.

3. la solution doit-étre stable par rapport auzx conditions aux frontiéres imposées

2.1.6 Probleme mal posé

Un probleme qui n’est pas bien posé est dit mal posé .

Exemple 2.5.
ru" () =0
(P) § v (a) = ug
u' (b) = vy

\

W =0=u=0,=u=Cix+C,

u'(a) = ug,u (b) = vy

cas 1 :

Si ug # vy le probléme (P) n'admet aucune solution.

cas 2 :
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Siug = vy le probléme (P) admet une infini de solution : u(zx) = uox + C.

Donc le probléeme (P) est mal posé.

2.2 Quelques modeles tirés de la physique

2.2.1 Probleme parabolique
L’équation de la chaleur

On considere une barre de longueur L dont la température est fixée a zéro aux extré-
mités.
L’équation de la température au cours du temps s’écrit :
( Ou 0%u

E@’t) — @(x,t) + f(x,t) Vo e[0,L] et t e [0,T]

u(z,0) = up(x) C.1

\u(O, t)=u(L,t)=0 C.L

2.2.2 Probleme hyperbolique
L’équation des ondes

Proposition 2.2.
Considérons une membrane élastique de surface 2, plan au repos et fixée sur son bord I'.
Lors de petites vibration transversales, le déplacement normal au plan d’équilibre en tout
point x,y de Q et a chaque instant t est une fonction u : (z,y,t) — u(x,y,t) qui vérifie
[’équation :

0*u

57 = C*Au+ f V(z,y) € Q et Vte[0,T]

ou C' désigne la vitesse des ondes.
Ce probleme du second ordre en temps est un modéle de probléme hyperbolique. La déter-
mination de la solution nécessite de fizer deux conditions initiales en temps.

En fizant les valeurs du déplacement transversal u et de sa dérivée partielle en temps, au
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temps

u(z,y,z) = u’(z,y)

ou
E(xay>0) = ’Uo(l’,y)

on obtient un probléme a valeur initiale ou probleme de Cauchy.
Les conditions auz limites choisies, pour la membrane fixée sur son bord T', sont des
conditions de Dirichlet homogénes mais on pourrait choisir d’autres types de conditions

aux limites comme dans les cas stationnaires ou paraboliques.

Remarque 2.4. (Solution stationnaire)
Lorsque la solution ne dépend plus du temps (régime permanent ou stationnaire) on re-

trouve une équation déja étudiée de forme :

—Au=f V(z,y) € Q
+ Conditions aux limites sur I"
L’équation des ondes et I’équation de la chaleur ont les mémes expression dans le
cas stationnaire. C’est pourquoi les solutions du probleme de Poisson ci-dessus peuvent

s'interpréter physiquement, a la fois comme des déplacements d’'une membrane élastique

ou des températures.( voir [[1]).

2.2.3 Probleme elliptique
L’équation de poisson

On considere une membrane élastique plane €2 fixée sur son pour tout I'.On suppose
la membrane soumise en tout point (x.y) a une densité de forces f s’exercant perpendi-
culairement au plan de la membrane.

Sous l'action de f chaque point de la membrane subit un petit déplacement le déplace-

ment transversal, perpendiculaire au plan de €2 est I'inconnue u de ce probleme et vérifie
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d’équation :
—Au(r,y) = f(v,y)  VYr,y€Q

u(z,y) = sur r
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M.Beggas

Exercices

Exercicel

Donner le classement de EDP suivants :

Pu 0%

1. W — C @ = (l’,t)
9%u 0%u J%u
. — 4 = 0.
2 T or? y8y2 + 0xdy 0
TN 0%u\ o
5 (G (5)" =0
2 2
g o0 9
ox?  0y?

Exercice 2

Soit le probleme de Neumann (P) pour une fonction w définie sur un intervalle [a, b] :

u'(x) =0
uw(a) =«
u'(b) =

Montrer que le probleme (P) est mal posé.
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Chapitre 3

Principe de la méthode de différence

finies

La méthode consiste a remplacer les dérivées partielles par des différences divisées ou
combinaisons de valeurs ponctuelles de la fonction en un nombre fini de points discrets
ou noeuds du maillage.

Avantages : grande simplicité d’écriture et faible cotit de calcul.
Inconvénient : limitation de la géométrie des domaines des calculs (simple, non com-
plexe), difficultés de prise en compte des conditions aux limites et en général absence de

résultats de majoration d’erreurs.

3.0.1 Maillage :

Considérons un cas monodimensionnel ou I’on souhaite déterminer une grandeur u(z)
sur I'intervalle [0, 1]. La recherche d’une solution discréte de la grandeur u ramene
a constituer un maillage de 'intervalle de définition.
On considére un maillage (ou grille de calcul) composé de N +1 points z; pour ¢ = 0, ..., N
régulierement espaces avec un pas Az. Les points x; = iAx sont appelés les noeuds du
maillage. Le probleme continu de départ de détermination d’une grandeur sur un ensemble

de dimension infinie se ramene ainsi a la recherche de N valeurs discretes de cette grandeur
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aux différents noeuds du maillage.

3.1 Cas D1 :

3.1.1 Dérivée d’order 1 :

Développement de Taylor :

Pour u € C? la formule de Tylor a 'order 2 aux point u(x + h), et u(x — h) nous donne :

i1 = u(x; + Azx) = u; + A:c(%) 4+ +O0(Az?)

i

w1 = u(x; — Ax) = u; — A:E(?—Z) + +O(A$2)

3.1.2 L’erreur de Troncature

Définition 3.1.
La puissance de Ax avec le quelle l'erreure de troncature tend vers 0 est appellée : ordre

de la méthode

Notation :
On note u; la valeur discréte de u(z) u point z;, soit u; = u(z;). De méme pour la dérivée
de u(z) au noeud z;, on note <%)x:x = (%)Z = uj.
Cette notation s’utilise de fagon équivalente pour toutes les dérivées d’ordre successif de
la grandeur wu.
Le schéma aux différences finies d’ordre 1 présenté au-dessus s’écrit, en notation indicielle :

(), o

Ce schéma est dit "avant" ou "décentré avant' ou upwind.

I1 est possible de construire un autre schéma d’ordre 1, appelé "arriere" :

R
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3.1.3 Schéma d’ordre supérieur

Des schémas aux différences finies d’ordre supérieur peuvent étre construits en

manipulant des développement de Taylor au voisinage de x;. On écrit :

w1 = u(z; + Ax) = u; + Ax(%)l + AQ—O'CZ (%)Z + O(Ax?)
w1 = u(xr; — Ax) = u; — Ax(%)l + A2—Q‘BQ (%)Z + O(Ax?)

La soustraction de ces deux relations donne :

Ujr1 — Uj—1 = 2AJZ<%> ] + O(Al’3)

Ce qui permet d’obtenir le schéma d’ordre deux dit "centré" pour approximer la dérivée

premiere de u :

ou Ui — U 9
(%l N 20z +O(Az%)

Pour obtenir des ordres supérieurs, il faut utiliser plusieurs noeuds voisins de z; . Le
nombre de points nécessaire a ’écriture du schéma s’appelle le stencil. Par exemple, un

schéma aux différences finies d’ordre 3 pour la dérivée premiere s’écrit :

+ O(Ax?)

<8u> - —Ujt2 + 6Ui+1 — ?)UZ — 2161;1
ox/)i 6Ax

3.1.4 Dérivée d’ordre supérieur :

Le principe est identique et repose sur les développements de Taylor au voisinage de

x;. Par exemple pour construire un schéma d’approximation de la dérivée seconde de wu,

on écrit :
e = e ) = w80 () + 50 (55) 5 (), + 08
e =t a0 =u - () 5E(55) - 5 (55), + 0

En faisant la somme de ces deux égalités, on aboutit a :
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2
Uiy + Uj—y — 2u; = Am%%) 4+ O(Az?)

Ce qui permet d’obtenir le schéma d’ordre deux dit "centré" pour approximer la dérivée

seconde de u :

<32U> C Ujpr — 22U+ U

ox2)i Ax? +0(A2?)

Il existe aussi une formulation "avant' et "arriere" pour la dérivée seconde, toute deux

d’ordre un :

82u Uiy — 2U1’+1 + u;

<8az2>i B Az? +0(Az)
(92u U; — 2Ui71 + Uj—2

(8:172>i B Az? +0(Az)

Il est également possible de construire, par le méme procédé, des schémas aux différences

finies d’ordre supérieur pour les dérivées deuxieme, troisieme, etc...

3.2 Cas D2 :

Dans le cas D2, considérons une grandeur u(x,y) défnie sur un certain domaine. Ce
dernier est décomposé en N x P noeuds (z;,y;) répartis régulierement avec un pas d’es-
pace Az dans la direction x et Ay dans 'autre direction. On notera wu;; la valeur discréte

de la grandeur u(zx,y) au noeud (z;,y;).

Notation :
w; j = u(iAz, jAy) 1,J €L
u(z,y) : est décomposé en N x P noeuds (x;,y;)

Ax : un pas dans la direction de x
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Ay : un pas dans la direction de y

3.2.1 Dérivée premiére

De la méme maniere que dans le cas en dimension un, on obtient pour D2 les approxi-

mations suivants :

9U) _ Uity — Uio
(A

2 . ’ .
AL + O(Az?) différences finies (D.F) centre

= —=—= 4+ O(Ax) D.F avant

8u) Uit1,5 — Uiy
7 Azx

0 ij — Uimly s
—u>2 = % + O(A) D.F arriere

9] i1 — Wi
u)z - u”lzTyu’l + O(Ay*)  D.F centre

ouN _ Uijpr — Uiy
(—)Z =T Ay + O(Ay) D.F avant

a b inj = BN
(_u)l - UJA—Zjl + O(Ay) D.F arriere

Remarque 3.1.

Pour obtenir de ordres superieurs il faut utiliser plusieur noeuds au voisinage de (z;,y;)

Exemple 3.1. Un schémas aux D.F d’ordre 3 par la dérivée premiére est

(%)Z | Uit + 6Ui+6172;3um — 3Ui—1 +0(a x3)
3.2.2 Dérivée d’ordre supérieur
Développement de Taylor
ot o3 =t o 2(57) + 55 (), + 551 (g9, 0o o
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8u> N A x? (8%) A x3 (63u
ox/i 21 \ox2/: 31 \ox3
Par sommation on obtient :

w(xi— A, J) =uj;— A x( )i—l—O(A i)

2

u
Uit1,5 + Ui—1,5 = 2ui,j+ A $2<@> ) + O(A 1‘4)

+ O0(a 2?) D.F. centre d’ordre 2 par rapport a

2
(3 U) Uiy — 2t Ui
0x?/i A x?

X

+ O(A y?) D.F.centre d’ordre 2 par rapport a y

<62u> _ ui,j+1 - 2“1,] + ui,j—l
oy? /i A 12
La méthode de différence finie repose sur les trois principes suivants :
1) Consistance :
Posons L : u —» —u” opérateur de (P,)

L, — Dp(Dpu) opérateur de (P)

L’erreur de consistance de (Fy,) par rapport a (P.) est défini par :

Ry(u) = L(u(z)) — Ln(u(z))

La probleme (Fy) est dit consistance par rapport a (P,) si
R, — 0 quand h—0
2) Stabilité :
On dit que le probléme (FP},) est stable si pour toute fonction f.la solution corresp-
pendante uy, de (Py,) avec f est bornée par la donnée f.

La notion de stabilité dépend de la norme utilisées.

3) Convergence :
En générale :(Consistance 4 Stabilité) = Convergence
Le théoreme de Lax :
Dans un probléme bien posé. et avec un schéma numérique consistance ,la stabilité

est une condition nécessaire et suffisante pour la convergence.
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Exercices

Exercice 1

Appliquer la formule de Taylor a la fonction u(x,y), pour determiner les schéma de diffé-
rences d’ordre un suivants :

-Différences finies progressives (en avant).

-Différences finies régressives (en arriere).

Pour l'estimation de la dérivée seconde, au voisinage de (x;,y;).

Exercice 2

Soit le schéma aux différences finies :

1
SHAf ) = 37(@) = f(o+ 20)

Montrer la consistance du schéma avec f’.
Montrer que l'erreure de consistance est d’ordre 2.
Exercice 3

Appliquer la formule de Taylor a la fonction u(x,y) au voisinage de (z;,y;), pour donner

une approximtion en différences finies de

(1_17J_1)7(1_17J+1)

2, .. . . . .
aiay' Utiliser les noeuds : (i+1,j+1),(i+1,j-1),

Exercice 4
Soit le schéma aux différences finies :

%[af(x — h) +bf(z) + cf(x + 2h)]

Trouver les coefficients a,b,c tels que ce schéma est consistant(d’ordre 1) avec la dérivée

seconde, au voisinage de ().
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Chapitre 4

Approximation par D.F de probleme

elliptique

Les équations elliptiques régissent les problemes stationnaires, d’équilibre, générale-
ment définis sur un domaine spatial borné Q0 de frontiere I' sur laquelle I'inconnue est
soumise a des conditions aux limites, le plus souvent de type Dirichlet ou Neumann.

Le probleme elliptique type est celui fourni par I’équation de Laplace (ou de Poisson)

soumise a des conditions aux limites, par exemple de Dirichlet :
—Au=f dans €
U = U sur  0f),

Cas particulier : ’équation de Laplace

Si f = 0, on obtient une équation de Laplace :

—Au=0 dans
(4.1)

U = Uy sur  O0f).
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4.1 Introduction du modeéle

Le probleme modéle est le suivant :
L’équation de Poisson avec le condition de Dirichlet non homogene

—Au(z) = — Y @:f(a:) reeR”

— Jx?
=1

u=g sur oS}

4.2 Probleme continu en D1

—u'(x) = f(z) a<xz<b

4.2.1 L’existence et ’unicité de la solution continue

Pour f € C°([0,1]), F'u e C?([0,1]) (solution classique ) de (P,) (voir [2]).

4.2.2 Principe du maximum continu
Proposition 4.1. [2/
Soit f € C°([0,1]), et u € C*([0,1]) la solution de (P.), Alors :
1 f>20=u=>0 surodf)
2 f<0=u<0 surdf2
3 f =0 alors : infygu < u < supyq u

4 f=20etinfygqu =0 Alors u > 0 dans €2

4.3 Probleme discret en D1

On discrétise I'intervalle continue [a, b], en un nombre finie des points z; :

Déscrétisation uniforme
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r;—xi1 =h=x,1—x; (h:lepas de discrétisation)
En utilisant le différence finie centrée, le probleme approché (P,) s’écrit dans ce cas de la
fagon suivant :

Trouver les u; tel que :

Ui+1—2u;+ui_q .
L _ f i =1...N
(Pn) h?

Uy =UN+1 = ¢

th{xi:zh; 1§i§N}
on peut écrire le systéeme précédent sous forme matricielle, ot les inconnues sont regroupes

dans le vecteur uy, = (uy, us...uy)t € RY qui vérifie :

AU, =0

Aj, matrice de taille N x N est donnée par :

2 -1 0 fi
-1 2 -1 fa
1 -1 2 -1
Ay = 3 b=
—1
0 -1 2 fn

Ay, @ matrice carrée tridiagonale.

Proposition 4.2. [4/
Pour que le probléeme (Py) admet une solution discréte unique il faut et il suffit que la

matrice Ay soit symétrique et définie positive.
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L’existence et 'unicité de la solution discréte du probleme (F)

1- La matrice A, est symétrique :

0 -1 2

Ay, est symétrique car Al = A, (clair)

2- La matrice A,est définie positive :

VX eRY X'A,X >0

On pose N=5
2 -1 0 0 0 T
-1 2 -1 0 O T
<[L‘1 Ty T3 X4 a:5> o -1 2 -1 0 T3
0o 0 -1 2 -1 T4

0 0 0o -1 2 Ts
T
T2

= (201 — 29, =21 + 229 — X3, —To + 203 — Ta, —T3 + 204 — T5, —Ts + T5) | a4

T4

Ts
= (21’1 — ZEQ)CL’l + (—l'l + 21‘2 - 173)1'2 + (—ZEQ + 2[)33 — J]4)[E3 + (—1’3 + 25(]4 — ZE5)ZL’4 +

(—z4 + x5)x5

= 202 — 21Ty — T W9 + 205 — ToT3 — ToT3 + 203 — T3y — T3y + 227 — x4 T5 — T4T5 + 202
=222 —2 202 — 2 202 — 2 202 — 2 212

= 227 T1T9 + 275 ToX3 + 2135 T3xyg + 223 T45 + 225

= (21— 12)* + (w2 — 23) + (23 — 24)* + (x4 — 25)° + 27 + 23 > 0
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donc Ay, est définie positive.
Généralisation :

pour A, € RV*N . X ¢ RV

2 —1 0 T
1 2 -1 o
XtAX—< ) -1 2 -1
— 1 22 TN . ) )
-1
0 —1 2 N
I
T2
= (21‘1 — T2, —T1 —|—23§'2 — X3, , L1 +2$Z —Ti41," , —TN-1 —|—2ZIZ'N)
TN

= (21 — @) 11+ (=21 + 222 — T3) T2+ - -+ (=i + 22 — T )T+ (—ANo1 +

N
2
E xr; — 2 g TiTiy1 + E $z+1
i=1
N-1
2 2 2
1+ Ty — xeHl + 2% + le
i=1
1

Il
8

=z

(xf — 20,2541 + xfﬂ)

1M

F

(in — ZL‘Z'.H)Q + $% + ZE?V >0

il ng

Alors X'A,X > 0 donc A, défini positive
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Ap, est symétrique et défini positive, alors d’aprés la proposition (3.3.1) le probleme (FP,)

admet une solution discrete unique.

4.3.1 Consistance :

Proposition 4.3. [2/

(Py) est consistance par rapport a (P.) et on a : siu € C*([0,1]) :

1
1RAU oo < 510 Pl

() + u(Tip1) — 2?%;61') +u(wio1)| _ %(uu)(el) +u®(6y)

h2
IR, U||hoo < 21 X 2 max(u® (1), u? (6,))

h2
< 5l

Poson : ¢ = Llu|
Alors : ||RpU |00 < Ch?

Consistance d’ordre 2.

4.3.2 Principe du maximum discret

Proposition 4.4. [2/

Une matrice A est monotone si et seulement si :

(AX > 0= X >0)

Proposition 4.5. [2/

Si f >0, alors la solution Uy, du probléme (Py,) vérifie :

U, =20
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Le monotone de la matrice Ay, nous assure le principe du maximum discret :
AU, =0

4.3.3 Stabilité

Soient u solution de (P.) : LU = f dans 2 et Uy solution de (P) :LyUy, = f dans Q
ona: LU — L,U, =0 dans ),
Donc : LU — L, U + LU — L,U, =0
d'otu: RyU + Lpy(U —Up) =0

ou R,U est l'erreur de consistance on obtient :

RhU = Lh(Uh — U) dans Qh

Ona: |[[Rullhoe <Ch?

Si U est suffisamment réguliere on veut savoir si U — Uj, est petite quad Ry est petite
(h — 0) c’est la notion de stabilité.

On va montrer que le probléme (FP}) est stable pour la norme discéte du maximun

(la norme de la convergence uniforme ).

Proposition 4.6. [2/

Si la matrice Ay, est monotone, alors la solution Uy, du probléme (Py,) vérifie :
ApUy, = b par conséquent on a :

1Unllnco = Unlloo = 145 0lloe < 147 11/ Nl

on a: ||A,:1|| < %

Done : ||Up|lhoo < %Hf“oo
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4.3.4 Convergence

Théoréme 4.1. 2/
Soit f € C*(]0,1])
on note U la solution de (P.) et Uy la solution de (Py). Alors il existe une constante C' > 0

indépendant de h telle que :
U = Unllnoe < CIFPloch?

Remarque 4.1.
En particulier, la matrice de discrétisation de (—u“) avec conditions auz limites de New-

man homogeénes :

donne une matrice Ay qui est symétrique et positive, mais non définie, d’otu ['unicité n’est

pas vérifiée.

4.4 Probleme continu en D2

Pour un ouvert  C R? on considére le probléme continu suivant :

Trouver u(x,y) qui vérifie :

ou f est une fonction donnée réguliere dans ().
Le probléeme (P.) admet une solution exacte unique.
On considere :

- un domaine borné ) C R? (rectangulaire)

- une fonction f € C'(Q) et une fonction g € (99Q).
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4.4.1 L’existence et ’unicité de la solution continue

Théoréme 4.2. [8/

Pour f € CY(Q) le probléeme (P.). Admet une solution unique u réguliére .

4.4.2 Principe du maximum continu
Proposition 4.7. [d]
Soit f € C°([0,1]), et u € C*([0,1]) la solution de (P.), Alors :
1 f>20=u=>0 surodf)
2 f<0=u<0 surdf2
3 f =0 alors : infpqgu < u < supyq u

4 f=20etinfopqu >0 Alors u > 0 dans

4.5 Probleme discret en D2

Un schéma a 5 points pour le Laplacien :

choisissant : 2 =]0, a[x]0, b|
b
M+1

a
discrétisation : Ar = ——; Ay =

pas discrétisation : Az = 1 Y

tel que : z; =iAx, i=0..N+1

yi =JAy, j=0..M+1

on défini (2, le maillage intérieur a 2 par :

Qh = {H,j = (l‘i,yj) ,7: = 1N,j = 1M}

th:{PL'J:(fL'i,yj) , avec i:OouN+1,j:00uM+1}
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Le probléme approché (discret)

S’écrit alors : trouve wuy, = wy(z;,y;) tell que :

—Apup = f(x:,y5) dans €
(Pr)
up, =0 sur 0f)

Ay, est le schéma de différence finie pour A :

(92u —U; P+ 2Ul i — Uj—1.4
—@(%’:Z/J’) o Aq:; YL O(A2?)
(92u —U; i1 + QUZ i — U; 51
—a—yQ(xi, y;) = —LF Ayg’] I+ O(Ay?)

Notre probleme devient :

Ty 2~ Uiy g 2 U
Ax? Ay?

= f(mhyj)

pour 1 <:<N;1<53<M

avec le conditions aux limites :
Uoj =Un+1 =0;0=<j<M+1
Ui = Ui+ =0;0< i< N+1

Le systeme linéaire correspondant au probleme (Fy) s’écrit :

Ahuh =b

ou uy € RVXM.p ¢ RVxM
_ t
Up = (U1,1,U2,1; L UNL,UN2, 7UN,M)

b= (f(x1,y1),“' 7f(xN7yM>)t

ou u;; = up(w;, y;)
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La matrice Aj, est une matrice de taille NM x N M tridiagonale par blocs.
Donnons défini la forme de la matrice ce A, (pour simplifier) dans le cas

d’un maillage uniforme :

n2 (4ui,j — Uit1,5 — Ui-1,5 — Uij+1 — ui,jfl) = fz]

j=1, i=1---N

=1 %(4%1 — Ug,1 — Up,1 — Utz — U10) = fL1

1=2 #(4162,1 —U3,1 — Uyl — U2 — Uz,o) = f2,1

=N ;%2(4UN,1 —UNt11 — UN—11 — UN2 — UNp) = fN1

Dy —In
—Iy 0
1
72
0 —1Iy
—In Dy
Iy : la matrice identité de taille N x N
Dy : matrice carrée (N x N) donnée par :
4 -1 1
-1 0 1 0
Dy = Iy =
0 -1 0
-1 4 1

Ay est une matrice tridiagonale par blocs,puisque la matrice Dy est une matrice symé-
trique définie positive donc inversible.alors la matrice Aj est inversible donc le systéme

Apup, = b admet une solution unique.
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4.5.1 Consistence

Pour u € C*(2) on obtient au point P, ; = (z;,y;) € Qp

Uiy1,5 — QUZ‘J‘ + Ui—1,5 - 82U o A_{L‘2 % ‘ @ ‘
Az? © Oa? (i, 93) + 24 [3x4 (61,95) + Ox* (92’%)}
Us j+1 — 2Ui,j + Ui 51 0% AyQ ot ot
= v Yg I Rl U ) 0 — \ZLq, 0
Ay? Dy? (i, y5) + o1 [(9314 (3, 03) + Iy (x 4)}

2 <01 <@g, w01 <0y <@,y <03 <Y,y <04 <y,

on a: Ryu = Au(z;, y;) — Apu(z;, y;)

h2
donc || Rpu ||p0e< EM4(U)
4 4
ou ) =mas (751 [ 35

L’erreur de consistence est donc d’ordre 2.

4.5.2 Stabilité

Proposition 4.8. [d]
Ay est un matrice symétrique définie positive et de plus monotone alors :

1
At 20 et |4 oo < el +07)

donc
Ahuh =b= Up = Aglb
[unlloo < 145 oo 1]loo

1
< (g2 2
< 0+ 1)l

4.5.3 Convergence

On note u la solution de (P.) (u € C*(Q)) et uy, la solution de (B,).11 existe une

constante C' > 0 indépendante de la tellque :
||u — uh”h’m S C’M4(u)h2
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a® + b?
96

avec My(u) = maz(||.||co, ||-||o0) et C =

Remarque 4.2.

Maillage non uniforme Ax # Ay

Notre probleme (P,) devient :

Uity 2y T Ui g 2 Ui

Az? Ay?

= f(xwyj)

pour 1 <:<N;1<j53< M

avec les conditions aux limites :
Up; =uny1;, =0; 0< < M+1
uio=up+1=0; 0<i<N+1

Le systeme linéaire correspondant au probleme (F) s’écrit :

Ahuh =b

ou uy, € RVM.p ¢ RVxM

Up = (U1,1, U215 " s UN1, UN2, " " ° 7UN,M)t

B=(f(zi,p1), -, flan,ym))'

ou u;; = up(w;, y;)

La matrice A, est une matrice de taille NM x NM tridiagonale par blocs.

Donnons la forme de la matrice A, (pour simplifier) dans le cas d’'un maillage non uni-
forme :

ou Az # Ay

on pose Ar =het Ay=Fkon a:

#(QUi,j — Uit1,5 — uifl,j) + %(2’%;‘ — U441 — ui,jfl) = fij

j=1,i=1---N
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1=1 %(2161,1 — U1 — Upq) + %(2U1 1— U2 —Up) = fi1

=2 %(2102,1 —ugy —Uig) + %(27@1 — Ug o — Us2g) = fa1

i =N %(QUNJ — UN41,1 — Un-11) + L2(2UN1 —un2 —Uunp) = fn1

< 2 2 1 1 1 1 .
i=1 (734 2)u11 — jzlUo1 — 201 — 7zU12 — 10 = fi1

. 2 | 2 1 1 1
i=2 (F+ Z)us1 — 75Us1 — p3li1 — Trls2 — 73U20 = f2,1

C_ 2 | 2 1 1 1
i=N (574 3)ung — 52UN+11 — jaUN-11 — FzUN2 — szNo I

Dy —In
—Iy 0
1
k2
0 —Iy
—In Dy
Iy : la matrice identité de taille N x N
Dy : matrice carrée (N x N) donnée par :
o b 1
h2
-~ 0 1 0
Dy = Iy =
0 b 0
b2 9 1

2R
Ay, est une matrice tridiagonale par blocs, puisque la matrice Dy est une matrice symé-

trique définie positive donc inversible. alors la matrice A, est inversible donc le systéme

Apup, = b admet une solution unique.
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4.6 Applications

Pour montrer ’analogie entre le probleme continue et son analogie discret, on va
donner deux applications, la premiere application concerne un probléme mal posé au cas
continue ou on va avoire la méme résultat au cas discret.

La deuxieme concerne la résolution numérique de 1’équation de Poisson en dimension

deux, en appliquant le schéma a 5 points.

4.6.1 Premiere application

Soit le probleme (P) :

—u" =1 dans 10, 1]
w'(0) =4/ (1)=0

1) (P) est mal posé.
2

' =1=uv=-1=u=-2+4+c¢c, = u= %—l—clyﬁ—cg
W(0)=0=>¢; =0

V) =0=—-14+=0=c¢ =1

donc le probleme (P) dmet une infini de solution.

donc le probleme (P) mal posé.

On va montre que le probléeme (P,) est aussi mal posé numériquement.

Uip1 — 2U; + Uiy
_< n? > =1

W(0) =/ (N +1) =0

dans |0, 1
(Pr) o1

pour 1 < <4
avec le condition aux limites :
Nous utilisons :

U — Ug
/ !/

:0:>(U1—U0)4:O:>U0:U1
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U; — Ui—1 ’ UN —UN-1
h N+1 h

le systeme linéaire correspondant au probléme (Py,) s’écrit :

3) u, = = (uy —un-1)4=0= u3z = uy

Ahuh =b

ot uy, € R¥3 b e R3*3
up = (ug, ug, uz)*

b= (f(x1), f(xa), f(x3))
ou u; = u(x;)

4) —(Ui+1 + Ui — QUZ) = h2 — —<UZ‘+1 + U1 — 2ul) =

16
la forme matricielle :
1<i:<N
( (
1=1 —uz—uo—{—Qul:% 1=1 —UQ—U1+2U1:%
1=2 —U3—U1+ZUQ:% = 1=2 —u3—u1+2u2:%
C _ 1 C _ 1
\Z—3 — ug — Uz + 2uz = 15 K7,—3 —uz — uz + 2uz = 15
le systeme linéaire :
—
AhUh =b
1
1 —1 0 Uy 16
-1 2 —1 up | = | %
0 -1 1 Us =
Existence et unicité
Pour que le probléeme P}, admet une solution
1 Ay symétrique :
1 -1 0
Ap=1-1 2 -1|=4,
0 -1 1
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donc A, symétrique

2 A, n’est pas définie car :

X'AX = (zy —22)* + (22 —13)* > 0

pour r; = x9 =23 # 0 : X'AX =0
Donc : la matrice Ay est symétrique et positive mais non définie.
Alors : d’aprés la proposition (3.3.1) le probleme P, n’admet pas une solution

discréte unique d’ou : le probleme (P) est aussi mal posé.

4.7 Deuxiéme application

Soit I’équation de Laplace en D2 avec les conditions de Dirichlet

w(z, 1) =z;u(l,y) =y

u(0,y) = u(y,0) =0

\
Choisissant n =m =3 et Az = Ay = %
1 La matrice de discrétisation :

Notre probleme devient :

L Wiprg T Uiy — 2y Wi+ U1 — 22U

Ax? Ay? =9

Uil =, Upp1j =7 0<e<n
UO’]’:U,J"Q:O OSJSTTL

onan:Ay:%etm:n:?)oflAm:hetAy:k

x; = 1h 0<1<3
Qp i =
0

yi = jk
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_ 2
= —Uit1,j — Wi-1j — i1 — Uij—1 +4u;; = 9Ax
= Uit~ i1y~ Uil — Uigor T Aui g =1

La forme matricielle :

1=1,7=1 —wup1 —ug1 — U2 —Upg+4u =1
<i:1>j:2 — U2 — Upo — Uz — Uy +4uip =1
1=2,7=1 —u3; — Ui — U — Uspo+4ug; =1
1=2,7=2 —uzp—up— U3 —Uy1 +4ugs =1

Avec les conditions aux limites :

.
—Ug1 — U2 +4uy =1

—Ugo — U1 +4uip =1

—upq — Uz +4ugy =1

[ U2~ U21 +4uzo =1

Le systeme linéaire :

Ahuh =b.

4 -1 -1 0 Uil 1
—1 4 0 —1 Uy,2
1 0 -4 —1]| | um

)

ot N

0 -1 -1 4 U22
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L’existence et unicité de la solution discrete du (P, :

1) La matrice Aj est symétrique :

4 —1 -1 0
-1 4 0 -1

Ap = = A}
-1 0 —4 -1
0 -1 -1 4

Donc A, symétrique car : A = A,
2) La matrice A, est définie positive :

VX e RV X'ALX >0

4 -1 -1 0

-1 4 0 -1
(33'1 To I3 334)

-1 0 -4 -1

0 -1 -1 4

|

T2

xs3

Xy

= (z1 — 22)* + (x1 — 23)% + (w9 — 24)? + (73 — 14)* + 222 + 225 + 223 + 2272

Donc Ay, est défini positive, alors (P,) admet la solution unique.
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Exercices

Exercice 1

Soit le probleme (P) pour une fonction u(x) définie sur un intervalle [0, 4] :

—u"(x) + cu(z) = f(x) x €]0,4]

ot ¢ > 0, f € C([0,4],R) et la fonction u de classe C*.

1. Exprimer le probléme discret (P,) associé a (P),en utilisant le schéma aux diffé-
rences finies centrées.

On supposera que le maillage est uniforme et de pas Ax = h = 1.

2. Mettre(Py) sous forme matricielle :

AU, =b

Déterminer la matrice A et les vecteurs : Uy, b

3. Montrer que le probléme (FP}), admet une solution unique.
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Chapitre 5

Approximation par D.F de probleme

parabolique

5.1 Le probléme continu D1

Soit le probleme parabolique en dimension un suivant :

(Ou(x,t)  O®u(z,t)
o 0a?

u(z,0) =ug(x)  Va €]0,1] (5.0)

=0 V(ZE,t) € Qr

(u(0,t) =u(L,t)=0  Vt€|0,T]
Remarque 5.1. (P) est le probléme de la chaleur ou : f =0 et V = 1, avec les condition

homogéne ; Qr =0, 1[x]0, T'[

Théoréme 5.1. Siuy € C(]0,1], R), alors le probléme (P) admet une solution unique et
u e OQ(QT, R) N O(QT, R)

Proposition 5.1. (Principe du mazimum,)

Soit u la solution de (P) alors :

1 St ug(z) > 0,Vx € [0,1],alors :

u(z,t) >0 (x,t) € Qr
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2 ||lullee@ry < llullzeogop

5.1.1 Schéma aux différences finies
On discrétise d’une fagon uniforme les intervalles d’espace et du temps :

zi=Ah  t=1,- M+1

t" = nAt n=20---,N
1 T

h=Az=—— At =
. M+1’

N

on cherche alors une approximation U < u(z;,t")

de la solution exacte aux noueds P . Un schéma aux différences finies est dit schéma a
un pas si u"" ne dépendent que de U?" .

u
Pour la discrétisation du probleme (P) on a trois possibilités pour (—) :

ot
Schéma centrée : "le plus naturel”
un""l — un_l
! N i instable et inutilisable. (5.0)
Schéma décentrée (en avant)
n+1 n
ul —ut
- onobtient, (5.0)

At

Le schéma d’Euler explicite,
explicite : calcule directe de U™™! en fonction de U™, le plus simple mais stable sous

condition.

Schéma décentrée (en arriérer)

-t on obtient (5.0)
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le schéma d’Euler implicite,
implicite : on doit passer par un systéme linéaire pour trouver U™ en fonction de u™.

plus compliqué mais toujours stable. On va étudier les deux schémas d’Euler.

5.1.2 Consistance

Proposition 5.2. Supposons que la solution u du probléme (p) est ¢/t et ¢*/x.Alors les

schémas explicites et implicites sont consistants d’ordre 1 en temps et 2 en espaces, telle

que |R,ul] < c((At) + h* .

5.1.3 Schéma d’Euler explicite

(ot —

n n n n

At (Az)?

=0

Stabilité
s LA,
Proposition 5.3. Sous la condition 7h <3
le schéma explicite du probléeme (Py) est stable en norme || ® || -

A
la condition (—h?* < 3) s’appelle condition de C.F.L( Courant, Friedrichs, Lewy, 1928).
t

At
Démonstration. poson : r = 5l O
Le probléme(FP;)
U?H = (1= 2r)u +uiyy +ru
le membre & droite de cette équation est une combinaison convexe (car r < % =2r<1)
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On en déduit :
U = (1= 2w + ruiy + ruity | < (1= 20| + | + |
passant en|| o || :

U oo < (=27 +7 4+ 1)U |

Donc : U oo < |U™||oo-

par récurrence on obtient : [|[U"]|o < ||U||0, u° : donnée

c’est le principe du maximum discret.

5.1.4 Convergence

Théoreme 5.2. Sous la condition =l < %, le schéma explicite de(Py) est convergente en

norme ||

Etude matricielle de la stabilité
on a :
UinH = (1= 2r)u +ruly, +rufy
on obtient la forme matricielle suivant :

Ut = [1 - rAU"

Uttt = ou”

stabilité pour : ||c[| < 1. ou A est la matrice tridiagonale symétrique :

2 -1 0
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les valeurs propres de A sont :

km
A = 4sin? ———— K=1 ..M 5.0
K Sin 2<M—|—1) ) 9 ( )

M + 1 : le nombre d’intervalles de discrétisation
Poson : C' =1 — rA les valeurs propres de C sont
pr = 1 — r; Au lieu de la norme || ® ||, on va utiliser la norme euclidienne, car :

La norme euclidienne d’une matrice symétrique est égale a son rayon spectral.

Donc :
I < T = rAJLT™ |2
p(I = 1A).|u"[l2
d’ott :
k
p(I —rA) = max |1 — 4sin? 2(M—7:_1)|
La condition de stabilité
|lc|]| < 1 se traduit donc par :
km
1 — 4sin® <
max | sin ST 1) \
d’ott :
km
4sin® ——— < 2
sin S+ 1)
alors :
o 1 At o 1
r<-:—<=
T2 Az? T2
5.1.5 Convergence
Théoreme 5.3. Sous la condition 2 < %, le schéma explicite de (Pp)estconvergenteennormel| .
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Conclusion

Le schéma d’Euler explicite es simple (pas de systeme linéaire a résoudre) mais il y a

une condition de stabilité a respecter, ce qui limite le pas de tempe pour un pas h donné

5.2 Schéma d’Euler implicite

¢ n+l n n+1 n+1 n+1
wT — it uht = 2w Fu
At h?
ud = ug(x;) i=1,..,.M+1

=0

ce schéma est dit implicite car le calcule de la solution au pas de temps (n + 1) nécessite

la résolution d’un systeme linéaire.

consistance :(fait)

5.2.1 Stabilité du schéma

de la méme maniere, on a :

At
mH T (! = 2ul ) =l

U; h2 ( i+1 %

At )
peson : 7 = —, on obtient :

h?’
(14 2r)ul ™ — ru — 20l — rul ) =l

i+1 i— )

La méme analyse matricielle conduit au résultat suivant :

[ +rAJU™ = 0"
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At
ou : la matrice d’itération ¢ égale a : ¢ = (I + ﬁA)_l ses valeurs propres sont : py =
assant au norme :
1 + T)\k P
n+1 1 n
10712 € —— U™
1 + ﬁ)\k
avec :
km
A1 = 4sin®
1 Sin Z(M i 1)
on a :
1
T < ].,Vk’,
1+ ﬁ)\k

ce qui entraine la stabilité inconditionnelle du schéma implicite.

5.2.2 Convergence
Soit exp™ Derreur de discrétisation, définie par

exp™ = U — Up,  Cestdire

exp(n) = u(ih,nexp™) — U™,

i

Théoréme 5.4. Le schéma implicite est convergente (d’ordre 1 en tempe et 2 en espace

), tell que :

lexp™ oo < [l exp” [|oo + TC(AL + h7),
Démonstration. sous condition sur le pas de temps et d’espace. O
Conclusion

Le schéma d’Euler implicite nécessite la résolution d’un systéme linéaire, mais il es
inconditionnellement stable :
Il n’y a pas de restriction sur les pas de temps et d’espace.On peut prendre des pas de

tempes assez grands.
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5.3 Autres schémas

5.3.1 Schéma de Crank-Nicolson

¢, n+1 n n n n n+1 n+1 n+1
(e 1 [ %ig1 — 2ui +uiy I Uity — 2w
At 2 h? h?
ud = ug(x;) donnée : C.I
n __ n N
L ug = upyq =0 Vn C. aul

5.3.2 6H-Schéma

(60 €10,1])
n+1 n n n n n+1 n+1 n+1
’ui+ —u;+ _ 6“i+1 —2ui + i, (1) x uz’j—rl - 2“i+ —|—ui_+1
At h2 h?
ud = uo(x;) donnée : C.I
(UG = uj1 = Vn C. aul

Remarque 5.2. La condition C.F.L se varie selon l’équation étudier.
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Exercices

Exercice 1

Supposons que u € C*4([0,77, [0, 1]) est solution de 1’équation de la chaleur.

1. Montrer que I'erreure de consistance pour le schéma explicite est d’ordre 1 en temps

et 2 en espace telque :

IRyl < C(At + Az?)

2. Notons que e™(u) le vecteur de 'erreur au temps t", avec : el'(u) = ul' — u(t", z;)

Supposons que la condition C.F.L est verifiée montrer que :
le™(u)]|so < CT (AL + Az?)

textbfExercice 2
Etudier la stabilité du schéma de Crank-Niclson pour I’équation de la chaleur.
Exercice 3 (le probleme de transport)

Soit le probleme (P) pour une fonction u(t, z) définie sur [0,7] x [0, L] :

0w ou_
ot Or
Et u(0,x) = ug(x)

1. Montrer que le probléme (P,), en différences finies progressive en temps et régres-
sive en espace est stable sous la condition C.F.L.
2. Exprimer le probléme (P,) sous forme matricielle.

3. Trouver erreure de consistance.

4. Montrer qu’il existe une constante C tel que : [|e"]] < CnAt(At + Ax).
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Exercice 4

ou *u  0*u
- Gt 50
ot ox dy

sur un domaine [0, 7] x ©, On suppose que sur la frontiére, la fonction vaut : u(t, x,y) = 0,

On considere ’équation de la chaleur : = 0.

avec la condition initiale u(z,y,0) = ug(x,y).

1. Exprimer le schéma explicite .

2. Exprimer le probléme (P,) sous forme matricielle.

3. BEtudier la stabilité.

Exercice 5

Soit le probleme (P)suivant :

pel=0 z€R, t>0, c>0
u(z,0) =0 =<0
u(z,0)=1 >0

On suppose que (P) admet une solution unique u suffisamment réguliere, pour approcher

la solution u de (P), on consideére le schéma aux différences finies suivant :

urtt

e A7 L+ (o

n n
Ui — Ui q

2 x Az

n n
Ujpo + Ui_g
4 x Az

+ ) =0,
ou z;=1iAx,i €7Z et t"=n/t,néeN.

1. Déterminez « et [ pour que le schéma soit d’ordre un en temps et 4 en espace.

2. 0npose:a=1 et =0

Etudier la stabilité du schéma, en utilisant le principe du maximum.
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Exercice 6 Soit le probleme (P) suivant :

du y qu P4 =0 (x,t) €]0,1[x]0,T[ a >0
uw(0,t) =u(l,t) =0 ¢ €]0,T]

u(z,0) = ug(x) z €0,1]

On suppose que (P) admet une solution unique u € C%4([0, 77, [0, 1]).

Pour approcher la solution u de (P),on considére le schéma aux différences finies suivant :

( n+1_

n n o __.m noo__ n n
u u P Wy ugg 2ui gy 0

1 i
At +a 2x Az Ax?

4 UO :Uo(l‘l) Z:O,7M

n __ n o __ J—
\ ug=uy =0 n=1,...N

1. Déterminer ’erreure de consistance du schéma .

2. Etudier la stabilité en norme L°.

3. Notons que €"(u) le vecteur de 'erreur au temps t", avec : e'(u) = ul' — u(t", z;)
Montrer que :

le” ()]l < Ca(At + Az?)

4. Exprimer le probléme (F},) sous forme matricielle, en déduire la matrice d’itération.
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