Résumé du chapitre 1 et chapitre 2 sur ’analyse numérique (Master 1)

Chapitre 1: Rappels

1.1 Rappel sur ’analyse fonctionnelle

Ici on va rappeller la formule de Taylor et quelques opérateurs différentiels.

1.1.1 Formule de Taylor

Soit f une fonction de classe C"*! sur I, alors pour tout a,z € I, on a

k) (g (n+1) X
fo=r@+ Y O e L e
k=1 ’ ’

Le polynéme P,(z) = f(a)+ > % (z — )" s’appelle le développement limité d’ordre
k=1

n au voisinage de a a la fonction f.
Pour I C R? et f € C% sur I, alors pour tout (x,), (2o, 70) € R?, on a

o) = o)+ 3 |52 )= a0) + 5 o) = )] +

2 5 )
{2885 (2o, yo)(z — x0)(y — yo) + %(zo,yo)(:c — 3)* + g—y“];(:co,yo)(y —0)?| +

<||(9U —20,Y — y0)||2) .

1.1.2 Opérateurs différentiels

-Le gradient: Le gradient d’une fonction f : R™ — R est un vecteur de R™ noté Vf ou
gradf défini comme suit:

vi=| "
of
OTn

-La divergence: La divergence d’une fonction vectorielle f : R” — R™ est un scalaire de R
noté div (f) ou V.f définie par:

:(‘9f1 Ofy (9fn: " 0f;
Or, Oz 0x, — ox;’

ot f = (fi, fors )

-Le Laplacien: Le Laplacien d’'une fonction f : R" — R est un scalaire de R noté Af ou
V2 f défini par:

*f  O*f 0 f "L 0% f
A — 4 .. = E .
f= dw(gmdf) x% + 923 + ..+ 922 2 022



1.2 Rappel sur ’analyse matricielle
1.2.1 Matrices particulieres

Définition 1.1. Une matrice carrée A € M,, (R) est dite symétrique si et seulement si
At = A.

Exemple 1.1: Considérons la matrice suivante

-1 3
=(55),

dans ce cas,

donc A est symétrique.
Exemple 1.2: Soit B est définie par

1 2 -1
B= 0 4 |,
1 4 -3
on a
1 2 -1
Bi=| 2 0 4 |=8B,
1 4 -3

la matrice B est symétrique.

Propriété: Toutes les valeurs propres d'une matrice symétrique sont réelles.

Définition 1.2. Une matrice carrée A € M,, (R) est dite monotone si et seulement si A
vérifie I'une de conditions suivantes:

1. A est inversible et A~ > 0.

2. VX = (21,20, ...,2,) €R", AX > 0= X >0.

Définition 1.3. Une matrice carrée A € M,, (R) est dite symétrique définie positive si
et seulement si A est symétrique et:

VX 40, X'AX >0

Exemple 1.3: La matrice tridiagonale suivante est monotone et aussi symétrique définie pos-
itive.

2 -1 0 0
-1 2 -1 0

A=109 4 92 |
0 0 -1 2

det(A) =5 # 0, alors A est inversible et

4/5 3/5 2/5 1/5
3/5 6/5 4/5 2/5
2/5 4/5 6/5 3/5
1/5 2/5 3/5 4/5

AT =



donc A est monotone.
On peut utiliser la deuxieme condition pour montrer que A est monotone comme suit:

AX>0= X >0.

. t
Soit X = (x1, 9, x3,24)" , alors

On multiplie aussi I'inégalité (3) par 2 et on fait la somme avec 'inégalité (4), on obtient
3%3 - 21‘2 > 0..... (6)

On multiplie maintenant 'inégalité (5) par 2 et I'inégalité (6) par 3 et on fait la somme, on
obtient 3 >0, 29 > 0, x4 > 0 et 21 > 0.

D’ou X > 0, alors A est monotone.

Il est clair que A est symétrique, de plus

2 -1 0 O 1
-1 2 -1 0 T
vX 7é 0, XtAX = ($1,$2,x3,$4> 0 -1 2 —1 gjz
0o 0 -1 2 Ty

= l‘% —+ (Zlfl — 1‘2)2 + (CL’Q — IL‘3)2 + (ZE3 — 1‘4)2 + CL’Z > 0.

Donc, A est symétrique définie positive.
Exemple 1.4: On peut généraliser la matrice d’exemple précédent comme suit:

2 -1 0 0
-1 2 -1
A=1 0 -1 0 | € Mn(R)
.
0 0 -1 2

La matrice A est monotone et symétrique définie positive.
Preuve
Il est clair que A est symétrique, d’autre part

n—1
VX £0, X'AX =27+ (27 — 2i01)” + 22 > 0.

=1

donc, A est symétrique définie positive.



Maintenant, on va montrer par récurrence que A est monotone:

Pour n = 2,3, A est monotone. On suppose que A € M, (R) est monotone et on montre
que A € M1 (R) est aussi monotone.

En fait, soit A € M,, ;1 (R) telle que

2 -1 0 .. 0 0 2 =10 .. 0 0

-1 2 -1 : -1 2 -1 : :

aA-] 0o -1 0o = |_ 0 -1 0 :
~-1 0 : —1 0
0 .. 0 -1 2 -1 0 o -1 2 /) - -1

0 .. .. 0 -1 2 0 . 0 —1 2

(n+1)x(n+1)

on sait que la derniere inégalité dans le systeme de n x n de la matrice monotone d’ordre n
s’écrit par

—Tp_1 + 22, > 0,
alors, si on obtient une telle inégalité a partir du systeme de (n + 1) x (n + 1) de la matrice
monotone d’ordre (n 4 1), on trouvera que z1, x, ..., x, > 0.
D’apres le systéme de (n+ 1) x (n+ 1) de la matrice monotone d’ordre (n+ 1), on a les
deux inégalités suivantes:

—Tn-1 + 2$n — Tn+41 Z
—Zp + 2241 > 0o (n41)

on multiplie I'inégalité (n) par (2) et on fait la somme avec I'inégalité (n + 1), on trouve
3$n - 2:L‘n—l 2 07

il vient

> 2 > 1
Ty =2 3xn—1 = 2-7771—17

¢a implique que —x,,_1 + 2x,, > 0.

Donc, x1,xg, ..., z,, > 0 et a partir I'inégalité (n+ 1), on a z,41 > %xn > 0, alors z,.1 > 0.
Enfin, la matrice A € M,,4; (R) est monotone.

Propriétés:

- Toutes les valeurs propres d’une matrice symétrique définie positive sont réelles strictement
positives.

- La matrice symétrique définie positive toujours est inversible et son déterminant est stricte-
ment positif.

- Si toutes les valeurs propres d’une matrice symétrique sont réelles strictement positives,
alors cette matrice devient symétrique définie positive.

Exemple 1.5: Soit A € M, (R) définie par:

a b 0 0
b a b

A=10 b .0 | abeR,
0 0 b



on admet que les valeurs propres de A sont données par: A\, = a + 2bcos (n +1) k=1,.
Dans ce cas, \y = a + 2b — 4bsin? (%), k = 1,...,n, et pour obtenir une matrice

symétrique définie positive, on choisit a,b tels que A\, >0, Vk=1,...,n

1.2.2 Normes matricielles

Définition 1.4. Une norme matricielle est une application de M,, (R) vers R notée ||.||
vérifiant les propriétés suivantes:
a)VAe M, (R), |A] =0< A=0.
b) VA € M, (R), YA € R, M| = \|[|A]].
0) VA, B € M, (R), |A+ B| < ||+ |B]
d) VA, B € M, (R), | AB|| < ] | B].
Définition 1.5. Soit A € M,, (R), le rayon spectral de A noté p(A) est défini par:

p(A) = max {J\i|, Ai est une valeur propre de A} .

Exemple 1.6: On définit pour M,, (R) les normes || A||,, ||A]l,, [|A]l ., et ||A||F suivantes:
vA € M (R), [|A]l, = max Z!au\ [Ally = v/ p(AAY) , [lA]l = max Z jaisls 1Allp =

..........

Propriété: Si A est symétrique, alors || A|l, = p(A).
Définition 1.6. Soient |||y, ||.||;; deux normes pour les vecteurs, pour les matrices respec-
tivement, alors on dit que ||.||;, et ||.]|,, sont compatibles si et seulement si:

VX eR", VA e M, (R), [AX]l, <|[Ally X1y -

Exemple 1.7: Les normes suivantes sont compatibles:
1) La norme ||.||; de vecteurs et la norme ||.||, de matrice, i.e

VX €R", VA€ My (R), [|AXIl, < AL XN 5 on [1X], = Jail

2) La norme ||.||, de vecteurs et la norme ||.||, de matrice, i.e

VX eR", VA e M, (R), [AX], <Al [[X]ly , ou [|X]|, =

3) La norme ||.||, de vecteurs et la norme ||.||, de matrice, i.e
VX eR", VA e M, (R), [[AX]l, < [|Allg[IX]], -
4) La norme |||, de vecteurs et la norme ||.||  de matrice, i.e

VX eR", VAe M, (R), [[AX], <Al [IX]

ou | X, = max |z .
i=1,...,n

,,,,,

oo



Chapitre 2: Généralités sur les EDPs linéaires du second
ordre

2.1 EDP linéaires d’ordre 2 en dimension n

2.1.1 La forme générale en dimension n

Définition 2.1. Une EDP linéaire d’ordre 2 en dimension n d’inconnue u : 2 C R® — R
(Q est un ouvert de R™) est une équation du type

Zn:a- '(X)ﬂ—l-zn:f'()()%—i— (X)u=nX), X €Q
" 8IJ8IZ ! 8@ g N ’ ’

ij=1 i=1

o A = (ai; (X)),<; j<, est une matrice symétrique de M,, (R).

2.1.2 Classification

Définition 2.2. Une EDP linéaire d’ordre 2 en dimension n est dite elliptique si la matrice
A n’admet que des valeurs propres non nulles et qui sont toutes de méme signe.
Exemple 2.1: ’EDP de Laplace en dimension n telle que

Au =0,

dans ce cas toutes les valeurs propres sont 1.

Définition 2.3. Une EDP linéaire d’ordre 2 en dimension n est dite hyperbolique si la
matrice A n’admet que des valeurs propres non nulles et qui sont toutes de méme signe sauf
une de signe opposé.

Exemple 2.2: ’EDP de ondes en dimension n telle que

J%u

e —AAu=0,¢c>0,t>0et u=ulx,.., 2,1),

ici X = (x1,...,x,) s’appelle la variable d’espace et t c’est la variable du temps.

Dans cet exemple, on a (n — 1) valeurs propres sont —c? et une valeur propre est 1.
Définition 2.4. Une EDP linéaire d’ordre 2 en dimension n est dite parabolique si la
matrice A admet (n — 1) valeurs propres non nulles de méme signe et une valeur propre
nulle.

Exemple 2.3: L’EDP de la chaleur en dimension n telle que

ou

Dans cet exemple, on a (n — 1) valeurs propres sont —1 et une valeur propre est nulle.



2.1.3 La forme générale en dimension 2 et classification

La forme générale d’'une EDP linéaire d’ordre 2 en dimension 2 s’écrit par:

0%u 0%u 0% ou ou
a(z, y)a—+b (T,Y) 5~ 900y +c(z, )Wﬂl( )8x+6(x,y)a—y+f(x,y)u = g(z,y), a(x,y) # 0.

Dans ce cas, la matrice symétrique A s’écrit comme:

b(zx,
A= ab((%?)/) g _
52 o, y)

Pour classifier cette EDP, il suffit de connaitre le signe de A = 0? (z,y) — 4a(z,y)c(z,y).
Si A < 0, 'EDP est elliptique.

Si A > 0, 'EDP est hyperbolique.

Si A =0, 'EDP est parabolique.

2.1.4 Probléme aux limite

Soit une EDP linéaire d’ordre 2 en dimension n, on a trois types de conditions au bord ou
a la frontiere,

Si on impose des valeurs de u sur Ju, c’est la condition de Dirichlet.

Si on impose des valeurs de sur Ju, c’est la condition de Neumann.

Si on impose les conditions de Dirichlet et de Neumann, on parle alors de condition de
Fourier Robin.

Si on a un probleme d’évolution (il y a la variable du temps t) et on impose la valeur de u
pour t = 0, on parle alors de la condition initiale.

2.2 Résolution numérique d’une EDP linéaire d’ordre 2

La méthode de différences finies est 'une de méthodes numériques de résolution des EDPs,
qui consiste a résoudre un systeme liant les valeurs de la fonction inconnue en certains points
suffisamment proches les uns des 'autres.

2.2.1 Principe de la méthode de différences finies

Le principe fondamental de la méthode de différences finies consiste a appliquer un maillage
au domaine d’étude, puis on fait le développement de Taylor de la fonction a déterminer
dans chaque noeuds du maillage pour remplacer les dérivées continues par des dérivées
numériques, et enfin on résoud un systeme algébrique des équations linéaires.

2.2.1.1 Expression des dérivées premieres On a trois types.
Différences finies en avant (progressives) en dimension un

f/(x):f($+h}1_f(x) _% (2)(C)’




donc,

u(z; +h) —u(z;) h

' (z;) = - = 5 (0),

/ i +h) —u(x;

i) = M@ ]z UT) oy,
ul = uggw,

Différences finies en avant (progressives) en dimension deux

%(%yj) o UHMh— =,
X

du Ui i1 — Ui
8_y(x“y]) = —k:

Différences finies en arriére (dégressives)

fx)=fle=h) h

flwy = B 4 2 p (),
donc,
o () = MZHEER | he ¢,
o (1) = u(z;) — Z(%‘ —h) +O(h),
ul = e i
! ! h

Différences finies centrées

f(x+h)— f(z—nh) h?

f(z) = 5 ~ 53l (f? () + (%),
donc,
A ol 2
i () = O (z; + h)QhU(mZ h) . Z - (W® () +u® (¢2),
2h
W= o~ Uit1 — Uj—1
LT 2

2.2.1.2 Expression des dérivées secondes On a trois types.
Différences finies en avant (progressives)

" ~ fle+2h) = 2f(x+h)+ f(z) 4

191G - 319 (@),



donc,

p u(x +2h) —2u(x + h) + u(z 4 1
u'(z) = ( ) hg( ) ) —h (gu(g) (C2) — gu(g) (Cl)) )
y w(z; +2h) — 2u(x; + h) + ul(x;
u' () = ( ) hg )t ulz) +O(h),
) Uip2 — 2Uip1 + Uy
ui = uf ~ 2 )

Différences finies en arriére (dégressives)

i) = LEZBIZ2EZ ST g (279 0= 319 @),
donc,
W (2) = u(z — 2h) — 222(93 —h) + u(z) o (%u(za) (1) — %u(?’) (@)) ’
W (2) = u(z; — 2h) — 22;(2331 —h) + u(z;) Lom).
2 " Ui—o — 2Ui—1 + U;
u; = u ~ 3 .

Différences finies centrées en dimension un

flz+h)—2f(x)+ flz—h) »

[ (x) = 2 o (FY () + (@),
donc,
i (2) = u(z+h) — 212(29(:) +u(r—h) Z_? (u(4) () +u® (),
o () = u(z; + h) — QU}E;Z) + u(z; — h) o),
o W 2wty
i i %

Différences finies centrées en dimension deux

@ (wi,y;) =~ Uip1,j — 2Uij + Uim1

Bz Y = h2 !
82’& Us j+1 — Qui]‘ + U j—1

a9 (x”b yj) = : - : .
ayQ k2

2.2.2 Consistance, stabilité et la convergence

Définition 2.5. Soit U, la solution numérique (approchée) du probleme discret composée
de (uy,us, ..., uN)t et Uy le vecteur des valeurs exactes de u en x;, on définit I'erreur de la
consistance comme suit:

Ry, = LU, — LyUy,

9



ou L c’est 'opérateur différentiel du probleme continu et L; est I'opérateur différentiel du
probleme discret, alors le schéma est consistant si et seulement si

limRh = 0,

h—0
et il est dit consistant d’ordre p (p > 1), si |Ry| = O (h?).
Définition 2.6. On dit qu'un schéma numérique est stable au sens d’une norme ||.|| si et
seulement si:

C >0, Vh >0, |U,]| < C,

ou Uy, est la solution approchée et C' est une constante ne dépend pas de h.
Propriété: Si le schéma est consistant et stable, alors il est convergent vers la solution exacte
du probleme continu.

10



