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Espaces de Fonctions et Propriétés

Notations

Soient 2 un ouvert non vide de R (n > 1), a = (aq, ag, ...cw,) € N un multi-entier.

On appelle longueur de « et on note par |al, 'entier :
la| = a1+ as + ... + .

Si a et 8 sont deux multi-entiers, on dit que a < 3 si et seulement si o; < §; pour tout ¢ = 1,2, ..., n.

(5) =5 o

ou la factorielle de o qu’on note par «! est définie par :

On pose

ol = arlag!...ap,!

Si z = (x1, 29, ...x,) € R", on pose :

Soit f une fonction définie sur €2 a valeurs dans R, & € N". On note D“f la dérivée d’ordre o de f
définie par :

plol ¢ 9\ [ 9\
DYf = =
T= ooz o, (ax> <ax) d

Les espaces C* (Q) et C* () (0 <k < 00)

On note par C* () I'espace des fonctions dérivables jusqu’a l'ordre k, dont les dérivées d’ordre k
sont continues. ¢.a.d :

feC*(Q) & VaeN" |a| <k, Df existe et est continue

On note par C* (Q2) I'espace des fonctions indéfiniment continument dérivables. ¢.a.d :

felC*(Q)eVae N Df existe et est continue.



Formule de Leibniz

Soient k > 1, ¢, € C*(Q2). Alors, pour tout a € N” tel que |a| < k, on a

D (pah) =) (g) DP D4

B<a

On note par C* (ﬁ) I’espace des fonctions dérivables jusqu’a l'ordre k sur €2, dont les dérivées d’ordre
k sont continues et prolongeables par continuité a . ¢.a.d :

feck (ﬁ) & Vae N |a| <k, D“f se prolonge continument & .

La topologie de C* (ﬁ) est définie par la norme :

[/l = sup  [D*f(x)|

2€Q,|a|<k
(C*(Q),||]lx) est espace de Banach.

La convergence dans C™ ((2)

Soient (¢y)n>1 une suite de C* () et ¢ € C* (). On dit que la suite (¢,),>1 converge vers ¢
dans C* (§2), si :

Pour tout compact K dans €2, et tout m € N, on a lim { sup |D%,(x) — D‘%p(:v)|} =0

=0 | zeK,|al<m

Les espaces D" () (k € N)

Définition

Soit Q un ouvert de R™. On appelle support de la fonction f € C*(Q), et on note par Suppf,
l’ensemble suivant :

Suppf ={x €Q: f(x) # 0}
Définition
On note par D* () lespace des fonctions de classe C* (Q) a support compact.

Notations et Conséquence

1. Si k = oo, D> () est noté par D (€2) et on appelle espace des fonctions test (ou fonctions
d’essai).

2. Soit K une partie compacte de 2. On note par D (€2), 'ensemble des fonctions de classe
C> () a support dans K :

Dy () ={f € C™(Q) : Supp(f) C K}



3. Par conséquent, on a

D(Q)={feC>®(Q):3K Compact, K CQ,fe€ Dk(Q)}

Caractérisation

e DR):p=0 <1 € DR) et /w(:c)d:czo
R

Exemple (Fonction test)

Soit 2 = R”, la fonction réelle ¢ définie sur R™ par la formule donnée ci-dessous, est une fonc-
tion de classe C™ () avec Supp(¢) = B(0, 1), et par suite ¢ € D ().

1
e 1zl si |lz]] <1
€Tr) =
#(@) {0 si ) =1

La convergence dans D ({2)

Définition

On dit que la suite (¢n)ns1 dans D () converge vers o € D¥ (Q) si
1. 1l existe un compact K C Q tel que, pour tout m > 1: Supp(p,) C K et Supp(p) C K.

2. Pour tout o € N", D%p,,, converge vers D¢ uniformément sur K.
Autrement dit, (¢,),>1 converge vers ¢ dans D (£2) converge vers ¢ € D (£2) si et seulement si :

1. 11 existe un compact K C  tel que, pour tout m > 1: ., p € D¥(Q).

2. Pour tout € > 0 et pour tout k£ € N, il existe my € N tels que pour tout m > mgy on a
sup  |D%pm(x) — D%(z)] < €

zeK,|a|l<m

Suites régularisantes

Définition

On appelle suite régularisante dans D (R™), toute suite (f;).., C D (R™) qui vérifie les propriétés

sutvantes :
1. Pour tout j > 1: f; > 0.

j>1

2. fi(z)dr =1
Rn

3. Supp(f;) C B(0,e;) avec lime; =0

j—00



Exemple

Pour toute fonction 0 < ¢ € D (R"), on peut associé une suite régularisante (f;),., comme suit :
1. Onpose : f = ——L1——0. (f e D(R"), | f(z)dr=1 et Supp(f)C B(0, 1))
/ p(x)dx e

2. Soit maintenant (g;),., une suite telle que lim €; =0 (8j = IL par exemple )
1z Jj—00 +J

1
3. On pose : f; = 5_"f (ﬁn)

i \&j

Les espaces LP(2) (1 <p < o0)

Définition
Soit p € R avec 1 < p < o0, on pose :

LP(Q) = { la classe des fonctions f:Q — R t.q f est mesurable et ||f||» < 00},

Il = ( If(t)\pdtf |

L’espace LP(§2) muni de la norme ||.||r» est un espace de Banach.

avec

Théoréme

Définition
Pour le cas p = oo, on pose :

L>(Q2) = { la classe des fonctions f : Q@ — R t.q f est mesurable et 3C > 0:|f(z)| < C p.p. sur Q},

On définit et on note la norme dans L>(2) par :

| fllze = inf{C : |f(z)] < C presque partout sur }

Remarque

On appelle L>®(Q2) I'espace des fonctions essentiellement bornées, et on dit que || f||L~ est le Sup
essentiel de f :

Supess(f) = || f]l

Théoréme

L’espace L>®()) muni de la norme ||.||p~ est un espace de Banach.

1 1
Soit (1 < p < 00), on désigne par g le conjuguée de p : c’est a dire ¢ tel que — + — = 1.
p q



Théoréme (Inégalité de Holder)

Soient (1 < p < 00) et q le conjuguée de p.
Si f € LP(Q) et g € LI(Q) alors f.g € L} () et on a

1f-gllzr < [fllze-llgll 2o

Proposition (Comparaison entre les espaces LP)

Soient p,q € Ry, tels que 1 < p < q < o0 et E un sous ensemble de R"™, mesurable et de me-
sure fini. (m(E) < oo, m est la mesure de Lebesgue dans R™).
Alors :

LY(E) C LP(E)

De plus, cette injection est continue :

ACqmey - | flle < C|fllze  Vf € LUE)

Définition (L’espace L} .(f2))

Soient Q0 un ouvert de R™ et f une fonction réelle définie sur ). f est dite localement intégrable, et
on note f € Lj,.(Q), si elle est intégrable sur tout sous-ensemble borné et mesurable de €.

L) ={f: Q= RtqgVK CQ avec K borné et mesurable : /K |f(z)|dz < oo}

Remarque

Si f e Li.(9Q), alors pour tout compact K dans (K est fermé et borné, donc mesurable et
borné) :

[ 1r@lds <

Lemme (de Dubois-Reymond)

loc

Soit f € L} .(Q). Si pour tout ¢ € D(Q) : / f(z)p(z)dz =0, alors
Q
f =0 presque partout sur Q.

La proposition suivante est une conséquence immédiate du résultat d’inclusion entre les espaces LP.
Proposition

Pour tout 1 < p< oo, ona:
LP(Q) C L} (Q)

loc

Définition (Produit de convolution)

Soient f,g € LY(R™). On appelle produit de convolution de f et g et on note par (f *g), Uappli-
cation donnée par :

(f*g)(z) = . fWg(x —y)dy = . flx—y)g(y)dy



Proposition

Soient (p5),, une suite régularisante et f € L} .(R™). Alors la suite (fi);51 définie par :

fi=(pixf) Vi=1

vérifie les assertions suivantes :

Vi =1 f; € C®(RY)
.S f e Coo(Rn)7 alors (fj)j>1

1

2 converge vers f dans C*(R").
5. Si f € D(R"), alors (f;),,, converge vers f dans D(R").
4

5

. Si f € LP(R"), alors (f;);-, converge vers f dans LP(R").
. Sl existe a > 0 tel que f = 0 presque partout sur <m>c’ alors f; = 0 presque partout sur
<m>c (Donc f; est a support compact et par suite f; € D(R™)).
Théoréme
Pourn > 1 et p € [1,00[, D(R") est dense dans LP(R™).
Preuve
La démonstration utilise une méthode dite de ”troncature et régularisation”

On pose
A={f € LP(R"),3K compact de R" : f =0 presque partout sur K}

Notons que les éléments de A sont a support compact.
1% étape :

Nous allons monter que A est dense dans LP(R"), en effet :

Pour j € N, on pose f; = f'XW’ on a:

1. lim f; = f presque partout (convergence simple).
J—00

2. |fj] < |f| presque partout Vj € N

Ainsi, d’apres le théoreme de la convergence dominée dans LP(R"), la suite ( fj)j>1 converge vers f
dans LP(R™).

Puisque (f;);., C A, on a bien montrer que A est dense dans LF(R").

2éme

étape :

Soit maintenant f € A. Pour conclure, il suffit donc de montrer qu’il existe une suite (f;),., C D(R")
telle que ( fj)j>1 converge vers f dans LP(R").

Or cette suite est donnée par f; = (p; * f) olt (¢;),, est une suite régularisante.

Le résultat découle immédiatement de la proposition précédente (précisément, d’apres 1.,4. et 5.).



