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  .يشمل   مجال مفتوح على فةمعرلمتغير حقيقي دالة عددية  لتكن: قابلية اشتقاق دالة. 1

 عندما) عدد حقيقي ثابت( نهاية منتهية  للنسبة إذا كانت  تقبل الاشتقاق عند  الدالة نقول أن :1تعريف

  .: ونكتب : ونرمز له بـ عند  هذه النهاية تسمى العدد المشتق للدالة. يؤول إلى 

    .: نجد وبوضع 

هي  الدالة . من  كل عدد إذا كانت تقبل الاشتقاق عند اال  علىتقبل الاشتقاق  الدالة نقول أن :2تعريف

  .أو  : ونرمز لها بـ الدالة المشتقة للدالة 

  :أمثلة

   :لأن من  كل عدد شتقاق عندللا قابلة  : الدالة المعرفة بـ )1

  .: كما يلي وتكون عبارة الدالة المشتقة   هو  عند  وبالتالي نستنتج أن العدد المشتق للدالة

: الدالة المعرفة بـ) 2
 

   :لأن  العدد شتقاق عندللا قابلة

  
  :3تعريف

  : إذا كانت عند من اليمين تقبل الاشتقاق  نقول أن الدالة من أجل 

  . عند  يسمى العدد المشتق من اليمين للدالة العدد الحقيقي 

  : إذا كانت عند من اليسار تقبل الاشتقاق  نقول أن الدالة من أجل 

  . عند  يسمى العدد المشتق من اليسار للدالة العدد الحقيقي 

   :إذا وفقط إذا كان  تقبل الاشتقاق عند  : ملاحظة

   ، العدد   على مجال مفتوح يشمل عدددالة مستمرة   لتكن  :الهندسي للعدد المشتق فسيرالت. 2

  فإن النقطتين تنطبقان  ، عندماو  اللتين فاصلتيهما  ىهو معامل توجيه المستقيم الذي يشمل النقطتين من منحن

العدد المشتق هو معامل توجيه المماس عند النقطة ذات وبالتالي للمنحنى و معامل التوجيه يؤول الى العدد المشتق،  او المستقيم يصبح مماس

   :و معادلة المماس تكون   الفاصلة

  :ققاشتو قابلية الا ستمرارالا. 3

   .و العكس غير صحيح عند هذا العدد ةهي مستمر قابلة للاشتقاق عند عدد  كل دالة : نظرية
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   :يكفي أن نثبت عند  ةمستمر ، لإثبات أنعند  قابلة للاشتقاق دالة لتكن: برهان

 

والعكس غير صحيح مثلا الدالة  
 

مستمرة عند
  :لأن  عند للاشتقاقلكن غير قابلة   

 

  :باستمرار  للاشتقاقالدوال القابلة . 4

f:لتكن : ريفاتع I   دالة ، حيثI  1ليكن  و مجال مفتوحn  عددا طبيعيا.  

f إذا كانت الدالة المشتقة Iعلى اال 1Cمن الصنف أو  Iتقبل الاشتقاق باستمرار على اال fنقول أن الدالة     مستمرة علىI .  

  المشتقات المتتابعة  إذا كانت Iمرة على اال nأو تقبل الاشتقاق باستمرار Iعلى اال nCوبصفة عامة نقول أن الدالة من الصنف 

( ) ,...., ,nf f f   مستمرة علىI.   

  .على هذا اال ة ستمرم إذا كانت   Iعلى اال 0Cمن الصنف  fنقول أن الدالة 

Cمن الصنف  fنقول أن الدالة   العلى اI   ات أو تقبل الاشتقاق باستمرارالعدد غير منته من المرعلى اI ات الدالةمشتق كلّ إذا كانتf 

  .Iعلى موجودة 

  :ملاحظة

p من أجل  pCمن الصنف  فإنهّا  nCمن الصنف  f إذا كانت الدالة) 1 n .  

Cمن الصنف  f إذا كانت الدالة) 2  من الصنف  فإنهّاnC  من أجل كل n.  

  :أمثلة

)الصنف من ) cosو sin(كثيرات الحدود و الدوال المثلثية  دوال)  1 )nC  و لدينا:  

 ( ) ( ), 1: cos ( ) cos( ) , sin ( ) sin( )
2 2

n nn n
x n x x x x

 
       

  
الدالة الأسية) 2

 
exp  الصنف من( )C    

  :للاشتقاقالعمليات على الدوال القابلة . 5

   و على مجال مفتوح  للاشتقاقمعرفتين و قابلتين  دالتين  إذا كانت و  ،،:فإن  

   : و مشتقاتها معرفة كما يلي على  الاشتقاقتقبل دوال ) لا تنعدم على (

1( 2 (  3 (    
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  :  فإن إذا كان ) 4

 الدالة عند للاشتقاق تقبل دالة و عند للاشتقاق تقبل دالة إذا كانت وعددها  قابلة للاشتقاق عند فإن

  :  المشتق

 وعددها  للاشتقاق عند  قابلة فإن دالتها العكسية حيث  عند عدد للاشتقاق تقبل دالة إذا كانت

  : المشتق

تقبل  وبالتالي دالتها العكسية ولدينا  من تقبل الاشتقاق عند كل الدالة: مثال

  .ينا ولد من الاشتقاق عند كل

  :المشتقات المتعاقبة و دستور ليبنيز .6

 فإن مشتقة  بدورها الاشتقاق على اال   إذا قبلت .  دالتها المشتقة و  على مجال للاشتقاقدالة قابلة  لتكن: تعريف

 .للدالة من الرتبة  ةالمشتقالدالة  يمكن بالتراجع تعريف  . :نرمز لها بـو  تسمى المشتقة الثانية لـ 

  :Leibnizدستور ليبنيز

 و الدالتين لجداء الدالة المشتقة من الرتبةفإن  على مجال مرة للاشتقاقمعرفتين و قابلتين  دالتين  إذا كانت 

   :حيث  :تعطى بالعلاقة التالية

  و  :حيث نضع . : حيث لنحسب المشتقة الثالثة للدالة  :مثال

 لدينا

  :من جهة أخرى لدينا

  . :  ومنه يكون 

  :وتطبيقاتها التزايدات المنتهية اتنظري . 7

) :حيث  على  للاشتقاقو قابلة   دالة مستمرة على مجال مغلق و محدود إذا كانت : Roll نظرية رول ) ( )f a f b 

  . :يحقق  على الأقل وجدي فإنه 

يوجد  إذافهي محدودة و تدرك حديها حسب نظرية فايرستراش    )و محدودمغلق (متراصمجال مستمرة على  بما أن : برهان

  :لنناقش الحالتين التاليتين.  و : بحيث  من و  عددين 

 إذا كان :  ال يمكن أن نأخذ ثابتة و يكون  فإنأي عدد من ا.  
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 أن يكون  : إذا كان أو فلا بد  لأن :.  

   و منه  : المطلوب لأن  العدديحقـق  ففي حالة 

  .نستنتج أن  و منه  وكذلك 

 النظرية إثباتوبذلك يتم .  يقتضي بأسلوب مماثل نجد أن.  

  و و قابلة للاشتقاق على على  مستمرة  لدينا ،   :مثال

  .: يمكن التأكد أن حسب النظرية 

 فإنه على للاشتقاقو قابلة  متراصمجال دالة مستمرة على   تإذا كان )التزايدات المنتهية (:Lagrange لاغرانجنظرية 

  . :يحقق على الأقل وجدي

: كما يلي المعرفة على  الدالة : برهان
 

تحقق شروط نظرية رول وبالتالي فإنه 

  . أي  : يحقق يوجد على الأقل

 .إثبات بعض المتراحجات  )2تعيين حصر عبارة  )1لهذه النظرية عدة تطبيقات منها : ةملاحظ

 للاشتقاق تينو قابل متراصمجال على  تينمستمر تيندال و تإذا كان )المعممة التزايدات المنتهية (:Cauchy كوشينظرية 

  . :يحقق على الأقل وجدي فإنّه  لا تنعدم على  و  على

): المعرفة كما يلي نعتبر الدالة .   :و بالتالي لا تنعدم على  : برهان ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )

f b f a
h x f x g x
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ومنه يكون . :يحقق  على الأقل وجدتحقق كل شروط نظرية رول، إذا ي ، الدالة :يمكن التحقق أن:  

 
 :و بالتالي

  

لنثبت أنه إذا كان: مثال
 

 فإن :.  
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 :فإن على مجال قشتقاللإ ة وقابلةمعرف ةدال  إذا كانت : اتجاه تغير دالة
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  على قللاشتقا وقابلتين يشمل عدد على مجالتين ومستمرتين معرف تيندال و إذا كانت :L'Hôpital قاعدة لوبيتال. 8

 : فإن إذا كان  و وتحققان 

f :البرهان
 

و
 ٍ
g

 
مستمرتان على اال

 
0[ , ]x x

 
0([ , ])x x

 
و تقبلان الاشتقاق على اال

 
0] , [x x

 
0( ] , [ )x x

 
  gوالدالة المشتقة 

[0لا تنعدم على اال  , [x x
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0.حسب نظرية كوشي
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  تبقى القاعدة صحيحة  في حالة : ملاحظة

  : لدينا  لنحسب :مثال

: لدينا  لنحسب :مثال
 

fgI0x0-{ }I x

0 0( ) ( ) 0f x g x 0{x }, ( ) 0x I g x   
0 0

( ) ( )
l im l im

( ) ( )x x x x

f x f x
l l

g x g x 


  



0 0

lim ( ) lim ( )
x x x x

f x g x
 

  

20

cos - sin
lim
x

x x x

x20 0 0 0

cos -sin cos - sin cos - sin -sin
lim lim lim lim 0

2 2 2x x x x

x x x x x x x x x x

x x x   


   

2

tg
lim

tg 3x

x

x


2
2 2

2

2 2 2 2

tg cos 3 1 cos 3 1 3sin 3 1
lim lim (lim ) (lim ) (9) 3

tg 3 3 cos 3 cos 3 sin 3x x x x

x x x x

x x x x   
   

    

0 0( ) ( ) 0f x g x 

USER
Highlight



                                                                                   الدوال  الأولية: المحور الخامس

 2020/2021السنة الجامعية                                       1/2                         الوادي      - ة لخضرجامعة الشهيد حمّ

 

I .الدوال العكسية للدوال المثلثية:  

: الدالة : الدالة . 1 [ , ] [ 1,1]
2 2

f
  

 
 

:المعرفة بــ
 

( ) s inf x x  المستمرة و متزايدة تماماعلى ا[ , ]
2 2

    

( ] , [: ( ) cos 0)
2 2

x f x x
  

    1فهي تقبل دالة عكسية : [ 1,1] [ , ]
2 2

f
  

 تسمى قوس الجيب و نرمز لها بـ :

]على اال وهي مستمرة و متزايدة تماما  1, 1]  ونكتب:

   

  

: الدالة : الدالة . 2 [0, ] [ 1,1]f   
 

:المعرفة بــ
 

( ) cosf x x  المستمرة و متناقصة تماماعلى ا[ 0 , ]   

( ]0, [: ( ) sin 0)x f x x      1فهي تقبل دالة عكسية    : [ 1,1] [0, ]f   وهي مستمرة و متناقصة  : رمز لها بـ

]على االتماما  1, 1]  ونكتب:  

 

  ولدينا 

  : خاصية

  لدينا  : نضع: برهان

    : و بالتالي  لدينا 

: نجد أن  لدينا  كذلك 

  نجد ) 2(و) 1(من .  

فهي تقبل دالة عكسية تسمى قوس   و تأخذ قيمها على مستمرة و متزايدة تماما على الدالة: الدالة . 3

   والدالة  : ونكتب : الظل و نرمز لها بـ

ولدينا مستمرة ، متزايدة تماما وفردية 
  

II . الدوال الزائدية:  

فة على المعروال الد و ظل التمام الزائدي  ، الظل الزائدي ، جيب التمام الزائدي  نسمي الجيب الزائدي : تعاريف

   ، ،، :الترتيب بالعلاقات التالية
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  : نتائج 

1( 2( 3(  

4 ( 5 ( 6 (  

  :خواص

  : و لدينا معرفتان ومستمرتان وقابلتان للاشتقاق على و الدالتان ) 1

  :و لدينا و متزايدة تماما على  ، متناقصة تماما على  زوجية ، موجبة تماما على الدالة) 2

  في   تقابل من وبالتالي نستنتج أن الدالة و  

وبالتالي نستنتج أن الدالة  و   :و لدينا فردية و متزايدة تماما على الدالة) 3

  .في   تقابل من 

بالتالي متزايدة تماما و  : و لدينا فردية ، مستمرة  وقابلة للاشتقاق على الدالة) 4

  .في   تقابل من ومنه نستنتج أن الدالة  و  ولدينا على

III. الدوال العكسية للدوال الزائدية:  

فهي تقبل دالة عكسية تسمى عمدة الجيب الزائدي و  مستمرة و متزايدة تماما على الدالة : الدالة . 1

 مستمرة، و الدالة  :ونكتب : نرمز لها بـ

  ولدينا .  : و يمكن التأكد أن متزايدة تماما و فردية

فهي تقبل دالة عكسية تسمى عمدة جيب  مستمرة و متزايدة تماما على الدالة : الدالة . 2

   : ونكتب : التمام الزائدي و نرمز لها بـ

  : متزايدة تماما و يمكن التأكد أن مستمرة، و الدالة 

  ولدينا 

فهي تقبل دالة عكسية تسمى عمدة الظل الزائدي  مستمرة و متزايدة تماما على الدالة : الدالة . 3

 و الدالة  :ونكتب :نرمز لها بـ

: متزايدة تماما و فردية و يمكن التأكد أن مستمرة،
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ل  1 اس: تحل  جــــــــامعة الـــوادي  مق
ق  قة كلية العلوم ا

ات  ض  قسم الر
2022 /2021  MI ــى  ٔولــــ نة      س

ة سلس   ّ وال    قابلية اشتقاق  (4 ٔعمال مو    )العددية ا
وال التالية قاب للاشتقاق  :1تمرن   : لى 1Cالصنف   ومنادرس إذا كانت ا

1 (2 1
s in , 0

( )
0 , 0

x x
f x x

x

  
       

2  (3 1
s in , 0
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0 , 0

x x
g x x

x

  
    

3      (( ) | 3 |h x x 

                    
 

وال التالية قاب للاشتقاق   :*2تمرن   :  لى 1Cالصنف  ومنادرس إذا كانت ا
1 (2( ) | |f x x x 
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22 , | | 1
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0 , | | 1

xx e x
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2 2ln , 0
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0 , 0
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ين   bو  a   كنيل  : 3تمرن  ق كما يلي:     لى fا  ا ونعرّفددن حق

, 0
( ) 1

, 0
1

a x b x
f x

x
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ي يحققه العددان1 ينّ الشرط ا  .a  وb   كون لى  fحتىّ   .  مستمرة 
ي يحققه العددان2 ينّ الشرط ا  .a  وb  كون ٔحسب  وفي  لى قاب للاشتقاق fحتىّ  )هذه الحا  )f x   

*دا معرّفة كما يلي:   f لتكن : 4تمرن 
1

: ( ) , (0 ) 0

1 e x

x
x f x f   


      

ٔنّ: 1 ت  ,. اث | ( ) | | |x f x x    ج مستمرة عند fٔنّ   واست
0 0x .  

قي 2 دد حق ل كل  ٔ ٔنهّ من  ت  )، المعاد   k. اث )f x k .دا لاّ وح ل    تق
df(0). احسب3    (0)وgf    ا لى   f. هل ا شتقاق  ل   . ؟تق

التكن  :*5تمرن  ,0]: يلي المعرفة بما fالعددية ا ] : ( ) cos sin
2

x f x x x


    
يمين.   0عند   fاشتقاق    وقابلية . ادرس استمرارية  1 ا  2       لى ا ا المشتقة ل دّد ا  .f . 

ٔنّ: 3 2  . بينّ  3
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2 3
x f x


    

ا ا من في كل  احسب :6تمرن   : fالحالات التالية مشتقة ا
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ال    fلتكن : *8تمرن  لى ا [0,1]دا  مستمرة 
لى   شتقاق  ل   وتق
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f c
c f c
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تا ستعمال نظرية التزايدات المنتهية،. 1 :9تمرن  1ٔنّ:   ث 1
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1
x x x

x x
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نّٔ: 3 ج  1. است
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1 احسب  .4     
l i m 1
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ال:   :10تمرن  دة لوب ستعمال قا ت التالية  نها   احسب ا
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ا العددية : *11تمرن  )2المعرفة بـ:   fلتكن ا ) 1f x x x   .  
ٔنّ  1   .نحو  تقابل من   f. بينّ 
ا العددية 2 :1المعرفة بما يلي:   g. نعتبر ا ( ) ( )x g x xf x 

  .   
) ٔنّ:) بينّ ٔ  )

: ( )
( )

f x
x f x

f x x
  


 .  ج :ٔنّ:  ب) است ( )x g x x

   .    ج )1  عبارة:ج) است )f xل من  xلك
  

لتقويم لاحقا* ([  ]) يترك 



ل 1 اس: تحل  جــــــــامعة الـــوادي  مق
ق  قة كلية العلوم ا

ات  ض  قسم الر
2022 /2021  MI ــى  ٔولــــ نة      س

ة سلس  ل   ّ وال    قابلية اشتقاق  (4 ٔعمال مو    )العددية ا
وال التالية قاب للاشتقاق  ةسادر  :1تمرن ل   :  لى 1Cالصنف  ومنإذا كانت ا
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s in , 0
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f x x
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0

lim 0
x

x


 الحصر   حسب نظرية 
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  ه وم

0

1
lim sin 0
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ا  لتالي ا fير موجودة و 
 

ا  0  عندمستمرة ير  ست من الصنف   fإذا ا : لى 1Cل
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: sinx x x g x
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   حسب نظرية 
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ا  0  عندمستمرة  .  لى 1Cمن الصنف    gإذا ا

  3 (( ) | 3 |h x x 
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ه شتقاق عند  لا  h وم ل  لتالي   0تق شتقاق  لا و ل  ست     لى تق .  لى 1Cمن الصنف   وح ل
ين   bو  a   كن يل  :3تمرن ل    ق كما يلي:   لى fا  ا ونعرّفددن حق

, 0
( ) 1

, 0
1

a x b x
f x

x
x

 
 

 

  

ي يحققه العددان1 كون   bو  a. تعيين الشرط ا لى fحتىّ    .  مستمرة 
ا  لى  fا كون   bو  aعين . لن*  مستمرّة   .  0  عندمستمرة  fحتىّ 

0 0 0 0
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lim ( ) lim( ) lim ( ) lim 1
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كون   ه حتىّ  لى fوم كون    مستمرة  ٔن  1bو aيجب     

ي يحققه العددان تعيين. 2 كون  bو  aالشرط ا   لى قاب للاشتقاق fحتىّ 
ا  - لى   fا ينا .*قاب للاشتقاق  1bمن السؤال السابق    عيينت  بقيa   كون  .0عند   fقاب اشتقاق حتىّ 
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ا: نعتبر 7تمرن [لىالمعرّفة   fا 1, 0 [ ] 0,1[I    21  يلي: كما
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 . 

ٔنّ . 1 ت  لى  fاث   .Iمستمرة 
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g احسبثمّ   Jلى gدرس قابلية اشتقاق ا. 4 . 
ا  5 g. هل ا    0مستمرة عند. 
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ٔنّ:اثبا )2 3 ت  5

0 a rc ta n a rc ta n
4 1 2 2


  

 
3نضع   .

a rc ta n
4

a    5و
a rc ta n

1 2
b 

ٔنّ     ت  ٔن نث 0كفي  c o s ( ) 1a b  
 

  
  ينا

2 2 2 2

2 2 2 2

co s( ) co s co s s in s in

1 1 tan tan

1 tan 1 tan 1 tan 1 tan
3 5

1 1 4 12

3 5 3 5
1 1 1 1

4 12 4 12

4 12 4 3 12 5 4 12 3 3 16 48
1 0 co s( ) 1

5 13 5 4 13 12 5 13 13 1 3 5 65

a b a b a b

a b

a b a b

a b

  

 
   

 
                 
       

                 
 

 

ه وم
 

3 5
0 a rc ta n a rc ta n

4 1 2 2


  

  



2 ( : 3ل المعاد 5
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2فإنّ:  2 2 2 2cos( ) 1 1 (1 ) 1a b x x x x x              و( ) [0, ]a b     :إذاa b  .  
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